Corrigé du DST 31/05/2021, durée 3h.

Question et démonstration de cours.

(1) Enoncer le théoréeme des valeurs intermédiaires (on ne demande pas de démonstration).

(2) Soit f une fonction dérivable sur l'intervalle |a,b[, on suppose qu’elle admet un maximum en

¢ €)a, b. On sait qu’alors f'(c) = 0, donner la démonstration de ce résultat.

Voir le cours.

Exercice 1. On considere les fonctions f et h définies sur R par

fx)=23+22+1 et h(m):—%(a}?’—i—l).

Et la suite (uy), définie par ug = 0 et

Vn €N upt1 = h(up).

1
(1) Montrer que 'équation f(x) = 0 admet une unique solution comprise entre D) et 0. On note «

cette solution.

1 1
f est continue sur R, f (—) =——<0et f(0) =1> 0. Avec le théoreme des valeurs intermé-

2 8

1
diaires, on en déduit que I’équation f(z) = 0 admet au moins une solution sur ]—2, 0 [

f est dérivable sur R, de dérivée f'(z) = 32°+2. Pour tout € R, f'(x) > 0 donc f est strictement

croissante sur R, la solution de I’équation f(x) = 0 est unique.

(2) Montrer que h ([—1,O]> C [—%,O].

2
h est dérivable sur R et pour tout z € R, h'(x) = —;:1:2 < 0. h est continue et décroissante sur R
1 1 1 7 1
donc b ([=3.01) = [4(0). (~3)) = (=5, ~15] € [=5.0]

On pouvait aussi travailler de fagon algébrique :
1 1
—§§x§0:>—f§x3§0puis

1 1 1 1 7
—— <23 <0=> —= (— + 1) > ——(23+1) > —5(0—{— 1). Soit a nouveau 1 > h(x)

. 1
des que —5 <z <O0.
(3) Montrer que
1 1 3

3
h est dérivable sur R et on a vu dans la question précédente que h'(z) = —5952.
1 3 3 3/ 1\? 3
Pour tout - =,0[ |W :2t2<(—) =,
our tout ¢ €] 5 [, |h' ()] 5C et 5" < 5 | —3 3

h est continue sur [—5, 0] et dérivable sur |—

N =

des accroissements finis on a

1 1 3
Vo € [—570], VyG [_570]7 ’h((lﬁ)—h(y)‘ S§|x_y‘
Cette inégalité pouvait aussi étre montrée de fagon algébrique en remarquant que
1, . 1
hw) = h(y) = =5 (" =) = =5 (@ = y)(@* + 2y +¢*)

1
puis en majorant |z + zy + y?| par 3 x T

,0[, || est majoré par g Sur ] —5 0[; avec I'inégalité



(4) Montrer que
3
VneN, |upy1 —a| < g\un —al.

Indication : on pourra utiliser aprés justification que h(a) = «
Commencons par justifier que h(a) = a. Par définition de o dans la question (1), on a f(«) = 0.

Or
1
f(a):a3+204+1:0<=>204:—1—043<:>a:—§(1+a3):h(a).

1
ug =0 € [—5, 0] qui est un intervalle stable pour i donc pour tout n € N, u,, € [—5, 0]. Dans la

1
question (1) on a vu que « € [—5, 0], pour tout n € N, on applique le résultat de la question (3)

ar=upety=a
tns1 — af = [A(un) = h(a)] < 2lun - al.
(5) Montrer que

8

On démontre ce résultat par récurrence. Pour tout n € N, on note

VneN, |u,—al< (3) ]

P() i —al < (3) ol

3 0
0 —a| =|a| < <8) |a| donc P(0) est vrai.

Soit n € N, supposons que P(n) est vrai, alors avec le résultat de la question (4)

3 3 /3\" 3\
funs1 —al < glun—al < g x (5) lal 2 () la
P(n+1) est vrai.
On a montré que P(0) est vrai, que pour tout n € N, [P(n) = P(n + 1)] est vrai, donc P(n) est
vrai pour tout n € N.

(6) En déduire que la suite (uy,), converge et déterminer la limite.

3 n

0 < - < 1donc lim <> = 0. On en déduit que lim |u, —a|] = 0 donc la suite (uy,)n
8 n—+oo \ 8 n—-+00

converge vers «.

Exercice 2. Soit f une fonction définie et C2 sur R (c’est-a-dire, f est 2 fois dérivable et la dérivée
seconde de f est continue sur R). On suppose que f s’annule 3 fois, justifier que sa dérivée seconde f @)
s’annule au moins une fois sur R.

Notons a1, as et ag les trois points ou f s’annule, on peut supposer que a; < as < as. f est continue sur
[a1, ag] et dérivable sur Jay,as[, f(a1) = f(a2) = 0, avec le théoréme de Rolle, on en déduit qu'il existe
by €lay, az| tel que f'(by) = 0.

De méme f est continue sur [ag,as] et dérivable sur Jag,as[, f(az2) = f(asz) = 0, avec le théoreme de
Rolle, il existe by €]ag, as| tel que f'(b) = 0.

On a f'(by) = f'(ba) = 0 avec by < az < by, on applique & nouveau le théoréme de Rolle a f’ qui est
continue sur [b1, bo] et dérivable sur b1, bo[. Il existe ¢ €]by, by[ tel que f@(c) = (f/)'(c) = 0.

La dérivée seconde de f s’annule au moins une fois sur R.



Exercice 3.

(1) Ecrire la formule de Taylor Lagrange a 'ordre 1 de la fonction  + In (1 + z) en 0.

1 1
fest C?sur]— 1,400, f'(z) = T fP(z) = TG
Pour tout z > —1, il existe ¢, compris entre 0 et x tel que
(2)
. / f (Cw) 2 _ 1 2
(1 42) = JO) + FO)z + = =a" = & = 5= =5
22

(2) En déduire que pour tout x € Ry, In (14+z) >z — 5
L’inégalité est immédiate pour £ = 0 et pour x > 0 on a 0 < ¢; < x dans la formule de Taylor

Lagrange. Pour tout ¢ > 0, —2(1+¢)? < —2 < 0 et donc avec la décroissance de la fonction inverse
sur ] — O0,0[ on a —m > *5
On en déduit que

1
Ve>0, m(l+z)=2— 2’ >z — -2’

Exercice 4. On rappelle que le développement limité d’ordre 4 en 0 de t — e’ est

t—0

4 Lk
t .
el = Z 0 +tle(t) avec lime(t) = 0.
k=0
(1) En déduire le développement limité d’ordre 4 en 0 de z +— €* + e 7.
En remplagant ¢ par —x (lorsque = tend vers 0, —x aussi)
2 3 4
¢
e _q_ A A
e x+2 6+24+:1c€( x)
puis en sommant deux DL du méme ordre en 0

4
e T =242+ ztei(z) avec lim e (x) = 0.
12 z—0

(2) Donner le développement limité d’ordre 4 en 0 de = — cos(z).
Ce DL fait partie des DL de référence et que I'on peut retrouver a l’aide de la formule de Taylor-
Young a l'ordre 4.

2 at

cos(z) =1— 5 + 21 + 2teo(x) avec ili% ea(x) = 0.

(3) On note h(z) = e*+e~*+2cos(x). Justifier que la courbe représentative de h admet une tangente
horizontale au point d’abscisse 0. Déterminer la position locale de la courbe par rapport a la
tangente.

En sommant les DL on obtient
4
T
h(z) =44 — + a'e3(x) avec limez(x) = 0.
6 z—0
En calculant directement h'(0) ou plus rapidement ici, en remarquant que la partie principale du
DL a l'ordre 1 est 4 on a h'(0) = 0. La courbe représentative de h admet une tangente horizontale

1
au point d’abscisse 0. De plus de h(z) —4 = :c4(6 + e3(x)) avec lir% e3(x) = 0 on déduit que
T—r

h(z) — 4 est du signe de z? /6 au voisinage de 0, soit de signe positif.
Au voisinage du point d’abscisse 0 la courbe est au dessus de la tangente.



(4)

T -z _9

Caleuler lim & ¢~ —=
=0 cos(z) — 1

Avec les DL précédents on a

z? 2t

4
e$+e*’”—2:x2+%+x451(x) et cos(x )—1——?+ﬂ+x ea(x)

avec lir% ei(x) = lir% ea2(x) = 0. On peut travailler directement avec ces DL ou ne garder que les
r—r T—

DL d’ordre 2 puisque le coefficient de 22 est non nul dans le DL de cos(z) — 1.
e +e -2  a?4a’es(z)  1+es(x)

cos(z) =1 —Z 4 aZey(x) —3+ea(2)
li =1 =0.
avec lim es(x) lim eq(z) =0
e
On en déduit que lim e — = 2.
=0 cos(z) —1 —3

w/2

Exercice 5. On note I = / x%sin(x) da.

(1)

En faisant 2 intégrations par parties successives, calculer I.
Les fonctions x — 22 et x — — cos(z) sont C! sur R, d’ott

f(a) = a2 F(z) = 22
§(x) =sin(@)  g(z) = — cos(z)
Ly m/ w/
I= [— cos(ac):):ﬂo/2 —/0 22x(—cos(w))d:r = 2/0 2£L'COS($) dx

Les fonctions = + x et 2 ~ sin(x) sont C* sur R, d’ott

fl@)=2 flx) =
g (z) = cos(x) g(z) = sin(x)

w/2 /2
/ zcos(x)dr = [z sim(ﬂv)]g/2 — / sin(z) de = T [— cos.(:v)]g/2 =
Coonclusion =7 —2. ’

— 1.

1 & k
Pour tout n € N*, on note S, = — E 2 sin (g) Montrer que la suite (S,), converge et
n3 n
k=1

calculer la limite.

Remarque : on pourra exprimer la limite en fonction de I si la premiére question n’a pas été
traitée. -

x +— x?sin(z) est continue sur [0, 5], avec le théoréeme des sommes de Riemann on a

T_00 2
I= lim 2 Z(kﬂ> Sin<k7r>.
n—+oco N —1 n 2 n 2
T 0. (km\? kw ™% 1 & kn ™3
2 kT . RN _ (T L+ 2 . ETN_ (T , .
Or n Z<n2> sm<n2) <2> Zk Sln<n2> <2) S, donc par opération sur

k=1

les limites, la suite (S,), converge vers < )

s

On pouvait aussi utiliser la fonction z + z%sin(= ) qui est continue sur [0, 1], avec le théoréme

[\D

des sommes de Riemann on a

. . 1N (kN2 (kw Ly o
nkﬂ?oosn—nklfm,;(n) sin (w) = [ asin(Ga)de.



s

Puis avec le changement de variable ¢ = 5%
1 z 2 2 2 2 3
/ 2 sin(zx) dx = /2 <t> sin(t) —dt = <) I
0 2 0 \T T T
Exercice 6.
3 1 t3
(1) En remarquant que TTe- t— I calculer J = LT dt.

0

(2) Donner le domaine D de définition et dérivabilité de la fonction tan puis vérifier que
Vz €D tan'(z) =1+ tan®(z).
La fonction tan = “ est définie et dérivable sur D = R \ {g +km, keZ}. Et
cos

cos(x) cos(x) — sin(x)(— sin(x cos?(x sin?(x
Vx €D (tan)’(x) = (z) ( )sin2(x)( ) (z)) = (31)11;_(90) (z) :tanQ(x) + 1.

(3) A l'aide du changement de variable ¢ = tan(z), calculer

w/4
/ tan®(z) de.
0
Remarque : on pourra exprimer le résultat en fonction de J si la premiere question n’a pas été
traitée. - -
De fagon « mécanique » : pour z = 0, t = tan(0) = 0; pour x = T t = tan(z) =1;dt =

tan’(z)dz = (1 + tan?(z))dz = (1 4 t*)dz soit dx = dt ; puis on remplace.

3

T2 f est continue sur [0,1]; la

fonction tan est C' sur [0, Z] et a valeurs dans [0, 1]. Avec le théoréeme de changement de variables

1+12

En faisant bien apparaitre les fonctions utilisées : on note f(t) =

tan(%) I T tan®(7) I
J = tdt:/ tan(z)) tan’(z dx:/ — (14 tan®(x da::/ tan®(z) de.
[ = [T s (@) de = [ S 0 @) e = [ an'()
(4) On définit sur ] —g, g [ la fonction g par
tan2
g(z) = a“2<x) +1n (cos(z)).
/4
Calculer la dérivée de g puis retrouver sans changement de variable la valeur de / tan® () dz.
0

T
Pour z € } —3'3 [, cos(z) > 0, la fonction g est dérivable comme composée et somme de fonctions

dérivables. Pour tout x € } —g, g [,
/ 2 — sin(z) 3 3

g'(xz) = tan(z)(1 + tan®(z)) + “eos(x) = tan(z) + tan’(z) — tan(z) = tan’(z).
x



J

ENE]

2’2{

T
La fonction g est une primitive de 2 — tan®(z) sur ]— donc

tan®(z) dr = g (

s

4

)—9(0) =

B tan?(%)
2

+1In (cos(Z)) —(0+1In (1)) = %+ln <



