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Opérateurs compacts
Soient désormais X, Y, Z des espace vectoriels normés.

Question de cours 1 Soit T : ¢y — lo, donné par l'identité T'(z) = x. Est-ce que I'image
R(T) de T est fermé?

Question de cours 2  Un opérateur linéaire T': X — Y tel que T'(Bx(0,1)) est compact
est appelé un opérateur compact. Montrer qu’'un opérateur compact est continue. Est-ce que
tout opérateur continue est compact (dém. ou contre-exemple)?

Question de cours 3 Soit 7' € L(X,Y). Montrer que T est compact si X est de dimension
finie. Montrer que T est compact si son image R(T) C Y est un sous-espace de dimension
finie.

Question de cours 4 Montrer que I'identité est compact sur X si et seulement dim (X) <
00.

Question de cours 5 Soit S € L(X,Y), T € L(Y,Z) tel que S ou T sont compacts.
Montrer que T'S est compact.
Exercice 6  On note par K(X,Y) les opérateurs compacts de X dans Y.

(a) Montrer que K(X,Y") est un sous-espace vectoriel de £(X,Y).

(b) On suppose désormais que X, Y sont des espaces de Banach. Soit (7},) une suite d’opérateurs
compacts qui converge vers T' € L(X,Y') en norme (c’est a dire ||T,, — || — 0). Soit (z,)
une suite borné de X. Construire une sous-suite extraite (&,) de (z,) tel que

Vn € N: (Th&i)i>0 converge

(utiliser la compacité des T, et un argument ’diagonal’). En déduire (T¢,,) est une suite
de Cauchy.

(¢) Déduire que K(X,Y') est un espace de Banach.

(d) Soit T}, une suite d’opérateurs a image de dimension finie et soit 7" = lim, o T}, en
norme d’opérateur. Montrer que T' est compact.

Exercice 7 X = /{, pour p € (1,00).
(a) Soit (A,) une suite complexe et T le 'multiplicateur’ sur X donné par
T(zy) = (Anzy).
Montrer que T' est borné si et seulement si (\,) est borné.

(b) Montrer que T est compact si et seulement si A, — 0.



(¢) Soit SX — X le ’shift a droite’ S(x,) = (yn) ot yo = 0 et yn+1 = =, Est-ce que S est
compact?

Exercice 8  Soit k € L*(R x R) et (T}, f)(z) = [ k( y) dy.
(a) Montrer que T} : L?(R) — L?(R) satisfait HTkH < HkHLQ(RXR).

(b) En approchant k avec des fonctions étagés de la forme

montrer que T}, est compact (utiliser Exercice 6).

Exercice 9 Soient X,Y des espaces de Banach et T' € K(X,Y). Montrer que si (z,)
converge faiblement vers z, alors (T'z,) converge (en norme) vers T'z.

Rappel: Soit K un espace métrique compact. Le théoréeme de Arzela-Ascoli dit qu’une partie
M C C(K) est compacte si elle est (1) borné, (2) fermé et (3) équicontinue, c’est a dire si

Ve>030 >0VfeM:dlz,y) <o = |f(z)—fly)l<e

Exercice 10 Pour a € (0,1) et f: [a,b] = K (K =R ou K = C) on définit
[f] — sup ‘f(t)—f(S)‘

t,s€[a,b],t#s |t — s|*
et on pose C*([a,b]) ={f : [a,b] = K: [f]a < oo} muni de la norme || f||o = || flloo + [f]a-
(a) Montrer que (C*([a,b]), || - ||) est un espace de Banach.
(b) Montrer que la boule unité fermée de C'* est un compact de C([a, b]).

¢) Soit 0 < a < 8 < 1. Montrer que pour tout f € C? et tout n > 0,
n

[Fla < maix (20 floen ™07~ [f13) -

En déduire que si (f,) est une suite bornée de C% qui converge uniformément (i.e. en
norme || - ||oo) vers f € C? alors (f,,) converge vers f dans C°.

(d) Montrer que pour 0 < a < 3 < 1, le plongement C?([a, b)) — C*([a,b]) est compact.

Exercice 11 Soit E un sous-espace fermé de (C([0,1]),] - |lc) qui est contenu dans
([0, 1]).
(a) Montrer que E est complet pour la norme
1A= 1flloe + 1 lloe-
(b) En déduire que les normes ||.|| et || - ||co sont équivalentes sur E.
(c) Montrer que la boule unité de E est relativement compacte pour le norme || - |-

(d) En déduire que E est de dimension finie.



