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Exercice 1 Calculer les transformations de Fourier de
a) fi(z) = e L) ().
b) falx) = el
¢) fs(z) = el cos(x)
d) f4(1‘) = (1+:;;2)2
e) fB(I) = (1+i2)2

Exercice 2 Soit f(x) = cos(3x) pour z € (—m,7), f(£m) =1/2 et f(x) = 0 pour
|z| > 7. Calculer la transformation de Fourier de f.

Exercice 3  Soit f(z) =0 pour |z| > 1, et f(x) =1 — |z| pour |z| < 1. Calculer sa
transformation de Fourier.

Exercice 4  Exprimer la transformation de Fourier de cos(z)f(2x + 1) en termes de

(o).

Exercice 5 Calculer fR # dx, une fois par transformation de Fourier, une fois en
P 0O _in
écrivant 1/x = [~ e dt.

Exercice 6 Soit f telle que f(§) = % Calculer

/wa(x)dx

Exercice 7 Calculer [p I?Ifﬁ)z) dx.

Exercice 8 Soient 1 : R - R et w:R"” — R et w, : R® — R donnés par

{e‘l/t si t>0

s =10 BIZ0 w@=Lte-kP)  wle) = 2w/

ot a= [p, V(1 — |z]?)da.
a) Démontrer que ||w.| 1 = 1 pour tout € > 0.
b) Démontrer par récurrence que ™ (t) = Py,(%)e ", t > 0 ot P, est un polynome
de dégrée k. En déduire que ¢ € C*(R) et que w, w, € C*(R").
c) Pour un ensemble non-vide A C R"™ on pose A° = {x € R" : d(z,A) < &}.
Pourquoi est la fonction 1 4= mesurable pour tout £ > 07
d) On pose 7. = 1 42- * w.. Démontrer que
i) VeeR": 0<n.(z) <1
i) Ve e A°: n.(x) =1



iii) Vog A% : n(z)=0

Rappel: On définit pour f € L1(R") et g € L,(R") la convolution

(f*g)(z) = . flx—y)gy)dy = . fy)g(x —y)dy

Exercice 9 Soient f € LY(R™) et g € LP(R™) avec 1 < p < oo.

1. Démontrer que || f * g||Lr@ny < || fllz1@n) [|9]|Lr@n). On traitera d’abord p = oo, 1
et puis, en cas que 1 < p < oo on multipliera f * g par une fonction h € LI(R™),
¥, + ¥, =1 et utilisera ensuite 'inégalité de Holder.

2. En déduire que ||f * wel|zo@n) < || f]|rn) pour tout f € LP(R™), p € [1,00] (ici,
w. est la fonction définit plus haut).

Indication:
Exercice 10  Soit 2 un ouvert de R" et f € L'(Q). On suppose que f = 0 en dehors
d’un compact K CC €.
1. Montrer que dist(K,0N2) = inf ek yeon |z — y| > 0.
2. Montrer que si e < dist(K,090), fo = f * Q. € CZ ().
3. Montrer que pour tout f € C.(Q) on a f. — f uniformément dans C(Q) si ¢ — 0+.
4. Montrer que C.(€2) est dense dans LP(Q2) avec 1 < p < oo.

5. Déduire de (c) et (d) que pour tout f € LP(Q2) avec 1 <p < oo on a f. — f dans
la norme de LP(9Q).



