Université Bordeaux MASTER ANALYSE, EDP, PROBABILITE EDP 1

Exercice 1 Soit f € L' et g(x) = f(2x + 1). Exprimer g en termes de f Soit f
dérivable, et f, f/ € L'. Exprimer f'(¢) en termes de f(£). Soit g € L' tel que § est
dérivable avec dérivée intégrable. Ecrire (§) comme transformation de Fourier d’une
fonction h a expliciter.

Exercice 2 Calculer les transformations de Fourier des fonctions fi(x) = 1j_1 1,
fo(w) = 2l (e )7 fa(z) = (1= lzDVry, fa(z) = cos(@)Unp ), fo(z) = e

o0 t
et montrer e 1l = 0 C‘iitif dt par la formule d’inversion. Continuer a calculer les

transformations de Fourler des fonctions fg(x) = T fr(z) = (14+6z)e7 12l fo(x) =

2=’

Exercice 3 Calculer fR # dx, une fois en utilisant la formule d’inversion, une fois
P 1/ _ [ —tz
en écrivant 1z = [* e dt.

Exercice 4 Soit f(f) = 1+54 Trouver [, xf(x)dx, sans calculer f.
Exercice 5 Calculer [, ?111:;2) dz.

Exercice 6  Soit f = O((1+2?%)7!) une fonction continue telle que, pour tout = € R,

/ f(y)e_y262my dy = 0.
R

Montrer que f = 0.

Exercice 7* Soit () une matrice réelle, symétrique, positive définie de taille n x n.
Montrer que f(z) = exp(—3(Qz,z)) a pour transformation de Fourier

fle)y = 0" o1

Fl) = 2% exp(~p{Q 6, €)) (1)

Indication: montrer d’abord f( )exp(+/2(Q71,8) = [on exp(—%(@y,y»dy

Exercice 8 Trouver toutes les solutions de edp
() 2(ey) =0 () P(ry) = 2(ay) =0 etde (c) Za(r,y) =0
Exercice 9 Soit b € R?. On cherche & ramener I'e.d.p.
wy(t, ) + bVu(t,z) =0  pour(t,x) € [0,00) x R? (2)

a une e.d.o. en introduisant un nouveau parametre s, et en considérant ¢t = t(s) et
x = x(s).



a) Soit h(s) = u(t(s),z(s)). Calculer h'(s), comparer avec 'e.d.p. (2)
b) On ajoute a (2) une valeur initiale: u(0,z) = g(z). Déduire une formule de u en
fonction de g.
Meéme exercice pour le probleme non-homogene:

ug(t,x) + bVu(t,r) = f(t,x)  pour (t,z) € [0,00) x R? )
u(0, x) = g(z) r € R?

Indications: écrire h(0) = h(—t) + ff)t h'(s) ds pour trouver la formule qui exprime u en
fonction de g, f.

Exercice 10  (Les ondes, 1D). On consideére u; = c*uy, sur (t,z) € (0,00) X R, avec
valeur initiales u(0, z) = g(x), et u,(0,x) = h(x).
a) Soit v(t,z) = (& — Z)u(t,z). Montrer que v satisfait une équation de transport.
En déduire une formule pour v, puis, par le méme méthode, pour u.
b) Montrer la formule d’Alembert

x+ct
u(z,t) = %[f(x—ct) + f(x+ct)] + 2%/ g(s)ds.
r—ct
Exercice 11* La méthode des caractéristiques. Considérons

a(z,y) - up(2,y) + (2, y) - uy(2,y) = c(z,y) - ul(z,y,2)
et supposons une solution u. Soit S = {(z,y,u(x,v)) : (z,y) € R*} son graphe.

a) Calculer des vecteurs directeurs du plan tangent en un point (g, yo, u(zo, %)), puis
calculer un vecteur normal.

b) Déduire que (a(z,y),b(x,y),c(x,y)) doit étre dans le plan tangent de S en tout
point (z,y,u(x,y)). Mais on ne connait pas S. Pour le trouver (et donc u), nous
cherchons des courbes v(s) = (x(s),y(s), z(s)) qui lui appartiennent. Donner un
systeme d’e.d.o. pour (z,y, 2).

c) Mise en exemple: dans le cas d = 1 re-visiter I’équation de transport (2) de
'exercice ci-dessus.

i) Soit I' = {(0,7) : r > 0} la courbe dans R? sur laquelle les valeurs initiales
de u sont prescrites. Cherchons une courbe caractéristique qui passe par le
point (0,7, g(r)) de S pour un r > 0 fixé. Il convient de considérer v,(s) =
(t(r,s),z(r,s), z(r,s)), et de résoudre (de fagon unique) les 3 e.d.o.’s.

ii) Exprimer r, s en termes de x, ¢, puis trouver (a nouveau) u(t, z) = z(r(z,t), s(x, t)).

d) Reproduire les étapes sur ’exemple
w + zuy, =0 (t>0,2>0) u(0,z) = g(z)

Montrer que u(t,z) = g(xe™).
e) Résoudre le probleme (semi-linéaire)

up + au, = u’ u(0,z) = cos(z)

cos(z—at) ) dans le sens

selon la méme 'recette’. La solution sera ’locale’: u(t, z) = Ttcos(@—al)

qu’elle a des poles ...

Exercice 12** Considérer u; = xu, + uy, sur (0,00) x R% Soit v(t,&,7n) la trans-
formation spatiale (en z,y, mais pas en ¢) de u. Montrer v, + nue = —&?v. Trouver v
par la méthode de caractéristiques, puis utiliser (1) pour déduire une solution u.



