Université de Bordeaux Feuille 4 - Intégration

Exercice 1 Soit (X, .4, 1) un espace mesuré.

1. Soit p = §, la masse de Dirac au point a € X et soit f > 0 une fonction mesurable.

Montrer que
[ fau= st
X

2. Soit X =N, A=P(N) et u la mesure de dénombrement.
(a) Quelles sont les fonction mesurables f: N — C?
(b) Soit f > 0. Exprimer [ fdu en fonction de f(0), f(1),...

Exercice 2 Soit (2,7, 1) un espace mesuré et ¢ :  — [0, +0o0] une fonction mesurable. On
définit pour tout A € T

V(A) = /A dp.

1) Montrer que v est une mesure sur (2, 7).

2) Sous quelle condition sur ¢, v est-elle une mesure de probabilité ?

3) Vérifier que tout ensemble p-négligeable est v-négligeable.

4) Soit f : @ — [0, +00] une fonction mesurable. Exprimer [, f dv en fonction d'une intégrale
relativement & p (indication : commencer par les fonctions en escalier).

Exercice 3 Soit (E, 7, 1) un espace mesuré et ( f,), une suite décroissante de fonctions mesu-
rables positives qui converge presque partout vers une fonction f. On suppose que [ fodu <

~+00. Montrer que
lim / fnd,u:/ fdp < 400 (1)
n—+oo Jp E

1. Avec le théoreme de convergence monotone ;
2. Avec le théoreme de convergence dominée.

Finalement, montrer que I'hypothese [ fodu < 400 est nécessaire pour avoir (1).
Exercice 4 Soit (X, A, ) un espace mesuré, u(X) < oo et f une fonction mesurable de X
dans R. Pour tout n € N, on pose

Ay ={ze X |f(x)]>n}, Bp={zeX n<|f(z)| <n+l}, C,, ={r e X :n<|f(x)| <n+l}.

Montrer que

/|f’d,u<oo = Znu(Bn)<oo — Znu(C’n)<oo — Z,u(An)<oo.

n>0 n>0 n>0

Soit maintenant p > 0, montrer que

/\f\pdu <00 = S () u(B) < 00 = S (14n)Pu(Ch) < 00 = 3 (14n)P L u(A,) < oo.
n>0 n>0 n>0

Exercice 5 Pour chaque n € N on définit la fonction :
n
fulx) =D 2™ (1 - ).
k=0

1. Déterminer I'ensemble D des x € R pour lesquels (f,(x))22, est une suite croissante
dans R. Déterminer la limite de cette suite.



2. Démontrer que

k=0
3. En déduire que
oo
> r =
k=0
4. De la méme fagon, considérer gi(z) = (—1)*2?*(1 — x) pour déterminer la valeur de la

somime

kz 2k:+1 2k+2)

Exercice 6 Soit f, : (X,7) — ([0, +00], B) mesurable (n € N). On pose :
=> falz) (zeX).
n=1

Montrer que fX fdu = Z:ﬁ « Jndp. En déduire que, si a;; > 0 pour tout ¢, j € N* alors

ZZ% —ZZ%

=1 j=1

Exercice 7 Soit f(t) = ln(t) pour t €]0, 1[, montrer que f(t) = Y °,—t" In(t). Justifier que

la série >, o, n 2 converge pu1s en déduire que f est intégrable sur 0, 1] et

=S
/](]71[f(t) =34

Il n’est pas demandé d’évaluer cette série.
Exercice 8 Soit f : [0, 00[— R intégrable. Déterminer lim,_,o, fjx f(t)dt. En déduire que si
f est intégrable, positive et décroissante, alors lim, ,o zf(z) = 0.

Exercice 9 Pour chaque n € N* on définit la fonction : g,(x) = ]l[o,n[(xz)(l - %2)”
1. Déterminer I’ensemble D des z € R pour lesquels lim,,_,~ gn(z) existe.
2. Déterminer la limite lim,,_,~ gn(x) pour tout x € D.
3. Trouver un majorant intégrable g(x) > g, (z) pour tout x, déduire
oo
lim gn(x)dz.
n—oo 0
(on pourra utiliser [;* e~ dt = \/7 sans le démontrer).

Exercice 10 Soit f : R — R une fonction continue et bornée.

fu/n)

i flufn)

+u 2

1. Vérifier que pour tout entier n, u — est intégrable et calculer hI—iI_l fR 1
n—

2. Si f(0) # 0 donner un équivalent de I, = [, 1_{(;;2)12

Exercice* 11 Soit R muni de la mesure de Lebesgue. Existe-t-il une majoration intégrable
pour les fonctions suivantes ? Si oui trouver la limite des intégrales [ fn(z)dx.

dx quand n tend vers +oo.

.2
n n2xe """

= —_— - _ - >
logn H[T}H),%] hn () 1+ 22 Lpo,1 (2), n>2



nx sin x

kn(2) = ——a>
(z) 1+ |nax|®

ln:kn]l[o,l]v (XZ 17 TLZI,Q,...

[o.¢]
Exercice 12 Donner un exemple de fonction continue positive f sur [0, 00| telle que / f(x)dx
0

est finie et f(z) ne tend pas vers 0 quand z tend vers I'infini. Que dire si on suppose que f est
uniformément continue ?

Exercice 13 Soit (X, .4, 1) un espace mesuré et soit f une fonction positive intégrable. Pour
a>0etn>1, on pose

fol@) =nlog (1+ (f(®)/m)"),  @eX,

Déterminer suivant les valeurs de a (trois cas a distinguer a =1, a > let 0 < a < 1)

1im/ fndu.
noJx

Ind : pour a >1lett >0, 14+¢*<(14+1t)*

Exercice 14 On suppose que la série trigonométrique ag/2 + > [a, cos(nx) + by sin(nz)]
(an, by, € R) converge simplement sur un intervalle [a,b] (a < b). On veut montrer que cela
implique que a, et b, tendent vers 0. Autrement dit, écrivant a, cos(nz) + by sin(nz) =
rpcos(nr + o) avec r, = (/a2 + b2, on veut montrer que r, tend vers 0 lorsque n tend
vers 'infini.

1. Que pouvez-vous dire de la suite (r, cos(nz + ¢,)) ?

2. Montrer que si [a,b] = [—7, 7| et que la convergence est uniforme, alors les coefficients
an et b, tendent vers 0 lorsque n tend vers l'infini.

3. On revient au cas général et on suppose que (r,,) ne tend pas vers 0. Justifier qu’il existe
alors un 77 > 0 et une sous-suite (r,, ) telle que pour k, ry, > 1.

4. En utilisant le théoréme de convergence dominée, prouver que klim ff cos? (ngz+pp, ) de =
— 00
0.
5. Expliciter cette derniere intégrale et conclure.

Exercice 15 Soit (fy,), une suite de fonctions intégrables sur (X, 7T, u) & valeurs dans R qui
converge simplement vers f. On suppose de plus que la suite ( Jx | fnl d,u)n est majorée. f
est-elle intégrable ? Si oui, a t-on [y |fldp = lim [y |fu|dp?

n——+0o0o

Exercice 16

1. Soit (X, T, p) un espace mesuré tel que p(X) < +o0o. Montrer que si une suite de fonc-
tions intégrables (fy,), converge uniformément vers f sur X, alors, il existe une fonction
intégrable g qui domine la suite (et donc f est intégrable et [y fdu = lir}rl Jx fndp).

n—-+0o0

Quel résultat connu retrouvez-vous ?

2. Soit f, définie sur Ry par f,(z) = #we‘”z/ "’ en considérant la suite (fn) que pouvez-

vous dire du résultat précédent lorsque pu(X) = 4o00?

Exercice 17
.y : PR sinx
1. Montrer que l'intégrale de Riemann généralisée f0+oo —— dx converge.
x

sinx
2. Montrer que la fonction x — —— n’est pas Lebesgue intégrable sur R} (on pourra
x

utiliser, en layant justifiée, 'inégalité |sin x| > 17%8(21))



