THEORIE D’ INTEGRATION M501 Feuille 3 Bernhard Haak

Mesures et fonctions mesurables

Tout espace topologique sera muni de la tribu Borélienne sauf si précisé autrement.

Exercice 1  Soient (X,.A) un ensemble avec tribu A et A C X. Sous quelle condition
la fonction caractéristique x4 est-elle mesurable?

Exercice 2 Si X et Y sont des espaces topologiques, soit f une application continue
de X dans Y.

a) Montrer que f est mesurable.

b) Si X =Y =R, trouver une fonction mesurable de X dans Y, non continue.

Exercice 3 Soit f une application mesurable de (X, .4) dans R ou C. Montrer que
| f| est mesurable. Qu’en est il pour la reciproque?

Exercice 4  Soit X un ensemble. Soient Y un espace topologique et f une application
de X dans Y. Quelle est la plus petite tribu sur X qui rende ’application f mesurable?

Exercice 5 Soit f une fonction définie sur un espace mesurable (X, .A), a valeurs
réelles. Montrer que les conditions suivantes sont équivalentes:
a) f est mesurable

b) Pour tout intervalle fermé [a, b], I'ensemble f~! ([a,]) est mesurable.

c) Pour tout intervalle ouvert (a,b), I'ensemble f~1 ((a,b)) est mesurable.

d) Pour tout a € R, I'ensemble f~!((a,+00)), respectivement f~!([a,+00)), est
mesurable.

e) Pour tout a € R, l'ensemble f~!((—o0,a)), respectivement f~'((—o0,al), est
mesurable.

Exercice 6 Montrer que toute fonction monotone de (R, B(R)) dans (R, B(R)) est
mesurable.

Exercice 7 Soit A une tribu engendrée par une partition (A,),>o dénombrable
d’un ensemble quelconque non vide X. Montrer qu'une application de (X,.4) dans R
est mesurable si et seulement si elle est constante sur chaque A,,.

Exercice 8 On considere l'espace M (X, R) des fonctions réelles mesurables sur un
espace (X, A).
a) Montrer que si f et g sont mesurables, (f, g) est mesurable sur X dans (R?, B(R?)).
b) Montrer que M (X, R) est une algebre.



c¢) Soit (f,)n>0 une suite de fonctions réelles, mesurables sur (X,.4). Montrer que les
fonctions suivantes sont mesurables :

sup(f,), inf(f,), limsup f,, liminf f,, lim f, si cette limite existe.

Exercice 9  Soit (€2,.4) un espace mesurable.
a) Que peut on dire d'une mesure constante sur (2, A4)7
b) Montrer que si p et v sont des mesures sur (£2,.4), et si a € R, u+ v et ap sont
des mesures sur (£2,.4).
¢) Si (ftn)nen est une suite de mesures sur (£2,.4), montrer qu’on peut définir une

mesure 1 =Y - fin-

Exercice 10 Les applications suivantes définies sur 7, sont-elles des mesures sur
(N7 T)’ ou T = {®7 {1}7 N\{l}v N}

a) VE€T, w(E)=5si1€E, u(F) =0 sinon.

b) v{1})=1letVE €T, v(E)=0si F # {1}.

Exercice 11 (La mesure de Dirac)  Sur la tribu Borélienne B(R) de R, on définit
0, par:
VA € B(R), 6,(A) =1siaec Aet d,(A) =0sia¢ A

Montrer que J, est une mesure sur 5(R).

Exercice 12 (La mesure de dénombrement)  Soit {2 un ensemble muni de la
tribu P(£2). Si £ C Q on pose u(E) = 400 si E est infini et u(F) = card(E) si E est
fini. Montrer que u est une mesure sur (2, P(Q)).

Exercice 13 Soit X un ensemble non dénombrable et soit
A={Ac X, A ou A’ au plus dénombrable}.

On rappelle que A est une tribu (voir feuille 2). Pour A C A, on pose pu(A) =0 si A est
au plus dénombrable et p(A) =1 si AL est au plus dénombrable. Montrer que [ est une
mesure sur (X, .A).

Exercice 14  Soit E = {z,,, n > 1} un ensemble de réels tous distincts. Soit (A, ),>1

une suite de réels dans @Jr; montrer qu’il existe une mesure p sur la tribu des Boréliens
B(R) de R telle que :

a) p({an}) = Ao,

b) VAe B(R), ANE=0= u(A) =0,

c¢) Montrer que 1= 3" ) A\n0s,.
Exercice 15 Soit (X, A, ) un espace mesuré. On considere une suite (A, )nen
d’éléments de A.

a) On suppose que la suite (A, ),en est croissante; montrer que u( |J A,) = lim p(A4,).

neN n—-+00



b) On suppose que la suite est décroissante et que p(Ag) est fini. Montrer que
p(N) An) = lm p(Ay).

neN
¢) Trouver un exemple dans R, muni de la mesure de Lebesque A, d’une suite (A,,)nen

décroissante telle que A( [ A,) # lir+n AA,).
n—-—+0o0

neN

Exercice 16 Soit (X, A, u) un espace mesuré. On considere une suite (A, )nen
d’éléments de A telle que Y -, 1(A,) < +oo. Montrer que p(limsup 4,) = 0.

Exercice 17  Soit (X, A, ) un espace mesuré.
a) Un élément A € A est un p-atome si:

(A) 0<p(A) < +oo.
(B) VBe A, BC A= (u(B)=0 ou pu(A\B)=0).
Déterminer les p—atome dans les deux cas suivants:
(i) (R, B(R) muni de la mesure de Dirac en 0.
(i) (X,P(X) muni de la mesure de dénombrement.
b) Soit A une partie mesurable de X telle que 0 < p(A) < +o0 et que ni A ni aucune
partie mesurable de A n’est un py—atome. Montrer que :

Ve>0,dBe€ A, BC Aet 0 < pu(B) <e.

Indication: Montrer qu’il existe By € A, By C Aet 0 < u(B;) < @.
Rappel: Soit (A,,) une suite de parties de 2. On pose

limsup A,, = nh_)rgo <U Ak> et liminf A4, = nh—>ngo (ﬂ Ak> )

k>n k>n

Exercice 18 Soit © un ensemble et (A,) une suite de parties de 2. Déterminer
limsup A,, et liminf A,, dans les cas

a) (A,) est monotone (par rapport a 'ordre partiel d’inclusion)

b) A, € {B,C} selon la parité de n ou B, C sont deux parties de X.

c) les A, sont deux a deux disjoints.

Exercice 19* Soit (2,4, 1) un espace mesuré fini (i.e. u(Q2) < +00). Pour A € A,
B € A on définit la différence symétrique AAB de A et B: AAB = (A\B) U (B\A).
a) On définit sur A la relation :

A~B = u(AAB) = 0.

Montrer qu’on définit une relation d’équivalence sur A.

b) On note X := A/ ~ l'ensemble quotient et par [A] la classe d’équivalence de
A. Soit d([A],[B]) = 6(A, B) ou §(A, B) := n(AAB). Montrer que (X, d) est un
espace métrique.

c¢) Soit ([A,])nen une suite de Cauchy dans X et A, un représentant de [A,]. Montrer
qu’il existe une sous-suite extraite By = Ay telle que >, -, 0(By, Bry1) < +00.



d) On pose N = limsup(BrABy+1). Montrer que N est de mesure nulle et que
N = limsup(By)\ lim inf(By).
e) En déduire que (X, d) est un espace métrique complet.

Exercice 20 Soit A la mesure de Lebesgue sur R.
a) Trouver des Boréliens de R dont la frontiére est de mesure non nulle.

o P

b) Trouver un Borélien A de R tel que A(A) < A(A) < A(A).

c) Soit Q = U,>g (rn—#,rn—l—#), ou Q= {ro,71,...,7n,...}. Montrer que €2 est
un ouvert de frontiere de mesure non nulle et que € < A(2) < 2e. En déduire
Iexistence d’un fermé de R de mesure non nulle, ne contenant aucun intervalle
ouvert.

Exercice 21  Soit p une mesure finie sur la tribu Borélienne B(R) telle que u({z}) =0
pour tout z € R (une telle mesure est dite continue).
a) Montrer que la fonction f(x) := p ((—o0,z]) est bien définie et continue sur R.
b) Montrer que pu(B(R)) :={u(B) : B € B(R)} = [0, u(R)].
¢) Donner un exemple d'une mesure sur B(R) dont l'ensemble des valeurs p(B(R))
n’est pas un intervalle.

Exercice 22 Soit p une mesure o—finie sur un espace mesurable (€2, .4) autrement
il existe une suite croissante (£2,,),>0 de A tous de mesure finie et Q =, Q,, .
a) Soit n > 0, montrer que 'ensemble D, = {z € Q, : u(x) > 0} est au plus
dénombrable.
b) En déduire que 'ensemble D = {z € © : u(x) > 0} est au plus dénombrable.
¢) Montrer qu’il existe une et une seule représentation de la mesure pu:

= e Tt Hd,
oll fi. est une mesure continue et g une mesure discrete donnée par pig = ) . ¢;0,,

J
avec r; € D et ¢; > 0.

Exercice 23 Soit p une fonction sur P(N), définie par p(A) = oo si A est infini et
p(A) =3, ca k™2 si A est fini. Montrer que p est additive, mais pas une mesure.

Exercice 24 Soient f et g deux fonctions continues sur R dans R et A la mesure de
Lebesgue. Montrer que f = g A—p.p. si et seulement si f(x) = g(x) pour tout z € R.



