UNIVERSITE BORDEAUX 1 MASTER 2 ONDELETTES ET COMPRESSION

LE THEOREME DE FEJER ET QUELQUES CONSEQUENCES ...
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Exercice 1  Montrer que Y. (n+1—|k|)ei*s = <Z e’(l_m/2)5>
1=0

k=—m

Exercice 2  En déduire 1’égalité

def sin((n+1)s/2) 2_ 1 e ihs
K, (s) = %—i—l (Sln(s/2)> ) kz_:m(n+1—|k:|)e k (s #0)

et on pose K, (0) indication: chercher une somme géométrique finie).
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Exercice 3  Montrer
(a) Ky(s) >0 pour tout s € [—m, 7]
(b) pour tout 6 > 0, on a K, (s) — 0 uniformément sur [—m, —d] U [J, 7]

©) & 7, Knlt)dt =1

Exercice 4 On suppose f € L!([—, 7). Pour n € Z, soit
s
fo=5z | Ft)e ™ dt
—m

le n-ieme coeflicient de Fourier de f. Le but est de montrer que si f est continue dans le point
t € [—m,m], alors

n
def i
Sul£it) S D" fae® = f(t)  (n— o)
k=—n
(ceci est le théoréme de Fejér). Voici I'heuristique de la démonstration: soit § > 0 trés petit et
n tres large. Alors

T )
ot = [ Kaoft-s)as= & [ Ka(o)f(t ) ds
-

—Tr

(puisque presque toute la masse de K, est concentré autour de 0 par (b) et (c) de Pexercice
précédent). La fonction f est continue en ¢ et donc a peu pres constante sur [t—d, t+9]. Ainsi,

i =4 [ Z Koo s)ds = o ([ i Ko(s)ds ) 10 = o ([ atsras ) 10 = 100

—T
Trouver une démonstration rigoureuse du théoréme de Fejér (indic: choisir d’abord le §, ensuite
le n suffisamment grand).

Exercice 5  Soit f € LY([—n,7]). Montrer que o,(f,t) — f en norme L' (notation de
Pexercice précédent).

En déduire que si tout les coefficients de Fourier f,, de f sont nuls, alors f = 0 (utiliser la
structure du noyau K, voir questions 1 et 2) .

On admettra que la translation est une opération (fortement) continue sur L!([—n,7]), c’est
a dire que pour tout f € L'([-m, 7)), |f(-) — f(- = R)||z2 — 0 si h — 0.



