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Résumé. — Le but de cet article est de faire le point sur diverses possibilités connues pour
étendre au cadre Banachique la notion d’opérateur de Hilbert-Schmidt : opérateurs p-sommants,
y-sommants ou ~y-radonifiants, opérateurs faiblement *1-nucléaires et classes d’opérateurs définies
par des propriétés de factorisation. On introduit la classe PSa(E; F') des opérateurs pré-Hilbert-
Schmidt comme étant la classe des opérateurs u : E — F tels que w o u o v soit Hilbert-Schmidt
pour tout opérateur borné v : H; — E et tout opérateur borné w : F' — Ha, H1 et Ha désignant
des espaces de Hilbert quelconque. Hormis le cas trivial o 'un des deux espaces F ou F' est un
?espace de Hilbert-Schmidt”, cet espace ne semble avoir été décrit que dans le cas banal ou 'un des
deux espaces E et I’ est un espace de Hilbert.

MoTs CLES : Espaces de Banach, opérateurs de Hilbert-Schmidt, opérateurs p-sommants, opérateurs
presque sommants, opérateurs y-sommants, opérateurs y-radonifiants, inégalité de Grothendieck.

ABSTRACT : In this work we discuss several ways to extend to the context of Banach spaces the notion
of Hilbert-Schmidt operators : p-summing operators, y-summing or y-radonifying operators, weakly
*1-nuclear operators and classes of operators defined via factorization properties. We introduce the
class PS2(FE; F') of pre-Hilbert-Schmidt operators as the class of all operators u : E — F such that
w o u o v is Hilbert-Schmidt for every bounded operator v : Hiy — E and every bounded operator
w : F'— Hy, where H; et Ho are Hilbert spaces. Besides the trivial case where one of the spaces E
or F'is a ”Hilbert-Schmidt space”, this space seems to have been described only in the easy situation
where one of the spaces F or F' is a Hilbert space.

KEYWORDS : Banach spaces, Hilbert-Schmidt operators, p-summing operators, almost summing
operators, y-summing operators, y-radonifying operators, Grothendieck’s inequality.

1. Introduction

Le but de cet article, qui fait suite au travail entrepris par le premier auteur dans sa these [1],
est de faire le point sur diverses possibilités d’étendre au cadre Banachique la notion d’opérateur
de Hilbert-Schmidt.

Soient Hq et Hy deux espaces de Hilbert. Les opérateurs de Hilbert-Schmidt 7" : H; — Hs sont
initialement définis par la condition

+oo

> Tha|?* < 400

n=1
pour toute suite orthonormale (hy,,)n>1 d’éléments de Hi, ce qui est équivalent & la sommabilité
de la famille ||T'¢;||%-; pour au moins une (donc pour toute) base hilbertienne (e;);c; de Hj.

Ces opérateurs admettent de nombreuses caractérisations bien connues, par des conditions
qui s’expriment naturellement dans le cadre banachique : caractérisations par des propriétés de
factorisation, ou par 'action de l'opérateur induit sur des suites vectorielles. On obtient ainsi
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d’une part les notions d’opérateurs absolument sommants, p-sommants, presque-sommants, y-
sommants, y-radonifiants, et d’autre part les opérateurs ayant certaines propriétés de factorisation.
Le tableau suivant fait apparaitre les propriétés d’inclusion entre ces diverses classes d’opérateurs,
qui coincident toutes dans le cas hilbertien. La classe la plus générale est celle des opérateurs pré-
Hilbert-Schmidt, c’est a dire la classe des opérateurs linéaires T : E — F tels que SoToR: H; —
H, soit Hilbert-Schmidt pour tout opérateur linéaire borné R : H; — E et tout opérateur linéaire
borné S : F — Hs, H et Hy désignant des espaces de Hilbert. En ce qui concerne les propriétés de
factorisation, rappelons qu’un opérateur 7' : £ — F est dit universellement factorisable si T" admet
une factorisation a travers G pour tout espace de Banach G, et qu’un espace de Banach L est appelé
espace de Hilbert-Schmidt si tout opérateur T': H; — Hy admettant une factorisation a travers
L est un opérateur de Hilbert-Schmidt, voir [4]. Parmi les classes définies par des propriétés de
factorisation qui coincident avec la classe des opérateurs de Hilbert-Schmidt dans le cas hilbertien,
la plus restreinte est alors la classe des opérateurs universellement factorisables et la plus générale
est celle des opérateurs admettant une factorisation de Hilbert-Schmidt. Le fait que les espaces de
type L1 ou Lo, sont des espaces de Hilbert-Schmidt est une conséquence de la célebre inégalité de
Grothendieck, voir les sections 2 et 3.
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Dans la section 2 on rappelle les définitions de certains espaces de suites classiques : suites
faiblement ¢p, suites Rademacher sommables, Gauss sommables, et espaces de suites un peu plus
généraux pour les espaces de Banach contenant une copie de ¢y caractérisés par la bornitude de
sommes partielles, et on rappelles les inégalités de Khintchine, Kahane et Grothendieck.

Dans la section 3 on détaille les diverses caractérisations des opérateurs de Hilbert-Schmidt
évoquées plus haut, qui font intervenir les diverses classes d’opérateurs introduites dans le ta-
bleau ci-dessus, et on explique les inclusions et comparaisons indiquées dans ce tableau. Ces
caractérisations sont classiques, & part sans doute l'identification entre opérateurs de Hilbert-
Schmidt et opérateurs faiblex 1-nucléaires, pour laquelle nous n’avons pas trouvé de référence
dans la littérature.

Dans la section 4 nous rappelons les notions de type et cotype des espaces de Banach, et le fait
que la classe v(E; F') des opérateurs y-radonifiants de FE dans F' se réduit & la classe IIy(FE; F)
des opérateurs 2-sommants de E dans F' si F' est de cotype 2, et méme a la classe II; (E; F') des
opérateurs absolument sommants de E dans F si F est en outre de type fini. Par contre Linde et
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Pietsch ont observé dans [13] que si E = F = {, alors II,(E; F') contient strictement IL,(E; F)
pour 1 < p < ¢ < 400 et les inclusions Up>1 (E; F) C y(E; F) C v (E; F) sont également strictes.
Nous évoquons aussi & la section 4 une confusion génante du chapitre 12 de [4] entre la classe
I, (E; F) des opérateurs presque-sommants et la classe R*°(E; F') des opérateurs Rademacher-
sommants, alors que les théorémes de Hoffmann-Jorgensen et Kwapieri [8], [9] qui garantissent
I’égalité entre ces deux classes ne s’appliquent que si F' ne contient aucun espace isomorphe a cg.

A la question 5, apres avoir rappelé que tout opérateur de Hilbert-Schmidt est universellement
factorisable et décrit diverses caractérisations des espaces de Hilbert-Schmidt données dans [4],
on montre que la classe PSy(E; F) des opérateurs de Hilbert-Schmidt de E dans F' coincide
avec la classe y(E; F') des opérateurs de ~y-radonifiants de E' dans F' si F' est de type 2, résultat
qui semble nouveau. Des résultats de Linde et Pietsch, complétés par des calculs de Maurey
mentionnés dans [13], donnent une description complete des classes v(€,, £,). On peut alors en
déduire une description complete des opérateurs pré-Hilbert-Schmidt de ¢, dans £, pour 1 < p < 2,
1< g < +ooetpour 2 <p < +00, 2 < g < +oo (il est clair d’autre part que tout opérateur de £,
dans ¢, est pré-Hilbert-Schmidt si sup(p, ¢) = +00).

Nous concluons article en conjecturant que tout opérateur pré-Hilbert-Schmidt se factorise a
travers un espace de Hilbert-Schmidt. Il résulte du théoreme de factorisation de Pietsch que cette
conjecture est vérifiée dans le cas particulier des opérateurs p-sommants pour 1 < p < 2.

2. Quelques espaces de suites classiques

Les espaces de Banach considérés dans cet article sont des espaces de Banach réels. On notera
E et F deux espaces de Banach et H un espace de Hilbert. Le dual de E sera noté E* et la boule
unité de E sera notée Bg. Si u: E — F est un opérateur linéaire continu, on définit son adjoint
u* : F* — E* par la formule (z,u*(y*)) = (y*,u(x)), de sorte que ||u*|| = |lul|. On note L(E}; F)
lespace des opérateurs bornés de E dans F, et pour z* € E*, y € F on définit 2*®y € L(E; F)
par la formule
(*®y)x = (z,2")y (z € E).

Pour p > 1 on note p* le conjugué de p, défini par la formule 1 + p% = 1, avec la convention
p* = 400 si p = 1. Pour p > 1 on note (¢,(E), || - ||,) I'espace de Banach des suites absolument
p-sommables d’éléments de E, on note ({oo(E), || - ||)oc 'espace des suites bornées d’éléments de

E, et on note ¢y (FE) le sous-espace fermé de £, (F) formé des suites qui convergent vers 0. Lorsque
E =R ces espaces sont simplement notés £, £, et ¢ ; pour des familles (z;);er, indexés par ¢ € I
on indique si besoin est ’ensemble des indices : par exemple ,(Z, R) désigne les suites absolument
p-sommables de réels indexées sur les entiers relatifs, £,(Z, E) les suites absolument p-sommables
d’éléments de E indexées sur les entiers relatifs, etc.

Définition 2.1. — Soit p € [1,00]. Une suite (z,)n,>1 d'un espace de Banach E est appelée
faiblement p-sommable si

s} e
def *
(1) ”(xn)nZlHefaible(E) = sup (Z [(n, @ >|p>
P z*€Bp+ \ ,—;

est fini.

L’espace vectoriel des suites d’éléments de E qui sont faiblement p-sommables sera noté Eg‘“ble(E).
Muni de la norme (1), E;aible(E) est un espace de Banach, voir par exemple [4, page 32]. Rappelons
qu’'une partie F' C E* est normante quand ||z| = sup,.p |(z,z*)| pour tout = € E. Si F est un
sous-ensemble normant de E*, on vérifie facilement que l'on a

:D) p

oo
(2) I@nztlegrecey = sup (3 |(@a,a®)
x*eF n—1
Définition 2.2. — Une série ), x, dans E est appelée commutativement convergente si la série
> n To(n) converge pour toute permutation o : N — N.
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La convergence commutative équivaut a la convergence de la série Zn €nXy pour toute suite
(€n)n>1 € {—1,1}Y, voir par exemple [4, Théoreme 1.9]. Dans ce cas

(3) sup |3 e

en==%1 n

est fini (ibidem). Observons que pour tout N > 1, on a

N N
%
sup HE €nTn|| = sup sup E €n{Zn, ™)
en=t1ll] en==1||o"|I<1 22
N N

= sup sup Zen<xn,x*>: sup Z|<xn,x*>

llz*|<1en==+1 llz< <1, =4

n=1

Ainsi, la quantité (3) n’est rien que la norme £2*'¢(E) de la suite (z,,).

On va maintenant introduire les suites Gauss-sommables et Rademacher-sommables. Dans la
suite de l'article, on notera (7,),>1 une suite de variables gaussiennes indépendantes, et (r,,)n>1
une suite de variables Rademacher indépendantes, c’est a dire une suite de variables aléatoires
indépendantes prenant les valeurs 1 avec la probabilité 1/2. Une construction explicite d’une telle
suite est donné par 7, (t) = sign(sin(2"mt)) sur Q = [0, 1].

Définition 2.3. — Une suite (z,)n,>1 d’'un espace de Banach E est appelée Rademacher-
sommable, et on note (x,,) € Rad(E), si la série Y r,x, converge dans L5(2; E). Dans ce cas on

pose
2) 1/2

Rappelons que si X et Y sont des variables aléatoires indépendants et symétriques, alors E[| X || <
E||X + Y. Ainsi, les (deuxi¢tmes) moments des sommes partielles de la série Y 7,2, sont crois-
sants. Cette observation amene a étudier I'espace Rado (F) des suites (z,,) d’éléments de E dont
les sommes partielles sont uniformément bornées en norme Ls :

2) 1/2

La base canonique de ¢y montre que la bornitude uniforme des sommes partielles n’implique pas

[|(Zn)nllRad(E) det (EHZ T,

N
def
H(xn)n”Radoc(E) = i/}gﬁ(EHnernxn

. 2 .
la convergence ; en effet on voit dans cet exemple que EHZT]LM: N rnenH =1, les sommes partielles
ne forment donc pas une suite de Cauchy.

Définition 2.4. — Une suite (z,,)n>1 d’un espace de Banach E est appelée Gauss-sommable, et
on note (z,) € v(E), si la série Y ynz, converge dans L2(€); E). Dans ce cas on pose

e /
@l 25 (B[S )"

De maniere analogue on considere aussi l’espace Voo (E) des suites (z,,)n>1 d’éléments de E qui
satisfont

2\ 1/2
) < 400,

N
def ( H
T — sup (E E T
H( n)nH'yoo(E) szl n:l'Yn n

ce qui n’entraine pas nécessairement la convergence de la série Z:: YnZn. On reviendra sur
la distinction entre convergence et bornitude uniforme des sommes partielles plus loin; notons
simplement que l’espace ¢y joue un role crucial, comme le montre le théoréme de Hoffmann-
Jorgensen et Kwapien, [8].

Les espaces de suites voo(E) et Rade(F) sont des espaces de Banach. En effet, toute suite de
Cauchy (2(™) de 7o (E) est bornée. Appelons donc C' > 0 le supremum des normes et notons

(M) = (x,(cn))kzy La suite (x,(cn))nzl est de Cauchy et converge donc pour n — 400 vers un .
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On conclut avec le lemme de Fatou que pour tout ensemble fini X ¢ N
2
P (n)
IEH Z ’ykka < hHiz,meH Z VrT},
keEK keEK

Ainsi, z = (z§) € Yoo (E). Une autre application du lemme de Fatou donne facilement la conver-
gence dans la norme de v, (F). En remplagant v, par r, la méme preuve donne la complétude de
Radoo (E). Cette propriété se transmet a leurs sous-espaces fermés y(F) et Rad(E).

2
<C.

Nous terminons cette partie en rappelant trois inégalités classiques; pour leurs démonstrations
on renvoie par exemple & [4, Théoréme 1.10, 1.14 et 11.1].

Théoréme 2.5 (Inégalités de Khintchine). — Pour tout 0 < p < +oo, il existe des
constantes positives A, et By, telles que pour toute suite (an)n>1 € ls, on ait :

Ap(JflanP)l/z < (/Ol‘z anrn(t)‘pdt> " aS Bp(f’anf)l/z-
n=1 " .

En général, on ne peut pas remplacer la valeur absolue par la norme d’un espace de Banach.
Cependant, on a l'inégalité de Kahane (voir par exemple [4, Théoreme 11.1]) :

Théoréme 2.6 (Inégalités de Kahane). — Soit 0 < p,q < oo. Il existe alors une constante
K, 4 telle que pour tout espace de Banach E et x1,...,xzny € E on ait

N q\ Y/a N P\ Yp
| ) < Koo (B2 o)
n=1 n=1

N q\ Ya N P\ Y
(B[ 2 mnl[) ™ < Ko (B = e[
n=1 n=1

La version Gaussienne des inégalités de Kahane se démontre élégamment a partir de la version
Rademacher en utilisant le théoreme central limite.

et

Théoréme 2.7 (Inégalité de Grothendieck). — Soit H un espace de Hilbert réel de dimen-
sion n, (a;j)ij<1 une matrice nxn et soient T1,...,Tn,Y1,---,Yn € By. On a :

‘Z@ij<$i>yj> < K¢ sup{ ‘Zaijsitj
1,5 4,

ou K¢g est une constante universelle appelée constante de Grothendieck.

Jsil < 1,0t < 1

Il est important de noter que, 7 et ¢} étant considérés au sens réel, on a

= Ssup sup Zaijxiyj

I(@ij)llgn —ep = sup Hzaijyj o
- T | <1y, <1755

= Ssup sup E Qi T;Yj.

3. Opérateurs de Hilbert-Schmidt et leurs généralisations

Définition 3.1. — Soit u € L(Hy; H2) un opérateur linéaire. On dit que u est un opérateur
Hilbert-Schmidt s'il existe une base orthonormale (e;);c; de Hy telle que ue; € ¢o(I; H2). L'en-
semble des opérateurs de Hilbert-Schmidt est noté Sy (Hy; Ha).

11 est facile de voir que Sy(Hj, Hs) est un idéal de L(Hy; Hs). On peut résumer la théorie classique
des opérateurs de Hilbert-Schmidt, développée par exemple dans [4], par le théoréme suivant.

Théoréme 3.2. — Soient H; et Hy deux espaces de Hilbert de dimension infinie, et u €
L(Hy; Hy). Alors les conditions suivantes sont équivalentes.
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a) u est Hilbert-Schmidt.
b) Pour toute base orthonormale (e;)ic; de Hy, on a ue; € €o(I; Hy) .

c) Pour toute famille orthonormale (61)261 d’éléments de Hy et pour toute famille orthonormale
(fj)jes d’éléments de Hy on a ((u(e;), f;)) € La(IxJ;R).

d) Il existe une suite orthonormale (ey)n>1 d’éléments de Hy, une suite orthonormale (fn)n>1
d’éléments de Ho, et une suite (7,)n>1 € £o telles que on ait

ur = ZTn<l’,€n>fn (x € Hy).

e) Pour toute suite (xy)n>1 € #Ee(HY), on a (up)n>1 € lo(Hs).
Dans ce cas on a
+oo +oo
Yo luled|? =" akw) =Y |nl? = mf{ZHuwnH @)z g,y < 1}
icl n=1 n=1
ot an(u) = inf {|ju—v|| :v e L(H, Hy),rang(v) < n} pour n > 1, et ot (Tp)n>1 est la suite
introduite en (d).

3.1. Opérateurs p-sommants. —

Définition 3.3. — Soient F et F' deux espaces de Banach, et soit p € [1,+o0[. On dit qu'un
opérateur u € Lin(E; F) est p-sommant si u(x,) € £,(F) pour toute suite (z,,) € £2"(E).

En utilisant le théoreme du graphe fermé, on vérifie qu’un opérateur v : £ — F' est p-sommant si

et seulement si il existe une constante ¢ > 0 telle que pour meN z1,...,zxy € F, on ait :
(4) Z luz,||P < P \| 51}|p Z [{xn,
z*|| <1

et dans ce cas on note m,(u) le 1nﬁmum des constantes ¢ > 0 vérifiant (4). Autrement dit, 'applica-
tion @ : (@n)n>1 — (uxp)n>1 est une application continue de Z;aible(E) dans ¢, (E), et m,(u) = [T,
voir [4, Proposition 2.1.]. On note II, (E; F') espace des opérateurs p-sommants v : £ — F'. Muni
de la norme 7y, I, (E; F) est un espace de Banach [4, Proposition 2.6, p. 38].

On déduit de l'inégalité de Holder que pour 1 < p < ¢ < +o0, on a II,(E; F) C II,(E; F),
et my(u) < mp(u) pour v € II,(E;F), voir [4, Théoréme 2.8]. De plus il est immédiat que
I, (E; F) C L(E; F) avec ||ullz(g;r) < mp(u). On a alors la propriété d’idéal [4, p. 37], qui résulte
immédiatement de la définition ci-dessus.

Proposition 3.4 (propriété d’idéal). — Soient E,F,Z W des espaces de Banach, soit u €
L(E; F) un opérateur p-sommant, et soientv € L(Z; E) et w € L(F; W) deuz opérateurs linéaires
continus. Alors wououv est p-sommant et m, (wouov) < |lw|| m, (u) |[v|.

Si K est un sous-ensemble faiblex-fermé normant de B+, alors K est faiblex-compact et I’ap-
plication (g : E — C(K) est une isométrie, ou C(K) désigne ’algebre de Banach des fonctions
continues sur K et ol tg(z)(z*) = (x,z*) pour z € E, 2* € K. Un exemple d’opérateur p-
sommant est l'injection j, : C(K) — LP(u) := LP(K,pn) ou C(K) désigne I'espace des fonctions
continues sur un compact K et g une mesure de probabilité sur K, c’est a dire une mesure de
Radon positive sur K telle que pu(K) = 1. Le caractere fondamental de cet exemple est montré
par le théoreme suivant, voir [4, Théoréme 2.13], qui joue un role essentiel dans la théorie des
opérateurs p-sommants.

Théoréme 3.5 (Théoréme de factorisation de Pietsch). — On suppose que 1 < p < +o0.
Soit u € Lin(E; F) un opérateur linéaire et K un sous-ensemble normant faible x-fermé de Bp~.
Les assertions suivantes sont équivalentes.

a) u est p-sommant.
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b) Il existe une mesure de probabilité i sur K, un sous-espace vectoriel fermé E, de L, (u) et
un opérateur & € L(E,; F) tels que :

(i) jpotg(E)CE, et
(ii) dojporp(x)=uxV a € E. Autrement dit le diagramme suivant commute.

E—=% 1p(E) — C(K)

T

F E, € Ly (1)

u

Corollaire 3.6. — Soient E et F deuz espaces de Banach, et soit K un sous-ensemble faiblex

fermé normant de Bg~. Un opérateur linéaire uw € L(E;F) est 2-sommant si et seulement si

il existe une mesure de probabilité p sur K et o € L(L, (1), F) tel que le diagramme suivant
é F

commute
E
oI
(1)

C(K *>£2 14

et on a dans ce cas ||@| = ma (u).
Démonstration. — Ceci se déduit du théoreme de factorisation de Pietsch dans le cas p = 2, en
posant % = @ o P, ot P désigne la projection orthogonale de L?(j) sur Es. O

3.2. Opérateurs absolument sommants. —

Définition 3.7. — Un opérateur u : E — I est appelé absolument sommant si la série ) ||uxy||
converge pour toute série commutativement convergente > x,, d’éléments de F.

L’ensemble des opérateurs absolument sommants est noté Il,s (E; F), et les éléments de 55 (E; F')
sont caractérisés par la condition

N
def
Taps(1) == sup Z luz,| < 400,

n=1

le supremum étant calculé sur toutes les familles finies (z1,...,zy) d’éléments de F telles que

H E EnULy,

Comme I’ensemble {—1, 1} est un sous-ensemble normant de la boule unité de £+, = ¢}, on obtient
facilement le résultat suivant.

€1= :tl eN +1

Proposition 3.8. — Soit E, F deuzx espaces de Banach, et soit u € L(E; F). Alors u est absolu-
ment sommant si et seulement si u est 1-sommant, et dans ce cas m(u) = Taps(u).

En particulier, IIops(E; F) est un idéal d’opérateurs. On a vu dans ’équivalence (e) du
Théoreme 3.2 que des opérateurs Hilbert-Schmidt coincident avec les opérateurs 2-sommants.
En utilisant le Corollaire 3.6 et I'inégalité de Khintchine on obtient le résultat suivant, voir [4,
Théoreme 2.21.].

Théoréme 3.9. — Soit E un espace de Banach, soit H un espace de Hilbert, et soitu € L(E; H).
Sl existe p > 1 tel que u* soit p-sommant, alors u est absolument sommant et on a

mi(u) < Al_l By mp(u*),

ot Ay et By sont les constantes intervenant dans les inégalités de Khintchine.
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Il résulte de la condition (d) du Théoréme 3.2 que si u : H; — Hs est un opérateur de Hilbert-
Schmidt, alors u* : Hy — H; D’est aussi. On en déduit le corollaire suivant.

Corollaire 3.10. — Soit uw € L(Hy; H). Alors les conditions suivantes sont équivalentes
a) Il existe p > 1 tel que u soit p-sommant.
b) w est absolument sommant (donc p-sommant pour tout p > 1).

c) wu est un opérateur de Hilbert-Schmidt.

Démonstration. — Siu = u** est p-sommant pour un réel p > 1, alors u* est absolument sommant,
donc u l'est aussi. D’autre part si u est absolument sommant il est 2- sommant, donc c’est un
opérateur de Hilbert-Schmidt. Le fait que (c¢) implique (a) résulte du fait que tout opérateur de
Hilbert-Schmidt est 2-sommant. O

3.3. Inégalité de Grothendieck et factorisations des opérateurs de Hilbert-Schmidt.
— L’inégalité de Grothendieck (Théoréme 2.7) permet d’obtenir les majorations classiques sui-
vantes.

Corollaire 3.11. — Soient n et N deux entiers positifs, et soit p € [1,2].
a) Pour tout opérateur u : {7 — Y on a 7 (u) < Kg||ul|-

b)  Pour tout opérateur v : €2 — L1 on a my(u) < Kgvl|.

On dit qu'un espace de Banach E est £, 5, avec 1 < p < oo et 1 < A < +oo0, si pour tout
sous-espace vectoriel U de dimension finie de F, il existe un sous-espace vectoriel V' de dimension
finie de E contenant U et un isomorphisme ¢ : V — égim(F) tel que [|¢]| [|[¢~*| < A. On dit que
E est un espace £, s'il existe A > 1 tel que E soit £, ». Il résulte de [4, Théoreme 3.2] que si
(€, B, 1) est un espace mesuré alors £,(2, 1) est un espace £, » pour tout A > 1si1 < p < oo. De
méme si K est compact alors C(K) est un espace Lo » pour tout A > 1, ce qui implique le résultat
ci-dessus pour p = oo puisque la transformation de Gelfand est un isomorphisme de £ (€2, p) sur

—

C (ﬁﬁu)) olt L (92, ) désigne 'espace compact formé des caracteres de ’algebre de Banach

Lo (€2, 1), voir par exemple [5].

Le célebre théoreme de Grothendieck qui est un corollaire de 'inégalité de Grothendieck
(théoreme 2.7) démontre que tout opérateur linéaire continu u € L(¢1; ) est absolument som-
mant. On a plus généralement le résultat suivant, dont on trouvera une démonstration dans [4,
Chapitre 3].

Théoréme 3.12. — a) Soit E un espace L1 et soit F' un espace L. Alors tout opérateur
linéaire borné u : B — F est absolument sommant et on a

mi(u) < ApKe |ulloer)-

b) Soit E un espace Lo x et soit F' un espace L, ,, avec 0 < p < 2. Alors tout opérateur linéaire
borné v: E — F est 2-sommant et on a

mo(u) < ApKe vl e r)-

On obtient alors une caractérisation classique des opérateurs de Hilbert-Schmidt qui s’exprime en
termes de factorisation, voir [4, page 85].

Corollaire 3.13. — Soitu : L(Hy; Ha) un opérateur. Les assertions suivantes sont équivalentes.
a) w est un opérateur de Hilbert-Schmidt.

b) w est factorisable d travers un espace Lo .

¢) wu est factorisable & travers un espace L.
Démonstration. — (a) < (b) : Si u est de Hilbert-Schmidt, alors u est 2-sommant. Donc u est

factorisable & travers un espace C' (K) d’apres le théoreme de factorisation de Pietsch, et (b) est
vérifié puisque C(K) est un espace L. D’autre part si u est factorisable & travers un espace Lo,
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alors u est 2-sommant d’apres le théoreme 3.12 et le principe d’idéal. Par conséquent u est de
Hilbert-Schmidt.

(a)& (c) : Cette équivalence entre est une version duale de la premiere équivalence. On sait que
le dual de I’espace C (K) est un espace L£y. Si u € L(Hy; Hy) est de Hilbert-Schmidt, alors u* est
de Hilbert-Schmidt. D’apres la condition (d) du théoreme 3.2, v* admet donc une factorisation de
la forme : u*: Hy — C(K) — Hi et u = u** admet une factorisation v : Hy — £; — Hos.
Réciproquement, si v : Hy — Hy est factorisable a travers un espace L1, alors on déduit du
théoreme 3.12 que u est 2-sommant, donc c’est un opérateur de Hilbert-Schmidt. O

3.4. Opérateurs de Hilbert-Schmidt et nucléarité. —

Définition 3.14. — Soit 1 < p < oo. Un opérateur u € L(E; F) est p-nucléaire s’il existe des
opérateurs a € L({p; F'), b € L(E;{s) et une suite A = (A\p)n>1 € £, tels que u = a o My ob our
M)y € L(lso;£,) désigne Popérateur de multiplication par A.

On note N, (E; F) lensemble des opérateurs p-nucléaires de E dans F et on pose v, (u) =
inf ||a|| || Al 0 |Ib]], Vinfimum étant pris sur toutes les factorisations du type ci-dessus.

Les opérateurs 1-nucléaires sont souvent appelés opérateurs nucléaires.
Définition 3.15. — Soit u € L(E; F).
a) On dit que u est faiblement p-nucléaire si v = ) x}®y, avec (z)n>1 € €£aible(E*) et
(Yn)n>1 € £y(F).
b) On dit que u est faiblement* p-nucléaire si u = Y 2;®yy, avec (z})n>1 € £ (E*) et
(Yn)n>1 € Ly(F).

On remarquera que tout opérateur faiblement p-nucléaire est également faiblement™ p-nucléaire. De
méme tout opérateur faiblement® nucléaire d’un espace réflexif E dans un espace F' est faiblement
nucléaire.

Proposition 8.16. — Soit u € L (Hy, Hy). Alors u est faiblement* 1-nucléaire si et seulement
st u est de Hilbert-Schmidt.

Démonstration. — Soit u € L (Hy, H) un opérateur de Hilbert-Schmidt. On a u = Aye;,®ep,
avec (e) et (e;,) des familles orthonormales de Hy et Ha, et (A\,) € £2. On pose z = A\,ef. On a,
pour x € Hy,

+oo —+oo —+oo
Dol =Y 1wen,a)l = > all(en, )]
n=1 n=1 n=1
+oo S 12 +o0 12
< (S ) (D o) <)
n=1 n=1 n=1
Donc u =Y, z}®e, avec (en)n>1 € loo(Ha) et (2})n>1 € £2P1e* (Hy). Par définition, u est donc

faiblementx1-nucléaire.

Réciproquement, soit u = Y. 2i®y, avec (z)),>1 € P*(Hy) et (yn)n>1 € loo(Hz) un
opérateur faiblement 1-nucléaire. On a uh =3, (h,z}) y,. On consideére les opérateurs v : H; —
b h— ((hyz)))n>1 et w: by — Ha , (0n)n>1 — Y, QnYn. Donc u = w o v. On voit bien que
u se factorise a travers ’espace ¢; et d’apres le Corollaire 3.13, u est de Hilbert-Schmidt. O

3.5. Opérateurs y-sommants et R-sommants. — L’orthonormalisation d’une suite indépendante
de Gaussiennes ou de variables Rademacher implique que

E‘Z rn<mn,x*>‘2 = ]E‘Zml(xn,x*}r = Z|<xn,x

ce qui a pour effet que y2P1¢(E) = Radfible(E) = (hible(B) | on Af2ible(E) ot Rad?P*(E) sont
les analogues ”faibles” des espaces Yoo (E) et Rado(E) introduits a la section 2. Ceci motive la
définition suivante :
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Définition 3.17 (Opérateurs y-sommants et R-sommants). — Soit v € L(F; F). Alors u
est appelé Gauss-sommant ou y-sommant si 'image de toute suite (z,,),, € £2P1¢(E) appartient &
Yoo (F).

De méme, u est appelé Rademacher-sommant ou R-sommant, si 'image de toute suite (x,), €
¢5ible(B) appartient & Rads (F). On note alors u € v (E; F'), respectivement u € R*®(E; F).

Les opérateurs y-sommant ou R-sommants sont évidemment continus. Par le théoreme du graphe
fermé on obtient dans les deux cas 'existence d’une constante C' > 0 vérifiant, pour toute famille
finie (x1,...,2n) d’éléments de F,

N 2 12
O Sl <

respectivement

(6) (EH Z TRULy

On note alors ||u||ﬂ{oo respectivement ||u||g~ les meilleures constantes dans (5), respectivement (6).
Remarquons que 'inégalité de Kahane (Théoreme 2.6) permet de passer & une norme équivalente
en remplagant les normes Lo en normes £, sur le coté gauche de (5) et (6).

N 1/2
) si ueyC(E;F),

.Z’n,

n=1

) /2 sup (Z| Ty T ) " si u € R®(E; F),

IEB

Remarque. — Dans le cas ot E = H est un espace Hilbertien, U'espace v5°(H; F') est parfois
défini dans la littérature par la propriété

(7) sup ]EHZ%

2

< C2

ou le supremum est pris sur ’ensemble A de tous les systémes orthonormaux finis (h,, ), d’éléments
de H (M), Les deux notions coincident : en effet, notons que toute suite orthonormale (en)n>1
définit une suite de £5P¢(H) ; Ainsi (5) implique (7) avec C' = ||u||,. Réciproquement, supposons
(7) vérifié pour tout systéme orthonormal fini. On sait alors (voir, par exemple [19, Théoréme 6.2]),
que wov satisfait (7) pour tout opérateur v € L(H ). Pour montrer (5), soit (z,,) € ¢£"1¢(H) donné.
Pour un systéme orthonormé (h,,) de H on pose v(h,) := x,. Alors v définit un opérateur linéaire
continu sur H qui satisfait [|v| = [[(zn)nen| goivie ) : on en déduit (5) par la propriété d’idéal.

Observons que les suites y-sommables (respectivement Rademacher-sommables) peuvent étre
confondues avec les opérateurs y-sommants (respectivement Rademacher-sommants) u : ¢o — E;
de ce fait, par abus de notation, on peut écrire 7*°({3; E) = y*°(E) et R®({3; E) = R>®(E)
respectivement.

A partir de (5) et (6) on vérifie aussitdot que v>°(E : F) et R>®(FE; F') vérifient la propriété
d’'idéal : si E, F', X, Y sont des espaces de Banachetsiv € L (X; E),w € L(F;Y)etu € v (E; F)
(respectivement u € R™ (E; F')), alors la composition w o u o v est y-sommant respectivement R-
sommant et on a

lwouo | ye(XiY) S [[v]] ||u|| < (E;F) [wll,
respectivement
[wowuo UHRoo(E;F) < vl ||UHR0<>(E;F) [[wll-

On déduit du ”principe de comparaison”, voir [18, Théoréme 3.2] que v*°(F) C R*(F). Si on

pose my = \/2/7 on a précisément
1@ llgee 7y < 70 1) llyoo ()

(1). La définition vise de couvrir des espaces de Hilbert non-séparables; dans le cas d’un Hilbert séparable de
dimension infinie on peut se limiter aux familles {e1,...,ex} pour N > 1, ol (en)y>1 désigne une base hilbertienne
de H
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pour (x,)n,>1 € Y*°(F'). Ceci est une conséquence facile du principe de contraction de Kahane et
du fait que les variables aléatoires v, et r,|v,| ont la méme distribution. En général, les espaces
v (F) et R*(F) sont distincts, mais le Lemme 12.14 de [4] donne des ” comparaisons en moyenne”
qui permettent de démontrer le résultat suivant.

Théoréme 3.18. — Soient E et F deux espaces de Banach, et soit w € L(E; F). Alors u est
Rademacher-sommant si et seulement si u est y-sommant, et dans ce cas on a

ma|ullree (g:p) < lullye Eir) < Ml Ese)-

Démonstration. — Seule la deuxiéme estimation est & montrer. On suppose donc que u € L(E; F)
est R-sommant et se donne une suite (z;) € (2P°(E). Définissons v € L({2; E) par v(eg) = =y, :
on a alors [|v| = [[(zk)| gaive(). En notant O, le groupe orthogonal de £3, et 0, la mesure de

Haar normalisé sur O,, on a par le lemme 12.14 de [4]
n 2 n 2
]EHZ 'ykukkH = EHZ%U ovo wekH
k=1 k=1
n 2
= / IEHZ’YHL owo wekH do, (w)
On k=1

2 doy, (w)

n
< il [ sup Y (vower)
O

o lz*li<1 57

n
< |lullges(g;7) sup sup Z<ek,w*v*m*>
weO, ||z*||<1 b1

? doy, (w)

I

= l[ullres (0 011 = lwllres () [ @) | Gepivie () - O

3.6. Opérateurs ~v-radonifiants et opérateurs presque sommants. — On déduit du
théoreme d’Tt6-Nisio, voir [19, Théoréme 2.17] que l'on a les résultats suivants.

Théoréme 8.19. — Soit (x,)n>1 une suite y-sommable (respectivement Rademacher-sommable)
d’éléments d’un espace de Banach E. Les conditions suivantes sont équivalentes.

a) La série ) ynTn (respectivement )y rnxy) converge presque sirement dans E.
b) La série ), ynxn (respectivement ) rnx,) converge en probabilité dans E.

c) Il existe p > 1 tel que la série ), ynxy respectivement (respectivement Y T,%n) converge
dans LP(Q, E).
d) La série ), ynxn (respectivement ) rnxy) converge dans LP(S), E) pour tout p > 1.
De plus l’ensemble v(E) (respectivement R(E)) des suites (xn)n>1 vérifiant ces conditions est égal

& Uadhérence de l’ensemble coo(E) des suites d’éléments de E nulles & partir d’un certain rang
dans v (E) respectivement R>®(E), et on a, pour (Tn)n>1,

+oo 2 /2
l@nzillyqmy = | E | D | |
n=1
respectivement
+o0o 2 /2
H(xn)n21||Roo(E) =|E Z’r‘nxn
n=1

Ceci suggere les notions suivantes.

Définition 3.20. — On dit qu’un opérateur u : E — F est y-radonifiant (respectivement presque
sommant)) si (uzy)n>1 € V(F) (respectivement (ux,),>1 € R(F)) pour toute suite (z,)n>1 €
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¢52ible( B [ensemble des opérateurs y-radonifiants (respectivement presque sommants) u : E — F
est noté y(E; F) (respectivement IL,4(E; F)). Pour u € v(E; F) (respectivement II,,(E; F)) on
pose

lully(e;py = lltllyo(p;r) respectivement m,(u) = ||ul|ge (m;F)-

Notons que si u € L(E; I') est y-radonifiant, alors le Théoreme 3.19 implique que ||uly(g;r) est la
plus petite constante ¢ > 0 telle que

EHZ%U Tn
n

pour toute suite (,,),>1 € £2P1°(E), et de méme pour des opérateurs presque sommants.

On vérifie que y(E; F) contient ’adhérence dans v*°(F; F') de I'ensemble des opérateurs de rang
fini, et ces deux ensembles sont égaux si H est un espace de Hilbert séparable. De méme II,,,(E; F)
contient 'adhérence dans R*°(E; F') de I’ensemble des opérateurs de rang fini.

2
< ¢ ||(an)]

2
égaible(E)

Le résultat suivant est une reformulation d’un résultat de Hoffmann-Jorgensen et Kwapien,
[8, 9]. Nous complétons la version de ce théoréme donné par van Neerven dans [19, Théoréme 4.2]
en incorporant & ’énoncé une conséquence d’un exemple donné par Linde et Pietsch dans [14] d’'un
exemple d’opérateur y-sommant T € L(l2;¢o) qui n’est pas y-radonifiant, voir aussi [19, Exemple
4.4].

Théoréme 3.21. — Soit E un espace de Banach. Les conditions suivantes sont équivalentes.
) YE) =~=(E).

b) R(E)=R>(E).
)

C

a

L’espace E ne contient aucun sous-espace fermé isomorphe a cg.
En combinant ce résultat avec le théoreme 3.18 on déduit immédiatement

Corollaire 3.22. — Soit F un espace de Banach. Si F ne contient aucun sous-espace fermé
isomorphe a co, alors Y°(E;F) = v(E;F) = R®(E; F) = II,s(E; F), et on a, pour tout opérateur
~v-radonifiant u : E — F

mlpr(u) < ”u”ﬂ/(E;F) < 7Tp8(“)~

Dans le cas général on a y(E; F)) C s (E; F'), et mimps(u) < ||ully(g;r) pour u € y(E; F'). Notons
que dans le chapitre 12 de [4] les auteurs ont malheureusement confondu la classe des opérateurs
presque sommants avec la classe des opérateurs Rademacher bornés, comme ’ont remarqué avant
nous Blasco, Tarieladze et Vidal dans [3]. Nous reviendrons sur cette question dans [2]. On a le
résultat classique suivant

Proposition 3.23. — Soient Hy et Ho deux espaces de Hilbert. Alors So(Hy, H1) = v*°(Hq, Ha) =
v(Hy, Ha). De plus o (u) = |[ully(m,,m,) pour tout opérateur de Hilbert-Schmidt u.

Démonstration. — On utilise Porthonormalité des suites gaussiennes et le fait que ||z||%; = (z, z).

Finalement, on rappelle un résultat de Linde et Pietsch [13, 14] sur la comparaison entre
opérateurs p-sommants et y-sommants. La preuve repose sur le théoreme de factorisation de
Pietsch et les inégalités de Khintchine-Kahane, voir par exemple [19, Proposition 12.1].

Proposition 3.24. — Soit p > 1. Alors tout opérateur p-sommant est y-radonifiant, et on a
[ully(zir) < cpmp(u) (u € T, (E; F)),

avec ¢, = Ky K 5 ot Ky , et K, sont les constantes intervenant dans les inégalités de Kahane-
Khintchine gaussiennes.
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4. Type et cotype des espaces de Banach

On rappelle les notions suivantes, qui sont apparues a la suite des travaux de Hoffmann-Jgrgensen,
Kwapien, Maurey et Pisier au début des années 1970, voir par exemple [15] et les exposés du
Séminaire Maurey-Schwartz de cette époque a I’Ecole Polytechnique.

Définition 4.1. — a) On dit qu'un espace de Banach E est de type p € [1,2] s’il existe une
constante ¢, > 0 telle que pour toute famille finie z1,...,xy d’éléments de E on ait

N Y2 N /e
<E Zrn$n2‘ ) <6 <Z ”xn”p> .
n=1 n=1

b) On dit qu’un espace de Banach E est de cotype ¢ € [2,400) §’il existe une constante cfl >0
telle que pour toute famille finie x1,...,xy d’éléments de E on ait

N Ya N 2\ 2
(Ziw) <, (B[S run
n=1

n=1
Les plus petites constantes dans les définitions ci-dessus sont notées T (E) et Cy(E). On vérifie
que tout espace de Banach est de type 1 (on appellera ceci le type trivial) et, moyennant une
adaptation évidente de la définition, de cotype infini. On peut définir de méme le type et le cotype
en utilisant une suite gaussienne au lieu d’une suite de Rademacher. On obtient les mémes notions,
voir [4, Proposition 12.11 et Lemma 12.1], avec des constantes gaussiennes 7,/ (E) et C7(E). On
vérifie qu'un espace de Banach a les mémes types et cotypes que son bidual, voir [4, Proposition
11.9].
On rappelle que pour 1 < p < co on note p* le conjugué de p, défini par la formule 1/p*+1/p = 1.
On a le résultat facile suivant, voir[4, Proposition 11.10].

Proposition 4.2. — Si un espace de Banach E est de type p € (1,2], alors son dual E* est de
cotype p*, et Cp. (E*) < T (E).

La réciproque est évidemment fausse, puisque ¢; est de cotype 2 alors que son prédual ¢y n’est de
type p pour aucun p > 1. De méme le fait que F soit de cotype fini n’implique rien sur le type de
E*, puisque ¢, est de cotype 2 alors que son dual o, = c§* n’est de type p pour aucun p > 1. Par
contre puisque E et E** ont méme type et cotype le fait que E* soit de type p implique que F
est de cotype p*.

On vérifie que pour 1 < p < 400 un espace £, de dimension infinie est de type min(p,2) et de
cotype max(p, 2), et que ces résultats sont optimaux. Un espace L, de dimension infinie ne peut
étre de type non-trivial ou de cotype fini. Il était d’ailleurs & priori évident que si E contient une
copie de ¢g alors E n’est pas de cotype fini puisque si (e5,) = (0m,n)m>1 alors

1/3

N Ya N
(Z ||Tnen||q> = N tandis que (EZ ||rn6n||2> —1.
n=1 n=1

Un espace de Hilbert est & la fois de type 2 et de cotype 2, et un résultat profond de Kwapieri [10]
montre que réciproquement les seuls espaces de Banach qui sont a la fois de type 2 et de cotype
2 sont les espaces isomorphes aux espaces de Hilbert.

On a le résultat suivant, voir [19, Proposition 2.6], qui montre que les espaces de suites -
sommables et Rademacher-sommables d’éléments de E coincident si E est de cotype fini.

Proposition 4.3. — Si E est de cotype fini, alors pour 1 < p < 400 il existe une constante
positive Cp g telle que pour toute famille finie (x1,...,xn) d’éléments de E on ait
N p N p
E Z nZn| < CprpE Z TnTy
n=1 n=1
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Par conséquent on a trivialement y(E; F) = II,,(E; F) si F est de cotype fini, ce qui résulte aussi
du fait qu’un espace de cotype fini ne contient aucun sous-espace fermé isomorphe a cg. Le résultat
suivant est dii & Linde et Pietsch, voir [13, 14, 15].
Théoréme 4.4. — Soit F un espace de Banach. Alors les conditions suivantes sont équivalentes.
a) F est de cotype 2.
b) IIy(E; F)=~*(E;F) pour tout espace de Banach E.
c) Iy(H; F)=~>(H;F) pour tout espace de Hilbert H.

Démonstration. — Supposons que F' est de cotype 2, posons ¢ = C;F, et soit u € y*(E; F) =
R*>(E; F'). On a, pour toute famille finie (z1,...,2xy) d’éléments de E,

N N 2
Z |luz,|* < E Z T Uy
n=1 n=1

Donc u € Ha(E; F), et ma(u) < C3 pllul|ree (z;r)-

Il est clair que (b) implique (c). Supposons finalement que (c) est vérifié. Donc R ({3, F) =
v (by, F) = Ilz(43, F'). Comme les injections de (€3, F') et Il (E; F') dans L(¢3, F') sont continues,
le graphe de U'injection i : ({2, F') — TIa({2, F') est fermé dans (€2, F)xIIa(E; F), i est continue, et
il existe une constante ¢ > 0 telle que m2(u) < c||ully(,,7) pour tout u € y({2, F). Soit (z1,...,7N)

N

2
< lullymry sup 3 w2
lz*1<1,,=

N
une famille finie d’éléments de E, (Ap,)m>1 € f2. Posons u((An)) = D AnZm. Soit (en)n>1 la
m=1

base hilbertienne naturelle de £5. On a
2

p
Z TnU€n

n=1

N N
D lwnl? = lluenl* < 73 (u) < Alfull? 2, ) = supE
n=1 n=1 p>1

2 2 2

N N

=E =*E

N
§ TnU€En
n=1

Donc F' est de cotype 2. O

Le résultat suivant, voir [4, Corollaire 11.16], que nous donnons sans démonstration, compléte le
théoreme précédent.

Théoréme 4.5. — a) Si E est de cotype 2, alors Ua(E; F) =11 (E; F).
b) Si E est de cotype < q < +00, alors I1.(E; F) =111 (E; F) pour 1 <r < ¢*.

Pour 1 < p < oo, notons I',(E; F) 'ensemble des opérateurs v : E — F admettant une
factorisation de la forme u = vow, avec v € L(E; L,(Q, 1) et w € L(L,(Q2, p1); F') pour un certain
espace mesuré ({2, B, u). La proposition 2.12 de [19] montre que si w : H — F est v-radonifiant,
alors u* : H — F™* est 2-sommant. Nous verrons plus loin un résultat un peu plus général, valable
pour les applications y-sommantes. Ces résultats admettent une réciproque si F est de type 2.
Ceci est une conséquence du théoréme suivant, voir [4, Théoreme 12.10].

Théoréme 4.6. — Soit F' un espace de Banach. Alors les conditions suivantes sont équivalentes
a) F est de type 2.
b) L({1;F)=~(l1; F).
c) I'1(E;F) C~(E; F) pour tout espace de Banach E.
Ce résultat est énoncé dans [4] en utilisant la classe des opérateurs presque sommants, qui est
confondue dans [4] avec la classe R®(E; F) = v*°(FE; F) des opérateurs Rademacher-sommants.
Cette confusion n’est pas génante dans ce cas, puisqu'un espace de Banach de type 2 ne contient

pas de sous-espace fermé isomorphe & cg. Il est élémentaire que (c¢) implique (b) qui implique (a),
compte tenu du fait que v (E; F)) = R*°(E; F) pour tout espace de Banach E. Nous renvoyons &
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[4, Chapitre 12] pour la démonstration que (a) implique (c). Notons que I'inégalité de Grothendieck
joue un rdle essentiel dans cette preuve : si u : £1(Q, u) — F est un opérateur borné, et si F' est
de type 2, il résulte de l'inégalité donnée a [4, page 245] que u € ¥ (L1 (2, u), F) et que 'on a

(8) [llyoe (£1(2, 1) F) < T3 (F) K lull

ou K¢ désigne la constante de Grothendieck. On obtient alors le résultat suivant, voir [4, Corollaire
12.21].

Corollaire 4.7. — Soit E un espace de Banach, soit F' un espace de Banach de type 2, et soit
u€ L(E;F). Siu* € L(F*; E*) est 2-sommant, alors u est y-radonifiant.

Démonstration. — 1l résulte du théoreme de factorisation de Pietsch qu’il existe un compact K
et une mesure de probabilité sur K tels que u* = woioj, ot j: C(K) C Loo(pr) = La(u) est
Pinjection canonique, ou i : F* — C(K) est isométrique et ot w : Lo K, ) — E* est continue.
Mais on a j = j§, ou jo : L2(u) — L1(p) est Iinjection canonique. Donc ji*(L2(u)) C L1(p), et
u** € T (E**; F**) C 4> (E**, F**) ce qui implique que u € v (E; F) = v(E; F). O

Notons que I'hypothese que F' est de type 2 est nécessaire pour obtenir ce résultat : si F' n’est
pas de type 2 il existe u : £ — E non ~y-sommant tel que u* : E* — ¢5 soit 2-sommant, voir [19,
Théoréme 12.3].

5. Extensions de Hilbert-Schmidt par relevement

On dira qu’un opérateur u € L(E; F') admet une factorisation a travers un espace de Banach Z s’il
existe v € L(E; Z) et v € L(Z; F) tels que u = w o v, et on dira que u est universellement factori-
sable s’il est factorisable a travers Z pour tout espace de Banach Z. Une caractérisation profonde
des opérateurs de Hilbert-Schmidt est donné par le résultat suivant, voir [4, Théoréme 19.2].

Théoréme 5.1. — Soit uw € L(Hy; Hs). Alors u est un opérateur de Hilbert-Schmidt si et seule-
ment si u est universellement factorisable.

On introduit maintenant la notion d’espace de Hilbert-Schmidt, voir [4, Chapitre 19].

Définition 5.2. — Soit E un espace de Banach. On dit que E est un espace de Hilbert-Schmidt
si tout opérateur v : Hi — Hs admettant une factorisation a travers E est un opérateur de
Hilbert-Schmidt, et on note HS la classe des espaces de Hilbert-Schmidst.

Il est clair que F € HS si et seulement si E* € HS. La classe des espaces de Hilbert-Schmidt
contient les classes L1 et L., mais elle est beaucoup plus vaste. Par exemple si E est un sous-
espace fermé de C(K) tel que C(K)/E soit réflexif, alors il résulte de [4, Théoréme 15.13] que
L(E; F) =1Iy(E; F) pour tout espace de Banach F' de cotype 2, et en particulier pour tout espace
de Hilbert, donc E est un espace de Hilbert-Schmidt. De méme si Z est un sous-espace réflexif
de L£1(n) alors I'espace quotient £1(u)/Z a la ”propriété de Grothendieck”, c’est & dire que tout
opérateur u : L£1(u)/Z — £ est absolument sommant, donc & fortiori 2-sommant, et £4(u)/Z est un
espace de Hilbert-Schmidt. Ainsi 'algébre de Banach H* (D) des fonctions holomorphes bornées
sur le disque unité ouvert D, ainsi que l'algebre du disque A(D) formée des fonctions holomorphes
sur D admettant un prolongement continu au disque unité fermé sont en tant qu’espaces de Banach
des espaces de Hilbert-Schmidt.

Par contre aucun espace K-convexe ne peut étre un espace de Hilbert-Schmidt, voir [4, page 443],
ce qui signifie qu’aucun espace de type non trivial ne peut étre un espace de Hilbert-Schmidt,
d’apreés un célebre théoreme de Pisier [17] ou [4, Théoreme 13.3].

Définition 5.3. — On dit qu'un opérateur u € L(E; F) est pré-Hilbert-Schmidt si wouowv est un
opérateur de Hilbert-Schmidt pour tout couple d’opérateurs bornés v € L(Hy; E) et w € L(F; Hy),
ou Hi et Hy désignent des espaces de Hilbert quelconques. L’ensemble des opérateurs pré Hilbert-
Schmidt de E dans F sera noté PSq(FE; F).
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11 est clair que u € PSo(E; F) si et seulement si u* € PSo(F*; E*), que PSo(E; F) = L(E; F) si E
ou F est un espace espace de Hilbert-Schmidt, et que PSo(Hy; Ho) = So(Hy; Ho) si Hy et Ho sont
des espaces de Hilbert. L’observation suivante est une reformulation d’un résultat bien connu, voir
[19, page 50].

Proposition 5.4. — Soit E un espace de Banach, et H un espace de Hilbert. Alors PSo(E; H) =
I, (E; H).

Démonstration. — Par le corollaire 3.10 on a Iy (F; H) C PSo(E; H). Soit u € PSy(F; H), et soit
(Tn)n>1 € £55P(E). On a, pour N > M > 1, et une suite (\,)n>1 € fa,

N N
H § )\nxn
n=M

N 1o
= sup An <xn,x*>’ < (Z Ai) @)1l goie g -
M n=M
la série > Anz, converge donc dans F, et on obtient un opérateur borné w : ¢, — E en posant

r*€EBpx*

n=

N
w(An)n>1 = Y. Ay pour (Ay)n>1 € 2. Soit ¢ € L(H) 1’ application identité, et soit (e,,)n>1 la
=1

base hilbertienne naturelle de £5. Alors wou =wouoi € So(F; H) et on a

oo oo
> a2 = D" 1w o u)en|* = flw o ullsy e < +o0,
n=1 n=1
ce qui montre que u est 2-sommant. O

Comme u € PSy(F; F) si et seulement si u* € PSo(F™*; E*), on a le corollaire suivant.

Corollaire 5.5. — Soit F' un espace de Banach, et soit H un espace de Hilbert. Alors u €
PSo(H; F) si et seulement si u* : F* — H est 2-sommant. En particulier si v € v*°(H; F), alors
u* est 2-sommant.

En utilisant le théoreme 4.20 de [4] on obtient une caractérisation des espaces de Hilbert-Schmidt
mentionnée dans les Notes du Chapitre 19 de [4].

Théoréme 5.6. — Soit E un espace de Banach. Alors les conditions suivantes sont équivalentes.
a) FE est un espace de Hilbert-Schmidt.

b) u* est 2-sommant pour tout espace de Banach F et pour tout opérateur 2-sommant u €
L(F;E).

c) L(E;H)=T1(E;H) pour tout espace de Hilbert H.

d) wu est 2-sommant pour tout espace de Banach F et pour tout u € L(E;F) tel que u* est
2-sommant.

e) L(E*;H)=T1,(E*; H) pour tout espace de Hilbert H.

Démonstration. — L’équivalence de (b)—(e) est donnée par le théoreme 4.20 de [4], et il est clair
que si (c) est vérifié alors tout opérateur v : Hy — Hs qui factorise a travers E est 2-sommant,
donc de Hilbert-Schmidt. Ainsi, F est un espace de Hilbert-Schmidt. Réciproquement si F est un
espace de Hilbert-Schmidt alors pour tout espace de Hilbert H, £(F; H) = PSo(E; H) et par la
proposition 5.4, PSo(E; H) = IIy(E; H), donc (c) est vérifié. O

Théoréme 5.7. — Soit E un espace de Banach, et soit F' un espace de Banach de type 2. Alors
PSy(E; F) = y(E; F).

Démonstration. — Par le corollaire 3.10 et en remarquant que y(H) = ¢3(H) on a y(E; F) C
PSs(E; F). Soit maintenant u € PSy(F; F), et soit v € L(¢2; FE). On a u* € PSy(F*; E*), donc
(uowv)* = v*ou* € Iy(F*;¥y) par la proposition 5.4. Il résulte alors du corollaire 4.7 que
wow : 1?2 — F est y-radonifiant.

Soit (7, )n>1 € £5P1e(E). De méme que plus haut, on voit qu'’il existe v € L£(f2; E) tel que we,, = @,
pour tout n > 1, (e,)n,>1 désignant la base hilbertienne naturelle de ¢. Soit (75)n>1 C L2(2,P)
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une suite gaussienne. Alors la série Y, vn2y, =D, Yn(u o v)e, est convergente dans L(£2,P), ce
qui montre que u € y(E; F). O

SiU C L(E;F), on pose U* def {u*}ycry. Comme PSy(FE; F)* = PSo(F*; E*), on obtient le

corollaire suivant.

Corollaire 5.8. — Soit E un espace de Banach tel que E* soit de type 2. Alors pour tout espace
de Banach F on a PSy(E; F)* = ~v(F*; E*).

Comme les espaces ¢, sont de type min(2, p), on obtient le corollaire suivant.

Corollaire 5.9. — Soient E,F des espaces de Banach quelconques. Alors pour p > 2 on a
PSo(E;L,) = v(E;Ly) et pour p € [1,2]; on a PSo(€y; F)* = v (F*; £py)

Notons que le corollaire permet de décrire concretement les éléments de diagonaux PSa(€,;£4,) si
1 <p<2 ousi2<g<+oo. En effet des calculs effectués par Linde et Pietsch dans [13, 14],
complétés par des calculs de Maurey mentionnés dans [13], donnent une description des opérateurs
diagonaux y-sommants g : (Tn)n>1 — (OnTn)n>1 € L(€p;£y) associés & une suite 0 = (0p,)n>1 :
on obtient le tableau suivant, qui caractérise les suites o telles que u, € Y(€,;¢,). et dans certains
cas les suites o telles que u, € PSa(£p;¢y)

p q ug € Y(lp;ly)
1§p<2 1§q<2p/2—p 0657‘71/r:1/2—1/p+1/q
1<p<?2 q>2/2-p ocly
2<p< 400 qg>1 o€l

En appliquant ces résultats & u, et & u) € L(4+;0,+), on peut caractériser les suites o telles que
Uy € PSa(p;4y) pour 1 <p < 2,1<¢g < 400 et pour 2 < p<+00,2 < g < +0o (nous renvoyons
a [13, 14] pour le cas oll p = +o0 et/ou g = +00).

P q Uy € PSa(ly;4,)
1§p<2 1§q<2p/27p Ueer,l/r:1/2—1/p+1/q
1<p<?2 q > 2p/2—p o€l
2<p< 400 q>2 o€l

Nous concluons cet cet article par la conjecture suivante, qui est vérifiée d’apres le théoréeme de
factorisation de Pietsch par tout opérateur u tel que u ou u* soit p-sommant avec p < 2.

Conjecture 5.10. — Soient E et F' deux espaces de Banach. Alors tout opérateur pré-Hilbert-
Schmidt u : E — F se factorise a travers un espace de Hilbert-Schmidt.
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