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Exercice 1. Soit

M =

(
3 1 −3
−1 1 1

1 1 −1

)
Soit f l’application linéaire de R3 dans lui-même dont la matrice dans la base canonique
de R3 est égale à M.
On considère les vecteurs ~u1 = (1, 1, 1), ~u2 = (1,−1, 0) et ~u3 = (1, 0, 1) dans R3.

1. Montrer que l’ensemble B = {~u1,~u2,~u3} est une base de R3.
2. Calculer les images par f de ~u1, ~u2, et ~u3 et en déduire la matrice N de f dans cette

base.
3. Déterminer une base de ker f et de Im f .

4. Soit P =

(
1 1 1
1 −1 0
1 0 1

)
.

Justifie que P est inversible et calculer son inverse.
Quelle relation y a-t-il entre N, P, P−1 et M ?

Exercice 2. Soient α et β deux nombres réels, fixés pour toute la suite de l’exercice. On
considère la matrice

A =

(
1 α 0
0 1 β
0 0 1

)
.

1. Calculer A2 et A3.
2. Montrer que pour tout n ∈N on a

An =


1 nα

n(n−1)
2 αβ

0 1 nβ

0 0 1

 .



Exercice 3. Soit E un K-espace vectoriel et soit f : E → E une application linéaire. Soit
U = {x ∈ E | f (x) = x} et soit V = {x ∈ E | f (x) = −x}.

1. Montrer que U et V sont des sous-espaces vectoriels de E.
2. Montrer que U ∩V = {0}.
3. Dans cette question, E = R4 et f est l’application linéaire dont la matrice dans la

base canonique est

M =

0 1 0 0
1 0 0 0
0 0 0 1
0 0 1 0


Déterminez U et V et donnez leur dimension, puis montrez (sans calculs supplé-
mentaires) que E = U ⊕V.

Exercice 4. On pose α = eiπ/3 ∈ C et on note α son conjugué.
On considère le polynôme A = X3 + 1 ∈ C[X].
Pour n ∈ N, la notation C[X]n désigne le sous-espace vectoriel de C[X] constitué des
polynômes de degré inférieur ou égal à n.

1. Déterminer les racines de A dans C.
2. Soit E = {P ∈ C[X] | A divise P}. Montrer que E est un sous-espace vectoriel de

C[X].
3. Montrer que l’application f :

f : C[X]→ C3

P 7→ (P(−1), P(α), P(α))

est une application linéaire.
4. Montrer que E = Ker( f ).

5. Soit g : C[X]2 → C3 l’application linéaire f restreinte à C[X]2. Déduire des questions
précédentes que g est injective.

6. Montrer que g est surjective (on pourra appliquer le théorème du rang).

7. Écrire la matrice de g lorsque C[X]2 est muni de la base {1, X, X2} et C3 est muni de
la base canonique. Justifiez sans calculs que cette matrice est inversible.


