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Exercice 1

a. Soit n un entier naturel. Montrer la relation suivante :

∫ (n+1/2)π

−(n+1/2)π

sin t

t
dt = π −

∫ π

−π

( 1

2 sin(t/2)
−

1

t

)

sin
[(

n+
1

2

)

t
]

dt .

b. En déduire la valeur de

∫ +∞

0

sin t

t
dt.

Exercice 2

Soit f ∈ L1(R;C). Soit g ∈ L∞(R;C) telle que g(x) converge vers 0 lorsque x
tend vers +∞.

Prouver que f ∗ g(x) converge vers 0 lorsque x tend vers +∞.

Exercice 3

Soit f ∈ L1(R;C). Pour tout (h; x) ∈ R
2, on pose fh(x) = f(x + h). On

désigne par V le sous-espace vectoriel de L1(R;C) engendré par {fh ; h ∈ R}.

a. Soit h un réel. Calculer f̂h (en fonction de f̂).

b. Supposons qu’il existe a ∈ R tel que f̂(a) = 0. Montrer que V n’est pas
dense dans L1(R;C).

Exercice 4

Soit b un réel. Trouver toutes les f ∈ L1(R;C) vérifiant

∀x ∈ R f(x) = e−|x| + b

∫ +∞

−∞

e−|x−t|f(t)dt ;

on pourra utiliser la transformée de Fourier de x 7→ e−a|x|.

Exercice 5

Soit n un entier ≥ 1. Soient (γ1; · · · ; γn) ∈ R
n et (b1; · · · ; bn) ∈ R

n
+. Soit

(a1; · · · ; an) ∈ C
n tel que |ak| ≤ bk pour tout k ∈ {1; · · · ;n}. Pour tout réel t, on
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pose f(t) =
n

∑

k=1

ake
iγkt et g(t) =

n
∑

k=1

bke
iγkt.

a. Calculer la transformée de Fourier de ϕ : x 7→ (1 + |x|)e−|x|.

b. Montrer l’inégalité suivante :

∫ +∞

−∞

|f(t)|2

(t2 + 1)2
dt ≤

∫ +∞

−∞

|g(t)|2

(t2 + 1)2
dt ;

on pourra pour cela développer |f(t)|2.

Exercice 6 : espace de Wiener

Soit W l’espace des f ∈ L1(R;C) tels que f̂ ∈ L1(R;C). Pour tout f ∈ W , on

pose ‖f‖ =

∫ +∞

−∞

|f(x)|dx+

∫ +∞

−∞

|f̂(y)|dy.

a. Vérifier que ‖ ‖ est une norme sur W .

b. Soit (fn)n≥0 une suite de Cauchy dans W . Montrer que (fn)n≥0 converge

vers un f dans L1(R;C). Prouver que la suite (f̂n)n≥0 converge simplement vers

f̂ d’une part, et converge dans L1(R;C) d’autre part.

c. Démontrer que W est un espace de Banach.

Exercice 7

On pose ici f = 1[−1;1].

a. Déterminer la convolée f ∗ f .

b. Que vaut

∫ +∞

0

sin4 t

t4
dt ?
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