UTM - Département de Mathématiques et d’Informatique Année 2006-07
UE : Algébre S3 (MIOAO8) - Régime controle continu

Deuxiéme controle de connaissances.

Durée deux heures. Les documents et les calculatrices sont interdits.
Bon courage.

Exercice 1. Vrai ou Faux ?
Les assertions suivantes sont-elles vraies ou fausses 7 Aucune justification n’est demandée, par contre, une réponse
fausse en annule une juste.

1. Soit (E, <,>) un espace euclidien, (le <,> désignant le produit scalaire). Alors,
Ve,y € B, | <z,y>|< [lz] |yl

2. Toute matrice de 9, (R) est trigonalisable dans R.

3. Soit E un R-espace vectoriel de dimension n et F' un sous-espace vectoriel de E de dimension k, avec & < n.
Alors 'annulateur de F, F° C E* est de dimension n — k.

4. Une forme quadratique sur R? peut étre de rang 2 et avoir pour signature (1,2).

Exercice 2. Etude d’une forme quadratique complexe.
Soit ¢ la forme quadratique sur C*, définie par,

ct — C
q: { (x,y,2,t) — (12 —16d)axy — 1002t
1. Donner la matrice de ¢ dans la base canonique.
2. Appliquer la procédé de réduction de Gauss a ¢, en déduire son rang.
3. Calculer une base orthogonale pour g, et exprimer la matrice de ¢ dans cette base.
4. Calculer une base de Sylvester pour ¢ et exprimer la matrice de ¢ dans cette base.

Exercice 3. Trigonalisation sans calcul
Soit A € Ms(R), dont le polynodme caractéristique est égal a,

Pa=(2-2)°(1 - 2)*(~a)
1. Montrer que A est trigonalisable dans R.

2. On suppose de plus que tous les sous-espaces propres de A sont de dimension 1. Soit By une base de trigonalisation
par blocs de A. Et soit P la matrice de passage de la base canonique a la base Br. Donner ’allure de la matrice
P~1AP. (Indiquer les coefficients nuls, ceux dont on peut connaitre la valeur sans faire de calculs et mettre des
“?” pour ceux que I'on ne peut pas déterminer sans faire de calcul).
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Exercice 4. Trigonalisation, avec des calculs cette fois ci.
On note B, la base canonique de R3. Soit f un endomorphisme de R3, et A la matrice représentant f dans la base
canonique.

2 1 -1
A=Matg (f)=| -1 4 -3
-2 2 -1

1. Calculer le polynéme caractéristique de f. En déduire les valeurs propres de f.
2. Calculer les sous-espaces propres de f.
3. L’endomorphisme f est-il diagonalisable dans R 7 est-il trigonalisable ?
4. Calculer une base By = (v1,vq,v3) telle que,
110
T=Matg,(f)y=( 0 1 0
0 0 3
5. Si P est la matrice de passage de B, a Br, quelle relation lie A, P et T'?
6. Soient D et N les matrices,
1 00 01 0
D=0 10 et N=| 0 0 0
0 0 3 0 0 0

7. Montrer que N2 =0 et que DN = ND.

8. Soit n € N*. Calculer T™ en fonction de n, D et N.

9. Sans faire de calcul, expliquer comment en déduire la matrice A™.
Questions bonus (Hors Baréme).

10. Soit g un endomorphisme de R? qui commute avec f, c’est a dire que f o g = g o f. Montrer que
(a) g(vs) € Vect{vs}

Indication : On pourra essayer de montrer que si g(vs) est non nul, alors c¢’est un vecteur propre pour f
associé a 3.

(b) g(v1) € Vect{v,}

(c) g(v2) € Vect{vy, v}
Indication : on pourra commencer par écrire g(va) comme une combinaison linéaire de vy, vy et vs et consi-
MatBT (g) -

dérer f(g(vz)).
b
)
e (5 0)(01)=(o1)(50)

11. En déduire que, Matg,.(g) est de la forme,
12. Calculer la dimension du commutant de f c’est a dire du sous-espace de £(R?) des endomorphismes g vérifiant

fog=gof.
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Fin.



