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Régime examen : session 1.
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Examen d’analyse S3. (MI0A08)

Durée 3 heures. Les documents et les calculatrices sont interdits,
excepté le fascicule de développements limités usuels.

Exercice 1. Suites numériques
Etudier la convergence et calculer la limite des suites suivantes.

an =
√

n2 + n + 1−
√

n ; bn = n sinn
n2 + 1

; cn = sinn2 − cos n3
√

n + lnn
;

dn =
∑n

k=1
2k

n2 + k2 ; en = 1
n

∑n
k=0 cos

(
1√

n + k

)
;

Indication Pour étudier (en)n on utilisera le fait que la fonction cos est décroissante sur [0, π/2] et que :

∀n ∈ N, ∀ 0 ≤ k ≤ n,
1√
n
≥ 1√

n + k
≥ 1√

2n

Exercice 2. Séries numériques
Etudier la convergence des séries de terme général,

an = 1
n(lnn)n ; bn = ln(n2 + 1)

n(lnn)2
; cn = (sin a

n )2, avec a > 0 ;

dn = (−1)n

(−1)n +
√

n
; en = a(n2)

n! , avec a > 0 ; fn = na

(1 + a)(1 + a2) . . . (1 + an)
, avec a > 0 ;

Exercice 3.
Soit (xn)n une suite définie par,

x0 > 0 et ∀n ∈ N, xn+1 = xn + x2
n

1. Montrer que xn −→ +∞.
2. Soit (un)n la suite numérique définie par, ∀n ∈ N, un = 2−nlnxn.

(a) Vérifier que la suite (un)n est bien définie
(b) Etudier la convergence de la série {un+1 − un}n.
(c) En déduire que la suite (un)n converge.

Exercice 4.
Soit (fn)n une suite de fonctions définies par,

∀n ∈ N∗, fn :

{
[0, 1] → R

x 7→ ne−x + x2

n + x

1. Montrer que la suite de fonctions (fn)n converge simplement sur [0, 1] vers une fonction f que l’on calculera.
2. Montrer que la suite de fonctions (fn)n converge uniformément vers f sur [0, 1].

3. Calculer limn→+∞
∫ 1

0
fn(t)dt
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Exercice 5.
Soit (fn)n une suite de fonctions définies par,

∀n ∈ N∗, fn :
{

[−1, 1] → R
x 7→ 1

n
√

1 + n2x2

1. Montrer que la suite de fonctions (fn)n converge simplement sur [−1, 1] vers une fonction f que l’on calculera.
2. Démontrer le résultat suivant,

∀(a, b) ∈ R2, |a| ≤
√

a2 + b2 ≤ |a|+ |b|

3. En s’aidant du résultat précédent, montrer que la suite de fonctions (fn)n converge uniformément sur [−1, 1]
vers f .

4. La suite de fonctions (f ′n)n converge-t-elle uniformément sur [−1, 1] ?
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