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Le probEme moele est la diffraction d’ondeslectromagatiques par un fil parfaitement con-
ducteur.
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I" est la surface du fil est la frontére du domaine de calcul (on impose une condition de Silver-
Muller). Pour simplifier letude, on suppose que le fil est fgoptr I'axev = &,, et qu'il est entous
d’un milieu homo@ne. On notera le rayon du fil etEexacs, la solution de ce probme.

1 Rappel du moctle de Holland

Ce mocle est @taillé dans I'annexe et dans [Collino et Millot, 1998]. Il s’appuie sur une distribu-
tion bidimensionnelle du fil néed,pp (€ventuellement un dirac), avec la préie:

/R2 Bapp(X,y)dxdy= 1

On prendra eng@réral une fonction radiale :
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Le profil type choisi est une fonction plateau, comme le montre la figure 1. Une fois cette fonction
construite, on dfinit un pararatre £, :
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Le mockle secrit alors de facon variationnelle :
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Figure 1: Fonction de distributiod,pp en fonction de la distance au fil R est le rayon de
troncature.



L'inconnue | repésente le courant et I'inconnue Q la charge. Apres disation, on obtient le
syseme matriciel :
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Les matricede, My, 2 sont des matrices de masse 3Rpla matrice de rigidi 3-D. Ces matrices
sont classiques [Pernet, 2004], on ne rappellera pas leur expresgion.et o, sont des matrices
de masse 1-Dy, la matrice de rigidié 1-D. On choisira pour les eggences nur@riques d'utiliser
la seconde famille de &tElec sur les hexadres. Le formalisme est identique dans le cas d’'une
formulation de Galerkin discontinue, la matrice de rigdd®, contient dans ce cas des termes de
flux.

La matrice spcifique au modle de Holland est la matrids, :

(Bn)i,j Z/Qlle5app(X,Y)V-¢idXdde

¢i est une fonction de base volumique alors gyeest une fonction de base du fil :
Nril
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On impose une condition de Dirichlet homogene sur les deugmxirs du fil :
lo=Iny =0

La fonctiona integrer pour calculer les termes (By) est alors continue sur chaque hedee,
car les fonctionsp; sont choisies dand?l, et les extémites ne posent pas de difficedt gracex
cette condition de Dirichlet. Les iegrales sont alors cal@ésa I'aide d’'une simple irégration
numeérique utilisanik 4 1) points de Gauss sur chaque héotee.



Le sclema en temps est un saute-mouton semi-implicite :
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On est alors raméra résoudre le sysme lireaire
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On calculel "1 par compeément de Schur (on factorise un petit yse liraire poé uniquement
sur le fil). Les etails ainsi que les calculs de CFL sont en annexe. On prouve que la CFL du
schema n’est quasiment pas moddipar la pgsence du fil et qu’elle est iegendante du rayon du
fil.

Le choix du pararatre Lapp €st le point crucial pour obtenir une bonnégision. Comme
nous verrons dans les exiences num@riques,Lapp = La N€ conduit pas toujourd une bonne
précision. On noterdpy, le parangétre pour lequel on obtient une erreur minimale.

2 Domaines fictifs degrades

La relation avec le mazle de Holland est assé&troite, car il suffit de choisir un dirac pour la
fonction de distribution du fil :34pp = O et de prendreLapp = O pour obtenir le moele des
domaines fictifs dgrads :
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Cy est une ingégrale sur la surface du fil :

(Ch)i.j =/rLIJjV-¢i
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On rappelle que est la tangente au fil. Poéwraluer cette iritgrale, la surface du fil est mailke
en triangles. Pour chaque triangleldeon calcule I'intersection avec le maillage volumique férm
d’hexaedres. On utilise ensuite des points de Gauss poggiiet sur le maillage adapainsi cée.

La solutionEy, converge alors vers une solution qu’on notéra. Claeys a @monté dans le
cas simplife de I'equation de Helmholtz que :

||E —Eexactlizio) < Cia

Le mockle propog est dona priori un mo@le d’ordre un. La rathode des domaines fictifs est
une nethode d’ordre un, il existe alors une constabieelle que :

|En—E|| < C2h

On dira que le moéle verrouille lorsque la constan@e depend du rayon du fd. Le verrouillage
sera dit fort lorsqu€; ~ &, et mou lorsqu€; ~ alog(a).

On illustre le verrouillage dans la figuré 2. On voit qu'il egtcessaire de raffiner au voisi-
nage du fil pour obtenir une erreur narique proche de I'erreur du meld. Ce cas presente un
verrouillage fort, il est Bcessaire d’avoi{a de 'ordre dea pour obtenir une bonne gcision.

3 Etude numérique sur le mockle de Holland

Nous allonsétudier nurériguement le comportement de ce raled Le cas conséfé est un fil
droit d’extrémites (0,0, —1) et (0,0,1). La source est une gaussienne en espacecditiyante,
et centée sur le poinf—1,0,0) moduke par un Ricker en temps, déduence centrale 1. L'ordre
d’approximation utili& est du Q5. Nous affichons quelques instaesgesur la figuré]3. On peut
définir un champ diffrac comme :

Egitt = En—Eo

ou Eg est la solution du probme en I'absence de fil. On peut voir le champ diffegear le fil sur
la figure[4. Dans la suite, on calculera des errédrsur le champ diffraét :

Eh—Eo 2/A
Erreur= ! HL(Q)

||Eexact— Eoll 2

Le domaineQ est compos du domaine de calcul pévd’un voisinage du fil. L'erreur est calé@s

au tempg = 3s. Il semble plus judicieux de calculer les erreurs sur les champs dé&acar on

mesure directement I'erreur qu’on commet sur la &l@étion du fil. Si on mesure les erreurs sur

les champs totaux, les erreurs sont beaucoup plus petites (et on peut avoir I'impression trompeuse

d’avoir une bonne @cision), caE, tend versEg (une convergence en_log(a))'

Le domaineQ est un cylindre de rayon 2 et de longueur 4. On choisit ce domaine, afin de
calculer la solution deaférence par un code axisynatnique. Le domain@ est obtenu en retirant
du domaineQ un cylindre de rayon 0.2 et de longueur 2.4.



Figure 2: En haut, solution nugnique de lequation d’Helmholtz 2-D utilisant les domaines fictifs
déegracdks, avec un maillage non-rafifa = 0.001). En bas, solution numique sur un maillage
raffiné Iocalement? de l'ordre de a), 0 r est I'ordre d’approximation. On obtient 50% d’erreur
dans le premier cas, 0.2 % dans le second cas. On affiche ici les champsédifftactource est
une onde plane harmonique).

3.1 Influence de la fonctiondapp

On choisit un maillage avec 12 points par longueur d’onde (pouéluiEnce centrale du Ricker).
Poura = 0.02, on obtient la figurg]5. On voit que pdRr= 0.2 on obtient une erreur minimale de
8%, alors que pour des valelRs= 0.1 ouR = 0.05, on atteint une erreur de 4%. On peut justifier
cette diference, car pour le maillage consié, on a

h = 0.08
r

La valeur? (r etant I'ordre d’approximation) repsente le rayon du dirac “nw@rique” suppo#
par le maillage. Lorsqu’on preri®d = 0.05 ouR = 0.1, on construit une bonne approximation du
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Figure 3: Champ total pour un fil de rayan= 0.02at =2,3,4 et .

Dirac nunerique alors que la valel® = 0.2 est tropelevee. Lorsqu’on divise le rayon du fil par
10 (cf figure 6), on obtient une erreur minimale de 3% gRut 0.1 ouR = 0.05. En revanche, on
a noké que la valeur,pp calcuke par la formul@l estds loin deLopt. PourR = 0.05, on mesure
Lopt = 0.0785 Ly = 0.293 sia = 0.02 etLopt = 0.43, Ly = 2.3 sia = 0.002. Si on choisit
L4 par cette formule, on a une erreur gdpurea 20 %, ce qui n’est pas acceptable.

Pour conclure, le choix d&ppn’est pas tes important, du moment qu’on localise correctement
le fil. Le parangtre Lapp €st beaucoup plus crucial et la formuje 1 donne des valeurékoagrées
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Figure 4: Champ diffraé pour un fil de rayoa = 0.02at = 2set 3.

0.6 ‘
—+—R=0.2
-©-R=0.1

0.5 o~ R=0.05 1

0
0 0.125

8.25 0.375 0.5
app

Figure 5: Evolution de I'erreur en fonction du paretne Lpp. Cas d'un fil de rayon 0.02, pour
différentes valeurs du paratneR (on modifie le rayon de troncature de la fonctitygpp).

3.2 Influence du maillage

On fixea = 0.002, on veut savoir comment varig: en fonction du maillage. On consite trois
configurations :
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Figure 6: Evolution de I'erreur en fonction du pareime L,pp. Cas d’'un fil de rayon 0.002, pour
différentes valeurs du paratmeR.

e Configuration 1 : Maillage extr et le fil est plag sur un point du maillage 2-D (en
congquence, le fil coincidera avec degétas du maillage 3-D)

e Configuration 2 : Maillage extri@et le fil est plaé au centre d’'une maille du maillage 2-D.
e Configuration 3 : Maillageétreedrique @coug en hexadres

Les maillages assd&s aux diferentes configurations sont répenés dans la figurg] 7 On mesure
pour differents pas de maillage la valelgp: ainsi que I'erreur minimale ass@a. Les esultats
sont cetailles dans le tablequ 1 Sur I'ensemble des cas, la variatiai gest relativement faible
vis-a-vis du maillage. Manmoins on observe unépmtndance ligaire par rappord h. De plus,
la valeur é&pend de la structure du maillage autour du fil. Dans le cas de maillages non-gsuctur
(Configuration 3), on obtient une erreur beaucoup plus importante, 13% contre 1.7% dans le cas de
maillages invariants par translation suivant la direction de I'axe du fil. Sur la figure 8, on a&affich
le champ diffrack de eférence et le champ diffra&bbtenu sur le maillage non-stru@&uiOn voit
I'apparition de parasites proximie du fil.

On peut se poser la question de légsion du modle de Holland dans le cas d’un fil oblique,
au lieu d’'un fil droit. Le maillage ne serait pas alors invariant par translation. Nous avons choisi
de traiter le cas d’'un fil circulaire, et on consié un maillage correspondant a la configuration 1.
Le champ diffract par le fil est affich sur la figur¢ 9. La source est pégcen(0,0,1) polarige
suivantey. On calcule les erreurs sur la composdatelu champ diffrac. On obtient la figurg 10
L'erreur minimale est de 2.3 %, elle est atteinte pagr= 0.198. On notera qu’on obtient donc
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Figure 7: Maillages assds aux diferentes configurations tésts.

Pas de maillage | Lopt | Erreur
h =0.621 (Config 1) 0.425| 8.35 %
h =0.401 (Config 1) 0.422| 4.91 %
h =0.242 (Config 1) 0.417| 1.67 %
h=0.138 (Config 1) 0.411| 1.61 %
h=0.39 (Config 2)| 0.47 | 5.12%
h =0.258 (Config 2) 0.43 | 1.73 %
h=0.23 (Config 3)| 0.43 | 13.6 %
h=0.173 (Config 3) 0.417| 13.5%

Table 1: Valeurs deopt pour differents maillages et défentes configurations. Erreur obtenue

pour ce choix deCopt.

une erreur du @me ordre que dans le cas du fil droit. Le pagte Lo est de 0.198 pour le fil
circulaire alors qu'iletait de 0.174 pour le fil droit. Il est probable que dans le cas de maillages
non-structues, les erreurs importantes obgss sont dues a lagsence de parasites. On sait que
la seconde famille &ere des parasites, la parade est de rajouter un termenddigation :

(Zn)ij = [9i-n][¢; - n]
o f face d%maillag!r J

ou [E] est le saut d& a travers la face. Sur toutes les érpnces nuigrique eali®es, ce terme
de Enalisation est @sent. En I'absence de fil, on n'observe pas de parasite. Une piste serait
de chercher un terme deapalisation assoeiau moéle de Holland, poueviter les parasitea

proximité des fils.
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Figure 8: A gauche, champ diffracpour la solution deéferencea = 0.002 eta droite, champ
diffracté nunerique pour un maillageetraedrique (Configuration 3). On obtient 13 % d’erreur
entre les deux solutions.
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Figure 9: A gauche, champ diffracpour la solution deaferencea = 0.01 pourt = 3s, et a droite
pourt = 4s

3.3 Influence du rayon du fil

En dernier lieu, on peut se demander comment varie la valeugepar rapport au rayoa du
fil, et notamment Ecart entreLop; et La. Sur la figurer_fll, on a fait figurerdvolution deLopt €n
fonction dea pour les configurations 1 et 3, ainsi queMblution de I'erreur pour ce choix optimal.
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Figure 10: Evolution de I'erreur en fonction du partne Lapp. Cas d'un fil circulaire de rayon
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Figure 11: A gauchefopt en fonction du rayon de fa pour les configurations 1 et 3, &,. A
droite, erreur obtenue pour le chalpp = Lopt.
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4 Etude numérique sur le mockle “domaines fictifs cegrades”

4.1 Rappels des resultats 2-D (equation de Helmholtz)

Le cas 2-D est comptement mrisé, nous rappelons les principausultats obtenus dans late
de X. Claeys. Comme on l'a illustrpiecedemment, la @thode verrouille fortement. La solution
propo£e est de rajouter aux fonctions de base du maillage, une fonction de base additionnelle :

(1) = In(2)X(r)

X(r) est une fonction de troncature (cf. figlife 1 pour un exemple de fonction de troncature). On
utilise la propréte que le laplacien den(r) est nul pour @montrer que

[ ooan() 06 = = [ox+ [ Ox-08inE) — [ 100n(0)) 0x

Du fait que la fonction de troncature a unerigée nullea proximi€ du fil, on inegre des fonctions
continues. L'inégration numerique avec les points de Gauss donne des resultats convaincants,
comme le montre la figuife 12 On applique cette technagieediffraction d’un fil de rayora =

log, ,(Error)

5 1 1.
Iogm(Order of quadrature)

Figure 12: Evolution de I'erreur en fonction de I'ordre de quadrature pour le calcul degatds
intervenant dans la prise en compte d’'une fonction de base additionnelle. Echelle log-log. On
remarque que pour un ordre de 10, on obtient une erregniénfrea 1e-4.

0.01, et on calcule 'erreur nuamique suivante :
||En — E||

Erreur= —=
||E — Eol|
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On rappelle qué& est la solution “domaine fictif”. On voit sur la figu13, gue la fonction de base
additionnelle araliore grandement legsultats. Avec la fonction de base additionnelle, on obtient

- ©- pas de fct add
—+— 1 fct add
2 fct add

—1 e-o-e-®T "

o—

log, 0(Erreur relative)
A

-5 fct plateau H4

N =1...15

epsilon = 0.01

rayon de troncature: 1

|
|
|
|
f
T
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
Q4 |
|
|
|
|
1

2 -1.8 -1.6 1.4
log, 4 (h/4)

Figure 13: Evolution de I'erreur en fonction du pas de maillage, avec ou sans fonction de base
additionnelle.

un verrouillage mou.

4.2 Resultats 3-D

Dans cette section, on ne rajoute pas de fonction de base additionnelle (le rajout de fonctions
de base additionnelles est en courétdde nurérique). La figuré 14 illustre les prabshes de
verrouillage qu’on obtient. On voit que I'erreur augmente lorsqu’on dimiaueOn raffine le
maillage “localement” pres du fil, mais uniqguement dans la direction radiale. Le nombre de mailles
suivantz - I'axe du fil - est reste constant. Avec ce pede, on voit que I'erreur stagne. On ne
converge pas vers la solutid) mais vers une autre solution. Cegplonene peut etre visuabs

sur la figurq Ip. Lesésultats nur@riques, sans fonction de base additionnelle, sont relativement
décevants, en comparaison avec le gledie Holland.

5 Conclusion

Dans une premier temps, on s’est at&@ehillustrer les propétes du modle de Holland dans le
cas 3-D. On a pu constater que dans le cas de maillage éstleidong de I'axe du fil, ce mede
permettait d’obtenir une bonnegmisiona condition de faire le bon choix de paraire Lapp. Une
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Figure 14: A gauchegvolution de I'erreur en fonction du pas de maillage “local” paut 0.01.
A droite, évolution de I'erreur en fonction deepour un maillage fixe.
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Figure 15: A gauche, champ diffré&cpoura = 0.01 sans raffinement local. A droite “raffinement
local” suivant la direction radiale.

idée pour trouver la valeur optimale, est @aliser un processus d’optimisation en extrayant toutes
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les mailles qui entourent le fil. Sur ce sous-maillage - suppasit - on trouve nugriqguement la
valeur optimale du paragtre.

Dans le cas de maillages non-struésjrnous obtenons uneggision insatisfaisante. De plus,
le mockle ne semble pas consistant, I'erreur ne diminue pas si on raffine le maillage. Ce probleme
semble difficilea resoudre, ce quigmalise le moéle pour une rathodeglements finis.

Dans un second temps, on a illéstes propetes du moéle des domaines fictifegrads. Ce
modele est a priori consistant, mais il verrouille fortement. La solution prep@st de rajouter
des fonctions de base additionnelles. Bagles 2-D montrent toute I'efficaeitie cette approche,
le cas 3-D reste encoeetraiter.
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A Modele de Holland pour les nethodes de Galerkin discon-
tinues

Le but de cette annexe est detdiller I'incorporation de magles filaires pour les éthodes de
Galerkin discontinues. La @thode propa=e est lequivalent des masdes de Holland pour la
FDTD, [Holland et Simpson, 1981]. Elle repose sur l'inté&tation variationelle du séma de
Holland don@e dans [Collino et Millot, 1998].

A.1 Le modele continu

Pour simplifier on suppose le fil sur I'axgzet le milieu avoisinant homage ou au mieux stratéfi
selon cet axe. Pour simplifier, on suppose le milieu de propagation @gfaia tout I'espace et le
fil infini. Nous reviendrons sur cet aspect en fin de rapport.

A.1.1 Formulation

Les inconnues Le mockle propose de relier le chan@ectromagatique avec la charge et le
courant qui parcourt le fil. Sk désigne le point courank = (Xx,y,z), t désigne le temps, on a
comme inconnues

e E(x,t) estle chamg@lectriqueH (x,t) est le champ magatique. Ce sont des chamgsrois
composantes.

e |(zt) est le courant du fil, une fonction scalaire.
e Q(z1) est la charge rapp@®a la permittivié.

QAzt) = i)dl((jzz,t)

g(z

Paramétrage du mockle Le mockle filaire s’appuie sur une approximation de I'@dhpp(X,Y)
bidimensionnelle

/ Bapp(X,y) dxdy=1;
on prendra engreral une fonction radiale
1 -~ ~
Bapp(X,y) = ZTE)app(r), avec/éapp(r) rdr =1.
Le support dédapp sera choisi proportionnel surface de quelques longueurs &tardu maillage.

Siaest le rayon du fil, le magle fait intervenir une inductance normaiésqui est fike s que
dapp(X,y) est choisie; elle est doée soit par la relation

1 VX2 + Y2
(2 Lapp= 5_[/ log* (Ty> Sapp(X,y) dxdy

17



avec
log™(u) =logusiu>1,=0siu<1,

un autre choiétant
1 VX2 +y?
Lapp = 5 [ [log (Ty) Bapp(x.y) dxdy

- %[ (//Iog (Jm) Bapp(X,y) dxdy— Ioga) .

De plus la fonctiordapp va nous permettre de moyenner sur le plan transverse aulipXSh) est
un champ scalaire, oréfinit

®3)

<< U >>(zt) =/ U (XY, z,t) dapp(X,y) dxdy

Equations du mocle le mockle est compdsdu systme de quatréquations suivant

(4) £(2)0:Q(zt) +0(2)Q(zt) + 0, (zt) =0,

(5) W(2)0tH (x,t) + rotE(x,t) = 0,

(6) £(2)HE(X,t) + O(2)E(X,t) — rotH (x,t) = —1 (2,t) Sapp(X,Y)2
7) W(2)d (zt) +3,Q(z t) = [%pp << E-2>> (zt)

Il est facile de montrer que ce mele posede une propété de contble d’énergie. En effet si
E(t) — 2/ 2[E(x0)+ W H(x.1) ) dx

+Lapn [ (ERIQP(20) + u@I2(20) d2

alors on a I'estimation a priori
E(t) < £(0),

cette diminution cénergie devenant conservation pour des milieux sans perte

E(t) = E(0), sio(z) =0.

18



A.2 Le modele semi-discetise

Dans cette section, on suit lamharche de Piperno-Fezoui, [Piperno et Fezoui, 2003] pour Maxwell
sans fil. La @réralisation ne pose aucun prébie conceptuel.

A.2.1 Maillage volumique

On suppose que I'on dispose d’une partition en petifes du domaine de propagation. On notera
Ti,i=1,...,N ces polyledres e I'interface commune entre les deux podres (lorsquelle
existe) etnjk la normale sortanta la faceZj pointant du domain€; vers le domaineZ,. Enfin,

on notera pafl] I'ensemble des indicdstels queZix est une facette (on exclut les intersections en
segments, points ou vides).

A.2.2 Maillage filaire

On suppose que I'on dispose d’'une partition en segments du fil. On ngtefa=1,...,L ces
segments ey, I'interface commune entre deux segments (un point, lorsqu’il existe). Enfin, on
notera par‘I/gF I'ensemble des indicem tels queP,,, est non vide (segments causitifs). Pour
chaque paire de segmeitet S ayant un point commun , on posera erdig= 1 si le segmeng

et le segmen$, sont orienés selon leg croissant ety = —1 dans le cas contraire.

A.2.3 Espaces d’approximation

Dans chaque volumg, on choisitd;j (x), j = 1,...d; des fonctions de base vectorielkesupport
dans la celluleZ; et on approche

Erti Rk L

On noteraV; I'espace lirgaire ainsi engendretV I'espace produit de¥;.

Sur chaque segmen¥, on choisity,m(z), j = 1,...d€f des fonctions de base (scalair@s)
support dans la segmesit et on approche

850 =332 ] vmcr

On notera\, I'espace lireaire ainsi engendretW I'espace produit deg;.

A.2.4 Formulation de type Galerkin discontinu

On continuea suivre la @marche de [Piperno et Fezoui, 2003] : on multiplie scalairement chaque
équation par une fonction de base bien choisjg pour lesequations ed:E etdiH et ,m pour
les équations el etod;Q, puis on inégre sur le volume ou le segment correspondant; dans une
deuxiemeétape, on effectue une égration par partie de telle sorte que plus aucureewations
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des inconnues n'apparaissent; oaecrninsi des termes de bords sur les interfaces entre volume ou
en les points communs aux segments. La @éea@étape consista remplacer les inconnues sur

les interfaces ou en les points communs par la valeur moyenne entre les deux cellules ou les deux
segments v celles-ci apparaissent. Tout calcul fait, on aboutit aussystsuivant

Ecriture in extenso
e Pour toute celluleZ; et tout indice de fonction de bagéj =1,...d;)

</“¢” |y) dH |y( )+§ (/rotq)” o ) Ey(t)

y=1
1

= Z > (y;l/z ((]),J xd).y) i Eiy(t) + Z/ ¢|J ><¢ky) Nik By (t ))

ke

e Pour tout segmend, et tout indice de fonction de basd€| = 1, ...dg)

d

‘ dQuy 9 |
yzl (/SLWJ Wy) (/ 2Wyj LWV) w(t) =
o/ o
-2 5 (Z Wej (Prm) Wey(Pom)€4m) Quy(t) + Z Wej (Pem) Wiy (Pem)€4m) Qmy(t ))
me‘l/f y=1
e Pour toute cellulel; et tout indice de fonction de baséj = 1,...d;)
di
ij - i ij - Qiy | Eiy(t
yzl(/&bj ) +Z(/.0¢‘J¢’V> v(t)
di
_yzl (/Tmtq)lj ¢|y) Hiy(t) ;y 1/TmR2 6appLWy (¢ij - Z)) ey ()
Z1(%/(d>><q>)nH +Z/(¢x¢)nH(t)>
- Py i i ik Fi i + Hik
22\ A4 i Y y 5, P ky ky

e Pour tout segmery, et tout indice de fonction de baséj = 1,. ..dg)

df Jf
! ] d|gy 3 . B
Z1 </~%HWJ Wy> at _v; (/Sfazw' llJzy> Qu(t) =

d/ of
1 m
_E Z (Z wﬁj Pﬁm)mZV(Pﬂm)Eljm) |£y + Z lIJgJ Pgm)quryy(Pgm)Egm) Imy( ))
mefl/zf =1 Y=

dj

1 ~
+Kppuzyz [[mRZ s(,( appPey (i Z>) Eiy(t)
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Ecriture plus compacte On peut regrouper les degg de liberé par cellule eécrire de marire
plus syntletique
e Pour toute celluler;

dH; ; 1

ML () + RE() =

Wt

e Pour tout segmerny,

S0 Q) L) = 2 Y (M) + ()

mev,

e Pour toute cellulefy

dE;
Me Gt dt

1

() +MEi(t) ~RHi() =5 ¥ (CilkHi(t) +ci2'<Hk(t)) . ; BA1,(t)

ke U

e Pour tout segmeny,

FOTUO =5 3 ("U+eQn(t) + £~ T BEQ)

mev

Dans cetteécriture apparaissent déffentes matrices.

e les matrices de masses volumiques pour chaque cefigte, 4, 0
Mp)iy= [ P2 009 -oy00dx. 1< ].y<d:
e |les matrices de couplage enEeetH pour une réme cellule

(R)jy= [ rotd(x)-gy(x)dx. 1< j,y<d,

e les matrices de couplage entteet H pour une réme cellule et relativea une interface
donree

(= [ (60 % y(x)) icds, 1< )y<d,
¢ les matrices de couplage enkEestH et entre deux cellules voisines
(©H= [, (@50 % duy00) - micdsi). 1< j< i 1<y <
Si T désigne la transposition, on a
(8) Cs'=+(C)".
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e les matrices de masses unidimensionnelles pour chaque segmert g, 1
()= [ P@W(@ - wy(@)dz 1< y<d,
e les matrices de couplage entretQ pour un néme segment
(p)iv= | 0bi(2)- W) dz 1< y<d,

e les matrices de couplage enfreet Q pour un néme segment et relativeés un point du
segment doni

- f
(€™ iy = EmWej (Pm)Wey(Pim) 1< j,y<d,,
e les matrices de couplage enRet Q et entre deux segments cégsitifs
: f f
(5™ jy = EmWej (Pim)Wny(Pm) 1< j<d,,1<y<d,,

Si T désigne la transposition, on a
9) o — —(dlyT.

e les matrices de couplages entre courant et chalegtrique relative& un segment et une
cellule donrés.

(BN)jy= / Xsféapp(xﬂ) Wrj(2) (diy(x)-2)dx, 1<j< dgf, 1<y<di,

Remarquons que les coefficients de cette matrice sont nuls loBoueIpddapp) X S est
vide ou bien lorsque la fonction de base est orthogoaale

Secondeecriture compacte Deux proprétes essentielles qui nous seront utiles par la suite est
que pour toute cellulg; et tous vecteurd’, ¢, deV,,

(10) (R1,9) = (Rop,01) + 5 (CL'03,03).

ke U
De méme, pour tout segmest et toute paire de vecteurq;ﬁ, ng dansw,,
(11) (rgl.IJi,LIJg) (r l*IJ27LIJ1 + Z l*IJg_a LIJEZ)
me‘l/

Ces formules proviennent d’'une simpleégtation par partie et duiedoupage de la frorire de la
cellule ou du segment en la froaéte des cellules ou des segment voisins. On a ainsi (I'indice
désignant la transposition,

Ri—% 5 c! (R'+(R' f—% > =5 =,
ke me‘l/

D’ou la réecriture du scema
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Pour toute cellulery

dH, 1
M'“ dt' t)+=

Pour tout segmeng,

S 0 Q) 2 (1 () ) = 5 3 ()

meY)
e Pour toute cellulery
M'dE'()+MiE-(t)—}(RiJr(Ri)T)H-(t)——— ClHy(t BA1,(t
€ dt o 2 i - k ; E
ke‘V
e Pour tout segmeny,
% _1— 0 o NT __} /m 4l
0= (=T Qi) = 3,2, % Qnlt) LappZB Eit

Conservation de I'energie Le sctema dcrit ci-dessus possleégalement un coritte de I'energie.
La encore, on suit lagnarche de [Piperno et Fezoui, 2003]. Gxfinit

Eelec z flelec ffﬂ Z fll

ainsi que '
£t°t(t) _ Z:EIEC(t) +Lappzfll (t),
avec
M Ei(t),Ei(t)),

Et) = (MY (1), Hi() + 5

S = S(MQuD), Q) + 5 (1), (1)

On a alors la propéité suivante

= NI

(12) Eot) < £'°Y0), vt >0,
cette diminution dénergie devenant conservation pour les milieux sans pertes
(13) Et) = £'°Y0), vt>0sic=0.
La preuve est &s simple. on part de
OESt) = (MEi(t), Ei(t)) + (MdeHi (1), Hi(t)),
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O E" (1) = (MEarQe(t) + (M{dele(t),

et on considre la seconde formulation compacte, on multiplie scalalremelétjeations el E;,
0iH;, 0:Qy eto;l, par, respectivemenk;, Hi, Q, etl,, et on somme deux par deux leguation en
E; etH; d’'une part el; et Q, d’autre part ; on utilise le fait que

1 o N 1, o N

5 ((REi,H)+((R)'Ei H)) — 5 (RH;,E) +((R) 'Hi, E)) =0
ainsi que

—% ((rflﬂ,Qtz) - ((rg)TV;Qz)) —% <(r€Q£, lp) — ((VK)TQé,lzz)) =

on trouve donc

I\JII—‘

QL) = —(MSE(),E(t) +
—;@%(t),a(t)),

Y ((CHE(t), Hi(t) - (CEH(1).Ei(t)))

ke

a0 = ~(MQu). Q) 5 ((6Qm().1(0) + (E"m(0). (1)
1 i Ry K
+ pp;(s (0. Ei(D);

on somme sur et/ ces dewéquations; en utilisant les proptés de transpositioi|(8) €t](9), les
termes erC; etc, s’éliminent deuxa deux; finalement

O ESeqt) = —Z (MLE; (t Z; (BA1,(t),Ei(t

GEM(M) = —gmng ), Qe(t) LapngB&I( ),Ei(t

dont la sommation por@ée donne

KT (t) =~ (MgEi(t),Ei(t)) - Lappg(mier(t)aQé(t)) <0

A.3 Le modele totalement discetise
A.3.1 Discrétisation en temps

On utilise un scBma de type saute-mouton;/di est un pas de temps, on distiseE etl en des
multiples entiers de pas de temp®\) tandis queH et Q sont discetises en des pas de temps
demi-entiers (n+ 3)At).

E(x, nAt) Z Z ED ¢ij(x), H(x ZH”+2¢IJ
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|(z,nAt) ;ZI,_;JWJ Qz ( n+ )At) ;ZQMNWJ

Afin d'utiliser une notation compacte, on introduit lesogteurs discrets suivantsugirespective-

mentv) est discetise aux instants entiers (respectivement demi-entiers)

/ 1 1
L g+l gn VT2 V2
(Opu)"2 = —0w—, (OpV)" = —
At At
1 1
(14) (6At U)n+% _ Un+1 + un (aAtv)n _ Vn+2 -+ Vr.| 2
2 ’ 2
- VAS NI VIS IRV . Viis SRV
5 3o 0 nwz = —
| (B2aV) 7] (O2nV) AL

A.3.2 Ecriture du schema

Le sclema sécrit

e Pour toute cellulel; et en tout instant entiar
Mi(OaH)" 4 = (R + (R L E
u(0at |)+§( +(R)TE EZCZK

e Pour tout segmerd, et en tout instant entiar

1 1
M (0 Qr)" + M (8 Q)" — > <rf - (rf)T> I = 52 ¢zl
mev
e Pour toute cellules; et en tout instant demi-entier—l—%
. . 1. . . 1 .
ML(OnE)" 4+ M (BwEn)™ " — 2 (R4 (R)T) HT"E = 1 5 ChHy ™ > B (Bulo)"*?
ke‘V

e Pour tout segmerd, et en tout instant demi-entier+%

1 1 niy 1 mants 1 f n+l
(Oatle)™ 2 =S (r' = (")) Q2= - c"Qm * + B" (3ntEi)""2
™ 5 ( ") 2,2, Lapp -

Ce sclema esta I'inversion des matrices de masses localé&s pexplicite erH™3 et enQ”*g
(deux preméreséquations); il esegalement explicite eI:*Ii”+l si la cellule n’intersecte pas le
supportétendu du fil, c’esk dire, si% N sup8app) x S est vide. Il est implicite et et M

si la celluleZ; intersecte le suppoétendu du fil. Nous verrons dans la suite comment |&sizh
peut s’expliciter via la@solution d’un petit sysime lireaire creux dfini positif.
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A.3.3 Stabilité du sclkema

On montre dans ce paragraphe que leésth est stable lorsque le milieu est sans perte Q)
et cela quels que soient la fonction de couplage et le rayon du fil. La condition de &tabtlit
simplement celle qui assuéela fois la stabilié du scikma pour Maxwell sans fil et la stabditiu
schema pour le fil sans le couplage avec le chaaegtrique environnant. C’eatmon avis un point
fort du sclema propos (on peut mettre un fil sans se soucier des @gusences sur la stabéit
Remarque 1 : on peut construire facilement un &ha comptement explicite ceréren
temps en dis@&tisantE et Q aux instants entiers &t etl aux instants demi-entiers. Toutefois, la
condition de stabilé de ce sobma n’est plus ingpendante du couplage entre le fil et le milieu
ambiant, [Collino et Millot, 1998] : sa CFL vagghendre des caradistiques du fil, ce qui peétre
pénalisant. C’est la raison pour laquelle oggonise le scdma dcrit ci-dessus.
Remarque 2 : On va voir dans la @monstration qui suit que le fait d’avoir choisi l&éme
fonction d,pp pour approcher la masse de dirac pour porter le courant degsaltion d’Amggre
et pour calculer la valeur moyenne du chaébgctrique erz dans lequation des ondes 1-D du fil
est crucial pour obtenir I'estimation&hergie. Cette maaie de faire n’est pas le choix retenu par
Holland.

Conservation d’uneénergie L'id ée est simple et consisianontrer la conservation ou la diminu-
tion d’'une forme quadratique construite sur les inconnues. Si cette forme est positive (ce qui induit
une condition sur le pas de temps) le &ata sera stable. Dans la preuve qui va suivre on ne
suppose pas nul de fagcora bien montrer 0 se situe la difficuké du cas avec pertes.

La premereétape consista multiplier scalairement&quation eraE; pardaEj. On a pour
toute celluleZ;

(ME(OMEN)™ 2, (3aEi)™ ) + (Ml (S E )™ 2, 8 B )" 2)
1

2 <(RiHin+%’ (BuE)"™2) + (Hin+%7Ri(6AtEi)n+%)>

. 1 _
= _% (CI2kH|?+27 (6AtEi)n+%) - ;((6At|g)n+%, Bgl(éAtEi)n_‘—%)_
kel [

La deuxeme étape consist@ écrire I'équation enH a deux instants cogsutifs eta faire la
moyenne des deux relations ainsi obtenues; on obtient pour toute ¢gllule

Mi(GanH)" % 43 (R o+ (R)T) (BuE)™ ) = 5 3 CR(BnE™ ),

2 ke
on multiplie scalairement cetégjuation paH nt3 il vient
i 1 1 1 ; 1 1 1 ] 1
(M@ Hi)™ 2, H™2) 4 = (R (8E)™2), H2) + (8w )™ 2), RH™2) )

=% S CH((3mE)™2),H™2)).
ke U
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Dans une troigmeétape, on somme les de@guations ainsi obtenues en utilisant que

(ZieleC)n+1 _ (Ziele(:)n
At ’

(M (OandHi)™ 2, H™2) + (ML(OmE) ™ 2, (B i) 2) =

avec

1 . 1 _1
eIe%n |\/| Eln,En) (MLHirH_Z?Hin 2),

2
on obtient (on remarque que les termeﬂaa’annulent deux deux)

(Zielec>n+l . (Z:ielec)n
At

B _2((6At|£)n+%>Bfi(éAtEi)rH—%)_(ML(BAtEi)n+%,6AtEi)n+%>
P (Cizk“émEk)”%),H”*%)) (ChHy <6AtEi)“+5>).

ke

Enfin, on somme surleségali€és ainsi obtenues; en utilisant la pr&téide transpositior [8), les
termes eI, disparaissent et il reste

elecy\n+1 _ elecyn )
(E#'%9 +At (E€'€9 :_Z(MB(ENE) n+3 = z; ((Batly) n+3 Bél(éAtEl) )7

avec

(Eelec)n _ Z(Eielecvn.

On pro@&de de rdme avec le fil; on multiplie scalairemengduation ea¢l, pardatl,. On a pour
tout segmengy

<n1€<amu>“+%,<6mu>“+> << Q)R (Bule)™2) - <Q”2r<6mle>”+%>):

_ - Z €an+2 6At|€)n+%)+iZ(Bgi(éAtEi)m—%v(6At|€)n+%)-
2.5, Lapp 4

On écrit 'equation erQ a deux instants colsutifs et on fait la moyenne des deux relations ainsi
obtenues; on obtient pour tout segm&nt

1 1 1

(021 Q)™ 4 M (Bow Q)" = 5 (1 = (10T @t E = 5 Y Bl

on multiplie ensuite scalairement ceftguation paQ"*z; il vient

(mE(@aQ)™ 2, Q) + (M (3o Q)™ 2, Q")

¥ ((r%mlwr‘*%,d‘*%) — (Bule)™ 2, rEQ”ﬂ))

=2 Y (™ Q)

me’l//
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on somme les deuaquations ainsi obtenues : les termes‘etisparaissent et, en remarquant que

filnned  oqefilyn
(M@ Qu)" 5, Q7 8) + (0l )"+, (3l 1) = L) (B )T

=

At
avec
f|| n+2 n— 2
rnfll Z é )7
il reste fil st i
E n+ F -
(%) A (% ) (%(@mQ@)M%,QM%)
1
-3 Z ( ZmQ , (Ontle)"™™ )+(Cgm|r?1+2»(6AtQé)n+%))
me%
b S (B (BEN)™ 2, (Bal)™ ).
Lappuz I

Enfin, on somme suf leségaliés ainsi obtenues; en utilisant la pr@tide transpositior [9), les
termes ert; disparaissent ; on a
(ffil )n+l (Efll
At

= —; (BonQr) n+2 Qn+2)

6At|E n+2 Bﬁl 6AtE n+
Lapp > ; (OaeEi)"2),
avec _ .
(ff” )n _ ;(fgf” )n'
Le reste est facile : on ajoute deaxleux lequations cBnergie convenablement parées et on

obtient

(ztot)nJrl _ (ztot)n
At

:—Z(Mg(éAtEi) 26AtE,) ) Lapp;(mé(szng)Mﬁ,QnJr%)

Malheureusement, je ne sais pas coleir le signe du second term&moins ques ne soit nul, ce
gue nous supposerons dans la suites 8st nul, on a

(ftot)n-i-l _ (Ztot)n _ (ftot)o

ce quiétablit la conservation dedhergie disate.

Constquence de la conservation @&nergie On suit la é&marche classique; on montre que
I’ énergie est bien une vra@nergie, c’est dire une forme quadratique positive /giest assez
petit.
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On commence pagecrire formellement le s&ma erH sous la forme (on rappelle que I'on a
prisc = 0)

1
My(0pH)" = 5(-R- RT +Cy)E"=—AE"

puis on &écompose Energieglectromagatique suivant

2
(£ = 2 (Me(OmE)", (OuE)") + 5 (Mu(BauH)", (BaeH)") — "5 (My(0usH)" (0 H)")

et on remplace; on trouve

(felec)n _

NI =

( n AP n n
(Mg(0atE)", (OnE)") — 7 (A"M_ “A(0aE)", (OnE) ))
1

+5 (M), (B H)")

et la forme sera positive At est assez petit pour que
A2 T ~Ty\v-1 T
(15) 1—6((R+R —GIMIT(R+R =C2)9,¢) < (Meh,9), VheV

Le fil se traite de la @@me margre; on a

m(OsQ" = 51T —c)I"=ar"
et 2
(") = % ((”h(aml)”,(am')n) - %(aTnkla(aml)n’(aml)n)>
(M (65 Q)" (55 Q)"

d’ou la condition

At?

(16) Te (T =r=ch)mAr—r" —co)y. ) < (M), YpeW

Ces conditions formelles sont exactement celles qui sont exgaiitans [Piperno et Fezoui,
2003]; si le fil est maikk suivant des &tes verticales du maillage volumique, il est agsédent
que la condition de stabiétpour le fil (Maxwell 1-D) est moins contraignante que la condition de
stabilitt pour le volume (Maxwell 3-D) et, dans ce cas, on a bienaam condition de stabiét
gu’il y ait un fil ou pas.

A.3.4 Algorithme de résolution

Résolution pourQetH Larésolution erQ”+% ( resp.H”+%) est,a I'inversion d’un petit sygtme
linéaire par segment (resp. par cellule@pcompdtement explicite &s que I'on connait les pas de

temps pecedents, soierit’ et Q”‘é (resp.E" etH”_%).
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Résolution pour | et E Elle se fait en plusieurgétapes; on commence pdsoudre quasi ex-

plicitement les sysimes :

e Pour toute celluleZi on résout er‘Ei”Jrl

E! +1 EN En+1+ En 1. . . gt 1 ny
Mt M (R (R)H 2 =—2 § CEH, 2
€ At + 2 2 ( + ( ) ) i 2 k;/
. -1
e Pour tout segmeny,, on resout er1[r
IzH'l—I? 1 rl ”+2 Cém n+3
Mg ()@ =5 5 o

mev,

Cetteétape consiste exactementésoudre Equation de propagation sans couplage.

déduireEnt! et I+ deENtL et ™1 soit

|V|' En+1 Ein+1 _|_M| En+1 Ein+l Bfl |21+1_|_ |?
At 2 ; 2
et
|n+l - |"‘n+l 1 En+1 + EN

soit un systme du type

At At N\t -
Ein+1 + (MI 2M> ZBmllrr:]+l _ Fi
m

At i
|n+1 = Bgl E_n+1 — J
rﬂﬁ L 2Lapp IZ i s

On explicite le scBma en introduisant les inconnues auxiliaires

-1
(17) w:m<zﬂw>,w:m(m+fm) (;#w>

Il réste

(v¢ a pour dimension le nombre de segments ﬁ}is;andis ques’ a pour dimension le nombre de
cellule intersectant le suppdtendu du fil foisd;) puis en proédant par legtapes suivantes :

e Pour tout segmery,, on forme

= nﬁr?_‘—l—f—

Vn
2Lapp '
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e Pour toute celluley; intersectant le suppoetendu du fil, on forme

F= Ein+1_ %M_n
e Pour tout segment;, on forme
At /i
=3+ > ppZB F
e Onrésout er™ le syséme
(18) mﬁlgﬂ+4m2 > (z B” (M'S+At|v| ) 1Bm‘> Int=J,
Lapp G5\ 4 2

e Pour toute celluler; intersectant le suppogtendu du fil, on actualise

At MI + AtM -t B€i|n+1
ul € 2 ; V4

e Pour tout segmend,, on actualise
I'H-l — At (Z Bfl )

La matrice dang (18) est une matrice creusnik positive dont on peut @calculer I'inverse. Elle
s'écrit

dj N
M(en,(w):("ﬁ) 5+ > Z Bul('\/"s+7'\/'8)_ Bl

I j1=1j2=1 I1,02

A.4  Choix de la fonctiond,pp
A.4.1 Description des travaux existants

Lz choix de la fonctiordapp, est le point le plus élicat de la nethode. Dans le papier original de
Holland pour la FDTD, Holland propose de moyenner le champ moyen autour du fil sur les quatres
carreaux autour du fil et de concentrer la masse de Dirac sétd’@ortant le fil. En utilisanf[2),

il obtient, apes calcul, une formule poutapp, il teste pour diferentes valeurs dela qualie du
résultat. Les@&sultats nurariques ne sont alors pags$rbons. Dans une secongtape, il donne

une formule empirique qui lui permet d’d@atiorer la situation. L&tude de pEcision est reprise dans
[Collino et Millot, 1998] ai un calcul analytique de la solution néngue est effectr le probéme

et le maillageetant invariant dans la directianon se rarénea un calcul 2-D sur une grille de pas
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constant. ol interviennent les fonctions nodales §}; attactees aux nceudsh, jh). Le résultat
peut sénoncer ainsi: si
Xy
dapp(X, 6 =
est fixee, on @termine les valeurs des poids; de la masse de Dirac sur le€tes erz environ-
nantes (i.e. aux point,y;j) = (ih, jh)) ainsi que la valeur dé4pp via @):

Wi j —/ Sapp(U,V)®i  (uh, vh)dudy ZW, =1

Lapp= 5 (//Iog VU2 V2 845p(u, v)dudv+ log h)

L'erreur sur l'inverse de la transfori@e de Fourier du courant peuéstire comme suit, $i et

a sont petits, enégligeant des termes a&Rlogx, X = %‘,

I
(©) _ 1‘ ~
I w

\/Iog waery

1 h
Lopt =5 <|Oga+z > Wi WpaClp-ijq- J>
7 P

La constantg est la constante d’Euler, tandis que &g = C; j sont des constantes pures dont les
premeres valeurs sont

avec

3 T
Coo=—-Y— > log2, Co1=Copo+ > C11=Coo+2

Ces constantes proviennent devdloppement limé de la fonction de Green diste pour Helmholtz
2-D au voisinage de sa singulit
Le sctema sera donc consistant uniquementsgip = Lopt, ¢'esta dire si

//|og\/u2+v25app uv)dudv=" " Wi jWpqCip—il qj-

I,] P9

Une autre mamire de voir les choses est de fiﬁ%p de calculer les poids correspondants puis de
prendreLapp = Lopt. Pour des grandes tailles de fils, on est touteféisegar Lopt peut devenir
négatif. La valeur defopt €tant fonction croissante dettalement dé,pp, il faut dans le cas de
rayons importants grossir le support de la masse de Dirac.

Tout ceci n’'est valable que pour la FDTD sur maillaggulier et pour un fil paradle au
maillage. Dans [Mandallena, 2001], [Mandallena, 2002], M. Mandallena s’est éndpitravalil
précédent pour dterminer des lois empiriques digpp (en fait du rayon de stati@tcard,pp est
prise constante sur un cercle de rayoeterminer) pour un sé@ma de Maxwell sur maillage
tetratedrique ave&lements finis conformel (rot) de plus bas degs. Son travail a consist
se donner une loi paratrée pourLypp pour approcher au mieux l@sultat fourni par un code
intégral.
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