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Remarque préliminaire

La version initiale de ce cours, enseigné & P'ESTIA depuis la rentrée 1998, se limitait aux quatre
premiers chapitres. Suite & une demande de la Direction des Etudes de 'ESTIA, le Chapitre 5
(Transformée en Z) a été introduit & la rentrée 2005.

Le volume horaire du module "Transformées" ayant été doublé a la rentrée 2006, il a été dé-
cidé d’ajouter des versions discrétes de la transformée de Fourier et certaines de leur nombreuses
applications. Le Chapitre concernant la transformée de Walsh a été ajouté dés la rentrée 2006 & ce
support de cours, et une présentation de la transformée de Fourier discéte et de la transformée de
Fourier dans le cas général a té ajoutée & Pautomne 2006, ainsi qu’une présentation des algorithmes
"rapides" de calcul de la transformée de Walsh et de la transformeée de Fourier discréte (il s’agit de la
"Fast Fourier Transform", connue sous le nom de FFT). Des applications de la FFT a la théorie du
signal 1-D et a I'imagerie seront introduites dés que possible. L’introduction n’a pas été réactualisée
et ne présente que les quatre premiers Chapitres.

Introduction

Le but de ce cours est de présenter les transformations de Fourier et de Laplace, qui ont de trés
nombreuses applications & la mécanique, a I’automatique, & 1’électronique et a la théorie du signal
(nous espérons étre en mesure de présenter quelques unes de ces applications dans une prochaine
édition). On a mis 'accent ici sur les applications de la transformée de Laplace aux équations et
systémes différentiels, en gardant en téte que le role d’un ingénieur n’est pas de résoudre de subtils
problémes de convergence, mais de savoir utiliser de maniére efficace des outils puissants pour ré-
soudre des problémes concrets. Les transformations de Fourier et de Laplace permettent de ramener
des équations compliquées (équations différentielles, équations de convolution) & des équations algé-
briques plus simples. Une fois ces derniéres équations résolues il faut "inverser la transformation".
On dispose certes dans un certain nombre de cas de formules mathématiques (formules d’inversion
de Fourier et de Laplace) mais dans les applications pratiques on utilise des tables, lues de
gauche a droite pour traduire les équations au niveau des transformées et lues dans le
sens inverse pour revenir au domaine de départ.

Nous avons fait le choix de briévement présenter I'intégrale de Lebesgue, car 1’ espaces de fonctions
intégrables sur R et 'espace des fonctions de carré intégrable sur R sont des domaines de définition
naturels de la transformée de Fourier. Les théorémes fondamentaux (théorémes de convergence
monotone et dominée, théoréme de Fubini, formules d’inversion de Fourier et de Laplace, formules de
Plancherel-Parseval) sont énoncés avec précision, mais la plupart des démonstrations sont omises. On
notera que la transformée de Fourier des fonctions de carré intégrable peut étre définie explicitement
grace a un trés profond théoréme de Carleson qui garantit 'existence "pour presque tout z" de la
limite limp_, 4 oo ffR f(t)et®dt si f? est intégrable. Un choix d’exemples et d’exercices souvent trés
concrets devrait permettre & tous les utilisateurs de ce cours de profiter des puissants outils que sont
les transformations de Fourier et de Laplace.

Aitzin solasa,

Ikastaro honen helburua mekanikan, automatikan, elektronikan eta seinalearen teorian aplikazio
anitz dituzten Fourier-en eta Laplace-en transformazioak aurkeztea da (heldu den argitalpenean
aplikazio horietarik zenbaiten aurkezteko neurrian izaitea espero dugu). Hemen azpimarratu ditugu



ii

Laplace-en transformazioaren aplikazioak ekuazio eta sistema diferentzialetan, gogoan atxikiz injine-
ruaren eginbeharra ez dela konbergentzia arazo sotil batzuren ebaztea, baizik eta tresna ahaltsu batzu
modu eraginkorrean erabiltzen jakitea arazo konkretuen ebazteko. Fourier-en eta Laplace-en trans-
formazioek ekuazio konplikatuak (ekuazio diferentzialak, konboluzio ekuazioak) ekuazio algebraiko
sinpleagoetara eramaitea ahalbidetzen dute. Behin azken ekuazio horiek ebatzi eta, “transformazioa
inbertitu” behar da. Zenbait kasutan, noski, formula matematikoak eskura ditugu (Fourier-en eta
Laplace-en inbertsio formulak), baina aplikazio praktikoetan taulak baliatzen ditugu, ezkerre-
tik eskuinera irakurriz transformatuei dagozkien ekuazioen itzultzeko, eta alderantzizko
zentzuan irakurriz hastapeneko eremura itzultzeko.

Lebesgue-en integrala laburki aurkezteko hautua egin dugu, ezen R gaineko funtzio integragar-
rien espazioa eta R gaineko karratu integragarriko funtzioen espazioa Fourier-en transformazioa-
ren definizio-eremu naturalak baitira. Oinarrizko teoremak (konbergentzia monotonoaren eta men-
peratuaren teoremak, Fubini-ren teorema, Fourier eta Laplace-en inbertitze formulak, Plancherel-
Parseval-en formulak) zehazki adieraziak dira, baina frogapen gehienak baztertuak dira. “Ta x gu-
zientzat” limp_, 4 ffR f(t)e'*®dt limitearen izaitea bermatzen duen Carleson-en teorema arras bar-
nari esker, ohartuko gara karratu integragarriko f funtzioen Fourier-en transformatua ezplizituki
defini daitekeela. Adibide eta ariketa arrunt konkretuen bildumak erabiltzaile guziei tresna ahalt-
suak diren Fourier-en eta Laplace-en transformazioei etekina ateratzen lagundu behar lieke.
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Chapitre 1

L’intégrale de Lebesgue

1.1 Ensembles mesurables

On rappelle briévement la construction de l'intégrale de Riemann. Soit f une
fonction bornée a valeurs réelles définie sur un intervalle fermé borné [a,b] de R,
et soit P l'ensemble des partitions de [a,b], c’est a dire Pensemble des suites finies

o= (zg,...,x,) telles que a = xg < 71 < ... <, = b. Si 0 est une partition de [a, b]
on pose
n—1
MU(f) = (Ii-&-l - xi)supl'igxfwi—o—lf(x)
i=0
n—1

= Z(Ii-l-l - xz)lnfngngl+1f(x)
i=0
On vérifie que m,(f) < M,(f) pour o,7 € P. On dit que la fonction f est in-
tégrable au sens de Riemann si sup,epm,(f) = inf,ep M, (f), et dans ce cas on
pose

fab f(t>dt :SUngpmg(f> = infUEPMa(f)

Les fonctions continues sur [a, b] et les fonctions bornées et monotones sur [a, b]
sont intégrables au sens de Riemann.
Si f est continue sur un intervalle I de R et si g € I, alors la formule

0= 0

définit une primitive de F' sur I, c’est a dire que F'(z) = f(z) pour tout x intérieur
a I, que la dérivée a droite de F' en a est égale & f(a) si I posséde un plus petit élément
a, et que la dérivée & gauche de F' en b est égale a f(b) si I posséde un plus grand
élément b (et la fonction F' est 'unique primitive de f sur I telle que f(xo) = 0).

1



2 CHAPITRE 1. L'INTEGRALE DE LEBESGUE

Rappelons également que si f est continue sur un intervalle fermé borné [a, ],

on peut utiliser les sommes de Riemann pour calculer f: f(t)dt grace a la formule
suivante :

(1.1)  lim, o230 flatk=2) =lim, oo =230 fla+kE2) f f(t)

Cette formule, basée sur la définition de l'intégrale de Riemann, améne a la mé-
thode des rectangles. Nous renvoyons au cours d’Analyse Numérique de X.Fischer|9]
pour plus de détails sur les méthodes numériques de calcul d’intégrales (méthode des
trapézes, méthode de Simpson,etc...).

La théorie de I'intégrale de Riemann présente des inconvénients.

Premier inconvénient (pour Mathématiciens)

flz)=0 si 2€Q, 0<z<1
Posons{f(x)zl si x¢Q, 0<x<1

La fonction f n’est pas intégrable sur [0,1] car tout intervalle ouvert non vide de
R contient a la fois des rationnels et des irrationnels et avec les notations précédentes
on a my(f) = 0 et My(f) = 1 pour toute partition o de [0, 1]. Pourtant, intuitive-
ment, I’ensemble des nombres rationnels est négligeable par rapport a 'ensemble des
nombres irrationnels (les nombres rationnels sont ceux dont le développement décimal
est périodique) et on a envie de dire que 'intégrale de cette fonction f sur [0, 1] existe
et est égale a 1.

Autres inconvénients (plus sérieux)

Pour travailler sur des intervalles non bornés ou avec des fonctions non bornées
on est obligé de faire des passages a la limite (intégrales généralisées) souvent peu
commodes, et il arrive dans les applications qu’on soit amené a intégrer des fonctions
trop irréguliéres pour étre intégrables au sens de Riemann. C’est le cas pour certaines
fonctions périodiques définies "presque partout" par la formule

+oo
f(t) =ao+ Z ancos(nt) + bysin(nt),
n=1
ol (an)n>0 €t (by)n>0 sont deux suites de réels telles que les séries ano lan|? et
> n>1|bn|? soient convergentes.

Une réponse a ces questions a été donnée au tout début du siécle dernier
par H.Lebesgue dans sa thése : c’est ’intégrale de Lebesgue, qui permet
d’intégrer une classe trés vaste de fonctions.
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Le point de départ consiste a "mesurer les ensembles", c¢’est a dire a définir la
"longueur" de sous-ensembles trés généraux de R. La mesure d’'un ensemble E sera
notée m(E). On commence par définir m(E) pour les ensembles les plus simples (avec
la convention a + co = 400 pour tout a € [0, +00]).

1) Si E est fini ou vide, m(E) = 0.

2) Si E est un intervalle non borné, m(FE) = +oo.

3) Si E est un intervalle borné de la forme [a, ], [a, b], ]a,b] ou ]a,b[, m(E) =b—a.

4) Si E = Uj<p<k!, est une réunion finie d’intervalles disjoints, on pose m(E) =
2 1<ncy MUn).

5) Si E = Up>11, est une réunion d’une suite d’intervalles disjoints, on pose
m(E) =Y -, m(l,), ce qui fait que m(E) = +oo si un des intervalles /,, est non
borné, ou si tous les intervalles I, sont bornés et si la série Y -, m([,) est divergente.

Rappelons qu’un ensemble non vide £ C R est dit ouvert si pour tout x € FE il
existe 9 > 0 tel que |z — §,z + §|C E. L’ensemble vide est ouvert par convention, et
on dit qu'un ensemble F' C R est fermé si son complémentaire est ouvert.

On peut montrer que tout ensemble ouvert non vide E peut s’écrire sous la forme
E = U,l,, ou (I,), est une suite finie ou infinie d’intervalles ouverts disjoints. Les
formules 1), 4),et 5) permettent alors de définir m(E) pour tout sous ensemble ouvert
E de R.

On dira qu'un sous-ensemble de R est borné s’il est contenu dans un intervalle
fermé borné de R. Soit maintenant F' un fermé borné de R. Il existe N > 1 tel que
F C]— N, N|[. Soit E le complémentaire de F' dans | — N, N[. Alors E est ouvert. On
pose

m(F)=m(] — N,N[) —m(E) =2N —m(E).

Définition 1.1.1

1) On dit qu’un ensemble borné A C R est mesurable au sens de Lebesgue s’il
existe une suite (E,)n,>1 d’ouverts de R contenant A et une suite (Fy,)n,>1 de fermés
de R contenus dans A tels que lim,_.,..m(E,) =
limy, . com(Fy,), et dans ce cas on pose

m(A) = limy_.1oom(E,) = limy_om(Fy,).

2) On dit qu’un ensemble non borné B C R est mesurable au sens de Lebesque si
BN] — n,n[ est mesurable au sens de Lebesgue pour n > 1, et dans ce cas on pose

m(B) = limy,—oem(BN] — n,nl).

Notons que dans la partie 2) de la définition on peut bien str obtenir m(B) = +oc0.
Dans la partie 1) de la définition on peut supposer que la suite (E,,),>1 est décroissante
et que la suite (F},),>1 est croissante (il suffit pour cela de remplacer E,, par Ni<y<n Fr,
et F,, par Uj<m<nFy,). On vérifie bien entendu que la valeur de m(F) ne dépend pas
du choix des suites (E,)n>1 et (F,)n>1-
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On a les propriétés suivantes
(1.2) Si A est mesurable, alors le complémentaire de A est mesurable.

(1.3) Si (A,)n>1 est une suite d’ensembles mesurables, alors Up,>1 A, et Ny>1A4,
sont mesurables.

(1.4) Si (Ap)n>1 est une suite croissante d’ensembles mesurables, alors m(U,>1A,,) =
limy, . oom(A,).

(1.5) Si (An)n>1 est une suite décroissante d’ensembles mesurables, et s’il existe
no > 1 tel que m(A,,) < 400, alors m(Ny>1A4,) = lim,—1om(Ay).

D’autre part la mesure de Lebesgue est invariante par translation : si £ C R
est mesurable, alors m(E,) = m(E) pour tout a € R, ot E, :={x — a},cp.

On peut se demander si tous les sous-ensembles de R sont mesurables. Le systéme
d’axiomes usuel est appelé ZF, du nom de Zermelo et Fraenkel. On peut y adjoindre
Paxiome du choix, qui s’enonce comme suit :

Soit X un ensemble quelconque, et soit P(X) l’ensemble des parties non vides de
X. Alors il existe une application ¢ : P(X) — X telle que p(A) € A VA € P(X).

Dans le systéme d’axiomes ZFC (axiomes de Zermelo-Fraenkel auquel on adjoint
I'axiome du choix), on peut construire des parties de R qui ne sont pas mesurables
au sens de Lebesgue. C’est pourquoi Lebesgue n’aimait pas cet axiome, par contre
fort apprécié a la méme époque par le grand Mathématicien Emile Borel. En fait on
peut faire ce qu’on veut en vertu d’un résultat du logicien R.Solovay, de I’Université
de Berkeley.

Théoréme 1.1.2 (Solovay,1965) L’aziome "Tout sous-ensemble de R est mesurable
au sens de Lebesque” est consistent avec ZF.

Ceci signifie qu’ajouter a ZF cet axiome ne ménera pas a une contradiction qui ne
serait pas déja dans ZF (le fait que ZF est non contradictoire est indémontrable...).

On retiendra de cette discussion qu’ il n’y a aucun moyen explicite de
construire des parties non mesurables de R. Un ingénieur peut donc s’abri-
ter derriére le théoréme de Solovay et considérer que tout sous-ensemble
de R est mesurable au sens de Lebesgue.
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1.2 Construction de l'intégrale de Lebesgue

Définition 1.2.1 On dit que f : R — R est mesurable si f~'(E):={zx e R | f(z) €
E} est mesurable pour tout ouvert E de R. On définit de méme les fonctions mesu-
rables a valeurs dans C.

La somme, le produit, le sup et 'inf de deux fonctions mesurables sont mesurables.
On vérifie que toute limite simple d’une suite de fonctions mesurables est mesurable :
si f, est mesurable pour n > 1, et si f(x) =lim,,_ . fn(z) pour tout x, alors f est
mesurable.

En fait il résulte des remarques précédentes qu’il est impossible de construire une
fonction non mesurable de maniére explicite, et un ingénieur peut donc s’abriter
derriére le théoréme de Solovay et considérer que toute fonction a valeurs
réelles ou complexes définie sur R est mesurable.

Si E C R, on pose xgp(z) =1siz € E, xg(xr) =0si x # E. On dit qu'une fonc-
tion f est une fonction en escalier s'il existe une famille finie £}, ..., £, d’ensembles
mesurables de mesure finie et une famille ¢y, ..., ¢, de réels tels que 'on ait

/= Z1gk§p CkXEy-

Un calcul élémentaire montre que I'on peut toujours supposer que les ensembles
Ey,...,E, sont disjoints deux a deux. Si f = Zlgkgp ckXE, est une fonction en
escalier sur R, on pose

fR f(t)dt = Zlgkgp ckm(Ek)

Définition 1.2.2 Soit f : R — [0,400] une fonction mesurable positive, et soit
(fn)n>1 une suite croissante de fonctions positives en escalier telle que f(x) = limy,— oo fn(T)
pour tout x € R. On pose

/f(t)dt = limnHJroo/fn(t)dt € [0, +o0].
R R
On dit que la fonction f est intégrable si [ f(t)dt < +oo.

Il faut évidemment vérifier qu’il existe bien une suite (f,,),>1 de fonctions positives
en escalier telle que f(z) = lim,_ 1 fn(x) pour tout z € R, et que la valeur (finie
ou infinie) de lim,, ., fR fn(t)dt est indépendante du choix de la suite (f,,)n>1. Nous
admettrons ces résultats.

Définition 1.2.3
1) Soit f : R — R une fonction mesurable. On dit que f est intégrable quand |f|
est intégrable, et dans ce cas on pose
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[ttt = [ rriwie— [ oy

ot fT(t) =max(f(t),0) et f~(t) = max(—f(t),0) pourt € R.
2)Soit f : R — C une fonction mesurable. On dit que f est intégrable quand |f|

est intégrable, et dans ce cas on pose
/f(t)dt:/Re(f)(t)dt+i/[m(f)(t)dt.
R R R

Remarquons que l'intégrale de Lebesgue est invariante par translation : si f
est intégrable , on a pour tout a € R

/Rf(t—a)dt:/Rf(t)dt

On va maintenant définir une notion d’intégration sur un ensemble mesurable .

Définition 1.2.4 Soit E C R un ensemble mesurable, soit f : E — C une fonction
et soit f : R — C Uextension de f o R définie par les formules f(z) =0 si x ¢ E,

f(x)=f(z) siz e E. )
On dit que [ est mesurable sur E st f est mesurable, et on dit que f est intégrable
sur E si f est intégrable sur R. Dans ce cas on pose

/Ef(t)dt:/Rf(t)dt

On a des propriétés analogues a celles de I'intégrale de Riemann, par exemple la
linéarité : si f et g sont intégrables sur E, alors Af + ug est intégrable sur £ pour
AMpu€eCetona

(1.6) S F(@&) 4+ png(t)dt = X [, f()dt + p [ g(t)

On a également un analogue de l'inégalité de Cauchy-Schwartz : Si f et g sont
mesurables sur F, et si |f|? et |g|? sont intégrables sur E, alors fg est intégrable sur
E et on a

(L.7) [ Fg)dt] </ [ [F@)PdLy [ 9(t) P

On dira que deux fonctions f et g sont égales presque partout sur un ensemble
mesurable F si on a la condition suivante

(1.8) L’ensemble {x € E'| f(x) # g(x) } est de mesure nulle.
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Pus généralement on dira qu'une propriété est vraie presque partout si elle est
vérifiée sur le complémentaire d’un ensemble de mesure nulle.
On déduit de la définition de I'intégrale de Lebesgue que 1'on a la propriété suivante

Proposition 1.2.5 Soit f une fonction intégrable sur un ensemble E. Si une fonction
g est égale o f presque partout sur E, alors g est intégrable sur E et on a

[E F(t)dt = /E g(t)dt.

Soit maintenant /' un ensemble dénombrable, c’est & dire un ensemble de la forme
F = {z,}n>1, avec x,, # x,, pour n # m. Alors E est la réunion de la suite
disjointe formée des ensembles {x,}, et il résulte de la formule (1.4) que m(F) =
Y ns1 m{z,}) = 0. On peut montrer que 'ensemble Q des nombres rationnels est
dénombrable. Par conséquent QN [0, 1] est dénombrable. Posons de nouveau f(z) = 0
siz € [0,1]NQ, f(z) =1six€[0,1],2 ¢ Q, de sorte que f n’est pas intégrable au
sens de Riemann sur [0, 1]. Alors f est égale a 1 presque partout sur [0, 1], donc f est
intégrable au sens de Lebesgue sur [0,1] et fol f(t)dt = fol dt = 1.

1.3 Deux résultats fondamentaux
Nous concluons cette présentation en donnant sans démonstration deux résultats

fondamentaux de la théorie de 'intégrale de Lebesgue.

Théoréme 1.3.1 (Théoréme de convergence dominée) Soit (f,)n>1 une suite de fonc-
tions mesurables sur un ensemble mesurable E, et soit f une fonction définie sur E.
On suppose que les deux conditions suivantes sont vérifiées :

(i) limy,— oo fu(t) = f(t) presque partout.

(i) 1l existe une fonction intégrable g sur E telle que |f,(t)| < g(t) presque partout
pour tout n > 1.

Alors f est intégrable sur E, et [, f(t)dt = limy i o0 [ fu(t)dt.

Corollaire 1.3.2 Soit f une fonction intégrable sur R. On pose f(x) = [727 f(t)e~"dt.

Alors f est conlinue sur R.
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Démonstration : Pour montrer que f est continue, il suffit de vérifier que f (x) =
lim,— oo f () pour tout z € R et pour toute suite (z,),>1 de réels qui converge vers
x.

Soit € R et soit (z,),>1 une suite de réels tels que x =lim, ., x,. Posons
h(t) = f(t)e ™ et h,(t) = f(t)e"" pour n > 1. Comme Pexponentielle complexe
est continue, on a

(i)

lim,, 4 oo hy (t) = h(t) pour tout x € R,

et la premiére hypothése du théoréme de convergence dominée est vérifiée.
D’autre part |e*| = 1 pour tout ¢, et on a

(i)

|hn(t)| = | f(t)| pour tout ¢ € R et tout n > 1.

Comme f est intégrable sur R, les deux hypothéses du théoréme de convergence
dominée sont vérifiées et on a

+o00 400

fo = [ swea= [

+o0o
h@ﬁ:m%%g/ B (t)dt

“+oo
= 1My 400 f)e ™ ndt = limy,_ 4o f (2,).

Donc f est continue sur R. &

Théoréme 1.3.3 (Théoréeme de convergence monotone) Soit (fn)n>1 une suite crois-
sante de fonctions positives intégrables telle que f(t) := limy,— 10 fn(t) soit finie pour
presque tout t € E. Alors on a

/fmﬁ:mM%w/h@ﬁem+M.

Notons que dans le cas ou lim,, . fE fn(t)dt = 400, le théoréme indique que f
n’est pas intégrable sur E.
Rappelons que si f est continue sur [a, +oo[, on dit que l'intégrale de Riemann

généralisée [ f(t)dt est convergente si et seulement si faL f(t)dt a une limite quand
L — 400, et dans ce cas on pose [ f(t)dt = limp— o0 faL f(t)dt. On va voir que si
f >0, lintégrale de Riemann généralisée f:oo f(t)dt est convergente si et seulement
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si f est intégrable au sens de Lebesgue sur [a, +00o[ (attention, ce résultat n’est plus
vrai en général pour les fonctions de signe non constant).

Corollaire 1.3.4 Soit a € R, et soit [ une fonction continue sur |a,+oo[ telle que
f(t) > 0 pourt > a.

Alors lintégrale de Riemann généralisée fa+°°f(t)dt est convergente si et seule-
ment si [ est intégrable au sens de Lebesgque sur |a,+oo[, et lintégrale de Riemann
généralisée f:oo f(t)dt et Uintégrale de Lebesgue f[a,—i—oo[ f(t)dt sont égales.

Démonstration : Posons F(L) = faL f(t)dt. Comme f > 0, F est croissante sur
la, +00[, et F(L) a une limite finie quand L — o0 si et seulement si la suite (F'(n)),>1
est convergente. Posons f,(t) = f(t) sia <t < mn, f.(t) =0sit > n. Alors f, est
intégrable pour n > 1, la suite f, est croissante, et f(t) =lim, . fn(t) pour t > a.
On déduit du théoréme de convergence monotone que f n’est pas intégrable au sens
de Lebesgue sur [a, +00] si lim,,_, 1 fan f(t)dt = +o00, que f est intégrable au sens de
Lebesgue sur [a, +00] si la suite
(limy, oo fan f(t)dt),>1 est convergente, et que dans ce cas on a, avec les notations
du Corollaire

f[% oo S ()t =lim o f[a, oo Sn(O)dl = 1m0 fa:oo f(t)dt. &

On verra en exercice qu’on a les mémes propriétés pour les autres types d’intégrales
de Riemann généralisées de fonctions continues positives.

1.4 Exercices sur le Chapitre 1

exercice 1
. 1
Calculer lim,, . Z1§k§n ntk

exercice 2
Pour @ > 0 on pose E, = U,>1[n,n + n%[ Pour quelles valeurs de o la mesure
de E, est elle finie? En utilisant vos souvenirs sur les séries de Fourier, déterminer

exercicez 3(Annales ESTIA, examens Transformées 2000 et 2001)
Soit f € L'(R). On pose , pour x € R

F(z) = +OO f)sin (t*2® + tx)dt,

—00



10 CHAPITRE 1. L'INTEGRALE DE LEBESGUE

“+o0o
G(z) = f(t)cos®(1 + t*2?)dt.
—00
En utilisant le théoréme de convergence dominée, montrer que F' et G sont conti-
nues sur R.

exercice 4(Annales ESTIA, examen Transformées 1998)
Soit f € L'(R). On pose , pour t € R

“+oo
F(t) = (z)cos(t*z)dx.
—0o0
1) En utilisant le théoréme de convergence dominée, montrer que f est continue
sur R. )
2) On note f la transformée de Fourier de f. Exprimer F' & partir de f. Retrouver
ainsi le résultat du 1), et montrer que lim;_, . F'(t) = 0.

exercice 5(Annales ESTIA, examen Transformées 1999)
Soit f € L'(R). On pose , pour z € R

G(z) = o f(t)sin(te®)dt.

—00

1) En utilisant le théoréme de convergence dominée, montrer que G est continue
sur R.

2) Calculer G en fonction de f . Retrouver ainsi le résultat ci-dessus, et montrer
que lim,_, 1 G(z) = 0.

3) Que peut-on dire du comportement de G(z) quand x — —o0?

exercice 6(Annales ESTIA, examen transformées 2002)

Soit f in L'(R) On pose, pour x > 1,

“+oo

Fix)= [ f(t)cos ((mt_—xw) dt.

—00

1) En utilisant le théoréme de convergence dominée, montrer que F' est continue
sur |1, +o0.

2-a) Calculer F' en fonction de la transformée de Fourier f de f, et retrouver le
résultat de la question précédente.

2-b) Déterminer lim, 1+ F(z).
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2-¢) Déterminer lim,_, . F'(z).

exercice 7

Soit f une fonction continue sur |a, b]. Montrer que si f > 0, I'intégrale de Riemann
généralisée fab f(t)dt est convergente si et seulement si f est intégrable au sens de

Lebesgue sur |a, b], et que dans ce cas l'intégrale de Riemann généralisée ff f(t)dt et
I'intégrale de Lebesgue f}a . f(t)dt sont égales.

exercice 8
On pose f(t) = COS() pour x > 1. Montrer que I'intégrale de Riemann généralisée

f+°°f(t)dt est convergente (on pourra intégrer par parties) mais que f n’est pas

1
intégrable au sens de Lebesgue sur [1, +o0o[ (on pourra minorer [* +_§§,7;r |f(t)|dt).

exercice 9
Soit f € L'(R) . Pour x > 0, on pose

+o0
F(z) = ft)e=ltdt.
1) Montrer que F' est continue sur [0 + ool.
2) On suppose de plus que [ % [¢]| f(£)|dt < +o0.
Montrer que F' est dérivable sur [0, +ool, et que F'(x) = — fj;o It £(t)|e~tdt (on
pourra revenir a la définition de la dérivée, et appliquer le théoréme de convergence
dominée).

exercice 10

Soit (f)n>1 une suite de fonctions continues et intégrables sur un sous-ensemble
mesurable E de R.

1) On suppose que f,(t) > 0 et que la série ) -, fu(t) converge pour tout t € E.

Montrer que si [, [>,o, fa(t)] dt = +oo, alors la série > o, [[5 fu(t)] dt est
divergente, et que si B -
[ [ ns1 fa(t)] dt < 400, alors lasérie Y-, -, | [ fn(t)dt] est convergente, et que I'on

a dans ce cas
> [ o] = [ [ o]

n>1

2) On suppose que la série ) >1 | fn(t)| converge pour tout ¢ € E, et que la série
D onz1 [ |fa(t)|dt] est convergente.

On pose f(t) =), fu(t) pour t € E.
Montrer que f est bien définie sur F et appartient a L'(F) et que l'on a



12 CHAPITRE 1. L'INTEGRALE DE LEBESGUE

2 UE I ”(t)dt} = /E [Z fn(t)] d.

n>1 n>1

Indication : On pourra appliquer le théoréme de convergence monotone & la ques-
tion 1 et le théoréme de convergence dominée a la question 2.



Chapitre 2

La transformée de Fourier

2.1 Transformée de Fourier sur L'(R)

On va introduire plusieurs espaces de fonctions.

1) L'(R) désigne I'espace vectoriel des fonctions intégrables sur R, ot on identifie
les fonctions égales presque partout. Pour f € L'(R) on pose

£l = /_m | F ()| dt.

o0

2) L?*(R) désigne I'espace vectoriel des fonctions mesurables sur R telles que |f]|?
soit intégrable sur R, oi1 on identifie les fonctions égales presque partout.

Pour f € L*(R) on pose
+o00
[ fll2 = \//_ | F(t)[2dt.

3) L>*(R) désigne 'espace vectoriel des fonctions mesurables sur R telles qu’il
existe m > 0 vérifiant |f(¢)| < m presque partout, ot on identifie les fonctions
égales presque partout. Pour f € L*(R) on pose

[flloo = inf{m =0 [ [f(t)] <m presque partout}.

4) Co(R) désigne 'ensemble des fonctions continues sur R telles que
lim j4—4o0f(t) = 0. Pour f € Co(R) , on pose

[ flloo = suprer| ()]

13
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5) £(R) désigne l'espace des fonctions f indéfiniment dérivables sur R telles que
I'on ait, avec la convention f(© = f,
iy — oo [P f @ (8) =0 Vp > 1,Vq > 0.

Dans les quatre premiers cas on a affaire & des espaces normeés : si ||.||;, i = 1,2
ou oo désigne une des quantités introduites ci-dessus, on a les propriétés suivantes

(2.1) If +glli < 1£]l: + llglli pour tout couple (f,g) de fonctions,

(2.2) IAfll: = ||l f]l: pour toute fonction f et pour tout nombre
complexe A\,

(2.3) Il fll; > 0 pour toute fonction f, et ||f||; # 0si f # 0.

Ces espaces normés sont complets, en ce sens que si une suite (z,),>; de I'un de
ces espaces vérifie lim,, . o SUpp>n.g>nllTp — 24lli = 0, alors il existe un élément x de
lespace tel que lim,, ||z — z,||; = 0. De tels espaces sont appelés des espaces de
Banach. L’espace £(R) n’est pas un espace de Banach. C’est en fait un espace de
Fréchet, notion un peu plus compliquée que nous n’expliciterons pas ici.

On va admettre provisoirement le résultat suivant, qui sera démontré au Chapitre
3.

Théoréme 2.1.1 Soient f,g € L'(R). Alors la fonction t — f(x — t)g(t) est inté-
grable sur R pour presque tout x € R. De plus si on définit presque partout le produit
de convolution f * g par la formule

400

(f*g)(z) = flz —t)g(t)dt,

alors f+g € L'(R), et |[f*glli <[l fll1llgll:-

Le produit de convolution est commutatif et associatif, c’est a dire qu’on a les
propriétés suivantes :

(2.4) frg=gxf VfelL'(R), VgeL(R).
(2.5) f(gxh)=(fxg)xh ¥feL'R), VgeL'(R), Vhe L'(R).

On va maintenant définir la transformation de Fourier, déja entrevue au Chapitre
précédent.

Définition 2.1.2 Soit f € L'(R). Pour z € R, on pose
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+oo
f@y= [ e
_ La fonction f est appellée la transformée de Fourier de f, et Uapplication F : f ——
f est appelée la transformation de Fourier.

Il est clair que la transformation de Fourier est une application linéaire, et on a
déja vu au Chapitre précédent que f est continue sur R pour f € L'(R). Le théoréme
suivant résume les principales propriétés de la transformation de Fourier.

Théoréme 2.1.3 K R
1) 8i f € L'(R), alors f € Co(R), et || flloo < [If]]1-

2) On a F(f xg) = F(f)F(g) pour f € L}(R), g € L'(R).

~

3) Si f et f appartiennent a L'(R), alors on a pour presque tout t € R,

1 [*e

— ¢ itx
flt) =5 - fx)e™de.

4) (i) Si f € ER), alors f € ER) et la transformation de Fourier F : E(R) —
E(R) est bijective.

(ii) On a FUf)(t) = & [720 f(x)e*dx pour f € E(R), t € R.

o0

(iii) On a F(f®)(x) = (ix)*F(f)(z) pour f € ER), v € R, k > 1.

La formule 3) du théoréme ci-dessus est appelée la formule d’inversion de Fou-
rier. Elle montre en particulier que si f € LY(R), et si f =0, alors f = 0, ou plus
précisément f est nulle presque partout, ce qui veut dire que f est I’élément nul de
L'(R). Ceci montre que F : L*(R) — Cy(R) est injective. Par contre on peut mon-
trer que F : LY(R) — Cy(R) n’est pas surjective : il existe des fonctions g € Cy(R)
qui ne coincident avec la transformée de Fourier d’aucune fonction f € L'(R).

Le produit de convolution est ’expression mathématique de nombreux phénomeénes
de Physique (ceci sera illustré dans des versions ultérieures plus détaillées de ce cours).
En tout état de cause les équations de convolution du type f * g = h, ou f et g sont
données et ot h est & déterminer, ne peuvent se résoudre directement. La transforma-
tion de Fourier , d’apreés la formule 2) du théoréme, rameéne ce type d’équation a une
équation du type f.g = il, ce qui donne, si le quotient fL/f est bien défini, g = iz/f Il
peut arriver qu’il n’y ait pas de solution, ou qu’il y en ait une infinité, pour ce type
d’équations dans Cy(R). De méme considérons une équation différentielle du type

anf™ + ..+ arf +aof = h,
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avec h € £(R) donnée, f € E(R) inconnue.
Posons p(x) = a,z"™ + ...+ a1z + ag (ce polyndéme est appelé le polynéme carac-
téristique de I'équation différentielle). La formule 4) (iii) du théoréme donne

pliz) f(z) = h(z) VzeR.

Si le polynéme p n’a pas de racine imaginaire pure, on vérifie que la fonction
h(z)
p(ix)
donnée par la formule

r — appartient a £(R), et I'unique solution f de I'equation dans E(R), est

1 [T h(t)eit
f(aj)_%/_oo o)

Supposons maintenant que p a des racines imaginaires pures distinctes (iav, . . ., ioy).
Pour 1 < j < k soit m; 'ordre de multiplicité de iay, c’est a dire le plus petit entier
m > 1 tel que p™ (ic;) # 0. 11 résulte de la formule de Leibnitz que si I’équation a

une solution on a, avec la convention hO) = il,
h(m)(a;) =0 ¥Ym <m; —1, Vj <k

Réciproquement si la condition ci-dessus est satisfaite, on peut vérifier que la fonc-

tion t — z% se prolonge par continuité a R et que ce prolongement appartient a

E(R). L’é¢quation différentielle admet donc une unique solution f dans E(R), donnée
de nouveau par la formule

- [,

“or ). plit)

Dans ces deux situations le passage a la transformée de Fourier a permis
de ramener des équations assez compliquées & des équations algébriques
beaucoup plus simples. On attend d’un ingénieur de savoir lire les tables
de transformées de Fourier dans le sens direct, pour pouvoir expliciter
les équations algébriques obtenues et leur solution(s), puis de savoir lire
les tables de transformées de Fourier dans le sens inverse, pour pouvoir
donner la ou les solutions des équations initiales dans I’espace de départ.

On explicitera un peu plus loin ce programme dans le cas voisin de la transformée
de Laplace.

2.2 Transformée de Fourier sur L?(R)

On va maintenant décrire la transformée de Fourier sur L*(R). La situation est en
un certain sens trés simple : la transformée de Fourier est une bijection de L*(R)
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sur L2(R). Vu sous un autre angle elle est trés compliquée : la formule f(z) =
fj;o f(t)e ™ dt, qui définit la transformée de Fourier pour f € L'(R), fait intervenir
une intégrale en général divergente si f € L*(R). Par contre si a > 0 et f € L?(R)
alors la fonction ¢ —— f(t)e ®" est intégrable sur R. D’autre part il résulte de I'in-
égalité de Cauchy-Schwartz que toute fonction f € L*(R) est intégrable sur [—R, R|
pour R > 0. On a alors les résultats suivants.

Théoréme 2.2.1 Soit f € L*(R).Alors les limites limg o+ f:: ft)e~tz=altlge et

limp— 1o ffRf(t)e‘mdt existent et sont égales pour presque toult x € R.

La premiére propriété est liée & un résultat concernant les limites radiales des
fonctions holomorphes bornées dans le cercle unité démontré en 1907 par P. Fatou.
La démonstration est du niveau du DEA de Mathématiques. Le deuxiéme résultat
est un théoréme célébre de L.Carleson|?| (1967). Les autres démonstrations données
par C.Fefferman|?| (1973) et par M.Lacey et C.Thiele|?] (2000) restent trés difficiles.

On peut alors définir la transformée de Fourier sur L?(R), qui s’avére étre une
bijection de L?(R) sur lui-méme.

Définition 2.2.2 Pour f € L*(R), on définit f presque partout sur R par la formule
f(:c) = lima_o+ fj;o fe e =ellqt = limp_ oo ffRf(t)e‘itxdt

Théoréme 2.2.3 Pour f € L*(R), on a f € L*(R) et

(i) f(t) =lima_o+ 5 j;o f(t)ettr=elldy — limg— oo 5 f_RR f(x)e™dx pour presque
tout t € R.

(i6) [ 1F Pt = 5 [ 1f@)dt.
Plus généralement on a, pour f € L*(R), g € L*(R),
fii) [ Fgdt = & [ Foar,

et la transformation de Fourier F : f — f est une bijection de L*(R) sur lui-
méme.

La formule (i) est la formule d’inversion de Fourier pour L?(R), et peut s’écrire
pour f € L*(R) sous la forme

(2.6) FHHE) = 5 F () ().

La formule (iii) est appelée formule de Plancherel et la formule (ii), qui est un cas
particulier de (iii), est appelée formule de Parseval.
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2.3 Exercices sur le Chapitre 2

exercice 1
On pose H(t) = el pour ¢ € R. Calculer la transformée de Fourier de H.

exercice 2 (Annales Estia, Examen Transformées 2000)

1) On pose f(t) =te * pour t >0, f(t) = 0 pour t < 0. Vérifier que f est continue
sur R, et que f € LY(R) N L*(R).

2) Par un calcul direct, montrer que f(z) =

3) Montrer que [" ?e~2dt = - [ =

27 J—oo (1422)2"
4) Calculer [ < Tz de pour t € R.

1
A+iaz)?"

'th

exercice 3(Annales ESTIA examen Transformées 2001)

1) Montrer que f lt|"e ™2 “dt < +o0 pour n entier , n > 0.
2) Montrer que f_oo ert = 0 si n est impair.

2
+oo =t . . , .
3) On pose u,, = [~ t*™e 2 dt pour m entier , m > 0. En intégrant avec soin
—00
: _ 1
par parties, montrer que u,, = T Um1-

_(@m)!
2m (m!)

5)En utilisant 'exercice 5 du Chapitre 3, montrer que uy = v/27.

4)Montrer par récurrence que U,, = sr-=ug pour m > 1.

2
6)On pose f(t) = e~7 pour t € R. Soit p > 0 un entier, et soit 2 € R. On pose ,
pour t € R

Fa(t) = i Gl

n!
n=0

En utilisant le théoréme de convergence dominée, montrer que f (x) =
lim, 4 f+°OF L(t)e T dt.
En déduire que f(z) = V27 f(z) pour z € R.

2
7) En utilisant la formule d’inversion de Fourier , montrer que (f* f)(t) = /Te™ T
pour t € R. Retrouver ce résultat par un calcul direct.

exercice 4 (Annales ESTTA, examen Transformées 2002)

1) Soit f € L(R), et soit f la transformée de Fourier de f. Montrer que si f est
paire, on a
+00

fla) = f(t)cos(xt)dt.

—00
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2) On pose f(t) = 0 pour [t| > 1, f(t) = = =2 hour —1 < ¢ < 1. Esquisser le graphe
de f, et calculer [7|f(t)|dt = f+°° f(t)dt et f+°° | f(t)2dt. En déduire la valeur de

£(0).

3) Au moyen d’une double intégration par parties, calculer f (x) pour x # 0.
Donner un développement en série entiére de f.

4) Expliciter la formule obtenue en appliquant a f la formule de Parseval.

5) A ton f e L'(R)? Si oui, expliciter la formule obtenue en appliquant & f la
formule d’inversion de Fourier.

exercice 5

1) On pose Hy(t) = e Ml pour A > 0, t € R, et on pose

1 [t

ha(t) = 5=

5 Hy(x)e™ dx.

Calculer hy, et vérifier que [ hy(z)dr = 1.

2) En appliquant le théoréme de Fubini, vérifier que si f € L'(R), on a pour t € R

1 [t

(fxh)(t) = = Hy(z)e"™ d.

2r J_ o

3) On suppose maintenant que ¢ est continue et bornée sur R. Montrer que l'on a,
pour t € R

g(t) = limx—o+ (g * hy)(1).

4) On suppose que f est continue, intégrable et bornée sur R, et que f est inté-
grable.
Déduire de ce qui précéde que 'on a, pour t € R,

1 [t

ft) =5 f(x)e™ dr.

(c’est un cas particulier de la formule d’inversion de Fourier).
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exercice 6

Soit f une fonction continue sur R. On suppose qu’il existe L > 0 tel que f(¢) =0
pour t > L, et on pose f(t) = f(—t) pour t € R.

1) On pose g = f * f. Verifier que g est continue sur R, que |g(z)| < ||f]|2 pour
x € R, et que g(z) = 0 pour |z| > 2L.

2) Les notations étant celles de Pexercice 5, déduire de la question 3 de Pexercice
5 que 'on a

1113 = 9(0) = lima—o+ (g * hr)(0).
3) Vérifier que 'on a, pour z € R,

i) = | f @),

4) En utilisant la question 2 de 'exercice 5 et le théoréme de convergence monotone,

montrer que 'on a
+o0 1 +oo
| uka = o [ iiepa

(c’est un cas particulier de la formule de Parseval).



Chapitre 3

Intégration en plusieurs variables,
théoréme de Fubini

3.1 L’intégrale de Lebesgue en plusieurs variables

La construction de l'intégrale de Lebesgue en dimension k& > 2 se fait selon une
méthode analogue a la méthode utilisée dans le cas k = 1. Soit P = [ay, b1] X... X [ay, by]
un "pavé". On pose

mk(P) = (bl — al)(bk — ak).

On reconnait en dimension 2 l'aire du rectangle, et en dimension 3 le volume
du parallélipipéde rectangle. Pour p = (pi,...,pr) € ZF, ¢ > 0, on pose Cp, =
[ep1, €(p1 + 1)] X ... X [epx, €(px + 1)], de sorte que m(Cp ) = €. On note C la famille
des ensembles de la forme C' = Ui<j<,Cp, ¢, avec pu, ..., pq distincts, ¢ > 1, € > 0. Si
C= UlSiSQCpi,G S C, on pose

my(C) = qe* = Z My (Ch.e)-
1<i<k

Pour a = (ay,...,ax) € R*¥, r >0 on pose B(a,r) = {z = (x1,...,7;) € R¥ | 22 +
..+ 22 < r?}. On dit que U C R* est ouvert si pour tout a € U il existe r > 0 tel
que B(a,r) C U, I'ensemble vide étant ouvert par convention, on dit que V' C R” est
fermé si son complémentaire est ouvert, et on dit que W C R* est borné s’il existe
R >0 tel que W C B(0, R).

Si U C RF est ouvert, on pose my(U) = supcec.ccomi(C).

Soit maintenant F un fermé borné de Ry, et soit U un ouvert borné de R¥ tel que
F C U. Soit V le complémentaire de F' dans U. Alors E est ouvert. On pose

21



22  CHAPITRE 3. INTEGRATION EN PLUSIEURS VARIABLES, THEOREME DE FUBINI

Définition 3.1.1

1) On dit qu’un ensemble borné R C R¥ est mesurable au sens de Lebesgue s’il
existe une suite (Uy,)n>1 d’ouverts de R* contenant R et une suite (F),)n>1 de fermés
de R* contenus dans R tels que limy,_, {oomp(U,) =
limy, .+ comi(F,), et dans ce cas on pose

mi(R) = limy— yoomi(Uy,) = limy . oomp(Fy).

2) On dit qu’un ensemble non borné S C R* est mesurable au sens de Lebesgue si
SN B(0,n) est mesurable au sens de Lebesgue pour n > 1, et dans ce cas on pose

me(S) = lim,— roomi(S N B(0,n).

De méme que dans le cas k = 1, on a les propriétés suivantes :
(3.2) Si R est mesurable, alors le complémentaire de R est mesurable.

(3.3) Si (Rp)n>1 est une suite d’ensembles mesurables, alors Up>1 R, et Ny>1 R,
sont mesurables.

(5.4) Si (Ry)n>1 est une suite croissante d’ensembles mesurables, alors my(Uy>1R,,)
limn—>+oomk (Rn) .

(3.5) Si (Ry)n>1 est une suite décroissante d’ensembles mesurables, et s’il eriste
no > 1 tel que my(R,,) < +00, alors mi(Np>1Ry) = limy—yoomi(Ry).

D’autre part la mesure de Lebesgue est de nouveau invariante par translation :
si E € R¥ est mesurable, alors m(E —a) = m(E) pour tout a = (ay,...,a;) € R, ol
E—a={z—a}er.

Définition 3.1.2 On dit que f : R* — C est mesurable si f~H(E) := {z e R* | f(z) €
E} est mesurable pour tout ouvert E de C.

La somme, le produit, le sup et I'inf de deux fonctions mesurables sont mesurables.On
vérifie que toute limite simple d’une suite de fonctions mesurables est mesurable : si
fn est mesurable pour n > 1, et si f(x) =lim, . fn(z) pour tout z, alors f est
mesurable.

Si E C R¥, on pose xg(r) =1siz € E, xg(z) = 0si z # E. On dit qu’une fonc-
tion f est une fonction en escalier s'il existe une famille finie £}, ..., £, d’ensembles
mesurables de mesure finie et une famille ¢4, ..., ¢, de réels tels que I'on ait

f = Zlgigp CiXE;-
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On pose alors

[ . ka fz1,... xp)dey ... dey, = Zlgz‘gp cimy(E;).

Définition 3.1.3 Soit f : RF — [0, +oo[ une fonction mesurable positive, et soit
(fn)n>1 une suite croissante de fonctions positives en escalier telle que f(x) = limy— oo fr(2)
pour tout x € R¥. On pose

/.. kf(xl,...,xk)dxl...dxk = 1Myt oo /k fo(x1, ... xp)dey .. dryg € [0, +00].
RF Rk

On dit que la fonction [ est intégrable si [ .. [0 |f(z1, ..., xp)|dzy ... doy < +o0.

Définition 3.1.4
1) Soit f : R* — C une fonction mesurable. On dit que f est intégrable quand |f]|
est intégrable, et dans ce cas on pose

/.. f(xl,...,xk)dxl...dmk:/.. f+($1,...,xk)dx1...dxk—/../f(:L’l,...,zk)dxl...
Rk Rk R

ot fH(z) = maz(f(z),0) et f~(z) = mazx(—f(z),0) pour x = (z1,...,7;) € RF.
2)Soit f : RF — C une fonction mesurable. On dit que f est intégrable quand |f|
est intégrable, et dans ce cas on pose

/.. kf(:cl,...,xk)d:cl...dxk:/Ref(:vl,...,xk)d:cl...dx;ﬁ—i/../kfmf(xl,...,:ck)dxl...
R R R

On va maintenant définir une notion d’intégration sur un ensemble mesurable.

Définition 3.1.5 Soit E C R* un ensemble mesurable, soit f : E — C une fonction
et soit f : R¥ — C Uextension de f o RF définie par les formules f(x) = f(x) si
r ek, f(:c) =0six# FE. On dit que [ est mesurable sur E si f est mesurable, et
on dit que f est intégrable sur E si f est intégrable sur R. Dans ce cas on pose

/../f(xl,...,xk)dxl...dxk: f(xl,...,a:k)dxl...dxk
E Rk

On a des propriétés analogues a celles obtenues pour £ = 1 : si f et g sont inté-
grables sur F, alors \f + ug est intégrable sur E pour \,u € C et on a

(3.6) [o(Mf(@1, ..., xp)+pg(@y, ..., xp))dey .. dog = X [ f(@1,..., zp)day ... dag+
wfp g, ... xp)dey ... dxy.

dxka

dl’k.
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Si f: EE — C est intégrable sur un ensemble mesurable E, on a

(3.7) | Jp flar, o ap)day . odag| < [ [ f(@, .o a)|dey . day,.

On a également un analogue de l'inégalité de Cauchy-Schwartz : Si f et g sont
mesurables sur E, et si |f|? et |g|* sont intégrables sur E, alors fg est intégrable sur
E etona

(3.8) UfE flzy, .. xp)g(xy, ... ,xk)xl...dxk|

< \/ffE|f(a:1,,xk)|2dx1dxk\/ffE lg(x1, ..., xg)Pday . . . day.

On dira qu’une propriété est vraie presque partout si elle est vérifiée sur le complé-
mentaire d’'un ensemble de mesure nulle.
On déduit de la définition de l'intégrale de Lebesgue que 1’on a la propriété suivante

Proposition 3.1.6 Soit f une fonction intégrable sur un ensemble E. Si une fonction
g est égale a f presque partout sur E, alors g est intégrable sur E et on a

/ /f x1,. .., Tp)dry ... dxg = / / (1, ..., z5)dxy . .. dxy.

On a les mémes résultats fondamentaux que dans le cas k = 1.

Théoréme 3.1.7 (Théoréme de convergence dominée) Soit (f,)n>1 une suite de fonc-
tions mesurables sur un ensemble mesurable E C RF et soit f une fonction définie
sur E.

On suppose que les deux conditions suivantes sont vérifiées :

(i) lim,— oo ful(1, ... xK) = f(21,...,2) presque partout sur E.

(i) Il existe une fonction intégrable g sur E telle que | fn(x1, ..., zx)| < g(x1, ..., 2x)
presque partout pour tout n > 1.

Alors [ est intégrable sur E, et [, f(x1,...,xp)dey ... dag = limy—yoo [ fu(@1, ..., 2p)dy ..

Théoréme 3.1.8 (Théoréme de convergence monotone) Soit (fn)n>1 une suite crois-
sante de fonctions positives intégrables sur un ensemble mesurable E telle quef(x1, ..., xx) ==
limy,— oo fr(x1, ..., k) S0il finie pour presque tout x € E. Alors on a
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/ flz, .. xp)dey .. dxy, = limn_,Jroo/ fo(x1, ... zp)dxy .. dxyg € [0, +00].
E E

Notons que dans le cas ol lim,, | o, fE fo(z1, ... x)dxy . .. drg = 400, le théoréme
indique que f n’est pas intégrable sur F.

3.2 La transformée de Fourier en plusieurs variables

On va introduire des espaces de fonctions analogues a ceux introduits dans le cas
kE=1.

1) L*(R*) désigne 'espace vectoriel des fonctions intégrables sur R* o1 on iden-
tifie les fonctions égales presque partout. Pour f € L'(R*) on pose

400
Hf!hcz/ o a)|day .y,

o0

2) L?(RF) désigne I'espace vectoriel des fonctions mesurables sur R” telles que | f|?
soit intégrable sur R¥, o1 on identifie les fonctions égales presque partout.
Pour f € L?(R¥) on pose

+o0o
[ fll2 :== \//_ \Fzy, .. ap)2day . . . day.

3) L>®(RF) désigne l'espace vectoriel des fonctions mesurables sur R¥ telles qu’il
existe m > 0 vérifiant |f(x,...,2x)] < m presque partout, ou on identifie les
fonctions égales presque partout. Pour f € L>°(R¥) on pose

|flloo = inf{m > 0 | |f(w1,...,28)| < m presque partout}.

Pour z = z1,..., 7, € R¥ on pose |z| = \/27 + ... + 22. Ceci permet d’introduire

les espaces suivants.

4) Co(IR*) désigne I'ensemble des fonctions continues sur R* telles que
im |y 4e0f(2) = 0. Pour f € Co(R*), on pose

[flloo = supser|f(2)]

5) E£(RF) désigne I'espace des fonctions f ayant des dérivées partielles de tous
ordres sur R* telles que I'on ait :
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8a1+...+akf

0% gy ... 0%xy

Yai; > 0,.., Yag, > 0,Vq > 0.

iz — 00| 2P| f(£) = 0 Vg > 0 et limyy—too|z|?] (x1,...,2)| =0

Dans les quatre premiers cas on a de nouveau affaire a des espaces de Banach, et
E(R*¥) est un espace de Fréchet.

On a de nouveau un produit de convolution dans ce contexte.

Théoréme 3.2.1 Soient f,g € LY(R¥). Alors la fonction t — f(x — t)g(t) est
intégrable sur R* pour presque tout x € R¥. De plus si on définit presque partout le
produit de convolution f * g par la formule

+o00
(f * g)(l‘l, e ,(L'k) = f(l’l — tl, A o tk)g(tl, e ,tk)dtl . dtk,

—0o0

alors f+g € L'(RY), et [|f + glls < [Ifll1]lgll:-

Le produit de convolution est commutatif et associatif, c’est a dire qu’on a les
propriétés suivantes :

(3.9) Frg=gxf VfeLYRF), Vge L'(R*).
(3.10) f+(gxh) = (fxg)xh VfeLY(RF), VgeL'(RF), Vhe LY(RF).

On va maintenant définir la transformation de Fourier.

Définition 3.2.2 Soit f € {(R*). Pour z = (x1,...,2;) € R, on pose

+o0
fla) = flta, oo ty)e iy, dty,

_ La fonction f est appellée la transformée de Fourier de f, et Uapplication F : f ——
f est appelée la transformation de Fourier.

Il est clair que la transformation de Fourier est une application linéaire. Le théo-
réme suivant résume les principales propriétés de la transformation de Fourier.

Théoréme 3.2.3 X R
1) Si f € LYRF), alors f € Co(RF), et || flloo < || f]l1-
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2) On a F(f * g) = F(f)F(g) pour f € L'(R"), g € L'(R").

3) Si f et f appartiennent a LY(R¥), alors on a pour presque tout t = (t1,..., 1) €
R¥,

1 A , .
[, ty) = (@n)F / e [z, .. mp)e ot TSk dy L day,.

4) (i) Si f € ERF), alors f € E(RF) et la transformation de Fourier F : £(R¥) —
E(RF) est bijective.

(ii) On a FH(f)(ty, ... tx) = Wf“fﬂ%’“ flxy, ... op)etrort Tt dy pour f e
E(R), t eR.

(iii) Pour f € E(RF), xq,..., 2, €R, p1 >0,...,p. >0, on a

ap1+.~.+pkf

F( @y, . xk) = (tz)Pr o () PRF(f) (2 - - - )

oPixy...0Pkxy

La formule 3) du théoréme ci-dessus est appelée la formule d’inversion de Fou-
rier. Elle montre en particulier que si f € L'(R¥), et si f =0, alors f = 0, ou plus
précisément f est nulle presque partout, ce qui veut dire que f est I’élément nul de
L*(RF). Ceci montre que F : L}(R*¥) — Cy(IR¥) est injective. Par contre, de méme
que dans le cas ot k = 1, on peut montrer que F : L*(R*) — Cy(R¥) n’est pas
surjective.

De méme que dans le cas k = 1, les formules 3) et 4)(iii) du théoréme sont trés utiles
pour résoudre des équations de convolution ou des équations aux dérivées partielles
en utilisant la transformation de Fourier.

On va maintenant décrire la transformée de Fourier sur L*(R*). On se contentera
du résultat suivant, moins précis que celui donné dans le cas k = 1, qui utilise le fait
que si f € L*(R¥) alors f est intégrable sur tout ensemble mesurable borné de RF.

Théoréme 3.2.4 Soit f € L3(R*), et pour R > 0 soit fr la fonction définie par les
Jormules fr(z) = f(z) si |z| < R, fr(z) =0 si [z] > R, de sorte que fr € LY (R¥).
Alors il existe une fonction f € L*(RF) telle que limp_.os|f — frll2 = 0. Cette
fonction est appelée la transformée de Fourier de f.

On a les propriétés suivantes.

Théoréme 3.2.5 Pour f € L*(R), on a f € L*(R) et

(i) fj;o \f(xy,. .. o) Pday ... dxy = ﬁfj;o |f(x1,...,xk)|2dx1...dxk.

Pus généralement on a, pour f € L*(R), g € L*(R),



28  CHAPITRE 3. INTEGRATION EN PLUSIEURS VARIABLES, THEOREME DE FUBINI

(ZZ) fj—oc;o f(l’l, Ce ,$k>§($1, R ,SL’k>dI1 Ce dSUk = (2;)k fj-oooo fA(le, e ,xk>§<l’1, Ce ,;Uk)dilil R dxk,

et la transformation de Fourier F : f —— f est une bijection de L*(R*) sur lui-
méme. La transformée de Fourier inverse est donnée par la formule

De méme que dans le cas k = 1, la formule (i) est appelée formule de Parseval, la
premiére formule de (ii) est appelée formule de Plancherel et la deuxiéme formule de
(ii) est appelée formule d’inversion de Fourier.

3.3 Le théoréme de Fubini

Soient p et ¢ deux entiers positifs. On note 71 : (z,y) — = la projection de RP*¢
sur R? et 7y : (x,y) — y la projection de RP* sur R%. On pose dz := dx; ...dz,,
dy = dy; ... dy,.

Soit £ C RPT. Pour x € R?, on pose

E.={yeR"[ (z,y) € E}
De méme, pour y € R, on pose

EY={z e R? | (z,y) € E}.
On a donc m(E) ={x € R? | E, # 0} et m(E) = {y € R? | EY # 0}
On peut maintenant énoncer le théoréme de Fubini.

Théoréme 3.3.1 Soient p et q deux entiers positifs, et soit E C RPT? un ensemble
mesurable.

1) L’ensemble E, C R? est mesurable pour presque tout x € m(F), et ’ensemble
EY C R? est mesurable pour presque tout y € my(E).

2) Soit f : E — [0, +oo[ une fonction mesurable. On a

/../Ef(x,y)dzdyz/../mw) [/ Emf(x,y)dy} d:v:/../m(E) [/ Eyf(x,y)da:} dy € [0, o).

3)Soit g : E — C une fonction intégrable. Alors la restriction de g a FE, est
intégrable pour presque tout x € m(FE), la restriction de g a EY est intégrable pour
presque tout y € my(FE), et on a :



3.3. LE THEOREME DE FUBINI 29

/../Eg(x,y)dxdy:/../m(E) [/../Ewg(w,y)dy} d:c:/../m(E) V../Eyg(x,y)dx] dy.

Notons que la formule 2) s’applique aux fonctions positives mesurables non inté-
grables. Dans ce cas on a

/../Ef(:zc,y)dzvdy:/..llw) [/ Emf(:n,y)dy} d:v:/../m(E) [/ Eyf(:v,y)das] dy = +oc.

En pratique tous les ensembles et toutes les fonctions dont ont a s’occuper
les ingénieurs sont mesurables. Pour appliquer la formule 3) du théoréme a une
fonction g on procédera donc de la maniére suivante (notons que si E et g sont bornés
on peut se dispenser de I'étape 1, et que si f est positive I’étape 1 donne directement
le résultat).

1) On vérifie que [ .. [ |g(x, y)|dzdy < 400 en calculant au choixf..fm(E) [ffEI f(x,y)dy] dx
ou f"fm(E) [fny f(x,y)da:] dy.

2) On obtient [ .. [, f(z,y)dzdy en calculant au Choixf..fm(E) [ [ [z, y)dy] do
ou f"fm(E) [ [ [(z,y)dz] dy.

On va maintenant donner trois exemples d’applications de ce théoréme, les deux
premiéres trés simples et la troisiéme plus sophistiquée.

Exemple 3.3.1 : Aire d’un disque.

Soit D = {(z,y) € R? | 22 +y* < R?} le disque fermé de rayon R centré a l'origine.

Pourx e RonaD, ={yeR|z*°+y* < R} ={y e R|y*< R —2*}
Si|z|] > Rona D, =0, etsi|z] < RonaD,=][-VR?—22+R?—22|. Donc
m (D) =[-R,R].

D’aprés le théoréme de Fubini on a

R [ VEZ—22 R
Aire(D) = / dzdy = / [/ dy} dr = / / dy| dx = / 2V R? — x%dx.
D m1(D) - —-R |J—VR2=x2 -R

Pour calculer cette intégrale on remarque que ffR 2V R? — a%dx = 4 fOR VR? — z2dx.
On pose x = Rsint, soit dz = Rcostdt, avec t € [0, 7], et on obtient

R 3 2 5 : [

: 2 2 R 2

/ VI = 2dr — / VI = sin’t Reostdt — R? / VT = sin?t costdt — / cos%dt:7/ 1+
0 0 0 " ’
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TR? .
4

sin2t g_wRQ
2 |, 4

Donc Aire(D) = 7R? (ouf).
Exemple 3.3.2 : Volume d’une sphére.

Soit S = {(x,y,2) € R |z? + y* + 2% < R?} la sphére fermée de rayon R centrée
a lorigine.
Pourz € Rona D, ={(y,2) e R? | 2 +9° + 22 < R*} = {(y,2) e R? | 2+ 2% <
7?}. Sijlr > Rona S, =0, etsi|r < RonalsS, = D0,VR:—2?), o
D(0, vV R? — x2) désigne le disque fermé de rayon v/ R? — 22 centré a l'origine. Donc
m(S) = [-R, R].

D’aprés le théoréme de Fubini on a

Vol(S) —/../dedydz—/7rl(s) U/ dydz] dx—/_}; [//D(WW) dydz] dx—/_ZW(R2—x2)d:U

R 231F
2/ m(R?* — 2*)dx2 [sz - —] :
0 31,

On obtient donc Vol(S) = 4’rR , et un grand bravo & Archimede, qui a obtenu ce
résultat sans disposer de la theorle de 'intégration (on sait qu Archlmede était égale-
ment un grand physicien, qui avait transformé sa Baignoire en Laboratoire [1] ; spécia-
liste de 'optique aussi bien que de ’hydraulique, il avait trouvé le moyen d’incendier
la flotte Romaine au moyen de miroirs reflétant le soleil. Ceci n’a malheureusement
pas empéché les Romains de s’emparer de Syracuse en 'an -212, et Archimeéde figure
parmi les nombreuses victimes du massacre qui s’ensuivit).

Exemple 3 : Démonstration du théoréme 2.1.1.

Soient f et g deux fonctions intégrables sur R. On vérifie que si ¢ : R*> — R
est continue, et si h : R — C est mesurable, alors f o ¢ : R? — C est mesurable.
Comme les applications (x,t) — x — t et (z,t) — t sont continues, application
h:(x,t) — f(x —t)g(t) est mesurable sur R

On a d’apreés le théoréme de Fubini,

[ [ isa=tgwian= [ | [ 1= ogoias| at= [11] [ 156 laz]ar = [ fgn| [ 1560105

= [r@ias [ latolat = 17lhllalh < +oc.
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Donc h est intégrable sur R. D’aprés le théoréme de Fubini, la fonction ¢ —

f(z —t)g(t) est intégrable sur R pour presque tout = € R, et si on définit le produit
de convolution f % g presque partout sur R par la formule

= Jo flx—1t)g(t)dt,

on obtient

/R’(f*g)(ilf)!d%: de/R[/R]f(a:—t)g(t)]dt} dx

_ / [ 17 =0gldt = [l lgl

Donc f g € L'(R), et [|f = glly < [ f[l1llgll1- &

i fx —1t)g(t)dt

3.4 Exercices sur le Chapitre 3

exercice 1

Soient fi, ..., fr € L*(R). On pose g(t1,....,tx) = f1(t1)... fu(tr)-
1) Montrer que g € L'(R¥) et que l'on a, pour z = (xy,...,7;) € R¥,

g(@) = fi(@n)fulzr)-

2) On pose g(ty,...,t;) = e lal-=ltl En utilisant 'exercice 1 du Chapitre 2, en
déduire la valeur de g(z..., z).

exercice 2

1) Soit f une fonction ayant des dérivées partielles d’ordre 1 continues sur R*. On
suppose que lim|g,—400f(2) = 0, et que 8‘97]; est intégrable sur R¥. En utilisant le
théoréme de Fubini et une intégration par parties, vérifier que l'on a

FO ) b1 t) = 8,7 () 11, ).

2) Soit » > 0. On pose u,(x) = 1 pour 0 < z < 7% u.(z) = 1 — ﬂpour

r? <z < 2r% wu.(x) = M pour 2r? < z < 3r? w,(xr) = 0 pour z > 3r?

et u.(r) = u,(—x) pour x < 0. Esquisser le graphe de u, et vérifier que wu, est
continiment dérivable sur R.

3) Soit f une fonction admettant des dérivées partielles d’ordre < 2 continues sur
un ouvert U de R*, soit a = (ay, ..., a;) € U et soit r > 0 tel que tout x € R* vérifiant
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|z — all2 < 3r appartienne a U. On pose g(1, ..., %) = f(1, ..., zp)u((z1—a1)* + ... +
(7 — ag)?) pour x = (x4, ..., 73) € RE.
a) Vérifier que %(m) = 99 (2) pour ||zl <7, 1 < j<E
J

T Oz

b) En déduire que 852;1 = 8328{(;- pour 1 < j < k,1 <[ < k (théoréme de
J J

Schwarz).

exercice 3 On pose A = {(z,y) € R? | 22 +2y> < 1,2 > 0}.
1) Dessiner A.
2) Calculer l'aire de A en utilisant le théoréme de Fubini.

exercice 4 (Annales ESTIA, Examen Transformées 2002)
On pose V = {(z,y,2) € R? | 22 + ¢y < 22,0 < z < 1}. Quelle est la nature
géométrique de V7 Calculer le volume de V' en utilisant le théoréme de Fubini.

exercice 5
h . 2.2 N
1) En passant en coordonnées polaires, calculer ffDRe TYdxdy, ou D =

{(z,y) e R? | 2> +y*> < R?}.

2) En déduire que [[" e~ dx = VT
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exercice 6(Annales ESTIA, Examen Transformées 2001)

On rappelle que le volume de la sphére de rayon R dans R? est égal & %WR?’. On
considére dans R* 'hypersphére Sg = {(x,y, z,t) € R* | 22 + ¢y + 22 + 2 < R?*}, et
on définit le volume de ’hypersphére Si par la formule

V(Sg) = / / / /S dadydzdt

Calculer V(Sg) en utilisant le théoréme de Fubini.

exercice 7
1) Calculer [ 4 et [T e~tdt.

0 1+t2 .
. +00 (cosL+tsinL)e™t _
2) Montrer que limy_; fo 1Jr#dt = 0.

3) CalculerfOA sin(x)e ™dt (on pourra utiliser Mupad).
4) On pose f(xz,t) = sin(x)e *". Montrer que f est intégrable sur [0, L] x [0, +o0]
pour L > 0.

5) En appliquant le théoréme de Fubini & f, montrer que limy_, fo - 5

L sinacdx _ T
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Chapitre 4

Transformée de Laplace et
applications

4.1 Définition de la transformée de Laplace

Définition 4.1.1 Soit f une fonction mesurable sur [0,+oo[, et soit z € C. Si

fOJrOO |f(t)]le”*"|dt < 400, on pose

—+00

L(f)(z) = f(t)e ' dt.

0

La fonction L(f) est appelée la transformée de Laplace de f et I’ensemble des
nombres complexes z tels que [,"|f(t)||le"*!|dt < +oo est appelé le domaine de
définition de L(f). Il est clair que la transformation de Laplace est linéaire : si z
appartient a I'intersection des domaines de définition des transformées de Laplace de
f et g, onapour \,ueC

LS+ ng)(2) = AL(f)(2) + nL(g)(2).

Pour a € R on pose P, := {z € C | Re(z) > a} et P, := {z € C | Re(z) > a}.

Proposition 4.1.2 Soit f une fonction mesurable sur [0, +ool, et soit Dom(L(f)) le
domaine de définition de L(f). Alors on a les quatre possibilités suivantes

(1) Dom(L(f)) =0,
(2) Dom(L(f)) =C,
(3) Il existe a € R tel que Dom(L(f)) soit égal au demi-plan fermé P,,

35
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(4) Il existe a € R tel que Dom(L(f)) soit égal au demi-plan ouvert P,.

Démonstration : Pour z € C, on a |eZt| = eRe(Zt) = ethe2) Gj 2 € Dom(ﬁ(f)) et si
Re(2') > Re(z), alors e~*Fetz) < e=tRe=) done [[7 | f(¢)||e=*"|dt < [;7° | f(t)]|e~*|dt <
+00, et 2/ € Dom(L(f)). Si Dom(L(f)) est non Vlde et distinct de C, SOlt a la borne
inférieure de Dom(L(f)) NR. Il résulte de ce qui préceéde que Dom(ﬁ(f)) =PF,siac
Dom(L(f)) et que Dom(L(f)) = P, si a ¢ Dom(L(f)). &

+00 dx
x

+o0 d:p

On se souvient que | = +00 et que [ < 400 pour a > 1. On en déduit

le critére classique suivant

Proposition 4.1.3 (Critere de Riemann) Soit a € R, et soit f > 0 une fonction
continue sur [a,+00].
(i) Si limy . ooxf(x) > 0 alors f n’est pas intégrable sur [a,+o0].

(ii) S’il existe o > 1 tel que lim,_ 10x®f(x) < +o00, alors [ est intégrable sur
la, +ool.

Ceci nous permet d’obtenir des exemples correspondant a chaque situation prévues
ci-dessus pour le domaine de la transformée de Laplace.

Exemple 4.1.4
(1) Posons fi(x) = e® pour x > 0. Alors Dom/(L(f1)) = 0.

(2) Posons fo(x) = e=* pour x > 0. Alors Dom(L(f,)) =
(3) Posons f3(x) =1 pour x > 0. Alors Dom(L(f3)) = Pp.

(4) Posons fi(x) = 1=z pour x > 0. Alors Dom(L(fs)) = Py

. 2 _
En effet lim,_,  2%e” e %

= 400 pour tout a € R, ce qui prouve (1). D’autre part
e~ = () pour tout a € R, ce qui prouve (2). On a lim, ., ,cxe™* = 400

lim, ., ze
pour a < 0, lim,_ . z%e~* = 0 pour a > 0, ce qui prouve (3). Enfin limy oo imze ™ =
23/2

+00 pour a < 0, lim, . oo 757z€ % = 0 pour a > 0, ce qui prouve (4) (tous ces calculs
de limites sont basés sur le fait que [’ezponentielle ’emporte sur les puissances, et on
peut détailler ces calculs de limites en passant au logarithme).

—z2

Soit U un ouvert de C. On dit qu’une fonction F' : U — C est dérivable au
sens complexe en u € U si le quotient F(“Jrh,)l_F(“) admet une limite quand h
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tend vers 0 dans C. Dans ce cas cette limite est notée F'(u) (attention, c’est une
condition beaucoup plus forte que la différentiabilité au sens réel : la fonction z —— 2
n’est dérivable au sens complexe en aucun point de C).

Théoréme 4.1.5 Soit f une fonction mesurable sur C telle que Dom(L(f)) soit non
vide, et soit a € R.

(i) Si L(f)(z) est définie pour Re(z) > a, alors L(f)(z) est dérivable au sens
complexze pour Re(z) > a, et on a pour Re(z) > a

e -- [ e

(ii) St L(f)(2) est définie pour Re(z) > a, alors L(f)(2) est continue pour Re(z) >
a.

Le deuxiéme résultat est une conséquence simple du théoréme de convergence do-
minée. Le premier résultat se déduit du théoréme de convergence dominée et d’une
version bidimensionnelle du théoréme des accroissements finis.

On dispose dans certains cas d’une formule d’inversion pour la transformée de
Laplace

Théoréme 4.1.6 (Formule d’inversion de Laplace) Soit f une fonction mesurable
sur [0, +ool. Si L(f) est définie en a € R, et si on a

[ e+ iy < oo

o0

alors on a, pour presque tout t > 0,

“+o0

fO = e [ L) at iy)eay.

21 s

Démonstration : Posons f,(t) = 0 pour t < 0, f,(t) = e " f(t) pour ¢t > 0. Puisque
la transformée de Laplace de f est définie en a, la fonction f, est intégrable sur R, et
on a pour y € R

(4.1) L(f)(a+iy) = F(fa)()-

L’hypothése du théoréme montre alors que F(f,) € L'(R). On peut alors appliquer
la formule d’inversion de Fourier et on obtient pour presque tout ¢ € [0, +o0[

1 —+00 R ) 1 —+00
flt)e ™ = — faly)e™dy = 5

21 J_ 21 J_ o

L(f)(a+iy)e™dy.&
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4.2 Transformation de Laplace, convolution et dérivation

On se souvient que si f,g € L*(R), alors on peut définir presque partout sur R le
produit de convolution f * g € L'(R) par la formule

—+00

(f*g)(z) = flz —t)g(t)dt.

Si f et g sont nulles presque partout sur | — oo, 0], la formule devient

o= [ a- 1ot

Ceci suggére le résultat suivant.

Théoréme 4.2.1 Soit L} (RT) espace vectoriel des fonctions f : [0,+oo[— C

dont la restriction a [0, L[ est intégrable pour tout L > 0, et soient f,g € L}, (RT).
Alors la fonction t — f(x—t)g(t) est intégrable sur [O, x| pour presque tout x > 0.

De plus si on définit presque partout sur [0, 400 le produit de convolution f * g par

la formule
(o)) = [ =g

Nous laissons en exercice la démonstration de ce résultat, (on peut se ramener au
cas de L*(R)). Notons que si le domaine de définition de la transformée de Laplace
de f est non vide alors f € L} (R") (ceci résulte du fait que f(t) = e™[e”*f(t)]
pout t > 0 et que |f(t)] < e®[e™|f(t)|] pour t € [0,L], L >0, a € R désignant un
élément du domaine de définition de L£(f)).

alors fx g € L}, (RT).

loc

Ce produit de convolution est commutatif et associatif, c’est a4 dire qu’on a les
propriétés suivantes :

(4.2) frg=gxf Vf€ LR, Vge L, R").

loc
(4.3) fx(gxh)=(f*g)*xh Vfe L, (R"), Vge L, (RT), VhelL (R").

De méme que la transformation de Fourier, la transformation de Laplace trans-
forme le produit de convolution en produit usuel.

Théoréme 4.2.2 Soient f,g € L}, (R"). Alors Dom(L(f))NDom(L(g)) C Dom(L(f*
9)), et pour z € Dom(L(f)) N Dom(L(g)), on a

L(fxg)(z) = L(f)(2)L(g)(2).
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Démonstration : Posons h = f % g, et soit z = a 4+ ib € Dom(L(f))NDom(L(g)).
Posons, de méme que plus haut

Fult) = galt) = 0 pour £ < 0, fu(t) = e f(t), galt) = e~12g(t), ha(t) = e~"h(t)
pour t > 0.

On a (fu % ga)(x) =0 = hy(x )pourx<0 (fa>|<g(z (x

= i fule — )gut)dt =
fo e—aac—l—atf( t)@ at ( — e @ fo T —t ) — ( )

pour x > 0. Donc
ha ifa*gaeLl(R)w N I(f 9)(@)[e=*|dt

=[5 N(f * g)(t)|e*dt = ||ha|l1 < +00, ce qui prouve que z € Dom(L(f * g)).

D’aprés la formule (4.1) et le théoréme 1.2.1, on obtient

L(fxg)(z) = L(f*g)(a+ib) = F(ha)(b) = F(faxga)(0) = F(fa)(0)F (9a)(b) = L(f)(2)L(g)(2).de

On va maintenant étudier Ieffet de la transformée de Laplace sur la dérivation.

Théoréme 4.2.3 Soit f une fonction contindment dérivable sur [0, +ool, et soit z €

Dom(L(f)) N Dom(L(f")). On a alors

L(f)(z) = 2L(f)(z) — £(0).

Démonstration : Il s’agit en fait d’une intégration par parties. Pour L > 0, on a,
en posant u = e ** dv = f'(t)dt, soit du = —ze™*', v = f(t),

L L
—zt p! - efzt L > efzt — —zL > fzt
/0 et Pyt = [F()e ] + /0 F(O)e—dt = f(L)e )+ / F(t)e—dt.

Comme z € Dom(L(f)), il existe une suite (L,),>; de réels positifs telle que
lim,, 4 oLy, = +00 et lim, | f(L,)e *L"| = 0. On a alors

Ly

Ly
L(f)(z) = lim,HJroo/o e P (t)dt = limy,— oo f(Ln)e " — f(0)+2 f()e™tdt =

0

On peut construire des fonctions trés oscillantes f sur [0, +00[ telles que le domaine
de définition de L(f) soit égal a C et tel que le domaine de définition de L( f’) soit vide.
C’est pourquoi le théoréme ci-dessus a été énoncé pour z €Dom(L(f))NDom(L(f')).
En pratique ce genre de phénomeéne se rencontre rarement et on pourra appliquer ce
théoréme pour z € Dom(L(f)), quitte a définir L(f’)(z) par I'intégrale de Riemann gé-
néralisée [" f(t)e*'dt, qui converge si z €Dom(L(f)) et si limy_jo0| f()]e ) =
0 (on verra d’autre part en exercice que Dom (L(f")) N Py C Dom(L(f)).

L(f)(2)=1(0).4%
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4.3 Applications de la transformation de Laplace

Nous commencons par donner une table de transformées de Laplace.

f(t) L(f)(z) Dom(L(f))

1 1/z Rez >0

et 1/(z —a) Rez > a

cos(at) 2/ (2% + a?) Rez >0

sin(at) a/(2* + a?) Rez >0

t" n!/z" ! Rez >0

et n!/(z —a)"t! Rez > a
o5 LG —a) ot Dom(Z (7))

glia), a 50 o L(g)(a2) T Dom(L(y))

gt —a),a>0 e **L(g)(z) Dom(cal L(g))
g™ (t) 2"L(g)(2) — 2" 1g(0) — 2" 2¢'(0) — 2g™=2(0) — g™ (0) | voir ci-dessous

L’avant-derniére ligne de la table concerne la fonction f définie sur [0, +oo[ par

la formule f(t) = 0 pour 0 < t < a, f(t) = g(t — «) pour t > «, g désignant
une fonction mesurable sur [0, +00[ dont le domaine de définition de la transformée
de Laplace est non vide. La derniére formule est en toute rigueur valable pour z €
Mi<i<nDom(L£)(g™), mais de méme que plus haut on pourra Pappliquer en pratique
pour z €Dom(L)(g).

La transformée de Laplace permet de résoudre les équations différentielles linéaires
a coeflicients constants du type

any"™ () + oo+ a1y (1) + aoy(t) = f(1)

en prenant directement en compte les conditions initiales. Le protocole
est le suivant.

1) Sion pose Y = L(y), F = L(f) alors d’aprés la table des transformées de
Laplace, on a L(y*) = 2*Y (2) — 2F71y(0) — ... — 2*72(0) — y*~1(0). En passant aux
transformées de Laplace, on obtient une équation du type

p(2)Y(2) = q(z) + F(z)

ou p(z) :=ap+ a1z + ... + a,2" est le polynéme caractéristique de I’équation
différentielle, et ou ¢(z) est un polynéme dépendant uniquement des condi-
tions initiales. En divisant par p(z) on obtient Y (2) (le fait que p(2) ait des racines
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a1, ..., o, N'est pas génant, il signifie simplement que la transformée de Laplace de la
solution n’est définie que pour Rez assez grand).

2) On remonte de Y = L(y) a y en lisant de droite & gauche la table des transfor-
mées de Laplace.

On évoquera plus loin la résolution basée sur les exponentielles de matrice des
systémes différentiels linéaires a coefficients constants du type

(1) z1(t)
' =A ' + b(t),
(1) n(t)
ol A est une matrice carrée a n lignes et n colonnes et ou la fonction ¢ — b(¢)

est a valeurs dans R"”. Mais on peut aussi résoudre ces systémes en utilisant
la transformée de Laplace. Le protocole est le suivant.

1) En notant X; la transformée de Laplace de z;, et en notant B la transformée
de Laplace de b (calculée composante par composante), on déduit de la table que
L(x})(z) = 2X;(z) — x;(0), et on aboutit au systéme

2X1(2) x1(0) Xi1(z)
' — ' =A ' + B(z2).
2X,(2) x,(0) Xn(2)

Soient A1, ..., A, les valeurs propres de A, répétées selon leur ordre de multiplicité,
et soit a = maxi<;<,Re);. On obtient, pour Rez > a, I désignant la matrice unité

X1(2) X1(0)
(4.4) | =GEI-AT B+ |
X(2) X0 (0)

2) On remonte de Xy = L(x1),..., X, = L(x,) & x1,...,x, en lisant de droite a
gauche la table des transformées de Laplace.

Exemple 4.3.1 L’équation différentielle y” —y —2y = 0, avec les conditions initiales
y(0) =1,4/(0) = 0.

1) On pose Y (z) = L(y)(z). On a d’aprés la table

L(y)(z) = 2Y () —y(0) = 2V (z) — L.
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L’équation devient

-1
Y (2)—2—2Y (2)+1-2Y(2) = 0 <= (2*—2-2)Y(2) = 2—1 <= Y (2) = 22,—2
22—z —

On se souvient alors du Chapitre 4 du Cours d’algébre[5], ot on montre comment

décomposer une fraction rationnelle en éléments simples. On a 22> — 2 — 2 =

(z 4+ 1)(z — 2), et on a affaire & une fraction rationnelle pour laquelle le degré du

numérateur est inférieur au degré du dénominateur. On a donc une décomposition de
la forme

z—1 z—1 o a n b
2—2-2 (24+1)(2—2) 2z+1 2z+2
Pour trouver a on multiplie les deux membres par z + 1 et on fait z = —1. On

trouve a = %

Pour trouver b on multiplie les deux membres par z+ 1 et on fait z = 2. On trouve

_ 1

b= :.Donc Y(z) = (z+1) + - (Z 5

On lit alors de droite a gauche la table des transformées de Laplace et
on trouve 5 ]

t)=ce "+ ze™.
y(t) = 3 3

Notons qu’on peut résoudre cette équation en utilisant des formules vues en Termi-
nale (voir également le Chapitre 4 du bf Cours d’Analyse [7] : le polynéme carac-
téristique de I'équation y” —y' — 2y est le polynome p(r) = r* —r —2, dont les racines
sont —1 et 2. Comme ces racines sont distinctes, on sait que la solution générale de
I'équation différentielle est de la forme y(t) = ae™* + be*, soit /() = —ae™ + 2be?".
Pour trouver la solution vérifiant les conditions initiales y(0) = 1, ¥/(0) = 0, on
aboutit au systéme

[SLI1)

{ atb=1 ce qui donne de nouveau a = %2, b = %, et on retrouve le fait que

—a+20=0"
y(t) = 2e7t 4 3.

On va également profiter de cet exemple pour réviser les systémes différentiels
linéaires. On pose

X(t) = {5((?)} de sorte que X'(t {y'(é ]

L’équation différentielle 3" — 3y — = 0, avec les conditions initiales y(0) =
1,y'(0) = 0, donne

X = {2@/(;{9@’@)} B [(2) H [5((?)} = AX)
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g } , avec la condition initiale X (0) = (1)

On se souvient alors du Cours d’algébre linéaire[6]|. La solution de ce systéme
est donnée par la formule

OﬂA::|:

X(t) = e X(0),

1 0
0 1

Le polynome caractéristique de A est le polynome pa = 22 — Tr(A)z + Det(A) =
2? —x — 2, (on retrouve le polynéme caractéristique de I'équation différentielle), dont
les racines sont —1 et 2. Comme ces racines sont distinctes, A est diagonalisable, et
il existe une matrice inversible P telle que

PlAP = {_1 0]

tA __ +oo A™

ou e =3 "% 4o avec la convention AY = I = [

0 2

d’ou

-1 0} -1 a4 et 0 -1
P I PN e AP

Pour trouver une matrice P ayant les propriétés ci-dessus on prend P = [Vy, V3],
ou Vi € R? est un vecteur colonne non nul tel que AV, = =V, et ot V, € R? est
un vecteur colonne non nul tel que AV, = 2V, voir le Cours d’algébre linéaire. [6]
Nous laissons la fin du calcul en exercice, et nous allons conclure ici en faisant appel
a Mupad.

M:= Dom: :Matrix ();
A:=M([ [0,1],[2,11D);
exp(A,t);

Dom: :Matrix (Dom: :ExpressionField(id, iszero))
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I 2 exp(-t) exp(2 t) exp(-t)  exp(2 t) |
e s o mmmmee- o |
I 3 3 3 3 |
| |
I 2 exp(-t) 2 exp(2 t) exp(-t) 2 exp(2 t) |
| = e - y  mmmmm—- oo |
| 3 3 3 3 |
+-
On a donc
2¢ t th e t €2t Qeft th
Xt =e4|t 2| T tE, TF Ty SR
0 _2et 2e%t et _|_2£ _2et 2e%t |
3 3 3 3 3 3
et y(t) = 2 + <

Exemple 4.3.2 L’équation différentielle y” +y = sin2t, avec les conditions initiales
y(0) =0, y'(0) = 1.

On pose Y = L(y). On a L(y')(2)
2y(0) — ' (0) = 22Y (2) — 1.

D’aprés la table on sait que si f(t)
transformée de Laplace est linéaire, I’équation devient

7Y (2) —y(0) = 2Y'(2), L(y")(2) = 2°Y(2) —

Comme la

sin2t, alors L(f)(z) = Z5.

2

2

Y(2)-14+Y(2) = 5.
AY () - L+ ¥ () =

On obtient (2 +1)Y(2) = 14 225 = iiii» soit
2
6
Y(z) = 2+

(2> + 1)(2 +4)

On est de nouveau ramené a décomposer une fraction rationnelle en éléments
simples. Comme le degré du numérateur est inférieur a celui du dénominateur, on a
une décomposition de la forme

cz+d
224+ 4

2 +6 _az+b
(224+1)(22+4)  22+1

Comme la fraction rationnelle est paire, on a également
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2246 (—2)2+6  —az+b —cz+d

2+ 1)(z2+4) (—22+4  2+1 ' 2244
Par unicité de la décomposition en éléments simples, on obtient a = ¢ = 0. En
multipliant par z? + 1 et en faisant z = 4 , on obtient b = 5/3. En multipliant par
2% + 4 et en faisant z = 2i, on obtient d = —2/3. Finalement

22 4+6 5 2

RS R EE S R}

En lisant de droite & gauche la table des transformées de Laplace, on obtient

5 1
y(t) = gsint - §3in2t.

1) —
Exemple 4.3.3 Le systeme différentiel {5, (1) =yl

initiales x(0) = 1, y(0) = 0.

, avec les conditions
) +y(t)

On a déja rencontré ce systéme plus haut, et on a vu comment le résoudre en
utilisant les exponentielles de matrices. On va maintenant le résoudre en utilisant la
transformation de Laplace. On pose X = L(z), Y = L(y). D’aprés la table on a
L(z')(2) =2X(2) —2(0) = 2X(2) — L et L(¥)(2) = 2Y(2) —y(0) = 2Y (2).

Comme la transformation de Laplace est linéaire, on obtient

0 2aGve = =[] =38+ o)

0 1

avec A = [2 1

} . Les valeurs propres de A sont —1 et 2, et on a , pour Rez > 2,

0] e f]

PR R IR B R T R OR N

On adet(zl — A) =

z+2°

—2

o a b7, [d —b . .

utilisant la formule = — , valable si ad — bc # 0, on obtient
c d ad=bc | —c @
z—1
B R el RPN 1 ) g ]
= = ) .
Y (2) (z4+1)(z—=2)| 2 2-2]|0 (e

On a déja vu que (Zﬁ)_(i_m = 3(22“) + 3(Z1+2). On a de méme une décomposition

de la forme (; =24 En multipliant par z 4+ 1 et en faisant z = —1, on

1) (z—2) ~ -1
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obtient a = —%, et en multipliant par z — 2 et en faisant z = 2, on obtient b = 2

5
Donc on a

2 1 2 2
e 3=y YW T ey Tae oy

et en lisant de doite a gauche la table des transformées de Laplace , on trouve

X(z2) =

2 1 2 2
x(t) = ge_t + §62t’ y(t) = —ge_t + ge%.

r —t
Exemple 4.3.4 Le systeme différentiel {xy/_:gfx+f;f1 , avec les conditions ini-
tiales x(0) = 1,y(0) = 0.

Posons X = L(z), Y = L(y). On applique directement la formule 4.4 et on trouve,

3 1
avec A = {_1 1],

1] 7]
z—3 -1

On a det(z] — A) = ] Z_l‘:(2—3)(2—1)+1:zz—4z+4:(2—2)2.

-1
En utilisant la formule [CCL Z] = ﬁ [_d _ab] pour ad — bc # 0, on obtient

X1 1 z—1 1 %
{Y} —(2—2)2[ —1 2—3] { : 1
On a alors
B 1 (z—=1)(z+2) l_z(z—l)(z+2)—l—z—l—1
_ B —z41
2(z+1)(z —2)2
1 242 z2=3]  —2(+2)+ (x+1)(2-3)
Y(Z)_(Z—Q)Q{ z+1+ z }_ 2(z+1)(z — 2)?
—4z—3

T2z 41)(2 = 2)2

La premiére fraction rationnelle admet une décomposition de la forme

23+22—Z+1 ay bl C1 d1

Gr)Ge=22 2 iyl G222
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En multipliant par z les deux membres et en faisant z = 0 on obtient a; = i. En
multipliant par z + 1 les deux membres et en faisant 2 = —1 on obtient b; = —%. En
multipliant par (z — 2)? les deux membres et en faisant z = 2 on obtient ¢; = %. En
faisant z :.1 on obtignt 2 :'i—%—l—%—dl, soit dy = i—%ﬂ—%—l = 9-4406-36 _ 35
La deuxiéme fraction rationnelle admet une décomposition de la forme
—4z -3 a b c d
_ 2 02 2 b
zz+1)(z=2)2 2z z41 (2—-2)2 2z-2
En multipliant par z les deux membres et en faisant z = 0 on obtient a; = —%. En
multipliant par z + 1 les deux membres et en faisant z = —1 on obtient by = —%. En
multipliant par (z — 2)? les deux membres et en faisant z = 2 on obtient ¢, = — &
: _ . 7 _ 3 _ 1 _ 11 : _ 3 1 11,7 _
En faisant z = 1 on obtient —5——1—1—8—F—d2, SO1t dQ——Z—l—S—F 5 =
—27-2-66+126 _ 31
36 36
Finalement on a
1 2 11 35 3 1 11 31
X(2)

T 040 6(z—2)2 36(z—2) Yiz) = T 941) 6(—22 36(z—2)

En lisant de droite & gauche la table des transformées de Laplace, on obtient

1 2 11 35 31 11 31
Nt Sttt 90 A A TPy R e
wt)=73-g¢ Tgte tge v =—7-5¢ 6¢ T3¢

4.4 Exercices sur le Chapitre 4

exercice 1 (Annales ESTIA, examens Transformées 1998, 1999, 2000)
Calculer les transformées de Laplace des fonctions définies pour z > 0 par les
formules suivantes

f(z) = /Ox(x — t)*cos(2t)dt,
g(x) = /Ox(x — t)%cos(4t)dt,

h(z) = /Om(x — t)sin(3t)dt.

exercice 2(Annales ESTTIA, Examen Transformées 2001)
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1) On pose h(x) = sin*2z pour z > 0. Calculer la transformée de Laplace de h.

2) On pose f(z) = [ (x — t)sin(2t)dt pour x > 0. Calculer la transformée de
Laplace de f.

exercice 3 (Annales ESTIA, examen Transformées 2002)

1) Pour ¢ > 0, on pose g(t) = sin?(6t) et h(t) = t3¢'. En utilisant la table des
transformées de Laplace et un peu de trigonométrie, déterminer les transformées de
Laplace de g et h.

2) On pose f(x) = [ sin?(6t)(x — t)*e" 'dt pour 2 > 0. Calculer la transformée
de Laplace de f.

exercice 4
Pour n > 1, ¢ > 0, on pose e,(t) =

tnfleft
(n—1)! -~

1) Donner la transformeée de Laplace de e, (on pourra utiliser la table).

2) Comparer €,y et e, *x e, pour m > 1, n > 1.

Exercice 5(Annales ESTIA, examen transformées 2002)

1) On pose f(t) =1 — 6t pour t > 0. Déterminer la transformée de Laplace de f.
2) Trouver un réel a tel que 23 — 722 + 36 = (2 + 2)(2 — 3)(z + a).

3) En utilisant la transformation de Laplace, résoudre I'équation différentielle

Y () — o' (t) — Gy(t) = 36t,
avec les conditions initiales y(0) = 1, ¥/(0) = —6.

exercice 6(Annales ESTIA, examen Transformées 2001)

1) Trouver trois constantes a , b, ¢ telles que % =g+t Zﬁl + 5.

I

2) Soit y la fonction vérifiant y(0) = ¢'(0) = 1 et y”(z) — 5y'(z) + 4y(x) = e7*
pour x > 0.

On note Y la transformée de Laplace de y. Calculer Y(z) pour Re(z) > 4. En
déduire la valeur de y(z).

exercice 7
1) On pose f(t) = te' pour ¢t > 0. Calculer la transformée de Laplace de f.
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2) On considére 'équation différentielle

y" (t) — 6y (t) + 9y(t) = te',
avec la condition initiale y(0) =0, /(0) = 1.

a) Résoudre cette équation en utilisant la transformation de Laplace.

b) En posant X (t) = [5,((?)} , ramener 1’équation ci-dessus a un systéme différen-
tiel.
¢) Résoudre ce systéme différentiel en utilisant la transformation de Laplace.

d) Résoudre ce systéme en utilisant les exponentielles de matrices (on pourra ef-
fectuer les calculs sous Mupad).

exercice 8(Annales ESTIA, examen Transformées 2002)

En utilisant la transformation de Laplace, résoudre le systéme différentiel

{;/(( ) =
) =

) =
avec la condition initiale x(0

~

x(t) —y(t) + €
z(t) + 3y(t) — 4

y(0) =0,

~

exercice 9
On considére le systéme différentiel
{ o' (t) =4dx(t) + y(t) + €
y'(t) = —x(t) +2y(t) +1°
a) Résoudre ce systéme en utilisant la transformation de Laplace.
b) Résoudre ce systéme en utilisant les exponentielles de matrices (on pourra ef-
fectuer les calculs sous Mupad).

avec la condition initiale z(0) = y(0) = 0.
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Chapitre 5

Transformée en 2

5.1 Transformée en 7 bilatérale

Définition 5.1.1 Soit u : Z — C une application de Z dans C. On définit la trans-
formée en Z de u par la formule

n=—oo

On définit le domaine de convergence D(Z(u)) et le domaine de convergence ab-
solue Daps(Z(u)) par les formules

D(Z(u)) ={z € C\ {0} | les semesz n)z etz “"sont convergentes},
(5.1)

Daps(Z(u)) = {z € C\ {0} | Z |uln][|z7"] < +oo}. (5:2)

n=—oo

Rappelons qu'une série numérique Z+°% a, est dite absolument convergente quand
ST Jan| < +oo. Autrement dit Dyps(Z(u)) est Iensemble des nombres complexes
2 tels que les séries > 70 u[— ]z et "% u[n]z~" sont absolument convergentes. On
sait que si une série entlere Zn 0 an2" est convergente pour z = u, alors cette série
entiére est absolument convergente pour |z| < |u|, voir le Chapitre 4 de [?]. Ceci per-
met de définir le rayon de convergence R € [0, +oco] d’une série entiére, caractérisé par
le fait que la série entiére est absolument convergente pour |z| < R et est divergente
1

pour |z| > R. Avec les conventions ; = +o00 et J%O = 0, le rayon de convergence R

d’une série entiére Y7 a,,z" est donné par la formule (voir également le Chapitre 4
de |?])

51
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1

~ lim SUD, o0 |@n |V

(5.3)

Pour 0 < a < b < 400, on pose (1) = {z € Cla < |z| < b}, avec la convention
Qup=0sia>0b,etonposeQ,p={z€C |a<]|z| <b}, avec la convention €, = ()
si a > b. On obtient alors les résultats suivants

Proposition 5.1.2 Soit u : Z — C, et soient r(u) = lim sup,_ . |u[n]|"™, R(u) =
1

lim sup,,_ . |u[-n]|*/n

(i) Le domaine de convergence absolue (qui peut étre vide) Dyps(Z(u)) de Z(u) est
égal a Qr(u),R(u)7

(i) Le domaine de convergence (qui peut étre vide) de D(Z(u)) de Z(u) vérifie
Qr(u),rw) C D(Z(u)) C (), R(w)-

Démonstration : Il est clair que @ est le rayon de convergence de la série en-
tiere S0 u[n]2", donc la série S°°° u[n]2~" est absolument convergente si et seule-
ment si |z| > r(u). De méme R(u) est le rayon de convergence de la série entiére
S u[—n]2", donc le série " u[—n]2", est absolument convergente si et seule-
ment si |z| < R(u), ce qui prouve (i). D’autre part la série 37> u[n]z™" diverge
pour |z| > r(u), et la série "7 u[—n]2" diverge pour |z| < R(u). Par conséquent
D(Z(u)) C Qu),rw)- Comme Dyys(Z(u)) C D(Z(u)), on obtient (ii).

Il est évident que la transformée en Z est linéaire. Supposons maintenant que
'intersection des domaines de convergence absolues de Z(u) et Z(v) est non vide, et
801t 2 € Dyps(Z(u)) N Daps(Z(v)). On a, pour n € Z, en utilisant une version discréte
du théoréme de Fubini,

32 e lulplllvn = pll = 2" | 5522 o ulplllz17loln = pl 2|+
= |al [ S22 o ulpl 21 [ 222 olalllz) 7] < oo

On peut alors définir u x v : Z — C par la formule

+o0

(uxv)ln] = Y ulplofn —p]. (5:4)

p=—00

On obtient, en utilisant de nouveau une version discréte du théoréme de Fubini,
pour z € Dyps(Z (1)) N Dyps(Z(v)),

> LZ IULPHIU[n—pH] B

= [Z IU[p]IIZI‘plv[QHIZ\‘q]

p,qE€EL
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— [Z lu[p]||z]? [Z |vlg]|[z]™

q=—00
Ceci montre que Dyps(Z(w)) N Daps(Z(v)) C Daps(Z(u * v)), et on a, pour z €
Dabs(Z (1)) N Daps(Z(v)),

Zluxv)(z) = Y LZ umv[n—p]]

n=—o00 [p=—o0

< +00.

= [Z U[p]z_”v[Q]Z_q]

= [Z U[p]Z‘p] > v[q]z_q]

— Z(u)(2)2(0)(2).

On obtient donc le résultat suivant.

Théoréme 5.1.3 Soientu:Z — C etv:Z — C. Si Dyps(u)NDaps(v) # 0, alors uxv
est bien déﬁnZ; DabS(u) N Dabs(v) C Dabs(u * U), et on a, pour z € Dabs(u) N Dabs(v)a

Zux*xv)(2) = Z(u)(2)Z(v)(2). (5.5)

Exemple 5.1.4 On pose u[n] = % pour n > 0, u[n] = 0 pour n < 0, v[n] = 0 pour
22
n >0, v[n] = ﬁ pour n < 0. Alors u* v est bien défini, et Z(uxv)(z) =e = .

+oo 7

En effet on sait que le rayon de convergence de la série entiere ) '~ =; est égal a

+00, et que la somme de cette série est égale & €. On a donc Dyps(u) = Dyps(v) =
22+1

C\{0}, Z(u)(2) = %, Z(u)(2) = ¢, et Z(uv)() = Z(u)(:)E(0)(2) = e

Un résultat standard d’Analyse complexe montre que la somme d’une série entiére
de rayon de convergence R est indéfiniment dérivable au sens complexe pour |z| < R,
et que sa dérivée s’obtient comme somme de la série entiére obtenue en dérivant
terme & terme cette série entiére. On en déduit immédiatement que si D(u) = Qq,
alors Z(u) est indéfiniment dérivable au sens complexe sur €2, et que l'on a, pour
a<|z| <b,n>0,

—+00

F9() = 3 (=n)(=n = D(=n - p+ Duln]z

n=-—00
—P

= > (=n)(—n—1D)(—n—p+Dulnlz"""+> uln]z". (5.6)

n=—oo
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On voit donc que si on pose U(r,0) = Z(u)(re?), alors U admet des dérivées
partielles continues de tous ordres pour a < r < b, § € R, On a, pour a < r < b,
U(r,0) =572 ulnjrte 0.

Comme > ' |u[n]| < +oo, la série .72 u[n]r"e e’ est normalement
convergente, donc uniformément convergente, sur [0, 27|, et d’aprés un résultat clas-
sique rappelé dans le Chapitre 4 de [?], (on peut aussi faire appel a la théorie des
séries de Fourier ) on a

1 2 +0o0 o ro o o
% 0 n:ZOOU[n}Tnelnlgelp@de = nzzoo % A u[n}rnefmwezp@de.

o2 i
On a f% ip=n)fqp = [65((;_”))9] = 0 pour n # p, et 2 e!"=m9df = 1. On obtient,
0

pour a < r < b, p € Z, la formule d’inversion pour la tmnsformee en Z bilatérale

r’ /QW Z(u)(re?)edp, (5.7)

27

formule qui traduit le fait que au sens complexe le coefficient de Fourier d’indice
p de la fonction § — Z(u)(re) est égal a u[—pr?.

Nous concluons ce paragraphe par un exemple simple qui montre que la transformée
en Z bilatérale peut avoir une extension holomorphe, c¢’est a dire dérivable au sens
complexe qui va bien au dela du domaine de convergence D(Z(u)) défini plus haut.

ulp] =

Exemple 5.1.5 On pose uln] = a™ pour n > 0, u[n] = 0" pour n < 0. Alors
Z(u)(z) = zza bfz'

En effet pour |2| > |a] on a > 2 un]z™" = > "% a2 = Z/z = —*- et pour
|z] < \b| ona Y ' un)z" = 22:_00 bz —1 = Z+°ob ngt— 1 = 1+Z/b —
1= 3 =1 done Z(u)(z) = 3, uln]z™" = = ==

2 € Qajp| = Daps(Z)(u). On obtient donc une fonction holomorphezsﬁr C\ {a,0b},
et on notera que ce calcul reste formellement valable méme quand le domaine de
convergence de Z(u) est vide, ce qui correspond au cas ou |a| > |b]. Ceci permet
dans beaucoup de situations d’utiliser des formules d’inversion de la transformée en Z
beaucoup plus subtiles que la formule 1.7, qui sont basées sur des intégrales curvilignes
sur des contours situés dans le domaine d’holomorphie de Z(u).

La transformée en Z bilatérale permet d’étudier le filtrage de signaux théoriques
infinis . Ceci correspond a des applications du type x —— y = x % g, avec ©* =
(x[n])nez, 9 = (g[n])nez,y = (Y[n])nez. Il 0’y a pas de problémes de convergence si
x[n] et g[n| sont nuls pour |n| assez grand, et on a Z(x)(z) = %, ce qui permet
de reconstituer quand les points d’annulation de Z(g) sont compensés par ceux de
Z(y) la suite © = (z[n))nez (input) & partir de la suite y = (y[n])nez (output),
en lisant de gauche & droite puis de droite a gauche les tables de transformée en z.
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Nous expliciterons cette approche dans le paragraphe suivant dans le cas "causal",
qui correspond a des signaux discrets définis pour n > 0.
5.2 Transformée en Z unilatérale

On s’intéresse ici aux applications u : N — C, ou N = Z* désigne I’ensemble des
entiers positifs ou nuls. Dans ce contexte la définition de la convolution ne pose aucun
probléme

Définition 5.2.1 Soient u: N — C et v: N — C. On pose, pour n > 0,
(uxv)n] = Zu[p]v[n—p]. (5.8)

Notons CN I’ensemble des applications de N dans C, c’est a dire ’ensemble des
suites (u[n]),>0. On a les propriétés suivantes

L’application u — wu * v est linéaire Vv € CN. (5.9)
uxv=v*u YucC", YoeCV (5.10)
(uxv)*w=ux(v+w) YuecCY VYoeC" vweC" (5.11)
coxu=u YucCN oie0] =1,e[n] =1 pourn >1 (5.12)

On peut maintenant définir de maniére trés simple la transformée en Z unilatérale.

Définition 5.2.2 Soit u: N — C € C". On définit la transformée en Z de u par la
formule

n=0
On définit le domaine de convergence D(Z(u)) et le domaine de convergence ab-
solue Dyps(Z(w)) par les formules

D(Z(u)) ={z € C\ {0} | Zu[n]z_”est convergente},

Duss(Z(u) = {z € C\ {0} | 3 Juln]l]2] " < +o0}.
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De méme que plus haut on voit que si on pose r(u) = lim sup,_.|u[n]|*/", de
sorte que r(u)~! est le rayon de convergence de la série entiére > °° u[n]2", on a

Daps(Z(1)) = Qruy 400 = {2 € C | [2[ > r(u)}, (5.13)

Qr(w) o0 C D(Z(1)) C Q) too = {2 € C | 2] > r(u)}. (5.14)

On a également une formule d’inversion, qui est un cas particulier de la formule
)
d’inversion vue phlS haut.

Théoréme 5.2.3 Soit u € CV, et soit r > r(u). On a alors, pour p > 0,

fr_p

ulp] = o

/27r Z(u)(re'?)edp, (5.15)

De méme que plus haut, il arrive souvent que Z(u) se prolonge naturellement en
une fonction holomorphe sur un domaine plus grand que son domaine de convergence,
ce qui permet d’obtenir des formules d’inversion plus subtiles, basées sur d’autres
intégrales curvilignes.. Nous n’aborderons pas ce sujet ici.

Si Zi% a, et Z:{:& b, sont deux séries numériques, on définit la "série produit"

¢ ¢, par la formule ¢, = > p—0 Apbn—p- On sait (voir le Chapitre 2 de [?]) que si
la série Z:ﬁ% a, est absolument convergente, et si la série Z:i% b, est convergente
(resp. absolument convergente), alors la série produit > 7% ¢, est convergente (resp.
absolument convergente), et on a

5 (S = (L) (Sn)

On en déduit immédiatement le résultat suivant.

Théoréme 5.2.4 Soient u,v € CN. Alors Dyys(Z)(u)) N Daps(Z2))(v) C Daps(Z) (u *
0)), Daps(Z)(u))N(D(Z)(v)) C D(Z)(uxv)), et on a, pour z € Dys(Z)(u))ND(Z)(v)),

Zu*xv)(2) = Z(u)(2)Z(v)(2). (5.16)

On va maintenant donner une table des transformées en Z unilatérales (on trouvera
une table beaucoup plus détaillée dans [10]). On pose selon 1'usage 0., = 0sin # m,
dnn = 1 (le symbole 9, ,,, est appelé le symbole de Kronecker). Dans la table ci-dessous,
p désigne un entier > 0, et on pose par convention u[n] =0 pour n < 0siu € CN.
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uln] Z(u)(2) D(Z(u))
o C\ [0)
1 = |z| > 1
n (=g |2 > [1]
z(2+1
n? et 2] > 1]
5 e EE
n(n - 1) (,fj)s |Z| > |1|
nn—1)..(n—k+1) (Z_kl% |2 > 1]
a” = 2] > la]
< e* C\ {0}
au[n] Z(u)(z/a) aD(Z)(u)
na” (232)2 |Z| > |1|
n(n —1)a™ (22:15)2 |2 > [al|
k

nn—1)..(n—p+1)a" (Z’fj),;il 2] > [1]
nuln| —zdi(“) (2) contains Dps(Z(u))
uln — p| ZPZ(u)(2) D(Z(u))
u[n + p| P Z(u)(2) — u[0]2P... — ulp — 2]z% —ulp — 1]z D(Z)(u))

On va maintenant donner un exemple d’application de la transformée en Z. On
considére un filtre récursif causal qui a un signal discret © = (x[n]),>o associe le signal
discret y = (y[n])n>o défini pour n > 0 par la formule

y[n] = apx[n] + arz[n — 1] + ... + apzn — p] + biy[n — 1] + ... + byy[n — ¢q]  (5.17)

avec les conventions x[n] = y[n| = 0 pour n < 0.

Posons X (z) = Z(x)(z), Y(2) = Z(y)(z). On a d’apreés la table

(1=by 27 . =byz )Y (2) = (ap+arz .. 4a,2P) X (2), Y(2) =

La fraction rationnelle R =

¢10+a1271+...+apz*1’

1-b1z=1...—bgz—4¢

ap+ a1z '+ ..+ apz~?

1 —biz7t.. —byz79

est appelée fonction de transfert du

X(2).

filtre récursif causal considéré. On voit donc que le filtre se traduit par I’équation

Y=GxX

(5.18)

ot G € CN est quand elle existe la suite telle que Z(G) = R. Pour obtenir G on dé-

R(z)

compose en éléments simples la fraction rationnelle ==, ce qui permet en multipliant

par z décrire R sous la forme

R(z) =U(z) + 3 =15 (X

z

=1 (z—a;;)!

n(j) _bijgz )
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ot U est un polynéme. Quand le polynéme U est constant, on peut déterminer G
en lisant de droite a gauche la table des transformées en Z.

Exemple 5.2.5 On pose y[n] = z[n] — 2z[n — 1] — y[n — 1] pour n > 0, avec les
conventions x[n] = y[n] = 0 pour n < 0. Alors

Posons X(2) = Z(x)(2), Y(2) = Z(y)(2). Si on pose xy[n] = z[n — 1], yi1[n] =
y[n — 1] pour n > 0, On a d’aprés la table Z(z1)(2) = 271 X (2), Z(y1)(2) = 27'Y (2),
et on obtient

Y(Z) = X(Z>—22_1X(Z)—z_1Y(Z), (1+Z_1)Y(Z) _ (1—22_1)X(Z)7 Y(Z) _ %

On obtient

z2—2 _ e b
2z+1) 2z z+1

En multipliant par z et en faisant z = 0, puis en multipliant par z et en faisant
z = —1, on obtient

z—2 2+ 3 z—2 N 3z
2(z4+1) 2z z+1 z4+1 z4+1
Posons eg[0] = 1, eg[n] = 0 pour n > 1. En utilisant la table, et en posant
u[n] = (—=1)" pour n > 0, on obtient Z(—2ey + 3u)(z) = (:ﬁ), ce qui donne

y = (—2ep+ 3u) xx = —2x + 3u * ,

n

y[n] = =2zn] +3(=1)" Y (=1)’z[p] Vn >0.

p=0
Dans le cas d’'un signal d’entrée constant tel que xz[n] = 1 pour tout n > 0, on
obtient y[n] = —2 4+ 3(=1)" 37 (=1)7. Il est clair que > 7 ((=1)71 si n est pair,
> p—o(—1)P = 0 si n est impair, ce qui donne y[n] = 1 si n est pair, y[n] = —2 si n est

impair. On peut également par ces méthodes calculer le signal d’entrée x = (x[n]),>o
a partir du signal de sortie y = (y[n])n>0, voir les exercices 2 et 3.

Dans la pratique on applique souvent la transformée en Z a des fonctions continues
f : on choisit un "pas" T, une origine a, un entier N et on pose f[n] = f(a + nT)
pour 0 < n < N, f[n] = 0 sinon. Ceci revient a procéder & un échantillonage de la

fonction f. Ce point de vue est en particulier developpé dans le cours de Th’eorie du
signal donné a 'ESTIA par F. Luthon [12].
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5.3 Exercices sur le Chapitre 5

Exercice 1

Justifier par le calcul les résultats donnés dans la table des transformées en Z.

Exercice 2

On reprend I'étude du filtre récursif causal donné pour n > 0 par la formule

yln] = 2fn] - 22fn — 1] — yln - 1].

Calculer le signal d’entrée = = (z[n]),>o en fonction du signal de sortie y =
(y[n])n>0. Peut-on obtenir y[n] = 1 pour tout n > 07

Exercice 3

On considére le filtre récursif causal donné pour n > 0 par la formule

yln] = z[n] = zln =1} = y[n —1].

1) Calculer le signal de sortie y = (y[n|),>o en fonction du signal d’entrée x =
(x[n])n>0. Que trouve t’on si z[n] = 1 pour tout n > 07

2) Calculer le signal d’entrée x = (x[n]),>o en fonction du signal de sortie y =
(y[n])n>0. Peut-on obtenir y[n| = 2™ pour tout n > 07
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Chapitre 6

Transformée de Walsh

6.1 Matrices et transformée de Walsh

La matrice de Walsh W} est une matrice carrée a 2 lignes et 2% colonnes. Ces
matrices se définissent par récurrence. On a Wy = [1]. On définit ensuite Wiy a
partir de Wy, pour k£ > 0 en utilisant la formule

_ | W W
wea =t |- (6.1
On obtient

11 1 1 1 1

1 -1 1 -1 1 -1
11 1 1 1 1 -1 -1 1 1 -1
11 1 -1 1 -1 1 -1 -1 1 1 -1 -1
Wl_[1 —1}’%— RS TR LU el VIS TS TR RN R R
1 -1 -1 1 1 -1 1 -1 -1 1 -1

1 1 -1 -1 -1 -1

(1 -1 -1 1 -1 1

et ainsi de suite.

Posons Wy, = [w; ;] o<,<or_, , de sorte que w; ; € {—1,1}.
0<j<2k-1

On va maintenant définir la transformée de Walsh W, : C2* — C2".

Définition 6.1.1 Soit f = {f[0], f[1], ..., f[2¥ — 1]} un vecteur compleze de taille
2%, La transformée de Walsh Wy (f) est le vecteur compleze de taille 28 défini pour
0 <i<2F—1 par la formule

2k—1

Wi(f)li] = Z w; ;7]

61
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En d’autres termes on a "W, (f) = Wy, ' f, c’est a dire
Wi (£)[0] f10]

=Wy : (6.2)
Wi(f)28 = 1] f2F =1

Pour 0 < j < 2F — 1, notons §; € C2" la "fonction de Dirac" définie par la formule
6] =081 0<i<28—1,0%# j, et §[j] =1 (en dautres termes §; = {8; ; }1<icor_1,
ou 0;; désigne le symbole de Kronecker). La famille B := {do, ..., dpx_; } n’est autre
que la "base canonique" de C?" introduite dans le Cours d’algébre linéaire |6]. On voit
donc que la transformée de Walsh W, est |’ application linéaire de C?" dans lui-méme
dont la matrice par rapport a la base canonique B de C?" est égale a Wj. Autrement

dit, avec les notations du Chapitre 2 de 6], on a

M, 8 = Wi (6.3)
On a, pour k£ > 0,

Wi Wi ] We Wi l[we Wil [2w2 o
’ Wi —Wi '

t _
Wi = [th _, 0 2W7?

Comme W, est symétrique, et comme W2 = 2[5, on voit par une récurrence im-
médiate que W, est symétrique et que W2 = 2%, pour k > 1, ot I,x désigne la
matrice carrée unité & 2% lignes et 2* colonnes. Par conséquent W, est inversible, et
W, 1= Q%Wk Donc la transformée de Walsh est inversible, et on a

1

Remarquons également que, puisque la matrice de Walsh est symétrique, on a
We(f) = fWy, soit

[(We(DIO], o Wh(H)25 = 1]] = [f[0], ..., f12° = 1] ] W, (6.5)

En fait, la transformée de Walsh peut étre interprétée comme une transformdée
de Fourier, et la formule ci-dessus devient alors un cas particulier de la formule
d’inversion de Fourier, comme on le verra plus tard.

6.2 Transformée de Walsh rapide

Comme la matrice de Walsh d’ordre k posséde 22* coefficients, le calcul direct
de la transformée de Walsh utilisant cette matrice nécessite 22* opérations. On va
maintenant donner un procédé beaucoup plus rapide, puisqu’il ne nécessite que k2"
opérations. Ce procédé est basé sur I'observation suivante.
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Proposition 6.2.1 Soit k > 1 un entier. Pour f € C¥, 0 < j < 21— 1, posons

mo(H)li] = fli], M)l = F12°" + ] (6.6)

On a alors, pour 0 < j < k-1 _ 1

mo Wi (f)) = Wi—1(mo(f)) +Wi-1(m1(f)), m Wk(f)) = Wk_1(7ro(f))—Wk_1(7r1(%f;;

Démonstration : On a

Wiae Wi
Wi, = .
g {qu _Wk:—1:|

Posons fo := mo(f), f1 :=m(f), g := Wi(f), 90 := m0(9), 01 := m1(g). On obtient
g = fWy, soit

go = foWi—1 + fiWi—1, 91 = foWi—1 — fiWi—1.

Done go = Wi-1(fo) + Wi-1(f1), 91 = Wi-1(fo) — Wi-1(f1), ce qui démontre la
proposition. &

Ceci permet d’obtenir un algorithme effectif pour calculer la transformée de Walsh.
Notons P(k) le nombre d’opérations nécessaires pour calculer une transformée de
Walsh d’ordre k en utilisant la proposition ci-dessus. On a P(k) = 28 +2P(k—1), car
il faut 2 x 28=1 = 2% opérations pour faire apparaitre mo(f) et 7 (f), et ensuite calculer
deux transformées de Walsh d’ordre k — 1, ce qui nécessite 2P(k — 1) opérations. Une
transformée de Walsh d’ordre 0 ne nécessite aucun calcul, donc P(0) = 0, et on
a P(1) = 1. Une récurrence évidente montre alors que P(k) = k2%. Pour k = 10
ceci correspond a 10x2'° = 10240 opérations au lieu des 10%° = 1048576 opérations
nécessaires en utilisant directement la matrice de Walsh.

On va maintenant décrire en détail ’algorithme. On commence par remplacer
f={f10], f1), ..., F[2F = 1]} par fO), ou fM[2p) = f[2p] + f[2p + 1], fV[2p + 1] =
f2p] — f[2p + 1] pour 0 < p < 28-1 — 1. La n°-étape, pour 1 < n < k, consiste a
remplacer £~ par ™ ot on pose, pour 0 < p < 28" —1,0<g< 2" — 1,
FRrp 4 gl = fO 02+ g] + [TV + g+ 2771,
foRrp g2 = fDRp 4] = [P0 4 g+ 2.

On a alors f*) = W, (f). On appelle ceci leffet papillon (laile du "papillon"
double & chaque étape), ou la méthode consistant a diviser pour régner.

Le fait que f(k) = Wi(f)) est évident par récurrence. Il est clair que cet algorithme
est valide a l'ordre 1. D’autre part dire qu’il est valide a 'ordre k — 1 indique que
si f e C?" alors mo(f* D) = Wi_i(mo(f)) et m(fED) = Wiy (w1 (f)), et il résulte
alors de la proposition que f*) = Wy (f).

On va maintenant illustrer cet algorithme par un exemple.
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Exemple 6.2.2 Calcul de la transformée de Walsh de f ={1,2,—1,-3,6,—1,2,0}.

On détaille les calculs sous forme d’un tableau, en respectant les notations ci-
dessus.

01 [2[3[4]5]6]7
f I 12 [1]-3]6]-1]2]0
f® 3 -1 14125 ]7]2] 2
@ Al [ 7131719135
Ws(f)=f® 16 [10]10] 2 |-8][-8]4]-8

On retrouve le méme résultat par un calcul direct, qui est déja sensiblement plus
long que l'algorithme rapide pour k£ = 3.

CWs(f)[0] 7 [ f[0] 7
Ws(f)[1] fI1]
Wa(f)[2] f12]
Ws(f)[3] — W, f[3]
Ws(f)[4] f[4]
Ws(f)[5] f[5]
Ws(f)[6] (6]
L Ws(f)[7] Lf[7]
11 1 1 1 1 1 17717
1 -1 1 -1 1 -1 1 —1]] 2
1 1 -1 -1 1 1 -1 —1]|]-1
1 -1 -1 11 -1 -1 1 ]]|-3
“ 11 1 1 1 -1 -1 -1 —-1|]6®6
1 -1 1 -1 -1 1 =1 1 ~1
1 1 -1 -1 -1 -1 1 1 2
1 -1 -1 1 -1 1 1 =1)J]lo]
-
10
10
]2
— -8
-8
4
| —8 ]

6.3 Application aux fonctions booléennes

Soit p > 2 un entier. On note F, I'anneau (Z/pZ,+,.) introduit dans le cours
d’algebre |5]. Formellement, les éléments de Z/pZ sont les parties de Z de la forme
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m :=m + pZ, de sorte que T = 7 si et seulement si m = n mod(p), c’est a dire si et
seulement si m — n est divisible par p. On munit Z/pZ des opérations suivantes, m
et n désignant deux entiers relatifs quelconques.

m+n=m+n, Mma="mn (6.8)

En pratique Z/pZ = {0, ....p — 1}, M + T = Truin, OU Tyyin, désigne le reste de la
division de m + n par p, et M. = Ty, OU Ty, désigne le reste de la division de mn
par p. Muni de ces deux opérations, F,, := Z/pZ est un anneau, voir le Chapitre 1 de
[5]. Notons également que si p est premier, alors F,, est un corps, ce qui permet de
munir IF’; d’une structure d’espace vectoriel sur I, pour & > 1.

On va maintenant restreindre 'attention & F5. Notons que si m,n € Z, et si m—n
est divisible par 2, alors(—1)™ = (—1)". On peut donc¢ poser (—1)™ = —1™ pour
m € Z, et ona (—1) = (=1)%(=1)° pour a,b € Fy.

Définition 6.3.1 Une fonction booléenne d’ordre k est une application f : F5 —
Fy. L’ensemble des fonctions booléennes d’ordre k sera noté By. Pour f,g € B, u €
Fo, on définit uf, f + g et fg par les formules

(uf)(z) = uf(zx), (f+9)(x)=f(2)+g(2), (f9)(x)= f(z)g(x) VzeTF;.

D’autre part on pose X;(xr) = x;, pour x = [xg,...,xx_1] € Fy, 0 < i < k — 1.
Les fonctions de la forme Xg = TiesX;, o0 S C {0,....k — 1} sont appelées des
mondmes (on pose par convention Xg(x) = 1, avec la notation usuelle u(x) = u
pour tout x € F5 siu € TFy).

Il est clair que, muni des opérations ci-dessus, By est un anneau, et que X? = X
pour 0 <i < k—1.. C’est également un espace vectoriel sur Fy. Notons que le produit
de deux monomes est également un mondéme.

Proposition 6.3.2 La dimension de By est égale & 2%, et l'ensemble M, des mo-
nomes est une base de By,.

Démonstration : Il est clair que F% posséde 2% éléments, donc By, est isomorphe a ]F%k
et dim(By) = 2% (une base "canonique" de By est donnée par la famille {02} 2epy, o1
6z() =1 et §,(y) = 0 pour = # y). On considére bien entendu la fonction Xy = 1
comme un mondme, de sorte que la famille My = {Xg}scry des monomes posséde
2F éléments.

Soit {As}gcry une famille d’éléments de F», et supposons qu'il existe Sp C F% tel
que \g, # 0. Comme Sy est fini il existe un sous-ensemble S; de Sy tel que \g, # 0 et
tel que Ag = 0 pour tout sous-ensemble S de Fy" strictement inclus dans S;. Posons
flx)=1siz e Sy et f(x) =0siz ¢ S (desorte que f =0si S =0et f=1
si S; = F%). 1l est clair que Xg(f) = 0 si S n’est pas inclus dans Sy, et il résulte du
choix de Sy que Xg(f) = 0 si S est strictement inclus dans S;. Comme Xg, (f) =1
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on a ( S XsXs | (f) =Xg, #0, et > AgXg # 0. Ceci montre que M,, est libre.
ScF% SCF%

Comme le nombre d’éléments de M, est égal a la dimension de By, on voit que My

est une base de de By. &

Définition 6.3.3 (i) On dit que f € By est une fonction affine d’ordre k s’il
existe a = (ag, ...,a,_1) € F5 et b € Fy tels que U'on ait

k—1

f(z) = Zajxj +b Vo= (xg,....,05-1) € By, (6.9)

J=0

et dans ce cas on pose f = fup.
(i1) Pour g,h € By, on pose

d(g,h) = Card [{z € F§ | g(z) # h(z)}].
(11t) Pour g € By, on pose

d(g, Ar) = min{d(f,9) | f € Ax},

ot Ay désigne l’ensemble des fonctions affines d’ordre k.

Les fonctions booléennes jouent un role important en cryptographie, et il est im-
portant de pouvoir utiliser dans ce domaine des fonctions booléennes aussi éloignées
que possible des fonctions affines. On va établir une formule qui permet d’évaluer la
"distance" d’une fonction booléenne aux fonctions affines au moyen de la transfor-
mée de Walsh. On va commencer par établir deux résultats techniques concernant la
transformée de Walsh.

Lemme 6.3.4 On a, pour f € C?

S WDEF =2 3 1) (6.10)

Démonstration : On verra plus loin qu’il s’agit en fait d’un cas particulier de la
formule de Parseval, mais on va donner une démonstration directe. La formule est
évidente pour k = 0. Supposons qu’elle est vérifiée pour k — 1, avec k > 1, et soit
f € C?". 11 résulte de la formule 6.6 que I'on a, en posant g = We(f), fo = mo(f),

fl = Wl(f)a do = 70(9)7 g1 = 7T1(9>7

2k_1 ok—1_1 ok—1_1

YW= D la@)+ Y gl

p=0 p=0 p=0
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= 3 (o)) W @+ S e (o) () — Wer () ()

2> Waa(fo) P +2 D Wi (f) )

ok—1_1 ok—1_1 ok—1
=2 32 @ +2" 30 1AW =2 1),
k=0 k=0 p=0

et le résultat est démontré par récurrence. &

Pour z = (29, ...,7x_1) € F5,y = (4o, .-, yr_1) € F5, on pose

k-1
Ty = ijyj (6.11)
=0

k=1

Lemme 6.3.5 Pour 0 <p <2 —1, soit p = > p;27, avec p; € {0,1}, la décompo-
=0

sition dyadique de p, et soit p* := (Py, ..., Pr_1). S0it Wi = (W) 4)o<p<r—1 la matrice de

0<g<k-—

k—1
Walsh d’ordre k. On a, pour 0 < p,q < k —1,
Wpa = (1P = (—1)Erssziaans (6.12)

Démonstration : La propriété est vérifiée pour p = 0. Avec les notations ci-dessus
posons Wy, = (—1)P"7, Wy = (Wp4)ocp<i—1. D’autre part pour 0 < p <2110 <

0<q<h—1
q < 281 — 1, posons p' = p+2¥1 ¢ = q+ 21 Dans ce cas pp_; = qr_1 = 0,
Py =pj,q; = ¢ pour 0 < j < k—2etp, ; =g, _; =1 On déduit de la premicre
équation que 'on a

Wk‘—l = (wP,Q)nggﬂﬁ*l—l .
0<q<2k—1_1

On déduit des autres équations que I'on a, pour 0 < p < 281 1,0 < ¢ < 2F1 -1,
Wy q = Wpg = Wpg, Wpg = —Wp,g,
et on obtient
z Wicr Wi
W, = | LS
k {qu Wi

On voit donc par récurrence que Wy, = Wk pour tout k> 0. &
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Définition 6.3.6 Pour f € By, 0 < p < 28—1, on pose f*(p) = (—1)7?"). Autrement
dit si pj € {0,1} pour 0 < j <2F—1, on a

2k 1

ijgj — )f(po ----- Pr—1) (6.13)

On peut alors exprimer simplement la distance d’une fonction booléenne a une
fonction affine sans terme constant.

Lemme 6.3.7 Soit f € By, soit a = (ap,...,a,_1) € F5, avec a; € {0,1}, soit a =
> a;27 € {0,...,2% — 1} Uentier associé o a et soit f, = f,5: ® — a.x la fonction

affine sans terme constant associée a a. Alors on a

A(f, 1) =2 — SWAf)(a). (6.14)

Démonstration : On a f*(a) = f((a)*) = f(a). On obtient

2k_1 2k_1

Wi(f)(@) = Y wagf(q) = Y (=)= @)

q=0 q=0

= (—1)fala)+fl@) = Z(_l)fa(x)ﬂ(x) =
Card({z € F3 |f(2)) = fa(x)}) — Card({z € F; |f(z) # fa(x))})-

Comme Card({z € Fj |f(z) = fu(x)})+ Card({z € Fj [f(z) # fu(2)}) =
Card(F%) = 2%, et comme d(f, f,) =card({z € F5} |f(x) # fa(x)}), on obtient la
formule du lemme. &

On peut alors exprimer simplement la distance d’une fonction booléenne aux fonc-
tions affines.

Théoréme 6.3.8 (i) Soit f € By une fonction booléenne. On a

1
d(f, Ae) = 271 = Smagycpen 1 ()P <271 2570 (6.1)
et linégalité ci-dessus est toujours stricte si k est impair.
b1

(i) Si k est pair, posons fu Z X2 Xsj+1. On a alors

]_

d (f(k), .Ak> =2 k=1 _ 25_1.



6.3. APPLICATION AUX FONCTIONS BOOLEENNES 69

Démonstration : Le fait que d(f, Ax) = 257! — Smaxge,<on 1 [Wi(f*)(p)| résulte
du lemme 6.3.7. D’autre part il résulte de la formule de Parseval (lemme 6.3.4) que

l'on a

2k 1 2k 1

maxgc,cor 1 Wi(F) D) = D IWlf)IP =22 £ (p)]” = 2°*.

Donc maxg<,<or 1 [Wi(f*)(p)| > 25 Comme f*(p) € {—1,1} pour 0 < p < 2F—1,
la transformée de Walsh de f* est & valeurs entiéres ainsi que maxg<,<or 1 [Wi(f*)(p)|,
et I'inégalité de (i) est stricte si k est impair.

On va maintenant construire par récurrence sur m une fonction h,, € Csz, prenant
ses valeurs dans {—1, 1}, telle que Wh,,(hy,) = 2™h,y,, de sorte que

maXop<p<ozm 1 ‘W2m<hm)(p>’ =2"

Le polynéome minimal de W, est égal & 2% — 2™ = (z — 2™)(z + 2™). On sait alors
d’aprés le Chapitre 5 du Cours d’algébre linéaire |6] que le sous-espace propre de W,
associé a la valeur propre 2™ est engendré par les colonnes de Ws,, — 2™ [y2m, [y2m
désignant la matrice unité d’ordre 2m. On a

3.1 1 1
11 1 -1
We=2li=\1 1 1
1 -1 -1 3

On peut donc prendre hy = [1,1,1, —1].

On définit alors la suite (A, )m,>1 par récurrence en posant, pour m > 2,

hm = [hmfla hmfla hm717 _hm71]~

Supposons que Wa—1)(Am-1) = 2m=1h,._1. On a alors, d’aprés la formule 6.5,

W2m—2 WQm—Q W2m—2 WQm—Q
WZm—Q _WQm—Q WQm—Q _WQm—Q
WQm—Q WQm—Q _WQm—Q _WZm—Q
W2m—2 _WQm—Q _WZm—Q W2m—2

= [2hm-1Wom—2,2hm_1Wom—2, 2hpm_1Wom—2, 2hpm 1 Wop 2]
= [2mhm717 2mhm717 2mhm717 2mhm71 ] = 2mhm7

thQm = [hm—la hm—h hm—lv hm—l ]

de sorte que Why,, (hy,) = 2™h,y,. On voit donce par récurrence que Wa,y, (hy,) = 2™ hyy,
pour tout m > 1.

Posons maintenant H,, = ff,,, = (ZT;Ol X9 Xoj41)*. Soit p = Z?Z&lpﬂj, avec
p; € {0,1}, le développement en base 2 d’un entier p € {0,...,2?™ — 1}. On a

Hu(p) = (—1)=5m0 papoee, (6.16)
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Posons p(l) = p, p(2) =p+ 22m’ p(S) =p+ 22m+1’ p(4) =p+ 22m 4 92m+l ()p g

2 3 4 4 2 3
P =p? =pl” = pi" = p; pour 0 < j < 2m —1, p) = ph iy = Ponis = Pon = 0,
péﬁi = pg;’,)”rl = pggl = pgﬁ,{ﬂ = 1. Il résulte alors de la formule 6.16 appliquée a l'ordre

m + 1 que 'on a, pour m > 1,

Hy1 = [Hpy Hiy Hyn, — Hop .

D’autre part, en appliquant la formule 6.16 & Pordre 1, on trouve H;(0) = Hy(1) =
Hy(1) = 1,H3(1) = —1, donc H; = [1,1,1,—1] = hy. Une récurrence immédiate
montre alors que h,, = H,, = f(*Qm) pour tout m > 1. Comme h,, est a valeurs dans
{—1,1}, et comme Wy, (h,,) = 2™h,,, on a |W2m(f(2m)(p))‘ =2"pour 0 < p <
22m _ 1, et d(f(Qm),AQm) = 22m—1 _ gm—1 &

On dit qu'une fonction booléenne f € A est une fonction courbe si sa distance

aux fonctions affines est maximale. Le théoréme précédent montre que la fonction
k/2—1

fr = > X5; X941 est une fonction courbe si k est pair. Les fonctions courbes
Jj=0

restent mal connues quand £ est impair.

6.4 Applications de la transformée de Walsh i la compression
de signaux 1-D

Dans les applications de la transformée de Walsh la notion de nombre de chan-
gements de signes joue un role important

Définition 6.4.1 Soit k > 1 un entier, soit Wy, = (W;;),<,<ox_, la matrice de Walsh

1<j<ek -1
d’ordre k. On pose, pour 1 < j <2F —1,
1 2k 1
CSk(i) = 5 Zl |wi,j—1 — wi,j|- (617)
‘7:

Le réarrangement par changement de signes R, (i) de la suite {0, ..., 2% — 1}
est la suite {cs; ' (0),...,cs; (28 — 1)}

En d’autres termes le nombre csi (i) est le nombre de changements de signes dans
la i€ ligne de la matrice de Walsh Wy, et on peut écrire Ry (i) = {ug, ..., usr_1} C
{0,...,2F — 1}, avec cs(u;) > cs(uj_1) pour 1 < j < 2F —1.

On va maintenant illustrer ces notions pour k = 1 et k = 2 (il faut bien évidemment
faire appel a 'ordinateur pour les grandes valeurs de k.

On a
1 1

] _1] , ¢51(0) =0,¢s1(1) =1, Ry ={0,1},
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1 1 1
-1 1 -1
1 -1 -1
-1 -1 1

, ¢51(0) =0, es1(1) =3, ¢s1(2) =1, ¢s1(3) =2,

S
I
el e

Ry = {0,2,3,1}.

On remarque que 'application j — cs1(j) prend les valeurs 0 et 1 sur ’ensemble
{0,1}, et que lapplication j — ¢s1(j) prend les valeurs 0, 1, 2 et 3 sur I'ensemble
{0,1,2,3},0n a enfait le résultat général suivant, qui montre bien que la suite Ry, est
bien un réarrangement de la suite {0, ...,2F — 1}.

Théoréme 6.4.2 Pourk > 1, Uapplication j — csi(j) est une bijection de ’ensemble
{0, ..., 28 — 1} sur lui-méme.

Démonstration : Il est clair que csg(j) est un nombre entier, et on a, pour 0 < j <
k-1,

2k_1

1
—_ 7] W —_
0 < esk(g) 5 E |wg Wy,j—1| < 2 1,
i=1

donc il suffit de vérifier que csy, : {0,...,28 — 1} — {0,...,2%F — 1} est surjective,
puisque toute application surjective d’un ensemble fini sur lui-méme est bijective.

C'est vraisi k = 1.
. Wi, W,
Notons L; ; = [wo 1, ..., woex_1] la i¢ ligne de Wy, Comme W, = , on
’ ’ ’ Wk —Wk

a, pour 0 <i <2F -1

Lijy1 = [Lig, Lig) s Lijor g1 = [Lig, —Lig) -

Comme wg; = 1, on voit que csp11(i) = 2¢si(1) et cspiq(i + 2F) = 2esi,(i) + 1 si
w; ox = 1, alors que csp4q(i) = 2es5(1) + 1 et espyr(i + 2%) = csp(i) st wyor = —1.

Supposons maintenant que pour tout p € {0,...,2¥ — 1} il existe i € {0, ..., 28 — 1}
tel que csi(i) = p, et soit p € {0,...,25T1 — 1}. Si p est pair il est de la forme p = 2q,
et si p est impair il est de la forme p = 2¢ + 1, avec ¢ entier, 0 < ¢ < 2¥ — 1. On
a alors soit csyi1(i) = p, soit csp1(i + 2%) = p, ot i € {0,...,2% — 1} est choisi de
sorte que csg(i) = g. Comme 0 < i < i+ 2k < 2K+l _ 1 on voit par récurrence
que l'application i — c¢sg(7) est bien une application surjective, donc bijective, de
I'ensemble {0, ..., 2% — 1} sur lui méme pour tout k > 1. &

Définition 6.4.3 Soit f = {f[0], f[1], ..., f[2F —1]} € C¥", soit p € {0,2F —1}, et soit
¢ = L. Posons Wei(f)[i] = Wi(f)[i] si csi(i) < 28 =1, Wer(f)[i] =0 si 2 =1 <
csk(i) < 28 —1. La compression d’ordre ¢ de f est la suite Comp.(f) € C2* définie
par la formule
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Comp.(f) = Wyt o We)(f). (6.18)

Soit D, = (d;ij)ocicor_, la matrice diagonale définie par les formules d; ; = 0 si
0<j<2k—1

i#j,di; =081 28 —1 <esp(i) <28 —1,di; =1sicsp(i) <28 —1-1.On a

"Wer(f)) = DeWi(f)) = DWicf, Compe(f) = %WchWif.

Si on preéfére faire les calculs avec les matrices lignes f et f(9), on obtient

1
f9 = ?fWchWk- (6.19)
Pour k =2, ¢ = 50%, on obtient
1 1 1 1 1 0 0 0
1 -1 1 -1 0 0 0 O
We=11 1 1 a|'P=loo1 0|
1 -1 -1 1 0 0 0 O
1 0 1 0 1 1 1 1
1 1 0 1 0 1 -1 1 -1
2PWa=0 g o |1 1 1
L1 0 -1 0 1 -1 -1 1
F1/2 12 0 0
12 12 0 0
1o 0 1/2 1/2
L0 0 1/2 1/2

C o o) — J O+ fIO1+F] FIBI+S1A] fIB]+F(4]
Done si f = {f[0], f[1], f[2], f[8]}, f© = { A0, SO St SISETL L
On a vu au début de ce chapitre, en utilisant la transformée de Walsh rapide, que
si f=4{1,2,—1,-3,6,—1,2,0}, alors W5(f) = {6, 10, 10,2, —8,—8,4, —8}.
On a

1 1 17
-1 1 -1
1 -1 -1
-1 -1 1
-1
-1 1 -1 -1 1 -1 1
1 -1 -1 -1 -1 1 1
-1 -1 1 -1 1 1 1]

= e e
—_
—_
—_
|
—_
|
—_
|
—_

On obtient

63(0) = 0, 03(1) = 7, 63(2) = 3, 63(3) = 47 63<4) = 1, 63(5) = 6, 03(6) = 2, 05(7) = 5.
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On pose ¢ = 37,5%, donc W5 .(f) = {6,0,0,0,—8,0,4,0}. On termine le calcul
de f© en utilisant la transformée de Walsh rapide (ne pas oublier de diviser par 8
le résultat obtenu en appliquant la transformée de Walsh a W .(f) pour obtenir sa
transformée de Walsh inverse.

0(1] 2345 6] 7
g=Ws ()60 0] 0 8]0 4] 0
gV 616| 0 0 |-8|-8| 4| 4
g? 616 6 | 6 | -4|-4|-12]-12
8f=¢g® [2]2] 6] -6[10]10] 18] 18
f(C) 1111 _3|_3 5 5 9 9

4 4 4 4 4 4 4 4

Ce calcul est confirmé sous Mupad, voir la feuille de calcul jointe.

Cette méthode de compression est en général efficace, mais elle ne peut pas donner
toujours de bon résultats : il suffit pour la mettre en défaut avec un taux de com-
pression ¢ de considérer une suite non nulle f € C2* telle que W, (f)[j] = 0 pour tout
j > ¢(2¥ — 1). On peut évidemment construire des exemples de ce type, en prenant
k assez grand, pour ¢ > 99,99%, et plus généralement pour des taux de compression
arbitrairement proches de 1.

On va maintenant mettre en place une procédure sous Matlab pour appliquer cette
méthode a des signaux 1-D. En pratique on a une fonction f : [a,b] — R. on fixe un
entier k > 1, et on pose, pour 0 < j < 2F — 1,

il =1 (0 i)

On applique la procédure ci-dessus a f, ce qui donne f(c) € Czk, et on construit la
compression f(© de f associée a cet échantillonnage, qui est la fonction affine sur les
intervalles [a+ j 5%, a+ (j + 1) 4%], 0 < j < 28 —2 vérifiant [ (a+j22) = O]
pour 0 < j < 2¥ — 1. On donne ensuite les représentations de f et f(© sous Matlab
associées a ces échantillonnages.

Nous décrivons maintenant en détail une implémentation sous Matlab de cette
méthode de compression des signaux 1-D. Ce procédé est décrit par G.Peyré dans
[13]. Nous donnons la version obtenue par G.Fenez et S. Ismais en 2006 a Bordeaux
dans leur mémoire de masterl-crypto [9]. On commence par écrire un programme
pour le réarrangement par changements de signes.

On écrit

edit ncs

Matlab ouvre un fichier (une m-file).
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M:=Dom: :Matrix();

Dom::Matrix ()

WO:=M([[11]);

Wl:=
linalg::stackMatrix(linalg::concatMatrix(W0,W0),linalg::concatMa
trix(wW0,-w0));

W2:=
linalg::stackMatrix(linalg::concatMatrix(W1l,Wl),linalg::concatMa
trix(wWl,-wl));

W3:=
linalg::stackMatrix(linalg::concatMatrix(W2,W2),linalg::concatMa
trix(wW2,-w2));

(1)

00

1 -1

11 1 1

(1-1 1 -1

1 1 -1 -1

\1-1—11

(1111 111\

-11 -1 -1 1 -1 1
I -1 -1-1-11 1
-1 -1 1 -1 1 1 —1)

1
1
1
I 1.1 1 -1-1-1-1
1
1
1

¢,9,0,0,01,190,0,0,0,0,0,0,01,[0,0,0,

¢,0,1,01,10,0,0,0,0,0,0,011);
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(10000000\
000000O0O
000000O0O
000000O0O
000010O00O
000000O0O
00000O01O0
\00000000)
f:=([r11,2,-1,-3,6,-1,2,011);9:=£*W3;gc:=g*DC; fc=(1/8)*gc*W3;

1,2, -1, -3,6, -1, 2,0]]
610 10 2 -8 -8 4 -8)
6000 -8040

fc = (

-lklbd

-lklw
-lklm

5
4

-lkl\D
<l

==

L
4
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function nk = ncs(n)
p = log2(n); nk = 0; ek = 0;

for k=1:p

ek = [ek;1-ek];

nk = 2*[nk;nk]+ek;
end

Pour réorganiser par changements de signe les nombres entiers entre 0 et n — 1, n
désignant une puissance de 2, il suffit d’utiliser la commande ncs(n).
On obtient par exemple

>> ncs(32)

ans =
31
15
16
24
23
28
12
19
27
11
20
30
14
17
25

22
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29
13
18

5
26
10
21

Ce programme fonctionne a ’échelle industrielle : il faut a peine quelques secondes
a Matlab pour dérouler la liste des nombres de 0 & 10?° — 1, reclassés par changements
de signe.

On implémente ensuite la transformée de Walsh rapide. On introduit sous Matlab
une deuxiéme m-file, notée fwt.

% Transformée de Walsh rapide
function res = fwt(a)
% N doit &étre une puissance de 2
[NN,N] = size(a);
res = zeros(N,1);
if N==
% fin de 1’algorithme
res = a;
return;
end
% appels récursifs
P = N/2;
a(l:P) = fwt(a(1:P));
a((P+1):N) = fut(a((P+1):N));

for i=1:P
tmp = a(i);
a(i) = tmp + a(i+P);
a(i+P) = tmp - a(i+P);
end;
res = a;

On vérifie I'algorithme en Iappliquant a la suite a = [12—1—36—120]. On retrouve
bien le résultat vu plus haut.

a=[ 12 -1 -3 6 -1 2 0];
>> b=fwt(a)

b =
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6 10 10 2 -8 -8 4 -8

On teste maintenant cette machine sur un signal & 1024 entées. Le résultatt est
obtenu instantanément, et on verifie que la transformée de Walsh inverse de la trans-
formée du signal b est nulle aux erreurs d’arrondi preés (le résultat, qui consiste en une
liste de nombres de I'ordre de 107!, n’est pas affiché).

>> a=[0:1:1023];

>> b=sin(a);

>> c=fut(b);

>> d=b-(1/1024) *fwt (c)

On va maintenant mettre en place la procédure de compression proprement dite,
qui fait appel aux deux programmes précédents. On ouvre une m-file nommeée comprld,
dont les entrées sont un signal 1d et un taux de compression. On représente graphi-
quement ensuite le résultat obtenu.

function res = comprid(entree,fact_red)

walsh = fwt(entree);
[a,b] size (entree);
tab_chgt = ncs(b);

for k=1:b
if tab_chgt(k) >= fact_red
walsh(k) = 0;
end
end

res = fwt(walsh)/b;

On notera que le taux de compression a rentrer dans la commande comprld est en
fait le produit du taux de compression cherché par la longueur du signal. On applique
ceci au signal obtenu a partir de la fonction x — sin(x) — 3 * sin(x/27) + 2sin(z/36),
avec des taux de compression de 10%, 30% et 75%.

x=[0:2/1023:2];
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y1=sin(x)-3*sin(x*27)+2*sin(x*36) ;
z11=comprid(y1,25);
z12=comprid(y1,76);
z13=comprid(yl,123);

>> subplot(221) ;plot(x,yl);

>> subplot(222) ;plot(x,z11);

>> subplot(223) ;plot(x,z12);

>> subplot(224) ;plot(x,z13);

On obtient un fichier eps avec la commande matlab "print -depsc compld" que
I’on insére dans le support de cours
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La fonction sin(x)-3sin(27x)+2sin(36x) compression a 2,5%

6 6
al
ol
ol
ot _I—
0 05 1 15 2 0 05 1 15 :

compression a 7,5% compression a 12%




6.5. APPLICATIONS DE LA TRANSFORMEE DE WALSH A LA COMPRESSION DES IMAGESS1

6.5 Applications de la transformée de Walsh & la compression
des images

On aborde maintenant le traitement des images. Une image en noir et blanc peut
étre considérée come une matrice carrée dont les coefficients, communément appelés
pixels, sont des réels mesurant toutes les variantes de gris entre le blanc et le noir.
Pour les images en couleur a chaque pixel seront associés trois nombres permettant de
reconstituer la couleur du pixel & partir de trois couleurs fondamentales. Le principe
de la compression est le méme dans les deux cas, et nous allons décrire en détail
comment compresser les images en noir et blanc en utilisant la transformée de Walsh.

Dans toute la suite on notera L;(M) la ¢ ligne et C;(M) la j° colonne d’une
matrice M = (miyj)ogigpfl-
0<j<g-1

22k

Définition 6.5.1 Soit k£ > 1. Une image numérisée a pizels est une matrice

Q = (€4)oc;<or_, G coefficients réels.
0<j<2k -1

La transformée de Walsh horizontale W*hor)(Q) d'une image numérisée Q a 2%
pizels Q est par définition la matrice obtenue en appliquant la transformée de Walsh
Wi @ toutes les lignes de €, la transformée de Walsh verticale W et (Q) de ) est
par définition la matrice obtenue en appliquant la transformée de Walsh Wy, a toutes
les colonnes de , et on définit la transformée de Walsh W) de Q par la formule

W(k) (Q) — (W(k,vert) o W(k,hor))(Q).

Notons que comme d’aprés les formules 6.2 et 6.5, on a L;(W*)(Q) = L;(w)W
et C;(Wkvert)(Q) = W,,C;(0), et on obtient les formules

W(k,hor) (Q) _ WkQ, W(k:,vert)(Q) _ QWk7
W(k)(Q) _ (W(k,vert) o W(k,hm-))(Q) _ WkQWk _ (W(k,hor) o W(k’vert))(Q). (620)

On a alors

-1 1 1
Par exemple considérons 1'image numérisée a 4 pixels (2 = [i cﬂ .On a

R | | A | P

_la+b+c+d a—-b+c—d
la+b—c—d a—-b—cH+d|’
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Bien entendu dans la pratique on ne saurait travailler & moins de 1 million de
pixels, ce qui donne au moins k = 10, car 10%° = 1048576, et les calculs se font sur
ordinateur a ’aide de la transformée de Walsh rapide, comme on le verra plus loin.

On va maintenant procéder & un "réarrangement selon les changements de signes"
des couples (i, j) pour 0 <i < 2F—1,0 < j < 2F — 1. Comme 'application i — csy(i)
est une bijection de Pensemble {0,...,2¥ — 1} sur lui-méme, I'application (i,j) —
csp(i)+csp(j) est une application surjective de 'ensemble {0, ..., 28 —1} x {0, ..., 2 -1}
sur ensemble {0, 2¥*1 —2}. On va alors définir un ordre total sur les (doubles) indices
des pixels, ce qui va permettre de les réarranger par ordre croissant et d’appliquer la
transformée de Walsh a la compression d’images.

Définition 6.5.2 Soient (iy, j;) et (iz, jo) deux éléments de ’ensemble Ej, := {0, ..., 2F—
1} x {0, ...,28 —1}. On dit par définition que (i1, j1) est strictement inférieur a (i, j2)
si esg(in) + esp(g1) < esi(iz) + esk(f2), ou si csp(iy) + csp(f1) = esp(iz) + esp(j2) avec
s (i) < esg(iz).

On adopte la convention évidente (i1,7j1) < (i2,j2) si (i1,71) < (i2,72), ou si
(11,71) = (42, j2), et on obtient un ordre total sur Ej. On pose, pour (i,j) € F,
Ok(i, ) = Card ({(a, B) € B | (o, 8) < (i,)}]. (6.22)

Ceci permet de définir avec précision une procédure de compression d’images.

Définition 6.5.3 Soit Q = (w;;)i1<i<x une image numérisée o 2% pizels. Pour ¢ €
1552k

[0,1], on pose

WEIQ)[i, 1] = Wi, 7] si 0(i, j) < 2%, WEI(Q)[i, ] = 0 si 0,(, ) > 2,
et on définit la compression d’ordre ¢ de Q) par la formule

1

0 — ({W(k)]fl o W(k,c)) Q) = ﬁw(mw(l@)(mw(k).

\ . . a b| . N
Revenons a notre image numérisée (2 = L d} a 4 pixels. Une compression a 0%

donne [8 8} , et une compression a 100% ; redonne Q.

On a
(0,0) < (0,1) < (1,0) < (1,1),

et on obtient

W(1,1/4)(Q>_[a+b—(|)—c+d 8 ,W(1’1/2)(Q>: a—l—b—(i]—c—i—d CL—b—SC—d 7
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W(1’3/4)(Q): {Zigjzi—g a—bg—c—d]7

9(1/4)_1 a+b+c+d a+b+c+d 9(1/2)_1 at+c b+d
4 la+b+c+d a+b+c+d|’ 92 la4+c b+d|’

9(3/4)_1 3a+b+c—d 3b+a—c+d
4 |3c+a—-b+d 3d—a+b+c

Des implémentations sous Matlab de cette méthode ont été réalisées par Fenez-
Ismais et Le Moal-Ponsonnet dans leurs mémoires de Master 1 a Bordeaux [9] [11].
Nous n’avons hélas pas eu le temps de les faire figurer ici.

6.6 Exercices sur le Chapitre 6

exercice 1
1) Ecrire les matrices de Walsh Wy, Wy, Wy et Wig et leurs inverses.

2) Calculer les transformées de Walsh des fonctions [0, 1], [0, 1,0,0], [0,1,1,1,1,1,2, 3]
et [1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1].

P Y Y 9 ) Y Y Y ) Y Y Y ) )

a) En utilisant les matrices de Walsh
b) En utilisant la transformée de Walsh rapide.

3) Vérifier sous Mupad les résultats de la question précédente.

exercice 2

Soient S et T' deux sous-ensembles de {0, ...,k — 1}. Montrer que I'on a

(1) Xs. X7 = Xsnr.
(1) Xsur = Xs + X1 + Xg. X7.

exercice 3

En utilisant le Cours d’algébre linéaire [6], montrer que le polynome caractéristique
de la matrice de Walsh W, est égal a (22— 2F)2""". En déduire qu’il existe une matrice
orthogonale P € My (R) telle que 'on ait

tPW,.P = P, p = of |12 0
0 —IQkfl
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ol Ioe—1 désigne la matrice unité a 2¥~1 lignes et 2¥~1 colonnes.
exercice 4
Exprimer toutes les fonctions booléennes sur F? comme somme de monomes.
exercice 5

Déterminer le nombre de fonctions courbes et les expliciter toutes dans les cas
k=2 k=3et k=4.

exercice 6
Soit a € By, et posons d,(z) = 0si x # a, d,(x) = 1 si x = a.

1) Vérifier que f = ZaeF’g f(a)d, pour toute fonction f € By.
2) Montrer que l'on a, pour a = [ay, ..., ay_1] € F%

(Sa = Hf;é(Xj + aj +T)

3) On énumére les éléments de F% en posant a(,) = [By, ..., Pp_y) pour 0 < p < 2F—1,
oup= Z?;S, avec p; € {—1,1}, désigne la décomposition de p en base 2. De méme on
énumeére les sous-ensembles S de {0, ...,k—1} en posant S, ;= {j € {0,....,k—1} |p; =
1}.

} Donner la matrice de passage de la base {a(0), ..., agx_1)} 4 la base { Xs,, ..., X5, }
et la matrice de passage de la base {Xg,, ..., X5,  } ala base {ao, ..., age_1 }. Quel est
le lien entre ces deux matrices ?

4) En utilisant ce qui précéde, donner une formule permettant de calculer la décom-
position d’une fonction booléenne en somme de moomes f € By a partir du tableau
des valeurs de f*.

exercice 7
Soit f € Bs la fonction booléenne vérifiant f*(x,) =110 < p <3, f*(x,) = —1
si4<p<T.

1) Donner la table des valeurs de f, et exprimer f comme somme de monémes (on
pourra utiliser I'exercice précédent).

2) Calculer transformée de Walsh de f* en utilisant 1’algorithme rapide du cours
(donner le détail des calculs).
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2) Quelles sont les fonctions booléennes affines les plus proches de f au sens de la
distance du cours, et quelle est la valeur de d(f,.A3)?

3) Méme questions avec la fonction g vérifiant ¢*(p) = 1 pour p impair, g*(p) = —1
pour p pair quand 0 < p < 7.

exercice 8 (usage de Mupad recommandé)
1) Trouver par le calcul matriciel la formule donnant la transformée de Walsh d’une
image numérisée a 16 pixels.

2) Réarranger par ordre croissant les couples (i, j)o<i<3 en suivant la procédure du
0<5<3
cours.

3) Trouver la formule permettant de calculer la compression a 75% d’une image
numérisée a 16 pixels.

exercice 9
Donner un programme permettant de calculer par récurrence sous Mupad les ma-
trices de Walsh.
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Chapitre 7

Transformée de Fourier discréte

7.1 Définition de la transformée de Fourier discréte

On va définir la transformée de Fourier discréte sur CV.

Définition 7.1.1 Soit N > 1 un entier et soit wy = eN. On définit la transformée
de Fourier discréte f de f = (f[0],..., f[N — 1]) par la formule

flm] = finJwy"™, me{0,..,N —1}. (7.1)

L’application = Fn(f) : [ — f est appelée la transformation de Fourier discréte
sur CN.

La matrice de Fourier Ay est définie par la formule
44N‘::(wa”ﬁogm§N—L
0<n<N-1

Il est clair que la matrice de Fourier est symétrique, et que Ay est la matrice
représentant Fy(f) : CNV — CV dans la base canonique {dy, ...,0n_1} de CV. On a
alors les formules

f=fAx, 'f=Ay'f. (7.2)

On définit la matrice conjuguée B d’une matrice B = (b, ,,)o<i<, par la formule
0<j<q

On a
N-1 N-1
mk, —nk __ m—n\k
Wy Wy = (W ™)
k=0 k=0
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Commewﬁzl,onobtient,pourOSmﬁN—l,OgmgN—l,

N-1
whitFwy™ = N sim =n,
k=0
- mk, —nk 1 — wim-mN :
ZwN Wy :W:O&m;ﬁn.
k=0

On voit donc que, Iy désignant la matrice unité a N ligne et N colonnes, on a
ANAy = NIN, donc Ay est inversible et on a

1—

On obtient alors la "formule d’inversion de Fourier" et les formules de
Plancherel-Parseval dans le cas discret.

Proposition 7.1.2 On a pour f € CV la formule d’inversion

1
:NZ njwi™, 0<m< N —1. (7.4)
=0

On a également pour f,g € CN la "formule de Plancherel”

N-1 | Nl
> fmlglm] = < > flmlglm]. (7.5)
m=0 m=0

En particulier on a pour f € CN la "formule de Parseval”
N-1 =
> Ifm)fP = N > I fm]l” (7.6)
m=0 m=0
Démonstration : La formule d’inversion résulte du fait que Ay' = +Ay. D’autre
part on a
N—-1
Z flmlgim] = f1g = fANANTg = N flg= N> flmlglm],
m=0

ce qui prouve 1a formule de Plancherel, et la formule de Parseval est un cas particulier
de la formule de Plancherel. &

On va maintenant donner trois exemples en basses dimensions. Pour N = 2, on a

1 1

wy = —1, et Ay = {1 q

transformée de Walsh W,;. Pour N = 3, on a w3 = 62%, et en posant j = teTﬁ, et en

remarquant que j° = 1 et j~! = 52, on obtient

} = W, et la transformée de Fourier F5 correspond a la
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11 1
Ag=|1 ;2
1 g 5

24T

Le lecteur remarquera que nous avons adopté la convention j = e3 , ce qui est
I'usage en Mathématiques. Par contre pour les physiciens le nombre j représente le
nombre "imaginaire pur", c’est a dire que le nombre j des physiciens est en fait le
nombre 7 des mathématiciens.

Pour N =4, on a wy = e = 7, et on obtient

1 1 1

1

1 - =1 1
Ay 1
1

-1 1 -1
. =1 —

Posons f = (f[0], f[1], f[2]) :== (1,0,1), g = (9[0], g[1], g[2], 9[3]) := (1,0,0,4). Par
calcul direct, on obtient

1 1 1
(01, U], f12) = f = fAa = (1,0,1) | 1 42 j | =(3,0,0),
1 j 5
1 1 1 1
(310, 411),3(21,513) = 9A4s = (1.0,0,0) | T ~0 L
1 -1 —

=(141i,0,1—1i,2).

A 1., . . 9 ]__'3 o
Notons que dans le calcul de f on a utilisé le fait que 1+ j + j° = 1jj =0.

7.2 Convolution cyclique et convolution acyclique

Soient u = (u[n])ps0 € CY et v = (v[n])n>0 € CV deux signaux causaux. On
a défini plus haut le produit de convolution u * v = ((u * v)[n]),>o par la formule
(formule 5.4 du Chapitre 5)

n

(ux )] =Y ulplofn - p].

p=0
Considérons maintenant f = (f[n])o<n<n—1 € CV et g = (g[n])o<n<n-1 € CV.

N
On définit le produit de convolution cyclique f (*) g de f et g par la formule
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(f ¥ 9] = flplgln —p] + 2 f(p)gn+N—-p), 0<n<N-—1, (7.7)

p=0 p=n+1

C N-1 .
avec la convention évidente >~ '\, f(p)g(n + N —p)=0sin=N — 1.
On pourrait vérifier directement que la convolution cyclique, qui est une loi de
composition interne sur CV, est commutative et associative, mais ces propriétés sont
des conséquences immédiates de la propriété fondamentale suivante.

Théoréme 7.2.1 Soit N > 1. On a, pour f = (f[n])o<n<n-1 € CV, 9 = (9[n])o<n<n_1
e CV,

Fu (f P g) — Fu(H)Flo). (73)

Démonstration : Soit n € {0,..., N — 1}, et posons u[m] = f[m] pour 0 < m <
N —1, ulm] = 0 pour m > N, v[m| = 0 pour 0 < m < n — 1, vm] = g[m] pour
n<m<N-=1vm] =gm-—N]pour N<m < N+n-—1,et v[m|] =0 pour
m > N + n, avec les conventions évidentes pour n = 0. On a

(uxv)im] =0 pour 0 <m <n-—1, (u*v)[m]:(f(ix\:)g)[m] pourn <m< N —1,

(uxv)[m] = (f Pl g)(m—N)pour N <m <n+N-1, (uxv)[m] = 0 pour m > n+N.

Avec les notations du Chapitre 5, et compte tenu du fait que w™™¥ =1, on a
“+oo N-1 n+N—1
Z(uxv)(w") = Z(u % V) [m]w ™" = Z (u*v)[mlw™™" 4+ Z (u % v)[m]w= (=M
m=0 m=n m=N

N— n—1
:Zf@g e+ X Y g o= (1% ) )

Il est Clalr que Z(u)(w") = F(f)[n]. D’autre part on a

Z0)W) = Y vlmle ™ = Y glmlo ™+ 3 glm — NN
= gl 3 gl ™ = F(o) )
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On a alors, d’aprés le théoréme 5.4

Fa (f o g) 0] = Z(ux 0)(") = Z()(W)Z@)@") = Fy (Al Fxlg)ln).
&

N
Corollaire 7.2.2 L’application (f,g) — f (*) g est une loi de composition commu-
tative et associative sur CN.

Notons que si on pose, de méme que plus haut, dy[0] = 1 et dy[n] = 0 pour
1 <n < N —1, alors on a, pour f € CV,

(V) ()
[ x 00=200 x f=F, (7.9)

N
de sorte que Jy est I’élément unité de CV pour la loi de composition interne (*) .

On va voir un peu plus loin que la FFT ("fast Fourier transform") fournit un
algorithme performant pour calculer les transformées de Fourier discrétes, ce qui
permet de calculer rapidement les produits de convolution cycliques en utilisant la
formule

F% g = Ft (Fu(HFulg)). (7.10)

7.3 La FFT

On va maintenant donner un algorithme rapide (en fait deux versions, la version
décimation temporelle et la version décimation séquentielle d’un algorithme rapide)
permettant de calculer la transformée de Fourier sur le groupe Z/NZ dans le cas
ot N = 2F k > 1. On peut toujours dans les applications se ramener a ce cas,
en identifiant f = (f[0],..., f[p]) € C(Z/pZ) a la fonction f € C(Z/2"Z) définie
par les formules f[j] = f[j] pour 0 < j < p—1, f[j] = 0 pour p < j < 28 — 1,
k > 1 désignant le plus petit entier tel que p < 2*. Cette méthode, inventée par
Cooley et Tukey en 1965 et connue sous le nom de FFT (Fast Fourier Transform) a
révolutionné le calcul sur ordinateur, en permettant d’effectuer en trente secondes des
calculs qui nécessitaient auparavant deux bonnes semaines. Cet algorithme a connu
depuis de nombreuses variantes, souvent adaptées a des situations spécifiques. Nous
nous contenterons ici de donner les versions de base de cet algorithme, en renvoyant a
Numerical Recipes [14] pour la version décimation temporelle, et a Particle de Brigham
[3] pour la version décimation fréquentielle. On trouvera des détails historiques sur
'invention de la FFT et ses conséquences dans larticle de Rockmore [15].

On identifie dans la suite [Z/pZ] a {0, ...,p — 1} en écrivant j au lieu de j, et on
pose de nouveau w, = ¢’r". La version décimation fréquentielle de la FFT est basée
sur l'observation suivante.
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Proposition 7.3.1 Soit N > 1 un entier, et soit f € C?N. Posons fO[j] = f[2]] et
fOL] = fl27+1] pour 0<j <N —1. Ona

Fon (N1 = Fn (O] + wad Fn (fD)[] pour 0 < j < N —1,
Fon(F)lj] = Fn(fOj — N — wpi P (f)]j — N] pour N < j <2N — 1. (7.11)

Démonstration : Il 8’agit d’un simple calcul. Comme wy = w3y, on a, pour 0 <

N-1 N-1
Fonljl Z f[2m w2]\2/mj + Z f2m+1 w21572m+1)
m=0 m=0
N-1 N-1
= f2mloy™ +wir Y f2m o+ Lwy™
m=0 m=0

= Fn(f )] + wor Fn (fD) ).
Notons que wiy = —1. On obtient, pour N < j < 2N — 1,

N-1
m=0 m=0
N-1 N-1
= f[2m w;f,m Z f2m+1 w2N2m+1)( -
m=0 m=0
N-1 N-1
_ 2m(j—N
= f2mlwy " m(i= —w2N )Zf 2m + 1w,y G=N)
m=0 m=0
N-1 ‘ N—
= f[Qm]W;fm(j_N) 2N ) Z f2m+1 mu )
m=0

= Fn(fO)j = N] = wyid "V FEn(FO)[j — NJ.
&

On peut déduire directement une implémentation récursive de la transformée de
Fourier discréte F,, quand N = 2* mais celle-ci présente I'inconvénient d’avoir a sépa-
rer les termes pairs et impairs a chaque étape du calcul, alors que pour la transformée
de Walsh rapide on associait a f € C*" les fonctions fo = (f[0],..., f[2"! —1]) €
C¥" et fr = (f[277Y, ..., f2"—1]) € C*" dans les calculs intermédiaires. On peut
remédier a cet inconvénient par une procédure de " renversement de bits”.
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Définition 7.3.2 Pour a € {0,...,28 — 1} on note a = [ag_1...a¢] l'écriture dyadique
de a, de sorte que a = Z?;é a; 27, avec a; € {0,1} pour 0 < j <k —1. On pose
revg(a) = lag...ax_1]. (7.12)

R k
De méme pour f € C*, on pose

or(f) = foreu. (7.13)

Il est clair que revy, est une application de ’ensemble {0, ..., 2571} dans lui-méme, et
que (revyorevy)(a) = a pour tout a € {0, ..., 28 — 1}. Par conséquent les applications
revi et o, sont bijectives et coincident avec leurs applications réciproques. On va
expliciter I'application rev, pour k = 3.

Exemple 7.3.3 Les valeurs de 'application revs sont données par le tableau suivant

J 0 1 2 3 4 ) 6 7
J dyadique 000 | 001 | 010 | 011 | 100 | 101 | 110 | 111
revs(j) dyadique | 000 | 100 | 010 | 110 | 001 | 101 | 011 | 111
revs(j) 0 4 2 6 1 5 3 7

On va maintenant donner 'algorithme de la FFT dans la version décimation tem-
porelle

Théoréme 7.3.4 Soit k > 1, et soit f € C2". On pose (90,0, --» Go2k—1) = Go =
on(f) € C¥, et pour 1 < n < k on définit g, = (Gn,05 o) Gnok-n_1) € C¥, avec
Gn.m € C*" par la formule de récurrence suivante, ot 0 < g < 2771 — 1,

Gnmld] = Gn-1.2m[q) + Wi Gn-12ms1[q + 2771,

gn,2m+1[q + 2n—1} - gn—l,Qm [Q] - wgngn—l,Zm—O—l[q + Zn_l]- (714)
Alors g = For(f).

Démonstration : Pour £ = 1 ce résultat est une conséquence immédiate de la
proposition 7.3.1. Supposons maintenant que l'algorithme fonctionne pour tout f €
C2*, avec k > 1, et soit fe C2""". Posons g = 0r41(f), et posons également, de méme
que plus haut, pour 0 < m < 2%,

fOlm] = fl2zm), fO[m] = f2m+1], golm] = glm], g1[m] = g[2" +m].

En écriture dyadique, un nombre de la forme a = 2m, avec 0 < m < 2¥ — 1, sécrit
a = [ak...a10]. Donc m = [a...a1], et revgyi(a) = [Oay...ax] = revi(m). De méme
sib=2m+1, avec 0 < m < 2F — 1, b séerit b = [by...by1]. Donc m = [bg...by], et
revy1(1) = [0by...bg] = 2F + revy(m). On obtient, pour 0 < m < 2F — 1,
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revii1(2m) = revy(m), reve(2m + 1) = 25 4+ rev(m). (7.15)

On en déduit que go = f@ et que g; = fM. 1 résulte alors de 'hypothése de

récurrence que gor(m) = For (fD)(m) et que gor (28 +m) = For (fV)(m) pour 0 <

m < 2% — 1. Tl résulte alors de la proposition 7.3.1 que gorr1 = Fori1(f), et la validité
de lalgorithme proposé est vérifiée par récurrence. &

Exemple 7.3.5 On pose f =[1,—1,—1,0,0,1,1,0]. Calculer la transformée de Fou-
rier discréte de f en utilisant la FFT, version décimation temporelle.

On applique I'algorithme ci-dessus, en remarquant que wy = —1 et wy = 7.

m 0 1 2 3 4 5 6 7
flm] 1 -1 -1 0 0 1 1 0
go[m] 1 0 -1 1 -1 1 0 0
n=12"=24¢=0 91000 | g10[l] | 91,1[0] | g1.1[1] | g12[0] | g12[1] | 913 9131]
1 1 0 -2 0 -2 0 0
n=22"=4qg=0o0ul 92,0[0] 92,0[1] 92,0[2] 92,0[3] 92,1[0] 92,1[1] 92,1[2] 92,1[3]
1 1421 1 1-2i 0 -2 0 -2
n=32=8¢=0120u3 | f0] | f{A] | f2] | f[3] | fH] | f5] | fl6] f17]
1 142 1 1—2 1 1424 1 1—2¢
—2wg! “2wg? +2wg? +2wg

Puisque wg = /4 = %, on awg' = 1—\7;, wg? = e/t = —%. On obtient

1420 —2wgt =1+2 —v24+v2i=1—-V2+(2+V2)i,
1-2i— 2w =1-2i+v2+ivV2=1+v2— (2 - V2)i,
142+ 205t =14+ V2 + (2 = V2)i,
1—2i+2w5 =1—v2—(2+V2)i,

ce que 'on peut résumer dans le tableau suivant

m 0 1 2 3 4 5 6 7
flm] | 1 -1 -1 0 0 1 1 0
fiml 1] 1—=v2 | 1| 1+v2 |1| 1+v2 |1 1-v2
+(2 4+ V2)i —(2 —V2)i +(2 — V/2)i —(2+V2)i

Dans la suite les fonctions fy, f1, f©@ et f sont définies de méme que plus haut
pour f € C* n > 1. Pour g € CV, on définit Sy(g) € CV par la formule suivante,
ou 0 <j <N,

Sw(9)[] = wargli]- (7.16)
On va maintenant aborder la version décimation fréquentielle de la FFT. Cet algo-
rithme est basé sur le résultat suivant.
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Proposition 7.3.6 Soit N > 1 un entier, et soit f € C*N. On a

[Fon (N = Fn(fo+ 1), [Fan (DY = Fn(Sn(fo = f1)- (7.17)
Démonstration : Il s’agit de nouveau d’un simple calcul. Pour 0 < j7 < N, on a

2N—-1 2N—-1

[Fan (NO]] = Fan(2)) = Z w2 f Z e

done [Fon ()] = Fn(fo+ fr).
De méme on a, pour 0 < 53 < N,

2N-1 2N—1
Fon(HIO] = Fan (2 +1) = > wp @Y flm] Z wyy'wy' " fm]
m=0

N— N-1

Z W;fmjsz m] + Z wy™ WN sz\rfnng\jfv [N +m)]

m= m=0

N— N-1

:ZWN Twa flm ZWN YW fIN +ml,

m=0

donce [Fon (f)]Y = Fn(Sn(fo— f1))- &

On va maintenant donner I’algorithme de la FFT dans sa version décimation fré-
quentielle

Théoréme 7.3.7 Soit k£ >
1 <n <k on définit h, = (h
de récurrence suivante, ot 0

1, et soit [ € C2". On pose hy = hoo = f, et pour
.0y <oy Mman_1) € C?", quec hym € C2™" par la formule
S S 2k—n—1 -1

Y

hn,2m [CI] - hn—Lm[Q] + hnfl,m[q + 2k7n71]’

hn,2m+1[q] = w;cq—n-u (hnfl,m[Q] - hnfl,m+ [q + 2kinil])' (718)
Alors or(hg) = For(f).
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Démonstration : Pour k£ = 1, f € (C2, on a hl[O] = hl,O[O] = h070[0] + ho}o[l] =
FI0]+ f11], ha[1] = haa[1] = wi(hoo[0] = hoo[1]) = f[0] — f[1], donc hy = Fa(f). Donc
le résultat est vrai pour k = 1.

Supposons maintenant que ’algorithme fonctionne pour k£ > 1, et soit f € c2,
D’aprés I'hypothése de récurrence et la formule 7.15, on a, pour 0 < m < 2F — 1,

For([hi]o)[m] = husa[revi(m)] = hypr[reviga (2m)],
For([R1]1)[m] = his1[2F 4 revi(m)] = hpyr[revie (2m + 1)].

Il résulte de la formule 7.18 que [hi]o = fo + f1 et que [h1]; = Sn(fo — f1)- On
obtient

o1 (hier)]© = For(fo = f1), [ons1 ()] = For(Sn(fo — f1)),

et il résulte alors de la proposition 7.3.6 que og11(hgi1) = For(f). On a donc vérifié
par récurrence que algorithme proposé est valable pour tout £ > 1. &

Exemple 7.3.8 On pose f =[1,—1,—1,0,0,1,1,0]. Calculer la transformée de Fou-
rier discréte de f en utilisant la FFT, version décimation fréquentielle.

On applique I'algorithme ci-dessus, en remarquant que wo = —1, wy = i et wg =
1 i
7z + ok

ho = f f10] f] f12] f13] f14] f15] f16] f17]
1 -1 -1 0 0 1 1 0
N =8,g=0,1,20u3 | hi[0] hi,0[1] hi,0(2] hi,0(3] h1,1[0] hi,1[1] hi,1(2] hi,1(3]
ws = —= + &= 1 0 0 0 1 2wg ! 2i 0
N=4,qg=0o0ul h2,0(0] ha,0[1] h2,1(0] ha,1(1] h2,2(0] ha 2[1] ha3[0] ha,3[1]
wy =1 1 0 1 0 1+2i 2wy ! 1—2i 2iwg |
N=2,q=0 h3,0[0] h3,1[0] h3,2[0] h3,3[0] h374[0] h3,5[0] h376[0} h377[0}
wy = —1 1 1 1 1 T+2i T+2 T—2i 1—2
—2wg! +2wg! +2iwg ! —2iwg !
=1-vV2 | =1+V2 | =142 =1-v2
FC2H+V2)i | +2—-V2)i | —(2—V2)i | —(2+V2)i
revbits f10] S f12] f13] f14] f15] f16] f17]
f=o3(h3) 1 1—+2 1 1++v2 1 1++2 1 1—-+2
+(2 4+ V2)i —(2 —2)i +(2 —V2)i —(2+V2)i

La méthode de décimation fréquentielle donne évidemment les mémes résultats que
la méthode de décimation temporelle ( & condition d’éviter les erreurs de calcul...).

Pour calculer la transformée de Fourier inverse, il suffit d’appliquer I'un ou 'autre
des algorithmes ci-dessus sur C?* en remplacant & chaque étape wy par w;,l et en
divisant le résultat obtenu a la derniére étape par 2*.

Exemple 7.3.9 Calcul de la transformée de Fourier discréte de f = [1,—1,—1,0]

~

et calcul de la transformée de Fourier inverse de f par FFT, version décimation
temporelle.
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On reprend les notations précédentes, en utilisant la notation g au lieu de g pour
le calcul de la transformée de Fourier inverse de f.

m 0 1 2 3
bits 00 01 10 11
revbits 00 10 01 11
golm] = f[m] 1 -1 ]-1 0
glm] = aa(f)[m] 1 -1 -1 0
N=2,q=0,w,=—1 91.0[0] | g1.0(1] | 91.1[0] | g1.1[1]
0 2 -1 -1
N = 4, q = O ou ]_7 Wy = 7 9270[0} 9270[1] g270[2] g270[3]
flm] = go[m] -1 244 |1 2—1
glm| = o2(f) -1 1 244 | 2—1
N=2qg=0,w,=-1 G1,000] | gro[1] | 91.1[0] | G1.a[1]
0 -2 4 21
N=4,g=00ul,wy=1 §2,0[0} 572,0[1] §2,0[2] §2,0[3]
4F5H(f)m] = ga[m] 4 e S 0
Fy () m] 1 —1 —1 0

Exemple 7.3.10 Calcul de la transformée de Fourier discréte de f = [1,—1,—1,0]

et calcul de la transformée de Fourier inverse de f par FFT, version décimation
fréquentielle.

On reprend les notations précédentes, en utilisant la notation h au lieu de h pour
le calcul de la transformée de Fourier inverse de f. L’opération d’ "inversion des bits"
se fait cette fois & la fin des calculs de la transformée de Fourier et de la transformée
de Fourier inverse.
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m 0 1 2 3
bits 00 01 10 11
revbits 00 10 01 11
flm] = ho[m] 1 —1 -1 0
N = 4, q = O ou 1,(4}2 = —1 hl’o[O] hl,O[l] hl,l[o] hl,l[l]
0 -1 2 1
N = 2, q O, Wy = —1 hg 0[0] h271[0] h272 [0] hQ 3[0]
-1 1 241 2—1
f = oa(hs) -1 |24 |1 2 — i
ho[m] = f[m] -1 2+ 1 2-i
N = 4:, q = 0 ou 1, Wy = —1 hl,O[O] hl 0[1] hl 1[0] h171[1]
0 4 —2 2t X1 =—-2
N = 2, q = O,WQ = —1 h270[0] hg 1[0] hQ 2[0] hg,g [0]
ham] 4 —4 -4 0
AF5(f)lm] = oa(ha)[m] | 4 e 0
Fo () [m] 1 ~1 ~1 0

On vérifie donc dans ce cas particulier en utilisant les deux versions de la FFT que
la transformée de Fourier inverse de f est bien égale a f.

7.4 Applications de la FFT au calcul de produits de polyndémes

Soient p = ap + a1z + ... + appx™ et ¢ = by + by + ... + b,z deux polynomes
a coefficients complexes. Soient a = (a;);>0 et b = (b;);>0 les suites définies par les
formulesdj:ajpour()gjgm,gj:bj pour 0 <j<mn,a;=0pourj>m-+1et
Bj = (0 pour 7 > n+ 1. Si on pose

s=0
on a
+o0o _ . n+m B '
pq = Z(EL * b)) = Z(EL * b))’
r=0 r=0

A priori, les calculs dans Z/NZ sont effectués modulo N, mais ceci ne change rien
pour le calcul de @b si N > m+n + 1, il suffit d’identifier j avec j et de considérer
comme nuls les coefficients d’indice supérieur & m + n. On peut donc utiliser la FF'T
pour effectuer les calculs dans CQk, pourvu que 28 > m + n + 1. Ceci s’applique
également & des produits de nombres puisque un nombre « écrit en base d sécrit
sous la forme a = p(d), ot p est un polynome dont les coefficients appartiennent ‘a
I'ensemble {0, ...,d — 1} (ceci ne présente) d’intérét pratique que pour les trés grands
nombres. Nous illustrons ceci par un exemple.
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Exemple 7.4.1 Effectuer le produit des polynémes x* + x + 1 et 23 — 2 en utilisant
la FET (décimation temporelle) et la FFT inverse (décimation fréquentielle) sur C®.
En déduire un moyen de calculer le produit 10011 x 998, (on travaille en base 10) et
effectuer les calculs correspondants.

Posons p=at+2+1=1+24+0224+02%+2* ¢g=2>-2= -2+0.0+0.2% +2>.

On va calculer en FFT décimation temporelle les transformées de Fourier de
[1,1,0,0,1,0,0,0] et [—2,0,0,1,0,0,0,0], en effectuant les calculs dans C®.

Renversement binaire

000 | 001 | O10 | O11 | 100 | 101 | 110 | 111
000 | 100 | 010 | 110 | 001 | 101 | O11 | 111

m 0 1 2 3 4 5 6 7
Film] 1 1 0 0 1 0 0 0
golm] = 1 l 0 0 1 0 0 0
03 ( 1 m]

)
NZQ,CiJZO 91000] | g1.0(1] | 91.1[0] | g11[1] | 91,2[0] | g12[1] | 91,300] | @u3[1]

g1|m] 2 0 0 0 1 1 0 0
N=4,q= 92000] | g20[1] | 920[2] | 920[3] | 92100 | g21[1] | 92.1[2] | g2.(3]
oul, wy=1

5[] 2 0 2 0 1 1 1 1

N=84=0,1 93,0[0] 93,0[1} 93,0[2] 93,0[3] 93,0[4] 93,0[5} 93,0[6] 93,0[7]

—T —3im —im —3im

film] = ga[m] 3 e 24 | et 1 —e 4 | 240 | —e 4

Décimation temporelle, fo = [—2,0,0,1,0,0,0,0]
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m 0 1 2 3 4 5 6 7
fa[m] -2 0 0 1 0 0 0 0
golm] = -2 0 0 0 0 0 1 0
a3(f)[m
N=24¢=0 910[0] | gioll]l | 91a[0] | guall] | g1200] | g12[1] | g13[0] 913(1]
Wy = —1
g1|m] -2 -2 0 0 0 0 1 1
N=4q= 92,0[0] 92,0[1] 92,0[2] 92,0 [3] 92,1[0] 92,1[1] 92,1[2] 92,1[3]
oul,wyg=1
go|m] -2 -2 —2 -2 1 —1 -1 7
N=84¢=0,1 19300 | gso[l] | gs0[2] 93013] | g30l4] | g30[5] | 930[6] 93,0(7]
20u 3, wg =e¢e'1
fa[m] = gs[m] —1 | —2—e% | —2+4i|-2+e 7| =3 |-2+ed | -2—i|-2—e 7
Posons u = m = flfg. On obtient
m 0 1 2 3 1 5 6 7
ulm] | -3 —1-2 7 —34+4i | -1-2 T -3 —1+2 7T —3—4i 142
=—1-V2+iV2 =—1+V2+iV2 =-1+V2-iV2 =-1-v2-iV2
On peut alors calculer la transformée de Fourier inverse de h par décimation fré-
quentielle. La méthode consiste a écrire au départ hyg = [hoo] := u, et ensuite a
associer a hnj € CS/N, avec N =237 0<n<2 0<j<2"—1, deux fonctions
hn+1j e C¥/2N ot h, s JtN/2 € C82N en utilisant pour 0 < j < N/2 — 1 les formules
hni1,410) = P sla] + B sla + N/2]
nla) = (Fuslal = husla + N/2))
On effectue les calculs selon le schéma papillon (en réduisant de moitié & chaque
étape les ailes du papillon). Rendu & n = 3, on obtlent avec hy = [hg() s 7] une
fonction égale & 8F; *(u) "dans I'ordre blnalre inversé" avec , et il suffit de "renverser
les bits" pour obtenir 8F; ' (u). La transformée de Fourier inverse de u s’obtient alors
en divisant par 8 le résultat obtenu.
m 0 T 2 3 1 5 6
ho[m] = ufm)] 3 | c1-2 T | 344i| -1-2"" | -3 | —142eF | -3-4i | —1+2e 4
N = S,q = O, 1,2 hlyo[o] hl’o[l] h1,0[2} h1,0[3] hl’l[O] hl,l[l] hlyl[Q] hl,l 3}
ou 3, wg = eim/4
hi[m] —6 —2 —6 —2 0 —4 —8 —4
N=4,q=0 hzqo[O] hz’o[l] h271[0} hz,l[l] h272[0] hzyz[l] ha 3 [0] h273[1}
oul,wg =1
ha[m] : -12 -4 0 0 —8 —8 8 0
N =2,qg=0,w2 1 hgyo[()] h371[0] h3,2[0} h3,3[0] h374[0] h3,5[0} h3,6[0] h377[0}
ha[m] —16 —8 0 0 —16 0 8 8
o3(hs)[m] = 8F, "(w)[m] | —16 —16 0 8 8 0 0 8
Fy T(w)[m] —2 —2 0 1 —1 0 0 1
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On obtient ici (z? + 2+ 1)(2® —2) = =2 — 2x + 2% — ' + 27, ce qui correspond au
résultat obtenu par un calcul direct.
En appliquant cette formule avec x = 10, on obtient

10011x998 = p(10)g(10) = 10*°+107—2—20—10000 = 10 001 000—10 022 = 9 990 978.

7.5 Applications de la FFT au traitement du signal et de
I’image (en préparation)

On peut régulariser des signaux 1-D ou des images en effectuant des convolutions
avec des fonctions concentrées prés de 'origine, et la FFT est un outil trés utile pour
implémenter ce procédé. Nous renvoyons au traité de G.Peyré pour plus d’information.
L’implémentation de ces méthodes sous Matlab effectué par Le Moal et Ponsonnet
dans leur mémoire de master 1 sera ajoutée a la prochaine édition de ce support de
cours.

On va commencer par implanter la FFT sous Matlab. Ceci est réalisé dans le livre
de G.Peyré, mais nous allons ici suivre pas & pas I'implémentation proposée par Le
Moal et Ponsonnet dans leur mémoire de Master 1 [11].

On commence par calculer sous Matlab le reclassement d’un nombre ¢ € {0, ..., 2" —
1} par "changements de bits". On introduit une m-file appelée renvbits. La commande
est "renvbits(k,t)".

function res = rev_index(t,index)
res = 0;
tmp = index;
for 1=0:t-1
bit = mod(tmp,2);
tmp = floor(tmp/2);
res res*x2 + bit;

end

Par exemple on peut prendre k = 4, soit 28 — 1 = 15, et t = 3. En base 2 on a
3 = 0011, donc apreés le renversement de bits on obtient 1100 = 8 +4 = 12. C’est bien
ce que donne Matlab.

renvbits(4,3)

ans =
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12

La réponse est aussi instantanée pour des renversements portant sur 20 bits.

>> renvbits(20,265431)
ans =

963330

On va maintenant introduire une m-file nommée reclass, qui va reclasser un vecteur
de taille 2" par changement de signes sur les indices. Autrement dit si x = (z;)o<i<an—1,
reclass(x) est le vecteur (T envbits(n,i))o<i<an—1-

function y = reclass(x)

n = length(x);
t = floor(log2(n));
y = zeros(n,1);

for i=0:n-1
j = renvbits(t,i);
y(j+1) = x(i+1);
end

On l'applique a deux vecteurs

>> x=[4 5 -1 4];
reclass(x)

ans =
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>> x=[-12 387 98 0 3565 12 5.6 8.3 6.4 45 67 0.1],

reclass (x)
ans =

-12.0000
65.0000
9.0000
6.4000
8.0000
5.6000

67.0000
3.0000
12.0000
8.0000
45.0000
7.0000
8.3000
35.0000
0.1000

Une expérience montre qu’il faut environ Imn & Matlab pour reclasser un vecteur
2 .
de C¥*° (on ne reproduit pas le résultat du reclassement)

>> x=[0:0.001:2~(20)/1000) ;

reclass(x);

7.6 Exercices sur le Chapitre 7

Exercice 1

1) Ecrire les matrices de Fourier Ay, Ay et As.

2) On pose f[0] = 1, f[1] = —1, f[2] = —1, f[3] = 0. Calculer f par les méthodes
suivantes

a) En utilisant la matrice As.

b) En utilisant I'algorithme FFT (version décimation temporelle).
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¢) En utilisant 'algorithme FFT (version décimation spatiale).

3) On pose g[O] = 17g[1] = _179[2] = _17g[3] = 079[4] = 079{5} = 179[6] =
1, g[7] = 0. Calculer de méme § par les 3 méthodes données ci-dessus.

4) Calculer les produits de convolution cycliques f* f et g* g

a) En appliquant la définition.

b) En calculant les transformées de Fourier de f % f et g * g et en appliquant la

transformée de Fourier inverse.

Exercice 2

On se propose de calculer (1 + )% en utilisant la transformée de Fourier discréte.

1) Donner le développement de (1 + z)?,

2) Déterminer le plus petit entier p tel que le calcul par transformée de Fourier
dans Z/2PZ donne le résultat exact.

3) On pose f[0] =1, f[1] =1, f[2] = 0, f[3] = 0. Calculer f et f2. En calculant la

A

transformée de Fourier inverse de f2, retrouver le résultat de la question 1.

Exercice 3

1) Effectuer le produit des polynomes z2 + 2x + 5 et 3z + 2 en utilisant la FFT et

la FFT inverse sur C*,
2) En déduire un moyen de calculer le produit 125 x 32, et effectuer les calculs

correspondants.

Exercice 4

On considére I'équation f * f = f, ou f: {0,...,2¥1} :— C.
1) Déterminer le nombre de solutions de cette équation.
2) Expliciter toutes les solutions de 'équation dans les cas k =1, k =2, k = 3.

Exercice 5

On se propose ici de décrire l'algorithme de Good-Thomas, qui fait intervenir le

théoréme chinois

1) On suppose que N = pq, ou p et ¢ sont des entiers premiers entre eux. On
note ny : Z — Z/NZ, m, : Z — Z/pZ, et m, : Z — 7/qZ les surjections canoniques.
Rappeler pourquoi 'application

¢:Z/NZ — Z/pZ x L/qZ
TN (n) — (Tp(n), Ty(n))
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est un isomorhisme d’anneaux de Z/N7Z sur Z/pZ x 7./qZ, et expliciter I'isomor-
phisme inverse .
2) Soit f € CV. On définit un signal 2D par la formule

Vk'l € {O,,p—l}, ng € {0,,q—1}, F(kl,kg) :f(¢(k1,k2))
Montrer que si s; € {0,...,p— 1} et s €{0,...,¢— 1}, on a
f[r(slp + 52q)] = F(Sh 52),

ou 7(s1p + s2q) désigne le reste de la division de s1p + soq par N.

3) Montrer que lorsque s; parcourt {0,....p — 1} et sg parcourt {0,...,q — 1},
alors r(s1p + s2q) parcourt {0,...,N — 1}. En déduire comment on peut calculer la
transformée de Fourier de f a partir de celle de F, en explicitant le changement
d’indice. Expliciter cette procédure quand p = 2 et ¢ = 3.

Exercice 6

On note Ay la matrice de la transformée de Fourier discréte sur {0,..., N}. A
f € CN on associe f € CN défini par la formule f[0] = f[0], f(p) = f(N — p) pour
1 <p<n—1 Ondit que f est symétrique si f = f, antisymétrique si f = —f. On
pose d’autre part F(f) = f.

1) Montrer que f s’écrit f = f,+ f, avec f, symétrique et f, antisymétrique. Cette
décomposition est elle unique ?

2) Montrer que si f est symétrique, alors F(f)?> = Nf et que si f est antisymé-
trique, alors F(f)> = —N f. En déduire que A% = N?Iy.

3) Pour f € CN on pose Ut(f) = VN + [,V (f) = VNfu+ifs,U <f> =
VNfo— oV (f) = V[, — ifa. Veérifier que f = UY(f) + V() +U(f) +V (/)
que UT(f), V*(f), U (f) et V(f) sont des vecteurs propres de Qy, et déterminer

les valeurs propres associées.

Co 1 0 .. 1 ]
1 C; 1 0o .. 0
0 1 Cy 1 0
4) On considére la matrice S = , avec Cf =
1 0 o0 1 COy—1 |

2 (cos (2]’;”)

— 2) pour Olek < N — 1.

a) Expliquer pourquoi il existe une matrice orthogonale réelle U telle que U~ 1SU
est diagonale, et que SAy = AnS. En déduire que les vecteurs propres de S sont

aussi des vecteurs propres de Ay.

b) Pour f € C™ on pose P(f)[0]

= 110}, P(7)ln] =

fln]+f[N—n]
V2

pourlﬁnﬁ%

P(f)[n] = W pour M <n < N —1, et si N est pair on pose P(f)[N/2] =
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fIN/2]. Veérifier que P estr symétrique et orthogonal, et que PSP~! est une matrice
tridiagonale symétrique.

c¢) Vérifier quand N = 2,3,4,5 que les valeurs propres de S sont distinctes, ce qui
donne un moyen canonique de trouver une BON de RV formée de vecteurs propres
de Ay. En explorant la littérature sur le calcul des valeurs propres des matrices
symétriques, montrer que ce résultat reste vrai pour tout N > 2.

Exercice 7

On présente ici 'algorithme de Karatsuba, qui permet de multiplier les polynémes
en appliquant la technique consistant a "diviser pour régner". Soit K un corps, et
soient P, @ € K|[z] deux polynémes de degré n. On note k la partie entiére de ”T“

1) On écrit les polynomes sous la forme

P=21"P + P, Q=2"Qi+ Q. d’(Py) <k, d°(Qo) <k.

Discuter selon la parité de n les degrés de P et Q1 et écrire P() sous la forme

PQ = Ry + 2" R, + 2%kR,,

avec d°(R;) < k — 2, et montrer que le calcul de R; fait intervenir une multiplica-
tion, mais par contre 4 additions.

2) Implémenter un algorithme récursif pour le calcul de PQ en implémentant a
chaque étape la décomposition ci-dessus. Montrer que la complexité dudit algorithme
est O(nl°%3(2) Pour quelles valeurs de n préférera t’on cet algorithme a I'utilisation de
la FFT?



Chapitre 8

Etude générale de la transformée de
Fourier

8.1 Groupe dual d’un groupe localement compact abélien

On va maintenant présenter la transformée de Fourier dans un cadre général qui
unifie les différents chapitres de ce support de cours. Soit £ un ensemble. Une topolo-
gie 7 sur F est la donnée d’une une famille U, de parties de E possédant les propriétés
suivantes

(i) E €U, et ) € U,.

(ii) La réunion d'une famille quelconque déléments de U, appartient & U, .

(iii) L’intersection de toute famille finie déléments de U, appartient a U, .

(iv) Pour tout couple (z,y) déléments distincts de F il existe U,V € U, tels que
relU,yeVetUNV =0.

On dit alors que (E,7) est un espace topologique. Dans ce cas on dit qu'un sous-
ensemble U de E est ouvert si U € U,, et on dit qu'un sous-ensemble F' de E est
fermé si son complémentaire est ouvert.

Rappelons que si F; et Fy sont deux ensembles et si f : Ey — Fs est une applica-
tion, on pose, pour A C FE,

fHA) ={z e B | f(z) € A}.

L’ensemble f~1(A) est appelé I'image réciproque de A par I'application f.

Définition 8.1.1 Soient (Ey, 1) et (Fy,72) deux espaces topologiques.

1) On dit qu’une application f : Ey — Ey est continue si et seulement si f~1(U) €
U, pour tout U € U,,.

2) On note Uy, «, l'ensemble des parties de l’ensemble produit cartésien Ey X Eo
qui peuvent s’écrire comme réunion d’ensembles de la forme U XV avec U € U, et
Vel,.

107
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On vérifie facilement que la défintion ci-dessus permet d’obtenir une topologie
T1 X To sur le produit cartésien E; X Fs, appelée topologie produit des topologies 7,
et 7. D’autre part il est clair que si (F1,71), (Eq, 7o) et (E3,73) sont trois espaces
topologiques, et si f : Fy — FEs et g : Fy — FE3 sont continues, alors ’application
composée go [ : Fj — FEj3 est continue. On retrouve la notion d’ouvert, de fermé sur
RP? et la notion de continuité usuelle pour les applications de R? dans R, voir par
exemple le chapitre 1 de |§].

Remarquons également que si A est un sous-ensemble d’'un espace topologique
(E, 7) on obtient une topologie 74 sur A en posant U, = {UNA}yey, . Cette topologie
est appelée la topologie induite sur A par la topologie de E. Il est clair que si (Ey, 1)
et (Fy, 12) sont des espaces topologiques, si A C Es, si f : By — F5 est une application
et si f(Ey) C A, alors f est une application continue de (Ey,7) dans (F, 7o) si et
seulement si f, considérée comme une application de E; dans A, est une application
continue de (F4, 1) dans A muni de la topologie induite sur A par 7.

Soit maintenant (F, 7) un espace topologique, et soit F' un sous-ensemble non vide
de E. On dit qu'une famille (Uy),ea est un recouvrement ouvert de F' si U, est ouvert
pour tout A € A et si F' C UxeaUy. On dit que (Uy,)1<j<m €st un sous-recouvrement
fini du recouvrement ouvert (Uy)xea de F' si F' = Ui<j<nU,,, avec \; € A pour
1 < 5 < m, m désignant un entier positif quelconque. Ceci permet d’introduire la
notion suivante.

Définition 8.1.2 Soit (E,7) un espace topologique, et soit F' une partie non vide de
E. On dit que F est compacte si de tout recouvrement ouvert de F' on peut extraire
un sous recouvrement fini.

L’ensemble vide est compact par convention, et on vérifie que toute partie compacte
d’un espace topologique est fermée. D’autre part les parties compactes d’un espace
vectoriel normé de dimension finie coincident avec les parties fermées bornées de F,
voir par exemple le Chapitre 1 du support de cours de Calcul différentiel [8].

On a introduit au Chapitre 1 du Cours d’algebre [5] la notion de groupe. On va
maintenant introduire la notion de groupe localement compact.

Définition 8.1.3 Soit (G,0) un groupe et soit T une topologie sur G. On dit que
(G,0,T) est un groupe topologique quand les deuz conditions suivantes sont vérifiées
(i) L’application (z,y) — xoy est une application continue de (G X G, 7 X T) dans
(G, 7).
(11) L’application x — x~ ' est une application continue de (G, T) dans lui-méme.
On dit qu’un groupe topologique (G,o,T) est localement compact s’il eriste une
partie ouverte U et une partie compacte F' de (G, 1) telles que e € U C F), e désignant
I’élément neutre de G.

Rappelons qu'un groupe (G,o) est dit abélien si x oy = y o x pour tout couple
(x,y) déléments de G. On va maintenant introduire en toute généralité la notion de
groupe dual d’un groupe abélien localement compact.
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Définition 8.1.4 Soit (G,o,7) un groupe abélien localement compact et soit T =
{z € C| |z| = 1}. On appelle caractéres de G ’ensemble des applications continues
¢ : G — T vérifiant

d(roy) = d(x)d(y)

pour tout couple (z,y) d’éléments de G.

On note G Uensemble des caracteres de G, et pour ¢, € é, on définit . : G — T
par la formule

(0-9)(x) = ¢(x)P(z) Vred.

D’autre part si ¢ € G’, et st K C G est compact on pose, pour € > 0,

Uprce = {0 € G | sup,erclo(z) —v(x)] < e},

et on note Uz la famille des sous-ensembles de G qui sont soit vides, soil réunion
d’une famille quelconque de sous-ensembles du type Uy i introduit ci-dessus.

Soient (G1,0,7) et (Ga,0,75) deux groupes topologiques. On dira qu'une appli-
cation 6 : G; — G5 est un isomorphisme de groupes topologiques quand les trois
conditions suivantes sont vérifiées

(i) L’application 6 est une bijection de Gy sur Go.

(ii) On a O(x o y) = 0(x)0(y) pour tout couple (z,y) déléments de G.

(iii) L’application 6 : G; — G5 est une application continue de (Gp,71) dans
(G, T) et Iapplication 671 : G; — G4 est une application continue de (Go,75) dans
(Gl, 7'1>.

On a alors le résultat treés général suivant, connu sous le nom de théoréme de
dualité de Pontryagin.

Théoréme 8.1.5 Soit (G, o0, T) un groupe abélien localement compact. Alors ¢. 1/) eq

pour ¢ € G, € G, la famille U: est la famille des sous-ensembles ouverts de G pour
une topologie T sur G et (G, ., T) est un groupe topologique localement compact abélien.

De plus si on pose, pour x € G, € G

L) = () (8.1)

alors & € G pour tout x € G, et Uapplication v — T est un isomorphisme de

groupes topologiques de (G,o0,T) sur (G, ,72')

Démonstration : Le fait que (G’, ., T) est un groupe topologique abélien se démontre
par une suite de vérifications de routine. Le fait que ce groupe topologique est locale-
ment compact est plus délicat, et le fait que I'application z — Z est un isomorphisme

de groupes topologiques de (G, o, 7) sur (G’, ,%) est un résultat profond et difficile.
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Nous renvoyons a l'ouvrage classique de W. Rudin [16] pour des démonstrations dé-
taillées. & A

Notons que ’élément unité de G est le caractére 1 défini par la formule 14(z) = 1
pour tout = € G. Si (G,+, ) est un groupe topologique localement compact abélien
noté additivement, la condition

d(zroy) = ¢(x)p(y) doit étre remplacée par la condition ¢(x +y) = ¢(x)(y) pour
x,y € G, etc...

L’exemple le plus simple de groupe localement compact abélien est celui des
groupes abéliens finis, que I'on munit de la topologie discréte , qui est la topologie
pour laquelle tout ensemble est ouvert.

On peut décrire concrétement les caractéres de Z/NZ.

Exemple 8.1.6 Soit N > 1, et soit wy = eN. On pose, pour 0 < p < N — 1,

Pp(q) = W™ (8.2)
Alors application p — ¢, est une bijection de l'ensemble {0, ..., N —1} sur le dual
de Z/NZ.

Nous laissons en exercice la vérification des détails de cet exemple.
En ce qui concerne le groupe F5 = (Z/2Z)*, on a posé a la formule 6.11

k—1
Ty = Z ijj
7=0

pour x = (%g, ..., 75_1) € F5. y = (yo, ..., yr_1) € FE. Avec la convention (—1)" =
(=1)" pour n € Z, ou . = n + 27Z désigne la classe de n dans Fy = Z/2Z, posons,
pour z € F§, y € F%,

6,(2) = (~1)". (8.3)
On peut alors décrire les caractéres de F5.

Exemple 8.1.7 L’application x — ¢,(x) est un caractére de F5 pour tout y € F5, et

Papplication y — ¢ est un isomorphisme de groupes de (F, +) sur (F5,.).

Nous laissons également en exercice la vérification des détails de cet exemple.
On va maintenant identifier les caractéres de (R, +). On a le résultat suivant.

Lemme 8.1.8 Soit ¢ : R — C\ {0} une application continue vérifiant, pour tout
couple (s,t) d’ éléments de R,

O(s +1) = d(s)o(t).
Alors il eziste z € C tel que ¢(s) = e** pour tout s € R.
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Démonstration : Posons ¥(s) = fg o(t)dt. On a ' = ¢, et il existe a > 0 tel
quey)(a) # 0. On a, pour h # 0,

vl = [ otomar = [ o+ i~ [ " st
— (ot ) — o(h).

On obtient
¢(h) =1 _Yla+h)—¢la) ¢(h)—¢(0)
ploy L plet ) o),
limh_,ogb(a)% — (a) — ¥(0) = p(a) — 1.

Comme ¢(0) = 1, et comme ¥(a) # 0, on voit que ¢ est dérivable en 0. Soit
maintenant s € R. On a, pour h # 0,

¢(s + h) — ¢(s) ¢(h) —1
On voit donc que ¢ est dérivable sur R, et que ¢'(s) = ¢'(0)¢(s) pour s € R.
Posons z := ¢/(0) et 0(s) = e ¢(s). On a 0'(s) = —ze %*¢(s) + ze " ¢(s) = 0, donc
0 est constante. On obtient 0(s) = 0(0) = 1, et ¢(s) = e** pour s € R. &

Proposition 8.1.9 Posons ¢;(s) = ¢t pour s € R,t € R, de sorte que ¢; est un
caractére de (R, +). Alors Uapplication 0, : t — ¢y est un isomorphisme de groupes
topologiques de (R, +) sur (R,.).

Démonstration : On a ¢}(0) = it, donc 6y est une application injective de R dans
R. Soit maintenant ¢ un caractére de R. Tl existe z € C tel que ¢(s) = e** pour
tout s € R. On a 1 = |¢(s)] = ) pour tout s, donc Re(z) = 0 et ¢ = ¢,
avec t = Im(z) = i~ 'z. Il est clair que ¢y, 14, = &, ¢r,, donc Papplication tf; est au
sens algébrique un isomorphisme de groupe de (R, +) sur (R, ) Le fait que 0, et 0,
sont continues résulte de considérations assez techniques que nous omettrons (voir
'exercice 3). &

Pour = (21, ...,2p),y = (Y1,-..Yp) € RP, on note < x,y >= z1y1 + ... + 2y, le
produit scalaire de x et y. On a alors le corollaire suivant.

Corollaire 8.1.10 Posons ¢,(x) = e"~*¥> pour x,y € RP. Alors l’application 6, :
y — ¢, est un isomorphisme de groupes topologiques de (RP, +) sur (RP,.).

Démonstration : Pour k € {1,...,p}, posons d,(k) =1 et §;(k) =0 pour 1 < j <
p.j # k. Soit ¢ € RP. Les applications s — ¢(dxs) sont des caractéres de R, donc il
existe y = (y1, ..., yp) € R tel que ¢(dxs) = e”¥* pour s € R, 1 < k < p. On a alors,
pour z = (x1,...,x;) € RP,
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p
Qb(l’) = ¢ (Z 5kxk) = Hizlqﬁ((gkxk) — Hi:lemkyk — ei<a:,y>.
k=1

Donc I'application 6, est une application surjective de R” sur R?. Soient maintenant
Y= (Y1, ) et ¥ = (Y1, .., y,) € RP.Si $, = ¢, alors eV = ¢, (0p5) = ¢y (0p5) =
e pour tout s € R, donc y;, = Y, pour 1 < k < p, et y =y'. On voit donc que 6,
est un isomorphisme de groupes au sens algébrique de RP sur RP. Le fait que 6, et
8;1 soient continues se déduit de la continuité de 6, et 91_1. &

La topologie discréte sur un ensemble E est la topologie pour laquelle tout sous-
ensemble de E est ouvert. Toute application d’un espace topologique discret dans
un espace topologique quelconque est continue, et tout groupe devient un groupe
topologique localement compact quand on le munit de la topologie discréte. On peut
montrer qu'un groupe topologique abélien G est discret si et seulement son groupe
dual est compact, ce qui implique d’aprés le théoréme de dualité de Pontryagin qu’un
groupe localement compact abélien est compact si et seulement si son groupe dual
est discret. Nous nous contenterons ici de discuter le cas du groupe discret Z et du
groupe compact T.

Théoréme 8.1.11 Posons ¢.(n) = ¢¥,(2) = 2" pourn € Z, z € T. Alors lapplication

~

2z — ¢, est un isomorphisme de groupes topologiques de (T, .) sur (Z,.), et application

A

n — 1, est un isomorphisme de groupes topologiques de (Z,+) sur (T, .).

Démonstration : Il est clair que ¢, est un caractére de Z pour tout z € T. D’autre
part si ¢ € T soit z = ¢(1). Alors ¢(n) = ¢(1)" = 2" et ¢(—n) = ¢(n)~' = 27" pour
n >0, donc ¢ = ¢.. Si lim, . 2, = 2, alors lim, .., (n) =lim, .2, = 2" pour
tout n € Z. Comme les sous-ensembles compacts de Z se réduisent aux sous-ensembles
finis, on en déduit que la suite (¢.,),>1 converge vers ¢, dans Z, et I'application

z — ¢, est une application continue de T dans YA Réciproquement si une suite
(¢, )p>1 converge vers ¢, dans Z, alors lim,, ., 2, =lim,_.¢., (1) = ¢.(1) = 2, et on
en déduit que 'application z — ¢, est un isomorphisme de groupes topologiques de

A

(T,.) sur (Z,.).

Il est clair que v, est un caractére de T pour tout n € Z. Soit maintenant ¢ un
caractére de T. L’application z — 1 (iz) est un caractére de R, et il existe y € R tel
que ¥(iz) = € pour x € R. On a alors 1 = 1(e?*7e?™), donc y € Z et I'application
n — 1, est surjective. Si ¥, = ¢, avec n,m € Z,m > n, on a 2" =, _,(2) =1
pour tout z € T, et par conséquent m = n puisque 'équation z¥ = 1 n’admet que k
solutions pour k # 0.

Soit maintenant v, € T. Pour n # ng, on a sup,er|t,(2) — Un, (2)| = sup.er|l —

Uno(2)] = 2. Donc {thp,} = {¥ € T | sup,cp|thn(2) — ¥ny(2)| < 2 est un ouvert de
T, et on voit que T est un espace discret. Comme Z est un groupe discret, on voit
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que Iapplication n — 1, est un isomorphisme de groupes topologiques de (Z, +) sur

(T,.). &

8.2 Mesure de Haar et transformée de Fourier, théorie géné-
rale

On va maintenant décrire un résultat trés général, la construction de Haar qui
permet de munir tout groupe topologique localement compact abélien (G, 0, 7) d’une
mesure positive invariante par translation. On dira qu’un sous-ensemble de G est
borné §’il est contenu dans un compact de G, et on pose xoA := {xoa},ca pour
A C G,z € G. On peut définir mg(U) > 0 pour tout ouvert non vide U contenu
dans un compact de G, avec la propriété que mg(xoU) = mg(U) pour tout ouvert
U de G et pour tout = € G, puis m(K) € [0, +oo[ pour tout compact K de G. On
développe alors pour GG et mg une théorie des ensembles mesurables et une théorie
de lintégration analogue a la théorie de l'intégrale de Lebesgue (avec de sérieuses
complications si le groupe ne peut pas s’écrire comme réunion d’une suite de sous
ensembles compacts). On peut démontrer que mg, que 'on appelle la mesure de
Haar sur G, est unique a une constante prés : toute autre "mesure invariante par
translation" sur G est de la forme Amg, avec X > 0.

Dans le cas de R ou R”, on retrouve la mesure de Lebesgue. Dans le cas du
cercle unité on a la "mesure de Lebesgue normalisée" : tout sous-ensemble mesurable
A du cercle sécrit sous la forme A = {e™} _i, avec A C [0,2n[, A mesurable, et
on a my(A) = 5= [;dz, de sorte que my(T) = 1. Plus généralement si G est un
groupa abélien compact on "normalise" la mesure de Haar en posant par convention
ma(G) = 1. Un exemple évident de mesure de Haar est la "mesure de comptage" pour
les groupes discrets ; on note C'ard(A) le cardinal d’un ensemble A, ce qui signifie que
Card(A) est égal au nombre d’éléments de A si A est fini et que Card(A) = +oo si
A posséde une infinité d’éléments.

Exemple 8.2.1 Soit (G,0) un groupe discret. Alors Card(zoA) = Card(A) pour
tout sous-ensemble A de G, et on peut poser mg(A) = Card(A) pour A C G.

Dans la suite on munit un groupe localement compact abélien (G, o, 7) de la mesure
de Haar m¢. On note [, f(x)dz I'intégrale sur un ensemble mesurable £ C G d’une
fonction intégrable f intégrable sur F, les notions de mesurabilité et d’intégrabilité
étant celles relatives a la mesure de Haar.

Définition 8.2.2 On note L'(G) 'ensemble des fonctions intégrables sur G et L*(G)
l’ensemble des fonctions mesurables et de carré intégrable sur G pour la mesure de
Haar. D’autre part on note C(G) l'ensemble des fonctons continues sur G, et on note
Co(G) lensemble des fonctions f continues sur G telles que pour tout € > 0 il existe
un sous-ensemble compact K. de G pour lequel sup,ca\k|f(x)| < €. L’ensemble des
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fonctions continues f sur G nulles en dehors d’un compact de G, appelées fonctions

continues a support compact sur G, est noté C.(G).
Pour f € LYG), on pose | fll1 = [, |f(x)|dz. De méme pour f € L*(G), on pose

1 f]l2 = */fG |f(z)]2dz. Enfin on pose, pour f € Co(G), || fllee =maz.ec|f(x)].

Notons que, de méme que sur R, on identifie les fonctions mesurables sur G qui
sont égales "presque partout", c’est a dire les fonctions mesurables égales en dehors
d’un enesmble de mesure nulle. On notera que si G est discret, le seul sous-ensemble
de mesure nulle de G est ’ensemble vide, et deux fonctions sur G égales presque
partout sur GG sont en fait égales sur G.

On peut alors définir la transformée de Fourier sur L'(G).

Définition 8.2.3 Soit (G,o0,7) un groupe localement compact abélien. Pour f €
LY (@), on définit la transformée de Fourier f= F(f): G — C par la formule

v el fix /f DR (8.4)

On obtient pour la transformée de Fourier sur L'(G) des résultats analogues aux
résultats obtenus pour la transformée de Fourier sur L' (RP).

Théoréme 8.2.4 (i) On a f € Co(G) pour f € LY(Q).
(ii) Soient f,g € L'(G). Alors la fonction s — f(s)g(t — s) est intégrable pour
presque tout t € G, et si on définit f % g presque partout sur G par la formule

(f * o)t /f (t - 5)d

alors fx g € L'(G) et on a, pour toul x € G,

F(fx9)(x) = F(O)F(9)(x)- (8.5)

Démonstration : La premiére propriété résulte d’une version adéquate du théoréme
de convergence dominée et du fait que pour toute fonction f € L(G) il existe une suite
(fn)n>1 de fonctions continues & support compact telles que lim, | f — fa|i = 0.
La seconde fait appel & une version générale du théoréme de Fubini. Nous renvoyons
a ouvrage de Rudin [16] pour plus de détails. &

8.3 Formule de Plancherel-Parseval et formule d’inversion de
Fourier

On va maintenant décrire la version générale de la formule de Plancherel-Parseval.
Nous admettrons les lemmes suivants.
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Lemme 8.3.1 Soit (G,o0,7) un groupe localement compact abélien. Il existe un réel
m > 0 tel que lon ait, pour toute fonction f € C.(G),

1£ll2 = mll fll2.

Lemme 8.3.2 Soit (G,0,7) un groupe localement compact abélien. Il existe pour
toute fonction f € L*(G) une suite (f,) de fonctions continues a support compact

sur G telle que lim,_.oo||f — full = 0, et il existe une fonction h € L2(é) telle que
limy,_o||h — frnll2 = 0.

En fait la fonction h ci-dessus est indépendante du choix de la suite (f,),>0. En
effet supposons que lim,, .|| f — gnll2 = 0, avec g, € C.(G) pour n > 1. On a alors

. ; s . 1
= gallz < llh = fullz + 1 fa = Gulla = P = falla + — 1 fa = gull2

. 1 1
< |1h = falla + —Ilfn = fll2 + —IF = gnll2,
m m

et par conséquent lim, .||k — gu|l2 = 0. Ceci permet d’introduire la définition sui-
vante.

Définition 8.3.3 Pour f € L%(G), on définit f = F(f) € L*(G) par la formule

limn—wouf - fn||2 =0, (8~6)

0U (fn)n>0 est une suite quelconque de fonctions continues sur G 4 support compact
vérifiant lim, .|| f — fall2 = 0.

On obtient alors une version tres générale des formules de Plancherel -Parseval.

Théoréme 8.3.4 La transformée de Fourier F : f — f est une application linéaire
bijective de L*(G) sur L*(G) et on a, pour f,g € L*(G), la formule de Plancherel

[ gtads =m | frogeoax (8.7
G G
En particulier les fonctions f € 2(G) vérifient la formule de Parseval.
1@z = [ 1fooPax (89
G G

On va maintenant donner une version générale de la formule d’inversion de Fourier.

Théoréme 8.3.5 Soit f € LY(G). Si f € LY(G), on a, pour presque tout x € G,

f(x) = m? / Fo0x(@)dx. (8.9)
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Notons que si f € L?(G), et si f € CC(@), on peut montrer que I'on a, pour presque

tout z € G,
-m2 | f d
m /Gf(x)x(l’) X

On peut alors poser F'(g)(z) = m? [ g(x)x(x)dx pour g € C.(g), et définir
F1: L2(@) — L*G) pour g € L*(G) par la formule

lim,, oo | F 7 (h) — FH(gn)]2 = 0

0l (gn)n>1 est une suite d’éléments de Co(G) telle que lim,_|lg — gnll2 = 0. De
méme que plus haut, on vérifie que cette définition est indépendante du choix de la
suite (gn)n>1, et que I'application ainsi définie est bien I’application réciproque de la
transformée de Fourier F : L?(G) — L*(G).

Il serait tentant d’essayer de déduire de la définition ci-dessus que F~1(g)(x) =
limp, oo F ™ (gn)(2) =limncom?® [ gn(X)X(2)dx presque partout sur G. Malheureu-
sement la réalité est plus compliquée, et il faut en général remplacer la suite (g,)n>1
par une de ses sous-suites pour obtenir une telle limite ponctuelle presque partout.

On notera que la constante m qui intervient dans la formule de Plancherel-Parseval
dépend du choix des mesures de Haar sur G et G, et on peut toujours une fois fixée
la mesure de Haar sur G "normaliser" la mesure de Haar sur G de facon que cette
constante m soit égale a 1. C’ est ainsi que certains auteurs définissent la transformée
de Fourier sur R par la formule f (x) \/ﬂ f oo f(t)e™™'dt, ce qui supprime le facteur

% dans la formule de Parseval. Nous avons préféré nous en tenir aux définitions des
chapitres 2 et 3 en prenant comme mesure de Haar sur R? la mesure de Lebesgue
usuelle, ce qui introduit un facteur m = (2ﬂ)p/2> dans la formule de Parseval telle
qu’elle est énoncée ci-dessus.

On va maintenant expliciter cette théorie générale dans plusieurs cas particuliers

importants.

8.4 Séries de Fourier et transformation de Fourier sur le cercle

Soit T' > 0, et soit f : R — C une fonction mesurable de période T. Pour z =
* e T, posons f(z) = f(%E). Notons que f(M) = f(EE +kT) = f(35), et
cette définition ne dépend pas du choix de 'argument x de z. Il est clair que f est
mesurable, que f est continue sur T si f est continue sur R, et que f est intégrable
sur T si f est intégrable sur [0, 77].
Pour n € Z, z € T, posons de méme que plus haut y,(z) = 2". Si f est mesurable
sur R, périodique de période T, et intégrable sur [0,7], on définit le coefficient de
Fourier d’ordre n de la fonction f par la formule
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in) = f L[z L[ (2T
fn) =f(xa) = Gy ; f(e®)xn(z)dx = 7 i f <2_7T) eI o

2

On obtient, en posant s = =,

~ T 2inTs
Fn) = %/0 F(s)e 2 ds. (8.10)

On note I'(Z) I'ensemble des applications u : Z — C telles que |Jul|y := Y, o7 [u(n)] <
+00, qui est 'espace L! associé a la mesure de Haar sur Z muni de la topologie discréte,
et on note cy(Z) I'ensemble des applications u : Z — C telles que lim,—;cu(n) = 0,

que on munit de la norme ||ul|o =max,ez|un|. Si g € LY(T), on a § € Co(T), ce qui
signifie que lim,|_.J(Xxn) = 0. On obtient donc le résultat suivant

Proposition 8.4.1 Soit f une fonction périodique de période T', intégrable sur [0,T).
On a alors

lz’m‘n|_>oof(n) =0.
On sait qu’il existe une constante m > 0 telle que 1 ’on ait, pour g € L*(T)

1 2

lg(e")Pds = m* ) [3(xa)I*.

o
0 nel

En posant g(e®) = 1 pour s € R, on obtient g(xo) = 1, §(xn) = 0 pour n # 0,
donc m = 1, ce qui donne
1 2 )
— | g(e)Pds = |a0a)l” (8.11)

2T
0 nez

Supposons maintenant que f est mesurable sur R et de carré intégrable sur [0, 7.

Par changement de variables, on obtient
sT\ | 1/t
— || ds= = 2dx.
F(50)| ts=7 [ 1r@pPa

1 27 o 1 2
o | 1Fepas= o |
T Jo 2 Jo
On obtient ainsi la version "séries de Fourier" de la formule de Parseval, ainsi que
la version "séries de Fourier" de la formule de Plancherel, qui se déduit de la méme
fagon de la formule de Plancherel sur L?(T).

Théoréme 8.4.2 (i) Soit f mesurable sur R, périodique de période T, de carré inté-
grable sur [0,T]. On a alors

7| @ra =S 1w

ne”
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(ii) Soient f et g mesurables sur R, périodiques de période T, de carré intégrable
sur [0,T]. On a alors

7| st = 3 fni).

nel

La formule d’inversion de Fourier pour L'(T) montre que si ¢ € L'(T), et si
g € 11(Z), on a, pour presque tout z € [0, 27],

o) = [ GO0 = S atme

nez

Par changement de variables, on voit que si f est périodique de période T, inté-
grable sur [0, 7], et si > ., |f(n)| < +o00, on a pour presque tout = € R,

Fla) =" f(n)e™F. (8.12)

S(Ns) =D fln)e 7.
nez
Par intégration par parties on voit que si f est deux fois contintiment dérivable
sur R, périodique de période T alors il existe M > 0 tel que f(n) < % pour n # 0,
ce qui implique que ) ., |f(n)\2 < 400, et dans ce cas la fonction f coincide pour
tout x avec la somme de sa série de Fourier d’aprés la formule 8.2. On a des résultats

plus fins, que nous mentionnons pour mémoire (voir par exemple le support de cours
d’analyse [7]).

Théoréme 8.4.3 Soit [ périodique de période T, intégrable sur [0,T]. Posons, pour

N >0,
SN = 3 T, on(N@) = g Dosal) (813

(i) Si [ est continue sur R, alors limy_.on(f)(x) = f(z) pour tout x € R, et la
convergence est uniforme sur R.

(ii) Si f est de classe C* par morceauz sur R alors limy_..Sn(z) = s(fT(z) +
[~ (x)) pour tout x € R, ou f*(x) =limp_o+ f(x+ h), et f~(x) =limy,_o- f(x + h).

N

—~

Le premier résultat est le théoréme de Féjer, et le fait que la convergence est
uniforme sur R signifie que limy_.oosupser|f(2) —on(f)(z)| = 0. Dire qu’'une fonction
f est de classe C'* sur un intervalle ou une réunion d’intervalles U d’intérieurs non vides
veut dire qu’elle est continiiment dérivable sur U. Dire qu’une fonction périodique de
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période T est de classe C' par morceaux sur R veut dire qu’elle est de classe C; sur
R\ (F+TZ),oun F C [0,T] est un ensemble fini, et ot F'+TZ = {u+nT }uecrnez, et
que f et sa dérivée ont des limites & droite et a gauche en tout x € F'+T7Z. En fait la
convergence de Sy(f)(x) vers f(x) est uniforme sur tout intervalle fermé borné [a, b]
tel que [a,b] N (F + TZ) = 0. On trouvera les détails des démonstrations dans [7].
Pour conclure ce bref rappel sur les séries de Fourier notons que puisque e =
cos(nx) + isin(nx) pour n € Z, on peut réecrire la série de Fourier de f sous la forme

S()@) = 70 +Z°O (o (7 mtrysin (257) )

avec ag(f) = £(0), an(f) = f(=n) + f(n),ba(f) = i(f(n) — f(—n)) pour n > 1.
On obtient ag = %fOTf(:U)d:U, et, pour n > 1,

an(f) = %/OTf(m)cos (27;?””) dz, ba(f) = ;/OT F()sin <27;f”””> dz.

On obtient

S¥(F)(x) = aul) +i (an(Peos (75)  utrysin (257) )

On peut donc exprimer tous les résultats de convergence rappelés ci dessus en
utilisant la version trigonométrique de la série de Fourier. D’autre part f(—n) =
. A« . A A 2 2
an(f)-glbn(f) et f(n) = an(f) 2'Lbn(f)’ de sorte que ‘f(—n)‘Q 4 ]f(n)’Q _ lan(f)] -Qan(f)l
pour n > 1. Si f est périodique de période T, et de carré intégrable sur [0,7], la
formule de Parseval peut donc sécrire sous la forme

PP i e L
7| 1@ = oot Z -

8.5 Transformée de Fourier sur les groupes abéliens finis

Toute la théorie décrite plus haut s’applique en particulier aux groupes abéliens
finis.

Pour A C G, notons |A| le cardinal de A, c’est & dire le nombre d’éléments de A.
On peut alors définir la mesure de Haar m¢ par la formule mg(A) = |A|, qui n’est
autre que la "mesure de comptage" sur G. L’espace L'(G, mg) coincide alors avec
'espace C(G) de toutes les fonctions f : C — G. Pour f € C[G], A € G, on a alors
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L’espace vectoriel C(G) est de dimension égale au cardinal de G, car une base
évidente de C(G) est fournie par la famille (§,)ueq, ot d(u)(x) = 0 pour x # u,
0u(u) = 1. En effet étant donnée f € C(G) l'équation f = > . A0, admet pour
unique solution A, = f(u) pour tout u € G.

Si la loi du groupe abélien fini G' est notée additivement, on obtient, pour f,g €

C(G), = € G,

(f*g)(x) =>_ f(t)g(x —t)dt.

zeG

On munit C[G] du "produit hermitien" défini par la formule

1
<ﬁg>=||

a1 2 @),

zeG
L'unité de G est le caractére 1g, défini par la formule 14(z 1 pour tout z € G.

Soient maintenant x € G'\ {1¢}, et soit u € G tel que y(u) # 1. Comme I'application
xr — ux est une bijection de G sur lui-méme, on a

> x(@) = x(uz) = x(u) ) x().

Comme x(u) # 1,ona ) .. x(x)= 0. Soient maintenant ¢ et 1) deux caractéres
distincts sur G. Comme ¢ est un caractére sur G distinct de yo, on a < ¢, >=

1G> ec ¢(z)1p(x) = 0. On obtient, pour ¢, 1) € G,

<¢,p>=0sip # ¢
<¢p>1sig=1

Il est clair que I'ensemble des caracteres d’un groupe fini est fini, car si ¢ € G on
a ¢(1)I¢l = 1, et G est inclus dans Pensemble des applications de G dans le groupe
fini U,, = {z € C |2" = 1} formé des racines n® de l'unité, on n = |G|.

Supposons maintenant qu’une famille (>‘¢)¢eé de nombres complexes vérifie Z¢eé Ap® =
0. On a alors 0 =< Z¢€G Ap®, ¥ >= Ay pour tout ¢ € G’, donc G est une famille

libre d’éléments de C(G) et |G| < |G|. Comme il existe une bijection du dual de G
sur G, d’aprés le théoréme de dualité de Pontryagin, on a |G| = |G|, et on obtient le
résultat suivant

Théoréme 8.5.1 Soit G un groupe abélien fini. Alors G est une base de C(GQ) (qui
est orthonormale pour le "produit hermitien” de C(G)).

Il existe bien sir des démonstrations du fait que |G| = |G| pour tout groupe abélien
fini G qui ne font pas appel au théoréme de Pontryagin. Nous en proposons une a
I’exercice 5.
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Nous explicitons maintenant les principaux résultats concernant la transformée
de Fourier appliquée aux groupes abéliens finis. Comme la mesure de Haar sur un
groupe abélien fini coincide avec la mesure de comptage, la transformée de Fourier
Fe : C(G) — C(G) associe a toute fonction f € C(G) sa transformée de Fourier

f € C(G) définie pour x € G par la formule

=3 f@)x(a). (8.14)

zeG
On a alors les résultats suivants

Théoréme 8.5.2 Soit G un groupe abélien fini.
(i) Pour f, g € C(G), on a

fxg=fg,
et ("formule de Plancherel”)

> f@a) = f)alx

zeG xe@

(it) Pour f € C(G), on a ("formule d’inversion de Fourier")

Ve e G, f(x ’G’Zf

x€G
et (formule de Parseval)

;WM al 531

xEG

Tous ces résultats sont des cas particuliers de la théorie générale de l'intégration
sur les groupes localement compacts abéliens (le fait que la constante intervenant

dans la formule de Parseval est égale a @ G| provient du fait que si e est 'unité de GG on

a é(x) = 1 pour tout y € G). On peut aussi les démontrer directement, voir 'exercice
6.

On va conclure ce chapitre en donnant une version matricielle de la transformée de
Fourier sur un groupe abélien fini G' posédant n éléments. On notera que la formule
obtenue dépend de ’énumération choisie pour G et son groupe dual G.

Proposition 8.5.3 Soit G = {xg,...,x,_1} un groupe abélien fini possédant n élé-
ments et soit G = {Xo, .-, Xn_1} son groupe dual. Soit Ag := (a;,J)o<i<n—1 la "matrice
0<j<n—1

de Fourier” de G définie pour 0 <1< n—1,0<7j5 <n—1 par la formule

aij; = X;(;)-
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On a, pour f = (f[xOL sy f[xnflb € C(G)v

f[Xo] f[xo}
= Ag '

f[X.nfl] f[ajnfl]

Démonstration : On munit C(G) de la base B := {d4,...0-,_,}, et on munit
C(G) de la base B := {d,,...0y,_,}. Soit M := Mg, 55 la matrice représentant
la transformée de Fourier F¢ : C(G) — C(G) par rapport aux bases B et B (voir
le Cours d’algébre linéaire [6]). La colonne d’indice j de M est formée des co-
ordonnées de ]—"G(5 ) dans la base B. Comme &Cj =y &J.(Xi)(&i, et comme

0z, (Xi) = D il Xz(éﬂk) 2;(Tr) = Xi(z;), on voit que M coincide avec la matrice de
Fourier Ag, ce qui implique immédiatement la formule ci-dessus. &

On peut utiliser la matrice de Fourier pour démontrer la formule d’inversion de
Fourier, voir I'exercice 6.

8.6 Transformée de Walsh, transformée de Fourier discréte,
échantillonnage

Considérons le groupe additif F¥ = (Z/2Z)*. On peut associer a tout élément
x = (Zg,...,Tx_1) de F5, avec z; € {0,1} pour 0 < j < k, Pentier n(x) = Zf o2

On peut ainsi énumérer F5 : & tout entier j € {0,...,2%71}, écrit en base 2 sous la
2]671

forme j = jy_1...J0 = Do Ji2', on associe x; = (g, ..., jp_1) € Fh.
Rappelons que pour x = (Zg, ..., Tx_1), ¥ = (Yo, .-, Ur_1) € F5, on pose

k-1

k—1_
vy =D T dx) = ()0,
j=0

Nous laissons au lecteur le soin de vérifier (voir l'exercice 2) que l'application
¢, est un caractére de F5 pour tout y € F5 et que l'application y — ¢, est une
bijection du groupe F% sur son groupe dual. On déduit alors du lemme 6.3.5 que pour
0<i<k—-1,0<j<k—1,0na

Xi(Y5) = wij,

ol (wjj)i<i<i-r = Wi est la matrice de Walsh d’ordre k. On voit donc que la
1<j<k—1

transformée de Walsh n’est autre que la transformée de Fourier sur F¥, réécrite en
utilisant pour f € C2*, 0 < j < k, la formule
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Wi (N)d] = Fey ()],
ou flz;] = f[i] pour 0 <i < 2F —1.
On voit donc que la formule d’inversion pour la transformée de Walsh est un cas
particulier de la formule d’inversion de Fourier. La formule de Parseval donne, pour

fec”,

2k_1 2k_1 2k_1 2k_1

. = 1 5 1 .
SOEIP =D 1flwll? = 5 D 1 Fe (Dl = 5 > (AP,
: . — =
et on retrouve la formule 6.10, qui avait été démontrée directement au Chapitre 6.

Soit N > 2. Posons wy = *™N_On a également laissé au lecteur le soin de vérifier
a Pexercice 1 que l'application ¢, : § — Wit est un caractére de Z/NZ pour p € Z,
et que le dual de Z/NZ est égal a I'ensemble {¢y, ..., dx—1}. On munit C(Z/NZ) de
la base B := {05, ..., N — 1}, et on munit C(Z/NZ) de la base B := {0605 s Opp_1 }-
La colonne d’indice j € {0,..., N — 1} de la matrice M := M}'Z/NZ,BB représentant la
transformation de Fourier F7/nz : C(Z/NZ) — (C(Z/NZ) par rapport aux bases B

et B est formée pour 0 < n < N — 1 des coordonnées de (SA,—L dans la base B.
Onapour 0 <m< N —1,

i

Satm) = > 0a(P)Xm(P) = € N = W™
P

I
o

Donc la matrice de Fourier Az /nz = M associée a ces énumérations de Z/NZ et
de son groupe dual coincide avec la matrice de Fourier Ay introduite au Chapitre
6, et la transformée de Fourier discréte n’est autre que la transformée de Fourier sur
Z/NZ, réécrite en utilisant pour 0 < n < N — 1 la formule

flm] = Frynz(f)(Xm)s

ou f[a] = f[n] pour 0 < n < N — 1. On voit donc que tous les résultats obtenus
au Chapitre 7 sont un cas particulier des propriétés de la transformée de Fourier sur
un groupa abélien fini.

Pour conclure ce Chapitre on va faire apparaitre le lien entre transformée de Fourier
discréte, coefficients de Fourier d’une fonction périodique de période T' et transformée
de Fourier sur R, ce qui nous renvoie aux sommes de Riemann dont les propriétés
sont rappelées au tout début de ce support de cours.

Considérons tout d’abord une fonction continue sur R, périodique de période 1.
Pour N > 2,0 <m < N — 1, posons
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Notons fN la transformée de Fourier discréte de fy. On a, pour 0 < p < N — 1,
avec les notations du Chapitre 7,

N-1 N-1
vl =Y fulnle f(5)e ™%
n=0 n=0

D’autre part le coefficient de Fourier f (p) peut s’obtenir comme limite de sommes
de Riemann. En effet on a, pour p > 0,

1 . ]_ N 2impn
= /0 f(x)e 2P dy = limNHmN Z f (%) e N .

On obtient, pour p > 0,

Un calcul analogue permet d’obtenir les coefficients de Fourier d’indice négatif de
f en introduisant la fonction f; : © — f(—=z), voir l'exercice 8.

(8.15)

On s’intéresse maintenant au cas d’une fonction g continue et intégrable sur R.
Pour A > 0, posons ¢ (x) = g(x) pour z € [~A, A], et posons ¢ (z) = 0 pour
|z| > A.

Pour u € R, on a

g(u) — Q(A)(u)| = '/_:g(u)e”“da: + /AJFOO g(w)e ™ dr| < /_: |f ()] dx—i—/;oo |f(x)|dz.

On voit donc que 3 (u) converge uniformément sur R vers §(u) quand A — +oc.
On peut alors obtenir 5 (u) comme limite de transformées de Fourier discrétes pour
certaines valeurs de u. Pour N > 1,0 < m < 2N — 1, on pose

(A) mA

gV = g(—A+ 55,

On calcule maintenant la transformée de Fourier discréte de gé’?v). On obtient, pour
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Soit u € R. On a g (u f g (z)e ™*dz. La somme de Riemann Syy(u)
associée a cette intégrale pour I echantlllonnage ci-dessus est donnée par la formule

2A iy mA . m A6WA iy mA imu
SQN( ) 2N g (—A + T) 6_1(_A+TA)U = N Z ( A+ T) €_TA.
=0

m=0
La fonction géf;’ peut ére en fait considérée comme une fonction définie sur Z,
périodique de période 2N. Posons u, = 2 pour —N + 1 < p < N. On obtient

p AetPm A
)= v b = (-1 505w [b)

On voit donc qu’ une approximation de §(%f) est donnée pour —N+1 < p < N par

San (up) = San(

(—1)P NgéN)[ ]. La qualité de cette approximation dépend du choix de A et de la pos-

sibilité de controler la différence ‘SQN(UP) - ffo g(z)e ™ dz| . Nous ne discuterons

pas cette question ici.

On notera que A étant fixé, plus on augmente N, plus I'ensemble des points ou
on évalue f est étalé. Ceci est lié au "principe d’incertitude en analyse harmonique",
dont une forme élémentaire indique que si f n’est pas nulle alors f et f ne peuvent
étre simultanément nulles en dehors d’un intervalle fermé borné. Signalons d’autre
part que si g = ¢Y pour un certain A > 0 on peut reconstituer § a partir de la suite
{g (%)}pEZa d’apreés la théorie de I’échantillonnage de Shannon, voir par exemple
I'exercice 10 du Chapitre 2 de 'excellent ouvrage de G.Peyré [13]. Nous n’irons pas
plus loin dans ce support de cours.

8.7 Exercices sur le Chapitre 8

Exercice 1

1) Démontrer que Papplication ¢, : § — whf est un caractére de Z/NZ pour p € Z,
et que le dual de Z/NZ est égal & 'ensemble {gbo, ey ON_1}

2) En utilisant les notations ci-dessus, écrire les tables de multiplication des groupes
duaux de Z/2Z, Z/3Z, ZJAZ et Z./5Z.

Exercice 2

Montrer que Papplication z — ¢,(z) est un caractére de F5 pour tout y € F5, et

Papplication y — ¢, est un isomorphisme de groupes de (F*, +) sur (F%,.).

Exercice 3
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Soit E un espace topologique, et soient K; et K, deux sous-ensembles compacts
de E. Montrer que K; U K5 est compact.

Exercice 4

Soit E un ensemble non vide. On dit qu’une application d : (z,y) — [0, +00) est
une distance sur F si et seulement si les deux conditions suivantes sont vérifiées

(i) d(z,z) < d(z,y) + d(y,z) Vx,y,z € E,

(ii) d(z,y) = 0 si et seulement si x = y.

Dans ce cas on dit qu’un ensemble est d-ouvert s’il est vide ou s’il est une réunion
d’ensembles de la forme By(x,¢) := {y € E | d(x,y) = 0}. La topologie 7; associée a
la distance d est la topologie associée a la famille U, formée des ensembles d-ouverts.
On dit qu’un espace topologique (F,T) est métrisable s’il existe une distance d sur £
telle que 7 = 74.

1) Soient (Gi,0,71) et (Go,0,72) deux groupes topologiques métrisables et soit
0 : G; — G5 un homomorphisme de groupes (c’est a dire une application 6 : G; — Go
telle que 6(zoy) = O(x)of(y) pour tout couple (x,y) d’éléments de E. Montrer que 0
est continu si et seulement si 1¢, =lim,,_,.6(z,) pour toute suite (z,),>1 d’éléments
de £ telle que 1g, =lim,,oZy.

2) Soit (G, 0,7) un groupe topologique abélien localement compact.
a) On suppose qu’il existe une suite (K,),>1 de sous-ensembles compacts de G tels

N

que G = U,>1 K,,. On pose, pour ¢, ¢2 € G,

<= min(l, sup,ey, ok, [01(2) — da()]

d(fr,d2) =) o :

n=1

Vérifier que d est une distance sur G, et que la topologie 7; coincide avec la
topologie de G définie dans le cours (en termes savants, cette topologie est la topologie
de la convergence uniforme sur tous les compacts de G).

b) Montrer que I'application 6; : t — ¢, ou ¢(s) = €' pour s € R, est une

application continue de R dans R et que P'application réciproque ;" : R — R est
également continue.

Exercice 5

Soit G’ un groupe abélien fini, et soit H un sous-groupe de GG. On suppose que H
est strictement contenu dans G. On considére z € G\ H.

1) Vérifier que 'ensemble H(x) := {2"y }nez yen est un sous-groupe de G contenant
H et x.

2) Montrer qu’il existe un entier m > 2 tel que 2™ € H.
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3) Soit d le plus petit entier > 2 tel que 2% € G. Montrer que tout élément u de
H(zx) s’écrit de maniére unique sous la forme u = 2"y, avec 0 <n <d—1,y € H.

4) Soit x un caractére de H, et soient «a, ..., a4 les d solutions complexes de ’équa-
tion 2% = y(z¢). Pour 1 < j < d, u= 2"y € H(z), avec 0 <n < d — 1, on pose

X;(u) = aix(y)-
Montrer que x; est un caractére deA H(z) dont la restriction & H coincide avec y.
En déduire que si |H| = |H|, alors |H(x)| = |H(x)|.
5) Déduire de ce qui précéde que |G| = |G| pour tout groupe abélien fini G.

Exercice 6

Soit G un groupe abélien fini possédant n éléments.

1) En utilisant la définition de la convolution sur C(G) et la définition de la trans-
formée de Fourier sur C(G), montrer que la transformée de Fourier de f x g est égale
au produit des transformées de Fourier de f et de g pour f,g € C(G).

2) En utilisant le fait que G forme une base orthonormale de C(G) pour le "produit
hermitien" de C(G), démonter les formules de Plancherel et Parseval sur C(G).

3) En utilisant de nouveau le fait que G forme une base orthonormale de C(G)
pour le "produit hermitien" de C(G), démontrer que ‘AgAg = nl,, ou I, est la
matrice unité a n lignes et n colonnes.

En déduire la formule d’inversion de Fourier pour C(G).

Exercice 7

Soit G un groupe abélien fini. On se propose de démontrer le principe d’incertitude
discret , qui dit que I'on a, pour toute fonction f € C(G) non nulle

|Supp(f)| x ’Supp(f)‘ > |G- (8.16)

1) Vérifier ce résultat directement dans le cas ou G = Z/2Z.

2) On revient au cas d’un groupe abélien fini G quelconque. Soit f € C(G), et soit

M = sup,eq|f(2)]. On pose [[f|| = V< f, [ >, de sorte que || f||* = & Xpeq [ f(2)

Montrer que 'on a

2

M 1 .
917 < g 1Supp(D] et M < 1 37 ||

xX€G

En utilisant I'inégalité de Cauchy-Schwartz, en déduire que
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[Supp(f)l 7 : :
JW2§-—TEF—MﬂV, puis  M?* < || f[?
En déduire le principe d’incertitude discret.
3) Soit H un sous-groupe de G, et soit fy sa fonction caractéristique, définie par

la formule fy(x) =1six € H, fg(x) =0 sinon. On pose

Supp(f)

H*={xeG|x(z)=1 Yz eG}.

Montrer que l'on a f = |H| fy1, et en déduire que |Supp(fi)| % ‘Supp(fH)‘ = |G].

Exercice 8

Soit f une fonction continue, périodique de période 1, et intégrable sur [0, 1]. On
pose f(x) = f(—z) pour z € R. Avec les notations de la formule 8.15, montrer que
I’on a, pour p <0,

(f)n(=p) ‘
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