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§1. Einleitung

Sei K eine endliche Erweiterung von Q, A cine liber K definierte abelsche
Varietdt, n=Gal(K/K) die absolute Galois-Gruppe von K, [ eine Primzahl
Dann operiert 7 auf dem Tate-Modul

T,(4)=lim A[I"}(K).

Ziel der vorliegenden Arbeit ist der Beweis der folgenden Resultate:

a) Die Darstellung von 7 auf T,(4) ®,, @, ist halbeinfach.
b) Die Abbildung

Endg(4) ®zZ, — End,(T)(4))

ist ein Isomorphismus.

¢) Sei § eine endliche Menge von Stellen von K, d>0. Dann gibt es nur
endlich viele Isomorphieklassen d-fach polarisierter abelscher Varietdten iiber
K, welche gute Reduktion auBerhalb S haben.

a) und b) sind bekannt unter dem Namen Tate-Vermutung, ¢) als Shafarevich-
Vermutung. Weiter weil man ([9]), daB aus c¢) die Mordell-Vermutung folgt.
Die Tate-Vermutung ist von Tate selbst fiir abelsche Varietédten liber endlichen
Korpern gezeigt worden. Zarhin verallgemeinerte dies auf Funktionenkorper
([15, 16]) iiber solchen, und unser Beweis ist eine Ubertragung seiner Metho-
den auf den Zahlkdrper-Fall. Das zur Ubersetzung notwendige Worterbuch
hat Arakelov geliefert ([2]), und seine Methoden sind vom Verfasser ausge-
baut worden ([5]). Kurz gesagt handelt es sich darum, ,alles” mit hermiteschen
Metriken zu versehen.

Der Beweis fiir c) erfolgt so, daB zundchst nur die Endlichkeit fiir Isogenie-
Klassen gezeigt wird. Die grundlegende Idee dazu hat mir der Gutachter der
Inventiones® anlidBlich der Verdffentlichung meiner Arbeit {6] mitgeteilt, und
ich mubBte sie nur noch von der Hodge-Theorie in die étale Kohomologie iiber-
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setzen. Ich mochte daher dem mir personlich unbekannten Gutachter an dieser
Stelle fiir seine Anregung herzlich danken.

Der Rest des Beweises von ¢) benutzt eine Variante der bei a) und b) ver-
wendeten Methoden.

Die Arbeit beginnt zunidchst mit einigen technischen Details iiber Hohen.
Die Komplikationen ergeben sich daraus, daB meines Wissens noch kein guter
Modulraum semiabelscher Varietiten iiber Z existiert. (Mit dhnlichen Proble-
men hat sich auch L. Moret-Bailly zu kidmpfen, der die Verhiltnisse iiber
Funktionenkorpern untersucht ([7]).) Danach werden die sehr schonen Ergeb-
nisse von Tate ([13]) {iber p-divisible Gruppen benutzt. Der Schiuf} ist dann
wieder etwas technischer.

Ich habe viel {iber das Thema von L. Szpiro gelernt, dem ich an dieser Stelle fiir seine Einfiih-
rung in diesen Problemkreis danke. P. Deligne hat mich auf eine Unstimmigkeit in der urspriingli-
chen Fassung der Arbeit aufmerksam gemacht.

§2. Semiabelsche Varietiiten

Definition. Sei S ein Schema (oder ein algebraic stack). Eine semiabelsche Va-
rietdt der relativen Dimension g iiber § ist eine glatte algebraische Gruppe p:
G- 8, so daB die Fasern von p zusammenhéngend von der Dimension g sind,
und Erweiterungen einer abelschen Varietdt durch einen Torus.

Beispiel. Sei q: C — S eine stabile Kurve vom Geschlecht g ([4]). Dann ist
J=Pic*(C/S)—S

eine semiabelsche Varietét der relativen Dimension g.
Wir bendtigen das folgende

Lemmal. Sei S normal, U<S offen und dicht p,: A, —S und p,: A,—S zwei
semiabelsche Varietiten, ¢: A,/U—-A,/U ein iiber U definierter Homomorphis-
mus algebraischer Gruppen. Dann ldft sich ¢ eindeutig auf ganz S fortsetzen.

Beweis. Dies ist wohlbekannt, falls S Spektrum eines kompletten diskreten Be-
wertungsringes ist. Im allgemeinen reduziert man sofort auf S noethersch und
exzellent, und bezeichnet mit

XA x,A,

den AbschluBl des Graphen von ¢.

Nach Basiswechsel mit geeigneten Bewertungsringen sieht man, daB die
Projektion pri: X — A, eigentlich ist, und dal} ihre Fasern nur einen Punkt
besitzen. Da A, normal ist, muf} pr, ein Isomorphismus sein, und X der Graph
der eindeutig bestimmten Fortsetzung von ¢. (Eindeutigkeit folgt zum Beispiel
durch Betrachtung von Torsionspunkten, oder auf tausend andere Arten.)

Definition. Sei p: A— S eine semiabelsche Varietidt der relativen Dimension g,
s: §— A der Nullschnitt.
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Setze:
W45~ s* (Qi/s),
w 4 ist ein Geradenbiindel auf S.

Bemerkungen. a) Wenn p eigentlich ist, so ist w52 p, (€5 5).
b) w,,s kommutiert mit Basiswechsel.

¢) Wenn 4="Pic’(C/S) mit einer stabilen Kurve q: C—S, so ist W 45
AFq (w¢5), wobei wcs den relativen dualisierenden Modul bezeichnet.

d) Wenn S =_Spec(C) und p eigentlich ist (d.h., A/C ist eine komplexe abel-
sche Varietit), so besitzt

w45 =T (A, Q%¢)

ein kanonisches hermitesches Skalarprodukt:
Wenn «, f holomorphe Differentialformen auf A sind, so setze

@ =(5f 2

Wir bendtigen einige Tatsachen iiber die Modulrdiume stabiler Kurven und
abelscher Varietédten. Dazu scheint die Sprache der ,algebraic stacks® am ange-
messensten zu sein. Falls dem Leser diese Notation zu abstrakt erscheint, so
moge er die folgenden Uberlegungen durchfiihren:

Es geht eigentlich um Endlichkeitsaussagen.

Wenn & einer der demnichst einzufiihrenden algebraic stacks ist, und §
den zugehorigen groben Modulraum bezeichnet, so gibt es stets eine offene
Uberdeckung .

S=U U
i=1

und endlich surjektive Abbildungen V;— U, so daB iiber V, das ,universelle
Objekt zu & existiert. Man kann dann alle Rechnungen in den ¥, durchfiih-
ren.

Nun zu den hier verwendeten algebraic stacks.

1. M, klassifiziere die stabilen Kurven vom Geschlecht g ([4]). M, ist ei-
gentlich tiber Spec(Z), und der zugehdrige grobe Modulraum heile M,.

2. A, klassifiziere die prinzipal-polarisierten abelschen Varietiten der rela-
tiven Dimension g, und A, sei der zugehdrige Modulraum.

A, ist nicht eigentlich iiber Spec(Z), aber die folgenden Tatsachen sind
bekannt:

a) Wenn
) p: A-U,

die universelle abelsche Varietdt iiber U, bezeichnet, so gibt es ein r>0, fiir
welches (o mwe )®" ein sehr amples Geradenbundel auf 4,/Q definiert ([3]). Sei

A,/Q der Zariski-AbschiuB von A4 ,/Q in dem zugehongen projektiven Raum
lP%V A /Z der Zariski-AbschluB in P}, und .# das Geradenbiindel ¢(1) auf

/Z (//l setzt auf A,/Q (w q,)®" fort)
b) Es gibt iiber (E einen elgemllchen dominanten Morphismus

¢: R—A4,/C,
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so daB iiber N eine semiabelsche Varietdt existiert, welche die universelle abel-
sche Varietit iiber 9, fortsetzt (siche [8], §9). AuBerdem ist bekannt, daB o®
dieser semiabelschen Varietidt isomorph zu ¢*(.#) ist. (Hierzu mufl man direkt
rechnen, siche meine Ausfilhrungen dazu in [6], §2.)

Lemma 2. Es gibt iiber Spec(Z) einen eigentlichen algebraic stack 3, eine offene
Teilmenge U 3 und einen eigentlichen Morphismus y: W— U, welcher sich zu
einem Y: 3/Q— A,/Q fortsetzt, so daf iiber 3 die folgenden Objekte existieren.:

a) Eine stabile Kurve q. C— 3.

b) Ein Untergeradenbiindel (= lokal direkter Sumand) £ = A% q,(w¢ ).

c¢) Uber U ein Paar von Gruppenhomomorphismen

a: Pic'(C/3) - ¥*(4),
B: y*(4)— Pic'(C/3)

oo f= Multiplikation mit einem delN, d=+0.

(Dabei sei A wieder die universelle abelsche Varietdt iber A,
d) Auf 3®,Q existiert ein Isomorphismus FE =y*(M), und &L ist iiber
W/Q das Bild von
¥ Yo gyq) = A2 G, (0c)2)

Der daraus resultierende Isomorphismus (iiber U/Q)

‘/’*(wA/mg)®r =yY*(H)

ist Y*-Pullback des bei der Konstruktion von . angegebenen Isomorphismus
itber A,.
g

Beweis. In dem generischen Punkte von 2, ist die zugehdrige abelsche Varietdt
Quotient einer Jacobischen. Die zugehorige Kurve entspricht einer rationalen
Abbildung von %, in M,, fiir ein g.

Wenn man den Graphen dieser Abbildung betrachtet, so erhidlt man (mit
Hilfe einiger trivialer Zusatziiberlegungen) einen ersten Kandidaten 3, so daBl
schon a) und (nach Lemma 1) ¢) erfiillt sind. .# ist dann iiber Y®zQ durch d)
schon festgelegt, und liefert eine rationale Abbildung von U ®,Q in ein geeig-
netes projektives Biindel iiber 3. Man ersetzt 3 durch die Normalisierung des
Abschlusses des zugehOrigen Graphen, und dann sind auch b) und der zweite
Teil von d) erfiillt. Zum Rest von d) ist zu vermerken, dal man den gesuchten
Isomorphismus schon iiber W ®,® konstruiert hat, und man muf} nur noch die
Fortsetzbarkeit auf 3®,Q zeigen. Dazu kann man den Grundkorper von Q
auf € erweitern, und es reicht, die Fortsetzbarkeit fiir ein 3/C zu zeigen, wel-
ches dominant und eigentlich tiber 3 liegt.

Mit Hilfe des weiter oben elngefuhrten ¢: N—-A ,/C konstruiert man ein
normales 3, so daB y*(4) sich auf 3 zu einer semlabelschen Varietit fortsetzt.
Nach Lemmal kann man auch « und § fortsetzen, und diese liefern den ge-
wiinschten Isomorphismus iiber 3.

Korollar. Es gibt eine natiirliche Zahl e>0 mit der folgenden Eigenschaft:
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Sei K ein Zahlkorper, R der Ring der ganzen Zahlen in K,
p: A—Spec(R)

eine semiabelsche Varietit, so dafi die generische Faser A/K eigentlich iiber K
ist, und eine prinzipale Polarisation bestitzt. Dem entspricht eine Abbildung p:
Spec(K) — A4,/Q, welche sich zu einem p: Spec(R)—nig/Z fortsetzt.

Nach Konstruktion besteht ein Isomorphismus

p*(M) QK E(wA/R)®r ®r K.

Unter Benutzung dieses Isomorphismus gilt:
e p*(M)S(wyg)® et p*(M)S p* (M) Rk K).

Beweis. Wir diirfen annehmen, dal y: 3/Q —A,/Q sich fortsetzt zu einem ei-
gentlichen y: 3/Z— A,/Z. Dann gibt es eine endliche Korpererweiterung
K'2K (mit ganzen Zahlen R'=K’), so daB sich p liften 148t zu

p: Spec(R)— 3.
Da iiber 3®,Q y*(#) und £® isomorph sind, gibt es ein e, >0, so daf
ither 3 ~
e LY (M)cer - L.
Es reicht, die Behauptung nach dem Basiswechsel zu R’ zu zeigen, und wir

miissen nur noch w4z und §*(Z) vergleichen.
Durch Pullback erhidlt man eine stabile Kurve

q: C-—Spec(R")
und
a: Pic(C/R)—A/R’, B:. A/R' - Pic*(C/R")
mit oo f=d-id (Benutze Lemma 1 tiber R’), so daB 5*(#) das Unterbiindel von
ABq (¢ p) ist, welches vom Bild von
a*: g~ A2 g (0cr)

erzeugt wird. Daraus folgt unmittelbar, daB8 d®- p*(Z£) S w 4 S p*(&), und wir
sind fertig.

§ 3. Hohen

Sei K wieder ein Zahlkorper, R der Ring der ganzen Zahlen in K. Analog zu
[5] definieren wir ein metrisiertes Geradenbiindel auf Spec(R) als einen projek-
tiven R-Modul P vom Rangl, zusammen mit Normen | |, auf P®,K, fiir
alle unendlichen Stellen v von K. Dabei bezeichnet K, die Komplettierung von
K in v, und wir definieren ein ¢, =1 oder 2, je nachdem ob K, =IR oder K, =C.
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Der Grad des metrisierten Geradenbiindels wird definiert als (,, #“= Ordnung)

Grad(P, | [)=log(#(P/R-p)—} ¢, log|pl,.

Dabei ist p ein von Null verschiedenes Element von P, die Summe geht iiber
alle unendlichen Stellen von K, und die rechte Seite ist selbstverstindlich unab-
hingig von p.

Bemerkung. Der Begriff des metrischen Geradenbiindels stammt von Arakelov
{[2]). Der Grad von P hingt natiirlich auch mit dem Volumen von P zusam-
men.

Uns interessieren besonders die metrisierten Geradenbiindel w4, wobei

p: A—Spec(R)

eine semiabelsche Varietit ist, mit eigentlicher generischer Faser A/K. Die Me-
triken an den unendlichen Stellen kommen vom schon erwidhnten Skalarpro-

dukt: g
||a||§:(i) [ end
2] 4k
Definition. Die modultheoretische Hohe h(4) ist

h(4)= Grad(w 4g)-

1
[K:Q]
Man siebt sofort, dafl h{A) invariant ist gegeniiber Erweiterungen des Grund-
korpers. Der Name ,,Hohe“ rechtfertigt sich wie folgt:

Im allgemeinen definiert man die Hohe eines Punktes xeIP*(K), indem man
x einen Morphismus p: Spec(R)—IP; zuordnet, das Biindel (1) auf IP¢ mit
einer Metrik versieht, und dann als Hohe von x

*
K. Q] -Grad(p* 0(1))
definiert.

Bei Verdnderung der hermiteschen Metrik dndert sich die Hohenfunktion
nur um einen beschrinkten Betrag, und es ist bekannt, daB fiir jedes ¢ nur
endlich viele K-rationale Punkte des IP* Hohe <c¢ haben. Entsprechende Uber-
legungen gelten fiir abgeschlossene Untervariatiten des IP". Angewandt auf un-
sere Situation bettet man wie bisher 4, mittels .# in [Py ein. AuBerdem hat
man schon eine Metrik || | auf dem von # auf A ((E) induzierten Biindel
definiert. Wenn sich diese Metrik auf A (C) fortsetzen heBe so konnte man sie
zur Definition der Hohe verwenden, und aus dem Korollar zu Lemma 2 wiirde
folgen, daB fiir eine semiabelsche Varietit 4 liber R (wie oben), welche iiber K
eine prinzipale Polarisation besitzt und damit ein xe 4 (K) definiert, h(x) und
r-h(A) sich nur um eine beschrinkten Betrag unterscheiden.

Leider hat die Metrik || || Singularititen lings Eg((E)—Ag((E), doch sind die-
se so mild, dafl die fundamentale Endlichkeits-Eigenschaft der Hohe erhalten
bleibt:
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Definition. Sei X/C eine kompakte komplexe Varietit, Y < X eine abgeschlos-
sene Untervarietit, .# eine Geradenbiindel auf X, || || eine hermitesche Metrik
auf #}X —Y. Die Metrik || || hat logarithmische Singularitdten ldngs Y, wenn
folgendes gilt: Es gibt eine eigentliche dominante Abbildung

¢ XX,

so daB X glatt und ¢~ !(Y) ein Divisor mit normalen Uberkreuzungen ist, und
so daB fiir ein lokales Erzeugendes h von ¢*(.#) und eine lokale Gleichung f
von ¢~ (Y).

Sup {[ihll, 1A~} Sc, - I(tog] f DI

(mit Konstanten ¢, ¢, >0) gilt.

Beispiel.
X=A4,C), Y=A/(C)—A(C), A und] |
wie bisher.
Dies wurde zwar schon in [6] gezeigt (Ende von §2), doch folgt hier auf
Wunsch der Referenten eine kurze Beweisskizze:
Allgemeiner gilt fiir ein glattes X, einen Divisor Y von X mit normalen
Uberkreuzungen und eine semiabelsche Varietit

p: A—-X,

so daB iiber X —Y p eigentlich und A prinzipal polarisiert ist, daB} die kanoni-
sche Metrik auf w,y logarithmische Singularitdten lings Y hat.

Dazu betrachtet man statt w,;x p *(Q;,X) {,,logarithmische Singularitdten*
1aBt sich auch fiir Vektorbiindel definieren), und mit den Methoden des §2
reduziert man das Problem auf den Fall, dal A Jacobische einer semi-stabilen
Kurve q: C—- X ist.

Wir behandeln kurz den Fall einer semi-stabilen Kurve iiber dem Einheits-
kreis ID. Der allgemeine Fall geht genauso. Wenn

q: C->ID={t||t|<1}
e.:gne semi-stabile Kurve ist, mit guter Reduktion auBerhalb 0, so besitzt C eine
Uberdeckung .
C= U U,
i=1
so daB entweder

a) U={(z,0)|lz| <1, |t|] <1}, q|U;: U;~ID glatt, z liefert Koordinate auf allen
Fasern

oder
b) U={(z;, 2, Dllz;| <&, |z,| <g, 2,2, ="}, 42y, 25, D) =t
Wenn « ein lokaler Schnitt von g, (wcp) ist, so ist o auf den U; von der Form

a) a=(holomorph)-dz bzw.
d
b) oc=(holomorph)'7zl—.

1
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Eine explizite Rechnung ergibt, daf3

i -

= oA
2Uiﬂl1"1(t)

fiir t - 0 entweder beschridnkt bleibt, oder hochstens wie |log|t|| wéachst. AuBer-
dem sieht man sofort, daB3

Il Iz (pos. Konst) || |y,

wobei || ||, eine auf ganz X erklirte hermitesche Metrik auf g (o, y) bezeich-
net.

Lemma 3. Sei X <Py Zariski-abgeschlossen, Y € X abgeschlossen, || || eine her-
mitesche Metrik auf O(1)|(X(C)— Y(T)), mit logarithmischen Singularititen lings
Y. Fiir einen Zahlkorper K und xeX(K)—Y(K) definiert man wie bisher h(x).
Dann gibt es fiir jedes ¢ nur endlich viele xe X(K)— Y (K) mit h(x)<c.

Beweis. Sei || ||; eine hermitesche Metrik fir 0(1)| X(C), h, die zugehdrige Ho-
henfunktion, und man wéihle ein s>0 und

fl’ ,ftEF(X/Z’ (O(S)),

deren gemeinsame Nullstellenmenge genau Y ist. Dann definiert || ||, eine Me-
trik auf @(s) (welche auch | ||, heiBle), und aus den Voraussetzungen folgt so-
fort, dal Konstanten c,,c,>0 existieren

[
m(z)

mit log Scey+c,-inf{log(llog | £i(2)l 1)}

fir ze X(C).
Wenn xe X(K)— Y(K), entsprechend einem

p: Spec(R)— X,
so definieren die f; Schnitte p*(f)) von p*(0(s)), mit deren Hilfe man die H6he

h,(x) berechnen kann. Da | f;(2)||; auf X(C) nach oben beschrinkt ist, erhilt
man sofort Konstanten c¢;,c, >0 mit

|h(x) =R (x)| S 3 + ¢4 - log(hy(x)).

Daraus folgt unmittelbar die Behauptung.
Wir konnen nun die Friichte unserer Bemiihungen ernten. Das folgende
Resultat ist schon fast bewiesen:

Satz 1. Sei ¢ gegeben. Dann gibt es nur endlich viele Isomorphieklassen von Paar-
en aus

i) einer semiabelschen Varietdt der relativen Dimension g
p: A—Spec(R)

mit eigentlicher generischer Faser A/K
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ii} einer prinzipalen Polarisation auf A/K,
fir welche
h(A)<c
gilt.

Beweis. Nach dem Korollar zu Lemma?2 ist die Differenz zwischen h(x) und
r-h(A) beschrinkt (xe A, (K) gehort zu A). Nach Lemma3 liefern die A mit
h(A)<c somit nur endlich viele verschiedene xeA, (K). Wir miissen uns nun
noch iiberlegen, daB nur endlich viele K-Isomorphieklassen dieselbe Klasse
iiber dem algebraischen AbschluB K induzieren kénnen. Wir fixieren also eine
solche Klasse iiber K, und betrachten die entsprechenden A/K. Es ist bekannt,
daB alle diese an denselben Stellen von K schlechte Reduktion haben. Aus
dem Lemma4 weiter unten folgt dann sofort die Existenz einer endlichen Er-
weiterung K'=2K, welche fiir ein n>3 die Koordinaten der n-Teilungspunkte
aller A/K enthilt. Bekanntlich sind dann unsere A’s schon i{iber K’ isomorph,
und der Rest folgt aus allgemeinen Grundsitzen der Galois-Kohomologie.
Es bleibt nachzutragen das

Lemma 4. Sei K ein Zahlkirper, S eine endliche Menge von Stellen von K. Dann
gibt es nur endlich viele Kérpererweiterungen K'2 K von vorgegebener Ordnung,
welche auferhalb von S unverzweigt sind.

Beweis. Bekannt (Hermite-Minkowski).

§ 4. Isogenien

Wir untersuchen das Verhalten von h(A) unter Isogenien. Wie immer ist K ein
Zahlkorper, ReK der Ring der ganzen Zahlen.
Seien

p.: A;—Spec(R)
und
P»: A, Spec(R)

semiabelsche Varietiten mit eigentlicher generischer Faser,
s: Spec(R)— A,

der Nullschnitt, und ¢: 4, — 4, eine Isogenie. (Nach Lemma 1 reicht es natiir-
lich, wenn man ¢ iiber K definiert.)

Wir setzen G=Ker(¢)=4,. Da ¢ antomatisch flach ist, ist G ein quasiend-
liches flaches Gruppenschema iiber Spec(R).

¢ induziert eine Injektion

®.
o*: @4, R W 4/R>

und man sieht sofort, daB3
# (wAl/R/d)* (wAz/R)) = #s* (Q}h/Az) = 4k ™ (ch;/x)-

Da auBerdem ¢* die Normen an den unendlichen Stellen um (Grad(¢))'/? ver-
dndert, folgt unmittelbar
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Lemma 5.

h(4,)=h(4,)+3log(Grad(¢)) - -log (4 5*(Qg))

1
[K:Q]
Bemerkung. Wenn G von einer Zahl nelN annulliert wird, so annulliert # auch
Q- Daraus folgt, daB

exp(2[K: Q]- (h(4,)—h(A4,))

eine rationale Zahl ist, in deren Zidhler und Nenner nur Primteiler von
Grad(¢) auftauchen. Die Exponenten dieser Primteiler darin k6nnen durch ih-
re Exponenten in Grad(¢) beschrinkt werden.

Wir untersuchen nun das Verhalten der h(4,), falls A,=A4/G,, wobei die G,
die Stufen einer /-divisiblen Gruppe G< A[I*] durchlaufen.

Satz 2. Sei p: A—Spec(R) eine semiabelsche Varietdt mit eigentlicher generischer
Faser, | eine Primzahl, und G/K = A[1*]/K eine l-divisible Untergruppe.
Weiter sei G, der Kern von I" auf G, und A, die semiabelsche Varietit A,
=A/G,. Dann ist
h(A,)=h(A).

Beweis. Seien vy, ...,v, die iiber [ liegenden Stellen von k, K; =K, die entspre-
chenden lokalen Korper, R, < K, die Bewertungsringe, m; =[K,;: ®,], so dal

m=[K:Q]=i m,.

Wir wihlen ein festes i, und betrachten das formale Gruppenschema A iiber
Spf(R,), die Komplettierung von 4/R, lings der Faser A liber dem abgeschlos-
senen Punkt s von Spec(R)).

A, ist eine Erweiterung 0— T, > A ,— B, —0 mit T, Torus, B, einc abelsche
Varietit.

Nach allgemeinen Grundsitzen kann man T, liften zu einem Torus T iiber
Spec(R,), und T ist abgeschlossenes formales Unterschema von A. (Morphis-
men von T, in glatte Gruppenschemata konnen geliftet werden.)

Sei

H,=A[l"]

die assoziierte I-divisible Gruppe. H, ist formale Komplettierung einer I-divi-
siblen Gruppe H,; iiber R;, und H/K, ist eine Il-divisible Untergruppe von
A[I”)/K,;. Dasselbe gilt fiir T[I*], und zu diesen Untergruppen gehoren Z-
Untergitter
T(T)S T(H) S T(A).

Lemma 6. Sei D;=Gal(K,/K,) die absolute Galois-Gruppe von K,, I,< D, die Ver-
zZweigungsgruppe.

Dann operiert 1, trivial auf T(A)/T,(H)), und die induzierte Operation von
D/1,=2 erfolgt iiber einen endlichen Quotienten von VA

Beweis. Sei
Lo TA)x T(A) - Z,(1)=T(G,)
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die von einer Polarisation von A/K induzierte symplektische Form. () ist
nicht ausgeartet, und bekanntlich (SGA VII, Exp.1X, §7) ist

(T(T), Ti(H;)> =0.
Aus Dimensionsgriinden ist T,(H;)=T,(T)*, und wir erhalten eine Injektion
T,(A)/T,(H;) > Homyg (T)(T), Z,(1)).

Diese Injektion ist D-linear, und D, operiert in der verlangten Art und Weise
auf Hom, (T(T), Z(1)).

Nunmehr zuriick zu unserem G/K<A[I®]/K. Nach Basiserweiterung
K < K; kénnen wir den Durchschnitt G,=GnH, bilden. Dies ist die maximale
I-divisible Untergruppe von G,/K;, welche sich iiber R; ausdehnen 1iBt, und
es 1st

#(5* Q) 4, @ R)= #5*(Q(s,,r.)-

Nach [13], Proposition2 kann man dies sofort ausrechnen: Sei d; die Dimen-
sion der maximalen formalen Untergruppe von G;. Dann ist

t —prmids
#5*(Q . r) =10

Wenn C; die Komplettierung des algebraischen Abschlusses von K, bezeichnet,
so ist weiter bekannt ([13], Theorem 3, Corollary 2), daB3

T(G)®y, C;= Cl @ CH(+ 1),
(h,=Hobhe(G)), ,.(+ 1)*=Tate-Twist) als D,-Moduln.
Zusammen mit Lemma 6 ergibt sich daraus, daB D, auf

"T,(G) ®y, € A" T(A) @y, C
(h=Hohe(G))
wie auf
o (X‘(i)‘) =Ci{d)

operiert {y,=zyklotomischer Charakter).
Wir iibertragen dies nun wieder auf den globalen Fall:
Es ist

nim,.di n 1
#s*(QA/A)__li=1 ) (l 'QA/An=—’0)

und

h(A,)— h(A—nlogl)( ;% )

r

Wir miissen also zeigen, daB ) m;d,=3mh. Dazu betrachten wir die absolute
i=1

Galois-Gruppe #=Gal(Q/Q), und den #-Modul
V=Ind*(T,(4) (n=Gal(K/K)).
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Dieser enthilt den Untermodul
W =1Ind}(T;(G))

vom Rang mh, und 7 operiert auf der Geraden
L=A""W)< A (V)

via einen Charakter y: 7 —Z}.

Aus der Klassenkorpertheorie folgt, daBl y von der Form y=(l-adische Po-
tenz von x,)-(Charakter endlicher Ordnung) ist.

Die darin auftretende l-adische Potenz von y, bestimmt sich wie folgt: Sei
C die Komplettierung des algebraischen Abschlusses von ®,,

D=Gal(Q/Q)=7#
die Zerlegungs-Gruppe von I. Dann gilt als D-Modul

L&, C=C (+ 5 midi)
i=1

(dies folgt aus unseren vorherigen Berechnungen), und somit ist nach [13],

Theorem 2 .
- Z m;d;
XX

ein Charakter endlicher Ordnung auf D und auch auf 7. SchlieBlich folgt aus
dem schon von Weil bewiesenen Teil der Weil-Vermutungen mit einigen loka-
len Uberlegungen, daB x(F,) (p=Primzahl, F,= Frobemus) fiir fast alle p eine

algebralsche Zahl ist, all deren Konjugierte Betrag p 2 haben. Da y,(F,)=p, ist
wie verlangt

" mh
L=

§ 5. Endomorphismen

Sei K Zahlkorper, A/K eine abelsche Varietdt der Dimension g, ! eine Prim-
zahl, T,=T,(A) der Tate-Modul, auf dem n=Gal(K/K) operiert.

Satz 3. Die Operation von © auf T,®,, Q, ist halbeinfach.

Satzd4. Die Abbildung
End (4)®zZ,—End (T)
ist ein Isomorphismus.

Beweis. Die beiden Sitze werden zusammen bewiesen. Es reicht bekanntlich,
statt Satz4 die etwas schwichere Aussage zu beweisen, dal die Abbildung

Endy(4) ®, @, — End, (T, ®z, Q)
bijektiv ist.
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Man darf dann zum Beweis den Grundkorper erweitern, oder 4 durch eine
isogene abelsche Varietit ersetzen. Wir konnen also annehmen, daBl 4/K prinzi-
pal polarisiert ist, und daB 4 sich zu einer semiabelschen Varietit iiber Spec(R)
fortsetzt. Dann besitzt T, eine nichtausgeartete schiefsymmetrische Bilinear-

form. Sei
W< T,®,,Q,

ein m-invarianter maximal isotroper Teilraum. Dem entspricht eine I-divisible
Untergruppe G < A[1], und die semiabelschen Varietiten A,= A/G, tragen wie-
der prinzipale Polarisationen.

Nach Satz2 ist h(A4,)=h(A), und nach Satz1 sind unendlich viele 4’s iso-
morph.

Wie in [16] folgt daraus, daBl W Bild eines Idempotents aus End(4) ®, 0,
ist. Der Rest des Beweises geht genauso wie in [16], und sei daher nur skiz-
ziert:

Wihle a, b, ¢, de@Q, mit a®>+b%+c*+d?= —1. Setze

a —b —c —d
. b a d —c
c —d a b
d ¢ -b a

(entsprechend dem Quaternion a+bi+cj+dk), so daB v-'v=—1. Wenn W ein
beliebiger n-invarianter Teilraum von T,®,, Q, ist, so wendet man obige Uber-
legungen an auf den maximal isotropen Teilraum

W ={(x,0x)[xeW*} @ {(y, —v )|ye(WH*} = T}(4)° @, Q;.
Korollar 1. Seien A, und A, abelsche Varietiten iiber K. Dann ist
Homy(A,, 4,)@zZ,~Hom,(T;(4,), Ti(4,))
ein Isomorphismus.

Beweis. Satz4 fiir 4, x A,.
Die L-Reihe eines A’s ist bekanntlich definiert als

1
Ha=I1 daq =y iz ~ L4

v

wobei das Produkt iiber fast alle Stellen von K zu erstrecken ist. Die lokalen
L-Faktoren L (A4,s) sind unabhingig von I

Korollar 2. Seien A,, A, wie im Korollar 1. Es sind dquivalent

i) A, und A, sind isogen.

il) T(A)) ®zV,=T(4,)®,Q, als n-Modul.
iy L,(s,A,)=L,(s,A,) fiir fast alle Stellen v von K.
iv) L (s,A;)=L,(s,A4,) fiir alle v.

Beweis. Die Aquivalenz von i) und ii) folgt aus Satz4, die von ii) und iii) aus
Satz3 (+ Cebotarev), und aus ii) folgt iv) folgt iii) ist trivial.



362 G. Faltings

Korollar 3. Sei A/K eine abelsche Varietit, d>0. Dann gibt es nur endlich viele
Isomorphieklassen d-fach polarisierter abelscher Varietdten B/K, so daf fir alle |
T,(4)= T;(B).

Beweis. Die Voraussetzung besagt, daB zu jedem I eine Isogenie vom Grad
prim zu ! zwischen A und B existiert. Wir diirfen weiter den Grundkorper K
zum Beweis erweitern, und dann annehmen, dall A und alle B’s sich zu semi-
abelschen Varietiten liber Spec(R) fortsetzen, und daB es fiir alle B’s eine Isoge-
nie vom Grad ]/3 mit einer prinzipal polarisierten abelschen Varietdt gibt.
Man kommt dann leicht auf folgende Voraussetzungen:

a) alle B’s haben semistabile Reduktion,

b) alle B/K sind prinzipal polarisiert,

c) es gibt ein N, so daB fiir jede Primzahl / und alle B’s Isogenien ¢: A — B
existieren, fiir die die grofte I-Potenz in Grad(ep) N teilt.

Die Bemerkung nach Lemma5 zeigt dann, daB expR[K:@Q](h{B)—h(4))
eine rationale Zahl ist, deren Zihler und Nenner durch eine geeignete Potenz
von N abgeschitzt werden kann.

Also sind die h(B) beschrinkt, und man kann Satz1 anwenden.

§ 6. Endlichkeitssitze

Satz$. Sei S eine endliche Menge von Stellen von K. Dann gibt es nur endlich
viele Isogenie-Klassen abelscher Varietiten vorgegebener Dimension iiber K,
welche gute Reduktion auflerhalb S haben.

Beweis. Sei A eine solche abelsche Varietit. Nach den Weil-Vermutungen gibt
es fiir v¢S nur endlich viele Moglichkeiten fiir den lokalen L-Faktor L (4,s).
Wir werden endlich viele Stellen v,,...,v, konstruieren, so daB3 zwei 4’s schon
isogen sind, wenn sie an diesen Stellen denselben lokalen L-Faktor haben. Da-
zu wihle man eine Primzahl I. Nach Lemma4 existiert eine endliche Galois-
Erweiterung K'= K, welche alle auBerhalb I und S unverzweigten Korpererwei-
terungen von K vom Grad <I%¢" umfaBt (g=dim(A4)).

Sei G=Gal{K'/K); und man wihle v,,...,v, so daf} jede Konjugationsklasse
in G das Bild eines Frobenius F, fir ve{v,,...,v,} enthilt (Cebotarev). Dann
erfillen v,,...,v, unsere Forderungen: Seien 4,,4, zwei abelsche Varietiiten
tiber K, welche denselben lokalen L-Faktor an v,,...,v, haben.

Sei

M = Endy (T;(4,)) x Endg (T/(4,))

die Z;-Unteralgebra, die vom Bild von n erzeugt wird.

Dann ist M freier Z,-Modul vom Rang <8g2 und M besitzt Darstellungen
auf T,(A,) und T;(4,).

Wir miissen zeigen, daB fiic jedes me M

Spur(m|T;(4,))=Spur(m|T;(4,)).

Es reicht natiirlich, dies fiir m aus einer Z,-Modulbasis von M zu zeigen, und
nach Voraussetzung gilt die Gleichheit schon, wenn m Bild eines Elements aus
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der Konjugationsklasse von F, ist, fiir ve{v,,...,v,}. Wir zeigen, daB diese Bil-
der M liber Z, erzeugen. Nach Nakayama reicht es, wenn sie M/IM erzeugen.
Dies gilt aber aus folgendem Grund:

Wir haben eine Darstellung

p: n—(M/IM)* =Einheiten von M/IM,

deren Bild M/IM erzeugt.
Da
H(M/IMY* <188,

faktorisiert p liber G, und p(rn) ist die Vereinigung der Bilder der Konjugations-
klassen der F,, ve{v,,...,0,}.

Satz 6 (Shafarevich-Vermutung). Sei S eine endliche Menge von Stellen von K,
d>0. Dann gibt es nur endlich viele Isomorphie-Klassen d-fach polarisierter abel-
scher Varietiten iiber K von vorgegebener Dimension, welche auflerhalb S gute
Reduktion haben.

Beweis. Nach Satz5 nehmen wir an, daB die betrachteten abelschen Varietéten
B/K alle isogen zu einem festen A/K sind. Wie im Beweis des Korollar 3 zu
Satz 4 dirfen wir weiter voraussetzen, daB3 sich alle B’s zu semiabelschen Varie-
titen iiber Spec(R) fortsetzen, und dafl d=1 ist. Wir wissen schon, daB3

exp(2[K: Q] (h(B)—h(4))

eine rationale Zahl ist. Wir werden ein N konstruieren, so daB Zihler und
Nenner dieser rationalen Zahl keine Primfaktoren I> N besitzen, und daB die
auftretenden /-Potenzen flir Primzahlen I <N beschrinkt sind.

Das letztere ist ganz einfach:

Wenn fiir zwei abelsche Varietidten B,/K und B,/K T/(B,) und T|(B,) als n-
Moduln isomorph sind, so existiert nach Satz4 eine Isogenie vom Grad prim
zu | zwischen B, und B,, und ! tritt nicht in

exp(2[K: Q](h(B,)—h(By))
auf.

Es reicht also, wenn es nur endlich viele Isomorphie-Klassen m-invarianter
Gitter in T)(A)®,, @, gibt. Dazu sei M, die von 7 erzeugte Z-Unteralgebra
von End, (7)(4)). Es folgt dann alles aus der Tatsache, dall M,;®,, Q, halbein-
fach ist (Satz 3).

Wir kommen nun zur Wahl von N. Dazu sei n das Produkt der Primzahlen
I, fiir welche entweder die Erweiterung K2 @ in I verzweigt, oder A4 nicht gute
Reduktion an allen Stellen der Charakteristik ! hat.

Waihle eine Primzahl p, welche n nicht teilt. Sei wieder

#=Gal(®Q/Q)=n=Gal(K/K),
und, fir 02A<2gm (g=dim(4), m=[K:Q]), sei
B(T)=det[T—F,| A"(Ind}(T,(A)))].
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Dabei ist I eine zu pn prime Primzahl, und F, bezeichnet den Frobenius an der
Stelle p.
Die E(T) sind unabhéngig von [, haben Koeffizienten in Z, und ihre Null-
h

stellen haben absoluten Betrag p*z (Weil-Vermutung oder besser -Satz).
Wir wihlen nun N2 so groB3, dal keine Primzahl I>N E(+p’) teilt, falls

0<hz2gm
O0sj=gm
j#Lh,
AuBlerdem sei N=np.
Wir werden zeigen, daB fiir jede Isogenie
¢: B,—-B,
von zu A isogenen abelschen Varietiten, deren Grad eine [-Potenz mit einer
Primzahl I>N ist, A(B,) und h(B,) iibereinstimmen. Dies geht dhnlich wie

beim Beweis des Satzes 2: Wir diirfen annehmen, daB ! den Kern G von ¢ annul-
liert. Sei

V,=T,(B)/I- T,(B,)= B, [11(K),
Vi=Ind%(V),

W=G(K)cV
W,=Ind;(W)<7,.

Wenn ¢ die Ordnung I* hat, so operiert # auf
L=A"W)< A™(V)

via einen Charakter y: 7 —(Z/IZ)*.

Wenn &: i—{+1} den Charakter bezeichnet, mit dem 7 auf A™Ind?(Z)
operiert, so ist y-&" unverzweigt auBerhalb I/, denn die Trigheitsgruppen der
Stellen v von K, welche ! nicht teilen, operieren unipotent auf V, (semistabile
Reduktion). Nach der Klassenkdrpertheorie ist x - ¢* eine Potenz des zyklotomi-
schen Charakters y,. Diese Potenz 4Bt sich mit Hilfe von [10], Théoréme4.11
{statt der Tateschen Theorie [13]) wie folgt bestimmen:

Sei

1= 4 s*(Q%)s
0<d<gm.

Dann ist (nach Raynaud) y-&"= ;% Also ist
LS (F)= +p*

h
eine Nullstelle von B,,(T) modulo /, und nach Wahl von N muf d=Tm gelten.
Da wieder

h d
h(B,)~h(B)=log() (5%,
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folgt unsere Behauptung, und es ergibt sich, daB die h(B)’s der betrachteten B’s
beschrinkt sind. Damit folgt Satz6 aus Satz1.

Korollar 1. Es gibt nur endlich viele Isomorphie-Klassen glatter Kurven X/K
vom Geschlecht g =2, welche auferhalb S gute Reduktion haben.

Beweis. Torelli.

Satz7 (Mordell-Vermutung). Sei X/K eine glatte Kurve vom Geschlecht g=?2.
Dann ist X(K) endlich.

Beweis. Dies steht in [9]: Nach eventueller Erweiterung des Grundk&rpers gibt
es eine unverzweigte Uberlagerung vom Grad m>2:

¢ X - X.

Lemma4 liefert einen endlichen Oberkdrper K, 2K, so daB} fiir jedes
xeX(K) ¢~ (x) aus m verschiedenen K ,-rationalen Punkten besteht. Man wih-
le einen davon aus, etwa yep~ }(x).

Sei D=¢~'(x)—{y}, und A4/K, die verallgemeinerte Jacobische zu dem
Paar (X ,D). Mit Hilfe von y konstruiert man eine Abbildung von X, —D
nach A.

Die Multiplikation mit 2 auf 4 induziert dann eine genaue iiber D ver-
zweigte Uberlagerung Y(x)— X, wobei die Kurve Y(x) nur an solchen Stellen
v von K, schlechte Reduktion haben kann, fir diec eine der drei folgenden
Bedingungen gilt:

a) v teilt 2.

b) X, hat schlechte Reduktion in v.

c) ¢ verzweigt in der Faser modv.

Dies sind nur endlich viele Stellen, und es gibt somit nur endlich viele
Moglichkeiten fiir Y(x).

Dasselbe gilt fiir die Abbildung Y(x)— X, - X, welche genau iiber x ver-
zweigt. Es folgt die Behauptung.

Bemerkungen. 1. Man erhilt auf diesem Wege auch einen Beweis des Siegel-
schen Satzes (iiber ganze Punkte), welcher ohne diophantische Approximation
auskommt.

2. Mit Hilfe der Methode aus [16] kann man aus Satz6 folgern, daB fiir
fast alle Primzahlen ! die von 7 erzeugte Unteralgebra M, von End, (7;(A))
der volle Kommutator von Endg(A4) ®,Z, ist.
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Oblatum 8-V1 & 10-VIi-1983

Zusatz bei der Korrektur

Herr O. Gabber hat mir mitgeteilt, daB der Beweis von Satz 2 nicht ganz korrekt ist. Man erhalt
nur, daB} die Folge h(4,) stationér wird. Dies reicht fiir unsere Zwecke.



