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In tro duction

Ce cours dOalgebrdinZaire se composede 9 Chapitres. Dans le premier Cha-
pitre on rappelle la dZPnition et on donne sansdZmonstration les rZsultats clas-
siquessur les espacesvectoriels et les applications linZaires (thZorsme de base
incomplete, thZorsme de la dimension, etc. . .), avec en annexeune discussionde
la notion dDapplicatiorinjective, surjective, bijective, illustrZe par |Oitro duction
desfonctions inversesdesfonctions trigonomZtriques.

Au Chapitre 2 on introduit le calcul matriciel et on traite en dZtail des
formules classiquesconcernart les changemers de base.Au Chapitre 3 on rap-
pelle les principales propriZtZs des dZterminarts, et on donne en annexe une
introduction aux notations de la Physique (convention de sommation sur
IQindicerZpZtZ etc...). Au Chapitre 4 on introduit le polyn™mecaractZristique
p4 dOunematrice carrZeA, et on Ztudie la diagonalisation des matrices et des
endomorphismes.

On dZmorire directemert au Chapitre 5quep4(A) = 0 (thZoreme de Cayley-
Hamilton) par la mZthode desdZterminarts, on introduit le polyn™meminimal
qa dOunematrice carrZeA, et on dZmortre le théoréme de décomposition
de Jordan : toute matrice carrZeA dont le polyn™mearactZristique est scindZ
sOZcritle manisre unique sousla forme A = D + N, avec D diagonalisable,N
nilpotente et DN = ND. Un calcul explicite de D et N est obtenu gr¥%.ceau
thZoreme chinois pour les polyn™mes.

CesrZsultats sort appliquZsau Chapitre 6 ~ 10itZation desmatrices et~ la
thZorie dessyst-mesdilZrentiels linZaires. On prZserte au Chapitre 7 la thZorie
des egacesvectoriels euclidiens (projections orthogonales prochZdOorthogo-
nalisation de Gram-Schmidt), et le Chapitre 8 est consacrZaux matrices carrZes
symZtriqueset orthogonales avec applications ~ la GZomZtrie.Le dernier Cha-
pitre est consacrZ la notion de tenseur en Physique.

De meme que dans le cours dOalgebre,on a mis IQaccensur la possibilitZ
de faire descalculs effectifs, et quand cOZtaipossibleon a systZmatiquemen
utilisZ le logiciel de calcul formel MUPAD. Cecidit IOelectivitZdescalculstrouve
vite seslimites en algebre linZaire des quOorsOZcartde problemes relevant de la
mZthode du pivot de Gauss: I0impssibilitZ de trouver desformules algZbriques
exactespour rZsoudreles Zquationsde degrZsupZrieur ~ 4, et la complexitZ des
formules de Cardan-Tartaglia, font quQerpratique on sOccupe essetiellement
desmatrices carrZes™ 3ligneset 3 colonnesayant —2, —1, 0, 1 ou 2 commevaleur
propre Zviderte.

Aitzin solasa

Algebra linealaren ikastaldi hau bederatzi kapituluz osatua da. Lehen kapi-
tuluan debPnizioaoroitarazi eta frogapenik gabe espaziobektorialei eta aplikazio
linealei buruzko emaitza klasikoak (oinarri ezosoarenteorema, dimentsioaren
teorema, etab.) emanak dira. Aplikazio injektibo, suprajektibo eta bijektiboen



nozioak eranskineaneztabaidatuak dira, funtzio trigonometrik oen alderantzizko
funtzioen aurkezpenazilustraturik.

Bigarren kapituluan matrize-kalkulua aurkeztu eta oinarri-aldaketen formula
klasiko batzu xeheki landuak dira. Hirugarren kapituluan, determinanteen pro-
pietate nagusiakoroitaraziak dira, eta eranskineanFisikako idazkeren sarrera
bat eginada (indize errepikatuarekiko batuketaren hitzarmena, etab.). Laugar-
ren kapituluan, A matrize karratuaren p4 polinomio karakteristik oa aurkeztua
da, eta matrizeen eta endomorbPsmen diagonalizazioaikertua.

Boskarren kapituluan p4(A) = 0 (Cayley-Hamiltonen teorema) zuzenean
determinanteen metodoaren bidez frogatua da, A matrize karratu baten g4 po-
linomio minimala aurkeztua da, eta Jordan-en deskonposaketa teorema
frogatua : polinomio karakteristik 0 zatitua duen A matrize karratu oro era ba-
karrean A = D + N forman idazten da, non D diagonalizagarriaden, N nilpo-
tenteaetaDN = ND. D etaN -ren kalkulu esplizitua polinomioendako teorema
txinoari esler lortua da.

Emaitza hauek matrizeen iterazioari eta sistemadiferertzial linealen teoriari
aplikatuak zaizkie seigarrenkapituluan. Zazpigarren kapituluan, espaziobekto-
rial euklidearren teoria aurkeztua da (projekzio ortogonalak, Gram-Schmidt-en
ortonormalketa prozedura), eta zortzigarren kapitulua matrize karratu simetri-
koei eta ortogonalei buruzkoa da, Geometriarako aplikazioez horniturik. Azken
kapitulu a Fisikako tentsore nozioari eskainia zaio.

Algebra ikagaldian bezala, kalkulu eraginkorrak egiteko aukera azpimar-
ratu da, eta ahal zeneanMUPAD kalkulu formalaren programa sistematikoki
erabili da. Dena den, algebra linealean, Gauss-enezabapen-metodoari dagoz-
kion problemetarik urrunduz gero, kalkulu eraginkortasuna laster bere muge-
tara heltzen da : 4. mailatik gorako ekuazicen ebaztelo formula algebraiko ze-
hatzen aurkitzeko ezintasunak, eta Cartan-T artaglia-ren formulen konplexuta-
sunak, funtsean —2, —1,0,1 edo 2 balore propio nabaria duten 3 errenkadako
eta 3 zutabeko matrize karratuez arduratzea ekartzen
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Chapitre 1

Espaces
vectoriels,applications
linZaires

1.1 IndZp endance linZaire, bases

Définition 1.1.1 Un espace vectoriel E sur un corps K (on dit aussi un K-
esmce vectoriel) est un groupe atZlien additif muni dOundoi de composition
externe (!, x) — l.x de K x E dansE possdant les propriZtZssuivantes

@ (+px=Ilx +px wvxeE,VlI eK,Vuek,

@) L(upx)=(n)x wvxeE,V! eK,Vuek,

(i) L.(x+y)=Ix+Lly WeE,WeEVI €K,

(iv) 1x=x VxeE.

On Zcrira Ix au lieu de 1.x si aucune confusion nOest craindre. On a
IOimprtante notion de sous-espce vectoriel.

Définition 1.1.2 On dit quOuneartie non vide F dOunK-espace vectoriel E
est un sous-espce vectoriel de E si on a les deux propriZtZs suivantes

() x+yeF WYeF,vVyeF.

(i)!x €eF vl e K Wx € F.

Il est clair que si F est un sous-espace&ectoriel de E alors F est lui-meme
un K -espacevectoriel pour la restriction ~ F de IQadditionde E et du produit
dOurZlZmen de E par un ZlZznent de K . De plus pour quOungartie non vide
F de E soit un sous-espaceectoriel de E il faut et il su"t quelOonait :

(1.2) IX +uy e F vl e K, VueK, Y xeF,VyeF.

1



2 CHAPITRE 1. ESPACES VECTORIELS,APPLIC ATIONS LINfAIRES

Une rZcurrenceimmZdiate montre que IOora alors la propriZtZ suivante

!n
(1.2) iXx;€F Vn>1, VXg1,...,Xp, €F ¥V !4,...,1, K.

Jj=0
DOautrepart il est clair que |Ooma la propriZtZ suivante

Proposition 1.1.3 Soit (E;);c; une famille quebtonque de sous-espces vecto-
riels dOurespace vectoriel E.
Alors N;c7E; estun sous-espce vectoriel de E.

Corollaire 1.1.4 Soit E un espoce vectoriel sur un corps K et soit A une
partie non vide de E. Alors IQintersetion de tous les sous-espces vectoriels de
E contenant A estun sous-espce vectoriel de E contenant A, qui est appelZ le
sous-espce vectoriel de E engend? par A, et qui est notZ Vect(A).

Définition 1.1.5 1) On dit quOunéamille (eq, ..., ;) dZZmentsdOurk-espace
vectoriel E est libre (ou que les vecteurs ey, ..., e, sont linZairement indZpen-
dants) si on a la condition suivante

(1.3) lier+...16,=0==1,=0 Vi<k.
2) On dit quOundamille (e, ...,e;) dZFZmentsdOunK-espace vectoriel E
est gZnZatrice si pour tout x € E il existe! 1,...,!1, € K telsquex = ! 1e; +

ot e,
3) On dit quOundamille (e, ..., e,) dOZmentsdOunK-espace vectoriel E
estune basede E si elle est” la fois libre et gZnZatrice.

On dit qu()Nuerv -espacevectoriel E 7 {0} estdedimension Pnie sOiexisteune
famille PniedOZIZmés de E qui estune basede E. On ale rZsultat fondamertal
suivant.

Théoréme 1.1.6 1) Pour quOurK-espace vectoriel E 7 {0} soit de dimension
Pnie il faut et il su! t quOilposade une famille gZnZatrice Pnie. Dans ce cas
toutes les basesde E ont le meme nombre dOZments, et ce nombre est appelZ
la dimension de E.

2) Sidm(E) = n, etsi(fy,...,f;) estune famille gZnZatrice dOZments
deE alorsk > n. Sik = n, alors (f1,...,fx) estune basede E. Si k > n, alors
il existe une suite strictement croissantei, ..., i, dOentierdnfZrieurs ou Zgaux
" k tels que(f,,,...,f;, ) soit une basede E.

3) Si dm(E) = n, et si (er,...,e,) est une famille libore dOZments de
E alors p < n. Si p= n, alors (e,...,e,) estune basede E. Si p < n,
alors il existe une famille (e,41,...,€,) de n — p ZZments de E telle que
(€1,...,€p,€p41,...,€,) soit une basede E ("thZoreme de la baseincomplte").

On dira par convention que IQespaceectoriel rZduit ~ {0} est de dimension
nulle.
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Corollaire 1.1.7 Soit E un esmce vectoriel de dimension Pnie, et soit F un
sous esace vectoriel de E. Alors F est de dimension bnie, et dimF < dimE .
Sionadim F = dim E, alorsE = F.

DZmonstration : Si F = {0} il nOya rien ~ dZmortrer. Sinon toute famille libre
dOZIZmes de F possedeau plus n ZIZmets, oe n = dim(E). Soit p le plus

grand ertier pour lequelil existe une famille libre (e(,...,e,) dep ZIZmetts de
F. On ap < n. Soit x € F. Comme la famille (ey,...,e,,x) nOespas libre,il
existe une famille (! 1,...,! ;11 ) dOZIZmés non tous nuls de K telle que! ;1e; +
ot + !l x=0.0nal g 70, carsinon! 4,...,! , seraiert Zgalemen
tous nuls puisque (ey, ..., €,) estlibre. On obtient
1p |
X = ] J €;.
=1 Pt
Cecimontre que(ey, ..., €,) estgZnZratrice.COestlonc une basede F . Donc

F estde dimension bnie,et dm(F) = p<n = dim(E).
Sidim(F) = dim(E), soit B une basede F. Alors B estune basede E, donc
E=F. &

Exemple 1.1.8 1) Soit K un corps. On munit I0ensemblK ™ des familles
(X1,...,Xy) den ZZmentsde K desopZrations suivantes

(Xgyev s X))+ (Yo eh¥Yn) = (X2 + V1,000, X+ V) V(X1,...,X,) €K™,

v(Yl:---yYn) S Kn’

P(XgyewnXp) = (X 1,000, X)) W €K, V(Xg,...,X,) €K™,

Posonse; = (";;j)i<j<n pour 1 <i < n. On vZibe facilement que K est
un K -espace vectoriel de dimension n et que (ey,...,€,) estune basede K .

2) Le plan vectoriel du LycZe estun esmce vectoriel rZel de dimension 2, et
IOespee vectoriel du LycZe estun espace vectoriel rZel de dimension 3.

3) Muni desopZrations usueles, C est un esmae vectoriel rZel de dimension
2, et (1,i) estune basede C.

4) LOesace K [x] des polyn™messur un corps K est un K -espace vectoriel
pour les opZrations usueles.ll nOespas de dimension bnie.

5) Pour n > 0, I0esme K ,,[x] des polyn™mesle degrZ infZrieur ou Zgal ™ n
" coe! cientsdansK estun K -esmace vectoriel de dimensionn+ 1, et la famille
(1,x,...,x™) estune basede K ,,[Xx].

1.2 ThZoreme de la dimension pour la somme de
deux espaces vectori els

Définition 1.2.1 Soient F et G deux sous-espces vectoriels dOunesmce vec-
toriel E. On poseF + G = {X + Y},eryea-
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On a alors le thZorsme suivant.

Théoréme 1.2.2 SoientF et G deuxsous-espoesvectoriels de dimension Pnie
dOuresmce vectoriel E. Alors dm(F + G) = dim(F) + dim (G) —dim (F N G).

On dit que F et G sort en sommedirecte si F NG = {0}. Dans ce castout
x € F + G sOecritle maniere unique sousla formex = y+ z, avecy € F,z € G.
Dans cette situation on Zcrit F @ G au lieu de F + G.

Exemple 1.2.3 On considere |Qesare vectoriel Ry[X ] des polyn™mes$ coe! -
cients rZels de degrZ infZrieur ou Zgal~ 2. On poseE = {p € Rz[x] | p(2) = 0}
etF = {p e Ry[x] | p(1) = p(—1) = 0}. Alors E et F sont deux sous-espces
vectoriels de Ry[x], et Rz[x] = E & F.

En elet pourp,ge E,!, peRona(lp + ug)(2) = 'p (2) + pg(2) = 0, donc
E est un sous-espaceectoriel de Rz[x]. De meme pour p,q€ F,!, p€ Rona
(Ip + pa)(1) = 'p(1) + pa(1) = O, et ('p + po)(—1) = 'p(-1) + pa(-1) = O,
donc F estun sous-espaceectoriel de Ry[X].

Soitpe ENF.Onap(—1) = p(1) = p(2) = 0. Comme un polyn™menon
nul de degZinfZrieur ou Zgal~ 2 poss«de au plus deux racines distinctes, on a
p=0et ENF = {0}, et on peut considZrerla sommedirecte E & F.

Posonsu= x—2,v=x(x—2).OnauceE etveE.Si! eR,ueR,etsi
lu +pv=~0alors(! + ux)(x —2)=0,donc! + ux = 0et! = pu= 0. Donc la
famille {u, v} estlibre.

Sip € E, alorsp estdivisible par x —2 et il existeq € R[x] tel quep = q(x—2).
Onad°(q+d°(x—2) = d°(p) < 2doncd®°(q) < 1, etgestdelaformeq= ! + px
avec!, € R.Onaalorsp=1!(x —2)+ ux(x —2) = lu + pv et on voit que
{u,v} est une famille gZnZratricede E. Par consZqueh {u,Vv} est une basede
E etdim(E) = 2.

Posonsw = x> —1 € F. Sip € F alors p est divisible par x — 1 et x + 1
qui sort premiers entre eux. DOapresle thZoreme de Gauss, p est divisible par
(x—1)(x+ 1) = w.Onadoncp = qgw, avecw € R[x]. On a2 > d°(p) =
d°(g)+ d°(w) = d°(g)+ 2doncd°(g) = Oouq= 0, et le polyn™maey est constart.
Doncp= !w, avec! € R, et F estle sous-espace/ectoriel de dimension 1 de
R[x] engendrZpar w.

OnaE ®F CRyx], etdm(E & F) = dim(E + F) = dm(E) + dim(F) —
dm(ENF)=dm(E)+ dim(F) = 3= dim(Rz[x]). Donc Ry[x] = E &® F.

1.3 Appl ications linZaires
On va maintenant intro duire IQimprtante notion d@pplication linéaire.
Définition 1.3.1 SoientE et F deuxesmcesvectoriels sur un corps K. On dit

quOunapplication u : E — F est linéaire si les deux propriZtZs suivantes sont
vZrib£s
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Dux+y)=ux)+uly) wweE,vyeF.

2u(x)=lu(x) WwWeE,V!I K.

Siu:E — F estlinZaire, on appelle noyau de u |IOensemblK er(u) :
{x € E | u(x) = 0}, et on appelle image de u I0ensembll m(u) := u(E)
{u(x)}mEE- . .

Une application linZaire u : E — E est appellZe un endomorphisme de
E.

Il est clair quOuneapplication u : E — F est linZaire si et seulemen si la
condition suivante est vZribZe

1.4) u(Ix + py) = lu (x) + pu(y) Vvx,y e E, V!, peKkK.

Si A, B, C sort trois ensenblesetsi# : A — B et $ : B — C sort deux
applications , la composZe$ o# : A — C est|Opplication dZbniepar la formule

(1.5)  ($o#)(x) = $(#(x)) Vx €A,
On a alors le rZsultat Zvidert suivant :

Proposition 1.3.2 Soient E4,...,E; des esmces vectoriels sur un corps K,
avee k > 3, etpour 1 <i <k —1soit u; : E;s; — E; une application linZaire.
Alors |Oapptation compos2 uy_10...ou; : E;, — E; estlinZaire.

Proposition 1.3.3 Soient E et F deux espaces vectoriels sur un corps K et
soit u : E — F une application linZaire.

(i) Ker(u) estun sous-espce vectoriel de E, et I m(u) est un sous-espce
vectoriel de F.

(i) Si E estde dimension bnie, et si B = (e1,...,€,) estune basede E,
alors u(B) := (u(ey),...,u(e,)) estune famille gZnZatrice de | m(u). De plus
u(B) estune basede I m(u) si K er(u) = {0}.

Démonstration (i) Sixy, X € Ker(u) ,! 1,12 € K,onau(! 1x1+ !2Xp) =
Fau(x1)+!2u(x2) = 0,donc! 1x1+! 2x2 € Ker(u), et K er(u) estun sous-espace
vectoriel de E.

Soiert maintenant y;,y> € Im(u) et!4,!, € K. Il existex;, X, € E tels que
U(x1) = y1,u(x2) = y2, etonal iy + oy, = Liu(xg) + Lau(xz) = u(! 1xg +
I 2X2) € Im(u). Donc I m(u) estun sous-espaceectoriel de F.

(ii) SiE estdedimensionbnie, etsiB = (ey,...,e,) estune basede E, soit

y € lim(u). Il existex € E tel queu(x) = yy et il existe % ,...,%, € K tels que
X= . %e,. Onaalorsy = u(x) = u( ;- %er) = - %u(e,). Donc
u(B) est une famille gZnZratricede | m(u).

Si on supposede plus que Ker(u) = {0}, soiert !'4,...,!, € K tels que

Fiu(e)+...+1,u(e,) = 0.0Onau(! 1e1+...+1 ,e,) = hu(e))+...+1 Lu(e,) =
0,donc!qe;+ ...+ ! ,¢e,=0.

CommeK er(u) = {0}, onobtient ! 1e; + ...+ ! ,e, = 0. Comme B estlibre,
ona! = 0pourl<k <n, cequiprouve que u(B) estlibre, et u(B) estdans
cecasune basede I m(u). &
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Exemple 1.3.4 1) LOapptation D : p — p’ est un endomophisme de C,,[x]
pour n > 1. Le noyau de D est |IOespre vectoriel de dimension 1 formZ des
polyn™mesonstants, et IQimagele D est Zgale ™ C,,_1[x].

2) Les homothZtiesvectoriel les et les symZtries vectorielles sont des endo-
morphismes du plan vectoriel et de |Qesme vectoriel de dimension 3 vus au
LycZe. Lesrotations vectoriel les sont desendomorphismesdu plan vectoriel eu
clidien.

3) Soit E un esmoce vectoriel sur un corps K et soit B = (ep,...,€,) une
famille Pnie dOZmentsde E. On note Fs = {! 11+ ...+ ! €} (x5 ek
I0ensemebldes combinaisons linZaires dOZmentsde B. Alors Fz est un sous-
espace vectoriel de E, et Fg = Vect(B).

4) Si E estun espmce vectoriel et si F et G sont des sous-espoes vectoriels
de E telsqueE = F @ G, I0apptation P = Pr qui~ x € E assaie IOunique
y € F tel quex —y € G estun endomorplisme de E tel que Im(P) = F
et Ker(P) = G. Cette application linZaire est appelZe projection de E sur F
parallslement”™ G, etonaP oP = P.

En elet ~iI estclair que D estlinZaire et queK er(D) = {pe C,[xX] | d°(p) =
0}, qui estlOespaevectoriel de dimenson 1 formZdespolyn™mesondants.DOautre
part Im(D) Cc C,_1[X]. Sip= % + ...+ %,_1x" € C,_1[x],ona
%,-1
n

0,
p= D(%x + %x2+...+ x™) € Im(D),

et par consZquehon a bien Im(D) = C,,_1[x].

ConsidZronsmaintenant une famille bnie B = (ey,...,e,) dOZIZmds dOun

espacevectoriel E sur un corpsK. Pour! = (I'4,...,!,) € KP, posons#(!) =

P_1 ! k8. Une vZribcationimmZdiate montre que# : K? — E estI'nZaire, et
par consZqueh Fz = I m(#) est un sous-espaceectoriel de E. DOautrepart il
est clair que Fg C G si G est un sous-espace/ectoriel de E corntenant 5. Par
consZqueh F 3 coincide avecle sous-espaceectoriel V ect(B) de E engendrZpar
B.

ConsidZronsmaintenant deux sous-espace vectoriels F et G dOunespace
vectoriel E tels queE = F @ G. Pour x € E, il existe un unique couple (y, z) €
F x G tel quex = y + z, et par consZqueh IQapplicationP = P intro duite
ci-dessusest bien dZmie.Soien x1,x2 € E et soiert! 1,12 € K. On a! 1x; +
FaXp —11P(X1) —!12P(Xx2) = '1(X1 — P(x1)) + !2(X2 — P(x2)) € G, etona
donc P(! 1x1 + !2X2) = 1 1P(x1) + ! 2P (X2), ce qui montre que P est linZaire.
Onalm(P) C F.Siy € F onapar dZPnitionP(y) =y, cary — 0=y € F, et
y € Im(P), ce qui montre que Im(P) = F. Doncsix € E,onaP(x) € F et
P(P(x)) = P(x), cequi montre queP oP = P.

SizeGonaz—-0= zc G, doncP(z) = 0. RZciproquemert si P(z) = 0,
onaz=z—P(z) €F, et par consZqueh K er (P) = G.

Notons quesiE = F @ G, et si (y, z) estlOuniqueZlZmen de F x G tel que
X=y+z,0onay= Prg(x) etz = Pgr(x). Avec les notations ci-dessus on
obtient, siE = F & G,
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(1.6) Prg+ Pgr = Ig,

0* 7Ip : X — X estapplication identité de E.

1.4 ThZoreme de la dimension pour les applica-
ti ons linZaires

On va maintenant dZmortrer un "thZoreme de la dimension" pour les appli-
cations linZaires.

Théoréme 1.4.1 SoientE et F deuxespoces vectoriels sur un corps K et soit
u: E — F une application linZaire.
Si E estde dimension Pnie, alors dim (K er(u)) + dim (I m(u)) = dim (E).

Démonstration : SiK er(u) = E, le rZsultat est Zvidert. SiK er(u) = {0},
il rZsulte de la proposition 1.13 (i) que dim (E) = dim (I m(u)), et le rZultat
est encorevZribZ.

Supposonsmaintenant que K er(u) 7 {0} et Ker(u) # E. Soit (e, ...,e,)
unebasedeK er(u). DOaprede thZoreme de la baseincomplste, il existe €ptl .-,
e, € E telsque(ey,...,e,) soit unebasede E. Commeu(e;) = ... = u(e,) = 0,
il rZsulte de la proposition 1.13 (i) que (u(ey+1),---,u(e,)) estune famille gZ-
nZratrice de | m(u). Soit G le de E engendrZpar €1 , .., €,.

Six € GNKer(u), il existe %,...,%, et &,...,&,—, € K tels quex =
%ae + ...%e, = &€y + ...+ &,_,e,. On a alors

%e +...%€6, —&en1 — ... — &6, = 0.

Comme (ey,...,e,) estune basede E,ona % = ... = % = & = ... =
& = 0, et x = 0. Soit maintenant v la restriction de u = G , cOesf dire
IQapplicationv : G — F dZPniepar la formule v(x) = u(x) pour x € G. On
aKer(v) = Ker(u)n G = {0}. Il rZsulte alors de la propostion 1.13 (ii) que
(u(eps1 ), ... u(e,)) = (V(€p+1),...,Vv(ey)) estlibre. Donc (u(ep+s ), ..., u(ey,))
est une basede I m(u) et dim (I m(u)) = n —p.

On a alors dim (K er(u)) + dm(Im(u)) = n—p+ p=n = dim(E), cequi
acheve la dZmonstration. &

Exemple 1.4.2 PosonsF := {(x,y,z) € R® | x — 7y + 8z = 0}. Alors F est
un sous-espee vectoriel de R, et dim (F) = 2.

En elet posonsu(x,y,z) = x — 7y + 8z pour (x, Y, z) € R3. Il estclair queu
est une application linZaire de R® dansR. Commeu # 0 on a dim (I m(u)) > 1,
donc dim (I m(u)) = 1 puisque Im(u) € R. Comme F = Ker(u), F estun
sous-espaceectoriel de R® et dim (F) = dim (R®) — dim (I m(u)) = 2.
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Soient A et B deux ensenbles, soit # : A — B une application, et soity € B.
On dit quOurZlZmen x de A estun antécédent dey pour # quand #(x) = y.
On dit que# estinjective quandtout y € B possedeau plus un antécédent
pour #, et on dit que # est surjective quand tout y € B possedeau moins
un antécédent pour #. On dit enbPnque # est bijective quand # est” la fois
injective et bijective.

Si # est bijedive, on appelle application réciproque de # |Oapplication
#1:B — A qui "y € B assaie IOuniquex € A tel que #(x) = y. Cette
application rZciproque eg caractZrisZepar les propriZtZs suivantes

(1.7 #lo#=1T, et #o# 1=1Ip

o+ 74 et Iy dZsignen |QapplicationidentitZ x — x sur A et B.
On donnera en annexe divers exemplesillustrant ces notions. En ce qui
concerneles applications linZaires, on a les deux propriZtZs suivantes

(1.8) Une application lin eaireu estinj ectivesi et seuementsi K er(u) = {0}.

1

(1.9) Siu:E — F estlineaire et bij ective,alorsu™ : F — E estlineaire.

En elet Ker(u) estOensebie desantZcZdets de 0. Comme u(0) = 0, on
voit que K er(u) = {0} si u estinjective. Supposonsmaintenant queu: E — F
est linZaire et non injective. Il existe alorsy € F possZdah deux antZcZders
distincts x; et x, pour u. On a alorsu(x; —xz) = y—y = 0, doncx; — X, €
K er(u) et K er(u) # {0}, cequi Ztablit (1.8).

Supposons maintenant que u : E — F est linZaire et bijective, et soiert
yi.y2 € Fetly, 1, e K.Onau(liu=t(yr) + aumt(y2)) = 'a(uout)(y1) +
La(uou)(y2) = P1ya+!2y2. Donc! su=(y1)+ ! ou=t(y2) = (utou)(! su=H(y1)+
Lou=t(y2)) = utu(t qu=*(yr) + 1 2u=(y2))] = u=*(! 1y1+ ! 2y2), cequi prouve
que u—! estlinZaire.

On a alors la consZquenceuivante du thZoreme de la dimension.

Corollaire 1.4.3 SoientE et F deuxespmces vectoriels sur un corps K, et soit
u: E — F une appiication linZaire. Si E et F sont de dimension bnie, et si
dim (E) = dim (F), alors les conditions suivantessont Zjuivalentes

(i) u estinjective

(ii) u estsurjective

(i) u estbijective

Démonstration : Siu estinjectiveonadim (K er(u)) = 0, doncdim (I m(u))
= dim(E) — dim(Ker(u)) = dm(E) = dim(F). Comme Im(u) C F, on a
alors Im(u) = F et u est surjective. Si u est surjective le meme calcul montre
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que dim(Ker(u)) = dm(E) — dim(Im(u)) = dm(E) — dim(F) = 0, donc
Ker(u) = {0} et u est injective dOapresla propriZtZ (1.8). Donc (i) et (ii)
sort Zquivalerts, ce qui montre que (i) = (iii ). DOautrepart il est Zvidert que

(i ) = (i). &

Exemple 1.4.4 || existe une application linZaire v : R,[x] — R,[X] telle que
v(p) + v(p)’ = p pour p € Ry[x].

En elet posonsu(p) = p+p’ pourp € R, [x]. Il estclair queu : R, [x] — R, [X]
estlinZaire. Sip # 0 onad°(p’) < d°(p) doncd°(u(p)) = d°(p+ p') = d°(p) >0
et u(p) # 0. Par consZquehK er(u) = {0}, u estinjective et donc u est bijective.
Posonsv = u~!. Alors v estlinZaire. Si p € R,[x] on a u(v(p)) = p, cOest dire

quev(p) + v(p)' = p.

Pour conclure ce Chapitre on va introduire une structure vectorielle sur
IOensebie £(E,F) des applications linZaires dOunespacevectoriel E dans un
espacevectoriel F, et unestructure dOanneasur I0ensebie desendomorphismes
dOurespacevectoriel E.

Pour! € K,u e L(E,F), ondZpnit lu € L(E,F) par la formule

(1.10) (lu)(x) =lu(x) ¥xeE.

De meme pour u € L(E,F),v € L(E,F), on dZbnitu + v € £(E,F) par la
formule

(1.11) (u+ v)(x) = u(x) + v(x) ¥x €E.

Une vZribcation immZdiate montre que les application !u et u + v dZbnies
ci-dessussont bien desapplications linZairesde E dansF.
Des vZribcationsde routine permettent alors dOobtenire rZsultat suivant

Proposition 1.4.5 (i) SoientE et F deuxesmocesvectoriels sur un corps K et
soit £(E,F) IOensembldes applications linZaires de E dans F. Alors £(E,F)
est un espace vectoriel sur K pour les lois dZbniespar les formules (1.10) et
(1.12).

(i) Soit E un espce vectoriel sur un corps K . Alors £(E, E) estun anneau
unitair e pour |OadditiondZPniepar la formule (1.11) et pour la composition des
applications.

On verra au Chapitre suivant que si dm(E) = m et dm(F) = n alors
dm(L(E,F)) = mn.
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1.5 Annexe au Chapitre 1 : Application rZci-
pro que d@ne bijecti on

Soiert Uq, U,, U3 trois ense[rbleset soiert #; : U, — Uy et #, : U3 — Uy
deux applications. On dZpbnit IOapptation compos2 #, o #; : U; — Us par la
formule

(1.12) (#2 0 #1)(U) = #2(#2(u))  Vu € U

Soiert maintenant Uy, Uy, Uz, Uy quatre ensenlulesgt soiert ifl U, — Uy,
2 Uz — Uy et #s3: Ui‘ — Uz trois applications. On dZduit immZdiatement de
la formule (1.12) que |I0Ooma

(113) #a o (#2 o #1) = (#3 o #2) o#1.

Supposonsmaintenant que# : U — V est bijective.Dansce castout ZIZmen
v deV possedeun unique antZcZdem u pour #. Autrement dit il existeun unique
u € U tel que#(u) = v.

Définition 1.5.1 Soit # : U — V une application bijective. On appelle ap-
plication réciproque de # |Qapptation # 1 : V — U quiav € V assaie
IOunique&ZZmentde U tel que#(u) = v. Autrementdit si u € U,v €V, alors

u=#1v) < v=#u).

Notons Zy : u — u IOapplicationidentitZ sur U et notons Zy : vV — Vv
IOapplicationidentitZ sur V. Si# : U — V est bijective, on obtient lesformules

(1.14) #lo# =TIy, tHo# l=Ty.

En elet comme#(u) = #(u) ona (# L o#)(u) = # 1(#(u)) = u pour u € U.
DOautrepart on a par dZpnition (# o #-1)(v) = #(# 1(v)) = v pour v € V.

Proposition 1.5.2 Soit U un ensembe, et soit S(U) IOenseméldes bijections
de U sur lui-meme. Alors (S(U), o) estun groupe dont IQunitZest Z;;, et IQinverse
de# ¢ S(U) estZgaIA |Gapptation rZiproque# 1. De plussi U estun ensembé
Pni possdant n ZZmentsalors S(U) possde n! ZZments.

DZmonstration : Le nombre desbijectionsdOurensenble de n ZIZmetts dans
lui-meme est Zgalau nombre dOarrangemea de cet ensenble, et on avu en Ter-
minale que ce nombre est Zgal™ n!. Les autres propriZtZsrZsultert desformules
(1.13) et (1.14).

Nous utiliserons au Chapitre 3 un certain nombre de propriZtZs du groupe
S, des permutations dOordren, qui est le groupe des bijections de I0ensebie
{1,...,n} sur lui-meme. Nous allons maintenant illustrer les notions dOapplica-
tion injective, surjective, bijective et la notion dOat¥cZden dans le cadre des
fonctions continues dOunevariable rZelle. Si | et J sort deux intervalles de R
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etsif : 1 — J estune fonction, le ou les antZcZdens pour f dOunrZelv € J
sort donnZspar les abscissesdes points dOitersection de la droite horizontale
dOZquatiory = v avec la courbe reprZsertative F de f. Ce type de discussion
graphique est abordZ des la classede seconde On va maintenant prendre divers
exemples.

Exemple 1 : On considere

f:R—=R
X — X2
3 I N
| y=(f(9
‘a
| |
|
y=v> O/
4 !
usq l‘j2
y=v<0

Siv > 0 la droite dOZquatiory = v rencortre le graphe de f en deux points
distincts. Dans ce casVv possededeux antZcZdems distincts x; et x, pour f.
Donc f n’est pas injective. Siv < 0 la droite dOZquatiory = v ne rencontre
pasle graphede f . Dans ce casv nOgas dOat¥cAlent pour f doncf n’est pas

surjective.

Exemple 2 : On considere

f [0, +00[— R
X — X2
u |
y=}f(x)
|
|
y=v>0/

Ce

y=v<O0
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Si v > 0 la droite dOZquatiory = v rencortre le graphe de f en un seul
point. Dans ce casv possedeexactemern un antZcZder u pour f. Siv < 0 la
droite dOZquatiory = v ne rencortre pas le graphe de f . Dans ce casv nOgas
dOat¥cZdem pour f. Donc f est injective, mais f n’est pas surjective.

Exemple 3 : On considere

f iR —[0,+0o0]
X — X2

e

u u
Siv>0la droilte dOZquatiory = v ren%:ortre le graphe de f en deux points
distincts. Dans ce cas v possede deux antZcZdems distincts u; et u, pour f.
Donc f n’est pas injective. Si v = 0 IQitersection de la droite dOZquation
y = 0 et du graphe de f est rZduite au point (0,0). Dans ce casv a au moins
un dOat?cZden pour f pour tout v > 0 doncf est surjective.

Exemple 4 : On considere

f 1[0, +oo[— [0, + oo
X —> X2
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Siv > 0la droite dOZquatioly = v rencortre le graphedef enun point et un
seul,donc v possedeun unique antZcZdert pour tout v > 0, et f est bijective.
Comme on |Oavu en Terminale, le graphe de f ~1 : [0, + oo[— [0, + oo[ est le
symétrique du graphe de f par rapport a la droite d’équation y = X.
On obtient la bgure suivante

y=f71(x)= vx

On sait depuisla Terminale quesil estun intervalledeR etsif : 1 — R est
cortinue et strictement monotone alors J = f (1) = {f (x) },<s estun intervalle
de R et que f, considZrZecomme application de | dans J, est une bijection
de | sur J. De plus si f est dZrivable en f ~1(x), et si f'(f ~1(x)) # O, alors
f ~1 estdZrivable en x et (f ~1)’(x) = W (gZomZtriquemet, cecirZsulte
immZdiatemert du fait quela dZrivZedef enx reprZsete la perte dela tangerte
au graphe de f au point de coordonnZes(x, f (x)) et du fait que le graphe de
f ~1 estle symZtrique du graphedef par rapport ~ la droite dOZquatiory = x).

Sif :[0,+oo[— [0, +oo[ estla fonction de IOexemplét il est clair quef ~1 :
[0, + oo[— [0, + oo est dZPniepar la formule f ~1(x) = /X pour x > 0. Comme

/(f) = Z\f Z 0 pour x Z 0, on retrouve le fait que si g(x) = /%, alors
g(x) = 7,7 bour x > 0.

1.6 Lesfoncti ons Arctg, Arccos et Arcsin

CesconsidZrationspermettent dOitro duire de nouvellesfonctions utiles pour
le calcul intégral.

Proposition 1.6.1 Soitf : ] - 5, 5[] — oo, + o[
X — tg(X).
La fonction rZciproque f =% : ] — oo, +oo[—] — 3, 5[ est une primitive de
5 $2 sur R. Cette fonction est appelZe "Arc tangente et notZe Ar ctg.
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DZmonstration : La fonction tangerte est strictemert croissarie sur ] — 51 50
donc la fonction Ar ctg est bien dZbniesur R. On a (Ar ctg)’(x) =

1 —
fi(Arctg(z))
7 pour X €R. &

1 —
1+ tg?2(Arctg(z)) —

Il rZsulte de la dZbnition ci-dessusque si u et v sort deux rZels alors u =
Arctg(v) <= tg(u) = v et u €] — 7, Z[. On retiendra les valeurs suivantes :

Arctg(0) = 0,Arctg(1/v/3) = ' /6,Arctg(l) = ' /4,Arctg(v/3) = ' /3,

lim ,_+ oArctg(x) = ' /2.

DOautrepart Arctg(—x) = —Arctg(x) pour x € R, cOest dire que la fonction
Ar ctg est impaire. Cette fonction est Zvidemmen croissarie sur R.

La dZPnitiondela fonction Ar ctg peut causerquelquesdi'cultZs.P ar exemple
tg(% — Arctg(v)) = m = 1 = tg(Arctg(2)) pour v # 0, mais Z —
Arctg(v) # Ar ctg(%) pour v < 0. On renvoie aux exercices10 et 11 pour ce
type de questions.On retiendra de la fonction Ar ctg la formule suivante (nous
renvoyons au Chapitre 4 du Cours dOajsbre pour une Ztude gZnZralede 10imZ-
gration desfractions rationnelles).

#y

(1.15) dixxz = Arctg(b) — Arctg(a) VaeR, VbeR.

a 1+
Les fonctions x — sinx et X — cosx ne sort Zvidemmen pas monotones
sur R, mais leurs restictions = des intervalles convenablesle sort. Ceci per-
met dOitro duire lesfonctions Ar ccoset Ar csin, Zgalemen utiles pour le calcul
intZgral.

Proposition 1.6.2 Soientg: [-5,5] — [-1,1]eth:[0," | — [-1,1]
X — sinx X —— COSX.

La fonction rZiproqueg=: [-1,+1] — [—7, 5] estune primitive de
sur ] — 1, 1[. Cette fonction est appelZe "Arc sinus" et notZe Ar csin.

De meme la fonction rZiproqueh—: [-1,+1] — [0, ] estune primitive de
—ﬁ sur ] — 1, 1[. Cette fonction est appelZe "Arc cosinus" et notZe Ar ccos.

DZmonstration : Il est clair que la restriction de la fonction sinus ~ 10iter-
valle [-7, 7] est strictemert croissarte et que la restriction de la fonction co-
sinus ~ IOirtervalle [0," ] est strictement dZcroissaie, donc les fonctions Ar csin
et Ar ccossort bien dZPniessur [—1, 1]. Pour x € [-1.¢]onasin(Arccogx)) >
0 et coqAr csin(@) > 0, donc sin(Arccogx)) =  1-— cog(Arccogx)) et

coqArcsin(x)) = 1 - sin2(Arcsin(x)). On obtient

1
V1—22

$ $_
(1.16) sin(Arccogx)) = 1-—x2, cogArcsin(x)) = 1-x2 Vvxe€[-1,1]

Pour x €]—1, 1[onaalors (Ar csin)’(x) =

1 - —
g (Arcsin(z)) ~ cos(Arcsin(zx)) — 1—g2'

_ 1 - = 1
et (Arcco9’(x) = R (Arccos(z)) sin(Arccos(z)) iz s
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La fonction Ar csin estimpaire et croissare sur [—1, 1], et la fonction Ar ccos
est dZcroissate sur [0," ]. DOautrepart on a cogAr cco§—x)) = —x = coy' —
Ar ccogx)). Comme Arccog—x) et ' — Arccogx) appartiennent = [0," ] on
obtient

(2.17) Arccogd—x) ="' — Arccogx) Vx €[0,1].
Il rZsulte de la dZPnition de Ar ccogx) et Ar csin(x) que |Oora

Arccogql) = 0, Ar ccos(@) = Z,Ar ccos(@) = T Ar ccos(%) = 3,Arccoq0) =
Z,Arccog—3) = &, Ar ccos(—%) = 3% Ar ccos(—?) = 3% Arccog—1) =",

Arcsin(—-1) = —3,Ar csin(f§) = -2, Ar csin(fg) = - Ar csin(f%) =
—& Arcsin(0) = O,Arcsin(%) = &, Ar csin(@) = T, Ar csin(?) = 3,Arcsin(l)

z.

La dZPnition desfonctions Ar ccoset Ar csin prZserie encoreun peu plus de
di"cultZs que celle de la fonction Ar ctg : le fait que cogu) = v est Zguivalent
au fait que u = Arccogqv) + 2k’ ou u = —Arccoqv) + 2k', aveck € Z,
et le fait que sin(u) = v est Zquivalert au fait que u = Arcsin(v) + 2k' ou
u=" —Arcsin(v) + 2k' , aveck € Z. Ceci est la basede nombreux exercices,
dOunintZret souwert relatif (voir par exemple IOexercicel3). On retiendra la
formule suivante, qui rZsulte immZdiatemert de la proposition 1.6.2.

#
dx
1.18 ——— = Arcsin(b) — Arcsin(a
(1.18) v (B (@)
= Arccoga) — Arccogb), Vae[-1,1] vbe[-1,1]
| 0/0% dx — H 1 H 1\ - =
Par exenple e Arcsin(z) — Arcsin(—3) = 3.

1.7 Chapitre 1 sous MUP AD

MUPAD estprogrammZpour calculer une basede IOespaceectoriel engendrZ
par une famille Pnie de vecteurs.par exemplevoici commert on Calculegne bj;lse

du sous-espacevectoriel F de R® engendrZpar v, v, et vz, 0e Vi =

+ kb *

(

= 00 ~NW
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&) & )
., Oz .3
Vo="' 9* ya="' 16* ,
st (13t
6 7

M:=Dom::Matrix ();
vl= M([-4,3,7,8,1 1): v2:= M([1,0,9,5,6]):v3:=M(  [-3,3,16,13,7]):
linalg::basis([v1,v2, v3]);

Dom::Matrix(Dom::Exp ressionField(id, iszero))
- 4+ -+ +- -+ -
4 1 | 11 |
| . |
1 31 1 0] |
| || |
L7 L1 91 |
| . |
I 81 | 5| |
| . |
I 11 1 6] |
- 4+- -+ +- -+ -

On voit donc que (v1,Vy) estune basede F.

On peut Zgalemen utiliser Mupad pour calculer une basede IOitersection de

deux sous-espacesectoriels.Par exempleon va calculer ci-(@ssoysun%‘basgde
1 2

GNH, o G estle sous-espaceectoriel de R engendrZpar ( 0 + et( —1+

-1 0
& &
1) l)
et o» H estle sous-espaceectoriel de R3 engendrZpar ( 0+ et ( 1+ .
1 0

M:=Dom::Matrix()
ul:= M([1,0,-1]): u2:=M([2,-1,0]) © u3:=M([1,0,1]) : u4:=M([1,1,0]):
linalg::intBasis(Jul, u2],[u3,ud));
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-3/2

P R N R
4y —
R —
o o

& On \§oit donc que G N H estla droite vectorielle de vecteur directeur u =
o

( 1 +.
-3/2

1.8 Exercicessur le Chapitre 1

exercice 1

Parmi lessousensenblesde R ? suivants, identiper ceuxqui sort stablespour
I@addition,pour la multiplication externe, et enbnceuxqui sort dessous-espaces
vectorielsde R? :

Z2, A= {(xy) [ x| =ly[}, B ={(xy) | x+2y=0}

exercice 2
_ Montrer que {(1+ X)*}o<r<n estune famille libre de R,,[x]. En dZduire que
cOestine basede R ,,[X].

exercice 3

On poseE = {(x,y,z) € R3 | 2236« + 3458 + 525& + 1438 = 0} et
F = {(x,y,2) € R® | 4x + 2y + 3z = 0}. Cesensenbles sont- ils des sous-
espacesvectoriels de R®? Si oui, calculer leur dimension et leur trouver une
base.

exercice 4

(a) Soit F(R,R) IOespaceectoriel sur R constituZ desfonctions de R dans
R. Montrer que F(R,R) nOespas de dimension bnie.

(b) Lesensenbles suivants sont ils des espacesvectoriels sur R ?

Vi ={f e F(R,R) | f(0) = 0}, V. = {f € F(R,R) | f (3) > 0},
Vi = {f ¢ F(R,R) | f estpaire }.

exercice 5
Dans R3, dZterminer F := Vect{(0,0,1),(1,0,0)}. Comparer F et G :=
Vect{(1,0,1),(-1,0,2)}.

exercice 6



18 CHAPITRE 1. ESPACES VECTORIELS,APPLIC ATIONS LINfAIRES

Soiert U := {(X,X,X)}secr €tV = {(0,y,2)}y .cr -
Montrer que R3= U @ V.

exercice 7

Soit E un espacevectoriel de dimension Pnie sur un corps K. En utilisant le
thZoreme de la baseincomplete, montrer que si F est un sous-espaceectoriel
de E il existe un sous-espacesectoriel G de E tel queE = F & G.

exercice 8
On considsre IOapplication

# 1 R2[X] — R2[x]
pr—2p—p.
DZterminer IOimageet le noyau de #.

exercice 9
Soit E un ensenble possAant au moins 3 ZIZmeits. Montrer que le groupe
S(E) desbijectionsde E dans lui-meme nOespas commutatif .

exercice 10
On poseg(x) = Arctg(x) + Ar ctg(%) pour x Z 0. Montrer que g'(x) = 0
pour x # 0. En dZduire que g(x) = —7% pour x < Oetqueg(x) = 5 pour x > 0.

exercice 11
Comparer Ar ctg(v) + Ar ctg(w) et Ar ctg($~-%) pour v,w € R, vw 7 —1.

v

exerciceg}2 %
On pose CEx)dX = 1ML+ 0o o F(x)dx pour f continue sur [0, + oof
quand cette y)@ite existe.
Calculer , * ;42
exercice 13
Soit x € [-1,1].
a) Comparer 2Ar ccogx) et Ar ccog2x? — 1).
b) Comparer 2Ar csin(x) et Ar csin(2xv/1 — x2).

exercice%llél %,
Onpose , f(x)dx = lim o+ ~“f (x)dx pour f cortinuesur [0,a[, a> 0,
quand cette y}nite existe.

dx
Calculer 0 Va7

exercice 15(sousMupad)
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DZterminergne b)asedu sogs-esPace/ecto&iel de)\ RS engeé?erBar V1, Vo, V3
1 2 3 1

. 2% . 3% . 5% e
. ="' * ="' * = * ="' *
et vy, 00 vy (_31+,V2 (_‘14+,V3 (_75+,V4 (_3|-1+-
2 1 3 7

exercice 16

1) Trouver une basedu plan vectoriel P, dOZquatiorx + y + z = 0 et une
basedu plan vectoriel P, dOZquation-x + 7y + 3z = 0.

2) En utilisant Mupad, trouver un vecteur directeur de la droite vectorielle
D = P1NP5.
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Chapitre 2

Matrices, changemens de
base

2.1 Calcul matri ciel

Soit K un corps. Une matrice = coe"cients dans K est un tableau rectan-
gulaire dOZIZmés de K .

&
a1 a2 ... d1p )
'oa a - X
On lesnote sousla forme A = ( “%1  ©22 2" 4 ou sousla forme
. . afm,l a'm,Z_, s a’mm .
synthZtique A = (&; ;)si#»m (On notera que lOindicecorrespndart ~ la ligne

1#j#n

est Zcrit avant celui correspondart ~ la colonne). LOensebie des matrices ~ m
ligneset n colonnes™ coe"c ients dansK est notZ M, ,,(K).

Pour A = (@) ism € Mpma(K),B = (0 j)isism € Mpn(K),! €K, on
1#j#n 1#j#n
pose

A+B=(a;;+Db;)wism

1#j#n
IA = (!a i,j)l#\#m
1#j#n
DOautrepart pour A = (8;;)sism € M n(K) B = (017)10 140 € My ,(K),
onpose 1#j#n 1#j#p

& )
!
AB = ( aé,kb;@ﬁ

1<k<n 1#i#m
- 14 j#p

21
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On vZripequeceproduit estassaiatif : siA € M,, ,(K),B € M, ,(K),C €
M, 4(K) alors A(BC) = (AB)C.

Rappelonsquele symiple de Kronecker"; ; estdZPnipar lesformules”; ; = 0
sii #7j,";;= 1sii=j.0On alerZsultat suivant

Proposition 2.1.1 (i) Muni de IOadditionet du produit par un ZZmentde K

dZDnisci—dessus,Mm,n(K) est un esmce vectoriel sur K de dimension mn.
(i) Muni delOadditioret de la multiplication dZpPniesci-dessus,M,, ,,(K) est

un anneau unitair e d®unitd ,, = ("sj)1#ie0, 00 "; ; estle syminle de Kronecker.

1#j#n

DZmonstration : Des vZibcations de routine montrent que M,,, ,,(K) est
un egace vectoriel sur K et que M,, ,(K) estun anneau unitaire dOunitZl ,.
DOautrepart si on note E; ; la matrice de M,, ,,(K) dont le terme dOindics, |
est Zgal~ 1 et dont tous les autres termes sort nuls on vZribeimmZdiatemert
que {E; ;}i+ s m €stune basede M,, ,(K) et par consfuent M,, ,(K) estde

1#j#n

dimensionmn. &

2.2 Matri ce associZe”™ une application linZaire

On va maintenant assccier une matrice”~ une application linZaireu : E — F,
o* E et F dZsignem deux espacewectoriels de dimension Pnie munis de bases

Définition 2.2.1 Soient E un espace vectoriel de dimension bnie muni dOune

baseB, = (e1,...,e,), soit F un esmce vectoriel muni dOundaseB; = (f1,...,f,,)

et soit u: E — F une application linZaire. On appelle matrice de u.par rapport

aux basesB, et By la matrice M, 5, 8, := (M; ;)i i#m, 0° U(E;) = = m,;f;
#j#n

pour 1<i<m,1<j<n.
N Autrement dit la j© colonne de M, 5, 5, est formZe des coordonnzs de
IOimagepar u du j ¢ vecteur de la base 5, de E dansla base B; de F.

Un moyen mnZmotechnique de se souvenir de la facon dOecrirda matrice
M. 5,8, consiste” Zcrire

f Py uer) . . ... u(en))
1

*
Mu730731: :
+

—_ -

fom

Exemple 2.2.2 Soit D : p — p:&l()oﬁratel,)r de dZrivation sur R,(x), et soit
010

Bo= (1,x,x%). AlorsMp s, 5, =( 0 0 2%,
0 0O
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Enelet D(1) = 0,D(x) = 1 et D(x?) = 2x.

Exemple 2.2.3 Pour n > 1 soit F" = (ey,...,€,) la "basecanonique" deK ™,

1,

dZbniepar la formule €; 9 pour 1 <j < n, soientm et n deuxentiers

"n"j . . 5
et soit A € M,, ,(K). Soit uy : K™ — K™ |Oapptation linZaire dZpniepar la
formule us(X) = AX pour X € K™. Alors My, 5, B, = A.
/

Ty

En elet on auu(e;) = Ae; = - a = = a e pour 1 <j <n. Par

. &m,j o

consZquehtoutes lescolonnesdeM ,,, 5, 5, €tA coincidert, etM,, 5, 5, = A.
Le rZsultat simple suivant permet de ramenea les calculs concernart les ap-

plications linZaires™ descalculs matriciels.

Proposition 2.2.4 Soient E et F deux esmces vectoriels non nuls de dimen-
sion Pnie, soit By une basede E, soit B; une basede F et soit u € L(E,F).
On a la formule

(21) Y = Muﬁoﬁlx

o+ X dZsigneles coordonnzs d@n ZZmentquebonquex de E dansla base
By et o Y dZsigneles coordonns de u(x) dansla base B;.

DZmonstration : P9$0n580 = (71,...,en), Bi = (f1,....fn), Myg, B, =
" X1 Y1

(mi,j)mmm,xz: 'B’Y:: 8
1#j#n .
X’Vl y’VVL
, om /
j=1 M1;X;
- A —_ n —
OnaM,p, X = - : B DOautrepart u(x) = ._; X;u(e;) =
n
" " wj=1 Mgni X
n m _ m m
g X5 Oz masfa)) = 2 O 2 masx)f.
. oon /
j=1 M1;X;
Par congZquer - . 8 est la matrice colonneformZedes coor-

n
j=1 Mm X
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donnZesde u(x) dansla baseB;, et on a bien

Y = Muﬁo,glx. *

Notons que la relation Y = M., 5, 5, X caractZrisela matrice M, 5, 5,. EN
elet siunematrice N = (n; ;). 14 m VZribela meme relation, ona, en appliquant
/

1#j#n
y

1,5
cette formule avecx = e; pour 1 <j <n, cequi donnne X = 8
ml)j/ , "173‘/ , nl,j/ "
SN BT EUE R
M j “n.j Nin,j
Par consZqueh toutes les colonnesde M, 5,8 € N sort Zgales,et N =

M . 5,,8B; -

Soiert maintenant E, F, G trois espacesvectoriels non nuls de dimension
Pnie, soit By une basede E, soit B; une basede F et soit B, une basede G.
Pour x € E notons X le vecteur colonneformZ descoordonnZesde x dans By, Y
le vecteur colonneformZ descoordonnZesde u(x) dansB; et Z le vecteur colonne
formZ des colonnesde (u o v)(x) = u(v(x)) dansB,. OnaZ = Mys, B Y =
M, 5, 8, My 5,8 X €t on obtient

(22) Mvou,BO,Bz = M?},Bl,BzMu,Bo,Bl'

Soiert E et F deux espacesvectoriels sur un corps K. On dira quOuneap-
plication # : E — F est un isomorphisme linZaire si # est linZaire et bijective,
et dans ce cas|OapplicationrZciproque #- 1 : F — E est Zgalemeh un isomor-
phisme linZaire. Si A et B sort deux anneaux unitaires dOunitZsl4 et 15, on
dira quOuneapplication $ : A — B est un homomorphisme dOannaux si les
conditions suivantes sort vZribZes

2
3Px+yYy)=8(X)+3$(y) Wxe A VWweB
(2.3) 4 $(xy) = $(X)S(y) vxe A, VyekB
$(14) = 15

On dira que $ : A — B est un isomorphisme dOannaux si $ est un homo-
morphisme dOanneauxij ectif. Dans ce cason voit Zgalenert que IQapplication
rZciprogque $~ : B — A est un isomorphisme dOanneauxOn a le rZsultat
suivant.

Proposition 2.2.5 (i) Soient E et F deux espces vectoriels de dimensions
Pniesn > 1 etm > 1 sur un corps K, soit By une basede E et soit 3; une base
deF. Alors IOapptation u — M, 5, 5, €stun isomorphismelinZaire de £(E,F)
sur M, »(K).
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(i) Soit E un esmce vectoriel de dimensionn > 1 sur un corps K et soit By
une basede E. Alors |Qapptation u — M., B,.8, €StUN isomorphismedOannaux
de £(E,E) sur M,, ,(K).

DZmonstration : (i) Posons#g, 5, (U) = My 5,5, pour u € L(E,F). Comme
(lu + pv)(x) = lu (X) + pv(x) pour !, pe K, u,ve L(E,F), x € E, il estclair
que#z, 5, estlinZaire. Si M. 5,8 = 0, soitx € E, et soit Y le vecteur colonne
formZ des coordonnZesde u(x) dans la baseB;. Il rZailte de la formule (2.1)
queY = 0, doncu(x) = 0 pour tout x € E et u = 0, cequi prouve que #g, 5,
est injective.

Notons ey, ..., e, lesZIZmets de la baseBy, notons f1, ... .f ,, les ZIZmets

dela baseB; et soit M = (M; ;)wsism € My n(K). Pour x = ?:1 %e; € E,
n n 1#6#.1

m

posonsu(x) = I, ;?:1 %m;; fi. CommelQapplicatiomui ~ x € E assaie
saj ¢ coordonnZeO/g dansla baseB, estlinZaire pour 1< &,n, on voit qugu est

m n n

une application linZairede E dansF. Onau(e;) = |2y fe kMg fi=

;Zl m; xf; pour 1 < k < m. Donc toutes les colonnesde M, 5, 5, €t M
coincidert, et M, 5, 35, = M, ce qui prouve que #3, 3, est surjective. Donc
#5, 5, €stbien un isomorphismelinZaire de L(E,F) sur M,, ,(K).

(i) On sait dZj que #5, 5, €st une application bijective de £(E,E) sur
Mnn(K)! et un#Bo,Bo(u + V) = ?BO,BO(U) + #BO,BQ(VV)V pour u,y € L(E1 E)
Soit 7 : x — x |OapplicationidentitZ sur E, qui est10ZIZmerunitZ de L(E,E),
et soit | ,, la matrice unitZ intro duite ~ la proposition 2.1.1.0n a#p, B, (7) =1
et il rZsulte de la formule (2.2) que #5, 5,(U o V) = #5,.5,(U)#5,.5,(U) pour
uveL(EE)&

Corollaire 2.2.6 Sidim(E) = m etdim(F) = n, alors dm(£L(E,F)) = mn.

Corollaire 2.2.7 Soit E un esmce vectoriel de dimensionn > 1 et soit 5 une
basede E.

(i) Pour queu € L(E,E) soit bijective, il faut et il sul t quela matrice
M. 5,5 Soit inversible, et dansce casM ;" 1 g 5 = Mu BB

(i) OnaMun s = M] ;5 pouru eE(E E), n> 1

2.3 Formule de changement de base pour les co-
ordonnZes de vecteurs

On va maintenant Ztudier la question du changementde basesur un espace
vectoriel de dimension Pnie.

Définition 2.3.1 Soit E un esmce vectoriel de dimension n > 1, soit 5 =
(e1,...,€,) une basede E et soit B’ = (€}, ..., €,) une famille de p ZZments
de E. On aprelle matrice reprZsentant 5’ dans la base B la matrice Pz g :=
(pi,j)iziina o° €= L p;j€pour 1<i<n, 1<j<p.

1#p
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Autrementdit laj ¢ colonnedePg 5 estformZe descoordonnzsdu j ¢ vecteur
de la famille B’ dansla base B.

De meme que plus haut, un moyen mnZmotednique de se souwvenir de la
facon dOecrirda matrice P 5 consiste” Zcrire

& . e

e]_&

PB,B! =

4 kA kX =

"
(S

Proposition 2.3.2 Soit E un espce vectoriel de dimension n > 1, soit B =
(e1,...,e,) unebasedeE et soit B’ = (€, ...,€,) une famille de n ZZmentsde
E. Pour que B’ soit une basede E, il faut et il su! t quela matrice P g soit
inversible dans M,, ,(K). Dans ce cas la matrice Pz 5 est appelZe la matrice
de passagede la base B~ la base B, Pg 3 = Pl;g!, et on a la formule

(24) X = PB,B!X/

o+ X dZsignela matrice colonne formZe coordonnzs dOurZZmentquekonquex
deE dansla baseB et o» X' dZsignela matrice colonne formZe descoordonnzs
de x dansla baseB’.

DZmonstration : Avec les notations de la dZpbnition prZcZdete, on a pour
toute famille (%, ...,%,) dZIZmets de K

& ) 7 8
! n ! n !71, !'I’L !TL
( O/Qpi,j-'- e = 0/9 p7;7jei = 0/963
i=1 =1 j=1 i=1 j=1
Supposonsque Py s soit inversible, soit (%, ...,%,) une famille de n ZIZ-
ments de K telle que ., %€, = 0, etuposons& = ', %p;; pour
1 <i < n. DOapresla formule ci-dessus,on a 199/&@@ =0, et 87 =0 po/ur
T & 70 " O "0 "0
1<i<n Comme. 9= Psp . Q onar - 9= Pas - Q=9
%, %, 0 0

cequi prouve que la famille B’ est libre. Commele nombre dOZIZmés de B’ est
Zgal” la dimensionde E, il rZsute du thZoreme 1.6 que B’ est une basede E.
Supposonsmaintenant que B’ est une basede E, et soit x € E. Il rZsulte de
la formule ci-dessusque si X dZsignela matrice colonneformZedescoordonnZes
de x dansla baseB, et si X’ dZsignela matrice colonneformZedescoordonnZes
de x dansla base, ona X = Pg X', cequi Ztablit la formule (2.4).
Notons que la formule (2.4) caractZrise la matrice Ps s . En elet si avec

les notations prZcZdetes une matrice A = (a; )i+ VZriPeX = AX' pour
1#j#n
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, /
P1,;
tout x € E, en appliquant cette formule pour x = eg on obtient - . 8 =
pn,j
, "17jl , alJ/
Az . B: . B pour 1 <j <n, et par consZqueh A = Pg .
“nj 8, j

Supposonsde nouveau que B’ est une basede E. Avec les notations prZ-
CZderlleS onax = PB,B!X/ = PB,B’ PB!,BX et X’ = PB!,BX = PB!,BPB,B!X/'
Donc Ps s Pr s = Pgs = |, et Pg sPsp = Pg i = |,. Ceci montre que
Psp estinversibleet quePg 5= Pgp. &

une famille de n ZIZ-

4+ ¥ X x =~

Exemple 2.3.3 1)SoitB::(: . B,...,: . a

a'm,l am,n
ments de K ™, et soit By la base canonique de K ™. Alors Pg, 5 = (@,;)1# % m -

2)La famille B= (x(x — 1), x(x + 1), (x + 1)(x — 1)) est une base de R 2[x],
et si on pose By = (1,X,x?) on a

"0 0 -1 SRR
P =.-11 o0olp =. i £ i1
Bo,B y T BBy 2 2 2 .
1 1 1 -1 0 O

En elet si X € K™, le vecteur colonne formZ des coordonnZesde X dans
la base canonique de K™ est Zgal~ X, ce qui donne la formule du premier
exemple.Dans le deuxisme exemplele calcul de P, 5 est immZdiat. Si &x(x —
1)+ &X(X — 1)+ &(x + 1)(x —1) = 0 on obtient & = 0 enremplacart x par —1,
& = 0 enremplacart x par 1 et & = 0 en remplacart x par O, ce qui montre
gque B est libre. Comme R ,(x) est de dimension 3, B est une basede R,(x).

Pour calculer P 5, le plus simple est de rZsoudrelOZquation & x(x — 1) +
EoX(X+ 1)+ &(x+ 1)(x —1) = %+ % x+ %x2. On obtient & = %(%)—‘Vq+ %)
enremplacart x par —1, & = % %+ % + %) enremplacant x parll et& = —%

’ 1

i 11
enremplacart x par 0, ce qui donne bien P55, = - ; %2 gl :
-1 0 0

2.4 Formule de changement de base pour les ap-
plicati ons linZaires

On va maintenant Ztudier 10eletdOunchangemen de basessur la matrice
reprZsemant une application linZaire.
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Proposition 2.4.1 Soient E et F deux esmces vectoriels non nuls de dimen-
sion Pnie, soient By et B, deuxbasesde E, soient B; et B; deuxbasesde F et
soit u: E — F une application linZaire. On a alors

— -1
(26) Mu7Bf)7B!1 = PBl,B!lMu7BO7Bl I:)BO,B}J

DZmonstration : Soit x € E, soit X le vecteur colonneformZ descoordonnZes
de x dans la base By, soit X’ le vecteur colonne formZ des coordonnZesde x
dans la baseB}, soit Y le vecteur colonneformZ des coordonnZesde u(x) dans
la baseBs, et soit Y’ le vecteur colonneformZ des coordonnZesde u(x) dansla
baseB;.

Il rZsultedesformules(2.1), (2.4) et (2.5) queY = Mu.By B X, X = PBO,BgX"
Y’ = Pgll,Ble, cequi donneY’ = PglfBiMuﬁm& Pg,.5, X', relation qui caractZ-
rise la matrice My.5, .5, - &

Corollaire 2.4.2 Soit E un espace vectoriel non nul de dimension Pnie, soient
B et B’ deuxbasesde E et soit u: E — E un endomorphismede E. On a alors

(2.7) Mu,B!,B! = Pl;}g!Mu,B,BPB,B!

Exemple 2.4.3 Soit B= (x(x — 1),x(x + 1), (x +~1)(vx —1)) la be}se de Ry(x)
intr oduite = 10exempl 2.12 et soit D : p — p’ 10o@rateur de dZrivation sur
R2[x]. On a alors

B B S |
Mp 55 = %2 § 11
1 -1 0

En elet posonsBy = (1,%, x?). On avu que M p 5, 5, =

/ 9

' bl 1 1

= ° 9 _11 -1 _ — ? _1§ ?1
Pg,s=--1 1 01, etquePg x=Ppp,=- 3 35 3+.

1 1 1 -1 0 O

On a donc

) /, /, /

% -1 % 010 00 -1
Mpss=- 3 5 21.0 0 21.-11 ol

-1 0 O 0 0O 1 1 1

_ 7 2 7 B 2 2
= ; § zl-2 221=. 7 £ 11
-1 0 O 0O 0O 1 -1 0
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2.5 Chapitre 2 sous MUP AD

Le logiciel Mupad est bien adaptZ aux opZrations sur les matrices abordZes
dans ce chapitre. On notera quOorncommencepar la commandeM := Dom ::
M atrix (); On dZbnit ensuite les matrices utilisZesen dZclarart

A=M({L,.....},--..[---,.IDs [.,...,.] dZsignan leslignes de la matrice.
A titre dDexempl®n va calcgler la matrice Mp 55 en ut}lisant la formule
B "0 10
2.7, avecPs s, = - % i 21 etMpp,s,=- 0 0 21,
-1 0 O 0 0O

M:=Dom::Matrix():

P:=M([ [0, O,-1],[-1,1,0],[1,2,1]]);
A:=M( [0,1,0],] 0,0,2],[0,0,0]]);
PA-1)*A*P;

]
e
Ll
o

o
o
N
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, /

3 1
-3 -1 1
2
On retrouve donc sans surprise le fait que Mp g = - % %2 11,
1 -1 0

Nous concluonsce Chapitre en montr ant commert on peut utiliser Mupad pour
calculer le carrZ et IOirversedOuneamatrice un peu plus grande que les matrices
ci-dessus.

M:=Dom::Matrix();

P:= M( [1,6,89, 13],[11,4,77,9,2],[12,8,9,0 ,5],6,8,9,11,01,[5,4,3,3,1]));
P72,
PA(-1);
Dom::Matrix(Dom::Exp ressionField(id, iszero))
+- -+
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282, 218, 662, 201, 78
1043, 778, 1176, 240, 538
233, 196, 808, 195, 222
268, 228, 844, 247, 139

108, 98, 405, 117, 89

y—_—
+

66/11665, 291/11665, -3112/11665, -4143/11665, 2824/2333
-3589/6 9990, -3629/69990, 35963/69990, 6707/11665, -12590/6999
-32/6999, 71/6999, 307/6999, 104/2333, -1261/6999

1328/34995, 553/34995, -9241/34995, -1983/11665, 5567/6999

2684/34995, 169/34995, -2128/34995, -1724/11665, 2081/6999

2.6 Exercicessur le Chapitre 2

exercice 1

On considere IOspacevectoriel R? muni de sabasecanoniqueB = (e, €).
Soit u IOendomorphismele R2 dZbnipar u(e;) = 2e; + & et u(ey) = e + e.

a) DZterminer la matrice de u dansla baseB.

b) Soiert vi = e; — e, et v, = e + €. Montrer que (v1, V2) est une basede
R?2 et dZterminer la matrice de u dans cette nouvelle base.

exercice 2
On considere IOapplicationf : R® — R3 dZPniepar la formule

f(X,y,2)= (—z+ x+y,x—y,z—2) ¥(x,vy,z) € R

a) Montrer quef estun endomorphismede R3.
b) DZterminer le noyau et calculer le rang de f. LOappicationf est-ellein-
jective? surjective?
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c) DZterminer la matrice def dansla basecanoniqueB = (e, &, €3) de R3,

d) On poseu; = (1,1,2),u; = (—1,1,0),us = (0,1, —1). Montrer que 3; =
(uz, Uy, uz) estune basede R3.

DZterminer la matrice de f dansla baseB;.

e) DZterminer w € R? tel que B, = (f (u1), f (u2), w) soit une basede R3.

DZterminer la matrice def dansla baseB;.

exercice 3
On munit R3 de la basecanoniqueB = (ey, &, €3).
Pour a € R, on dZpnitf : R® — R? par lesformules

fo(e1) = ae + e+ e3,f,(e2) = &1+ aey + €3,f,(€3) = e1 + e + aes.

a) Donner une basede K er(f _,) et une basede I m(f _5).

b) Donner une basede K er(f;) et une basede I m(f1).

c) Montrer que IQOapplicationf o est bijective.

d) Montrer queR® = Ker(f _,) @ K er(f4).

e) Ecrire la matrice A def , dansla baseB. Appelons5; la base deK er(f _;)
trouvZeau a), et B, la basede K er(f,) trouvZeau b). Ecrire la matrice B de
f, dansla baseB’ = B; U B,. Donner une formule matricielle exprimant B en
fonction de A.

f) Calculer B™ pour n > 0.

g) Montrer que A2 — (2a+ 1)A + (a—1)(a+ 2)l = 0, | dZsignan la matrice
unitZ de Ms(R).

h) Pour quellesvaleursde a) la matrice A est-elleinversible? Dans le casoe
A estinversible, calculer A=1,

exercice 4(sousMupad)

1) Soit B= (1+ x —x%+ x3—x*, 7—4x+ x2+ x3+ 2x4, 8 —x + 3x2+ 7x3+
4x4, 2+ 3x + 7x2 —5x3 + x4, 4+ 7Tx —5x% + 8x% + x%).

Montrer gue B est une basede R 4[x].

2) Donner les coordonnZesde = 1+ x + x? + x% + x* dansla bases.

3) Soit D : p— p’ IOofrateur de dZrivation sur R4[x]. Calculer M p 5 5.



Chapitre 3

DZterminants, notations
Indicielles de la Physique

3.1 Propri ZtZs des dZtermi nants

Dans toute la suite du cours on notera M,,(K) IOanneaudes matrices ~ n
lignes et n colonnes” coe"cients dans un corps K, on notera £(E) IQanneau
desendomorphismesdOurK -espacevectoriel E de dimension bnie, et on notera
M. 5= M, 55 la matrice reprZsertant u € L(E) dansune baseB de E.

On note S, le groupe des permutations dOordren, cOest dire IOensebie
desbijectionsde I0ensebie {1,...,n} sur lui meme muni de la composition des
applications. On adopte la notation suivante, pour ( € S,, :

( = 1 2 n
(W@ ]...] (N

La signature dOunepermutation ( est dZbniepar la formule

(G) -0

)() = -

1<i<j<n

On vZribeque)(() € {—1,1} etque)(( o*) = )(())(*) pour ( € S,,* € S,.
Ceci permet dOitro duire la dZbnition suivante :

Définition 3.1.1 Soit A = (8;)1sisn € My(K). On dZbnit le déterminant
1#j#n
de A par la formule J

!
det(A) = )(( )aa(l),l v aa(n),n-
ocE€Sh

33
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On utilisera Zgalemen la notation

a1 an farg Qi

(

4 kR k=

~—
1

det(

a'n,,l a/n,n ' an,l anm, '

Les dZterminants posseden la propriZtZ fondamertale suivante, que nous
admettrons sansdZmonstration.

Théoréme 3.1.2 : Soient A, B € M,,(K). Alors det(AB) = det(A)det(B).

Le groupe S, serZduit ~ deux ZIZmetts (1 et (2, avec

(172 112
(l_ 1 2 et (2_ 2 1

Ona)((1) =1et)((2) = -1, donc
12:1 Ay, (1),180(2),2 = @1,1822 — A2,181 2 €t on obtient

(3.1) =

Le groupe S; possedesix ZlZnerts (1, (2, (3, (4, (5 €t (6, avec

(1=

(a=

W R P~

NI N[N

P Wl W w

(2=

(s

RN~

W N W

N| W~

N| || W

RN N

W W[N] W

ona)((1) = 1, )((z) = 8B = 1 )((5) = EECD -
1,)((4) = B2 - =1, et )((s)
126281 = 1. On obtient, si A = (a;)w x5 € Ma(K) :
1#j#3

-1,)((s) = ERENED <

— 6 —
det(A) = .. )((4)as (1),185, 2),285 (3),3 = 1,182,283 3%+ 82,183 281 3% 83,181 282 3—
31822813 — 811832823 — &2,181,283 3.
On en dZduit la regle de Sarrus

a1 a1z a13

a1 a1z a13 A1 A2 a3

(3.2) 53-2,1 A2 azs = az1 az2 asga
: az1 aAz2 ass a1 12 a13

a1 A2 aAz3
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Autrement dit on recopie en dessousde la matrice sesdeux premisres lignes
et on trouve le dZterminant en calculant la somme obtenue en alectant les
trois produits obtenus en descendabh = 45° de gauche ~ droite du signe + et
en ale ctant lestrois produits obtenus en montant ~ 45° de gaudche ~ droite du
sighe —. On obtient par exemple i}

#
: 8 2 By
102 30 ®83F g
32 1i=g%Pg
101 1 #;i 85,
PP ds ]
$,
PPN
Donci3 2 1i=2+9+2-6-1-6=0,
101 1

On peut Zgalemeh dZvebpper un dZterminant suivant une ligne ou une co-
lonne. SiA € M, (K) on appellera cofacteur dOindie (i, j ), et on notera C;;i(A),
le dZterminart dela matrice ~ (n—1) ligneset (n—1) colonnesobtenu enretirant
~ A sai€ ligne et saj ¢ colonne.On a alors le thZoreme suivant.

Théoréme 3.1.3 Soit A = (8; ;)1 140 € Mp(K).
1#j#n

1) (DZvebpgement sebn les lignes)

On a det(A) = 1<j<n 8,j(=1)7IC; j(A) pour 1 <i <n.
2) (DZvebpgement sebn les colonnes)

Onadet(A)= ..., a,;(—1)"7C; ;(A) pour 1<j <n.

W

1 2
Par exempleon a, endZ\eloppant par rapport " la premisre colonne,; 3 2
. . . .o . 11
(2 1 _i2 31 i2 3i_ _
i 1731 g1ty 171432450

On dira que A = (a; )1+ 140 € M, (K) esttriangulaire suZrieure sia; ; = 0
1#j#n

pour i > j, ondira quaA esttriangulaire infZrieure sia; ; = 0 pouri < j, et on
dira que A est triangulaire si elle ed triangulaire supZrieure ou infZrieure.On
dZduit du thZoreme 3.3 le rZsultat suivant.

Corollaire 3.1.4 Si A = (8;;)wisn € M,(K) est triangulaire, det(A) =
1#j#n
ail...an-
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DZmonstration : COesPvidert sin = 1. Supposonsla propriZtZ vZribZepour
n, et soit A = (@; ;)1 s 0 € Mus (K) une matrice triangulaire. En dZvelop-

1# j# n+1

pant par rapport ~ la premiere ligne ou la premiere colonne de A, on obtient
det(A) = a;1C11(A), et C11(A) = azz...a,, dOapreslOgpothese de rZcur-
rence. Donc la propriZtZ est vZribZepour tout n > 1. &

La Proposition suivante rZsumequelquespropriZtZs classiquesdes dZtermi-
nants.

Proposition 3.1.5 Soit A € M,,(K).

1) Si on Zhangedeux colonnesde A, ou si on Zhangedeuxlignesde A, le
dZterminant de A est multipliZ par —1.

2) LOapptation X — det(A() (X)), o= A()(X) dZsignela matrice obtenue
enremplacant lai® ligne de A par un vecteur ligne X, estune application linZaire
de K™ dansK pour 1 <i <n.

3) LOapptation Y — det(A¢;(Y)), os A (Y) dZsigneIavmatrice obtenue
enremplacant la j ¢ colonne de A par Y, estune application linZaire de K dans
K pour 1<i <n.

4) Si deuxlignes de A sont Zgales, ou si deux colonnesde A sont Zgalkes, le
dZterminant de A est nul.

5) Le dZterminant ne changepas si on ajoute ~ une ligne de A une combi-
naison linZaire desautres, ou si on ajoute ~ une colonne de A une combinaison
linZaire desautres.

Ces rZsultats sort dOungrand intZret pratique pour le calcul des dZtermi-
nants.
ConsidZronspar exemplele dZterminant suivant :

i1 2 3 4 5
1 02 1 2 1
1 -1 4 3 —1%.
2 -1 3 1 4:
‘5 -2 3 -1 3°

On retranche la premisre ligne ~ la 2¢ et~ la 3¢, on retranche Deux fois la
premiere ligne ~ la quatrieme et 5 fois la premere ligne ~ la cinquieme.

L, —L,-Ly,Lg—Lsz—Ls, Ly —Ls—2L4,Ls —Ls—5L1

2 3 4 5
0 -2 -2 —4:

1 :

0 0 -2 -2 -4:
D=:0 -3 1 -1 -6:=

0

0

'3 1 -1 -6:

5 3 -7 -6:

5 -3 -7 6! : :

12 12 -21, 220, 2 712 7l -z
‘0o 1 1 2: o 1 1 1
3 1 1 6i_ , -3 1 -1 -3:
5 3 -7 6:° % .5 3 -7 -3
12 -12 21 -22° -12 12 -21 A1

=2
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On retranche la derniere colonne” la deuxieme et ~ la troisieme.

C, —Cy,—C4, C3 — C3 —Cy4.

00 0 1o 3 4 2 i3 4 1

D=4 > o ° “Si=45 0 -ai=8 5 0 -2i.
= 12 -1 -100 -12 -1 -5

-12 -1 -10 -11°
C,—C;+3C3, C, — C, —4Cs.

D=8 -11 8 -2i=8i .o /' i=8(-209+216)= 56
127 19 -5

3.2 Matri cescarrZes inversibles
Le thZorsme 3.3 permet dOobtenirdes formules pour calculer IOinersedOune

matrice. Rappelons quOordit quOunZIZmen b dOunanneauB est inversible ~
gauchesOikxiste c € B tel que ch= e, e dZsignan I0ZIZmerunitZ de B pour la
mutiplication. De meme on dit que b estinversible ~ droite sOikxistec € B tel
que bc= e.

Définition 3.2.1 Soit B = (b j)isism € My, n(K). On appelle transposée

1#j#n .
de B, la matrice B* = (b;;).;+. Obtenueen Zhangent les lignes et les co-

1# i# m

lonnesde B.

On a les propriZtZs suivantes

(3.3) (BH'=B VB € Mpyn(K).

(34) (&B ++C)' = &B'+ +C' V& +€cK, VB,C € M,(K).

(3.5) (BC)' = C'B" VB € M,,,(K), VC € M, ,(K).

(3.6) det(B!) = det(B) VB € M, (K).

On a le rZsultat suivant.
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Théoréme 3.2.2 Soit A € M, (K). Lesconditions suivantessont Zjuivalentes
1) A estinversible ” droite
2) A estinversible ™ gauche
3) A estinversible
4) det(A) # 0.
DOaute part on a dans ce cas
1 1

= m(C(A))t,

0* C(A) estla matrice des cofacteurs de A dZbniepar la formule

CA) = (—1)"ICo(A) ren .

1# j#n
DZmonstration : On a det(l,,) = 1, donc si A possedeun inverse™ gauche B

on a det(B)det(A) = det(l,,) = 1 et det(A) ¥ 0. De meme det(A) ¥ 0 si A est
inversible © gauche. Supposonsmaintenant que det(A) Z 0. On a

1n ‘ -
a;k(—1)FIC, 1 (A) = det(AUD),
k=1

o AU estla matrice obtenue en remplacart la j ¢ ligne de A par la i€, car
ce changemen nQalectepas les cofacteurs Cjrpourl<k<n. Sii%j,lesi®
et j ¢ lignes de la matrice A7) sont Zgales,donc det(A(7)) = 0. Sii = j, alors
AGD) = AGD = A On voit donc que A.(C(A))! = det(A)l,,.

DOautrepart

! n )
a;w»(—l)k* le,i(A) = det(A(i,j),
k=1
0° Aij) dZsignela matrice obtenue en remplacart la i¢ colonne de A par
la j¢. On adoncdet(A; ;) = O pouri ¥ j, det(A; ;) = det(A) pouri = j, et on
obtient

(3.7) A.(C(A)t = (C(A)L.A = det(A)l,, VA € M.(K).

Donc si det(A) # 0 alors A estinversible,et A= = m(C(A))tA. Comme
toute matrice inversibleeg ~ fortiori inversible”~ droite et © gauche,ceciacheve
la dZmonstration. &

Pour les matrices ™ deux lignes et deux colonneson obtient

(3.8) si ad — bc¥ 0.
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3.3 Formules de Cramer
On obtient aussiles formules de Cramer.

Thé oreme 3.3.1 On considere le systemelinZaire den Zguations”™ n inconnues

g X1+t ... ta X, = b
AuaX1t ..ty aX, = b,
al’]_ e alﬁn
Si . . 1 # 0, lesystemeadmetune solution unique (X1, ..., Xy)
' an,l e a/n,,n '

donnz par les formules

detA,»bl b .
X; = ——=2= pour 1< <n,
7T Tdeqay PO sls
0° A= (a;)wisn, €00 Ajp 3, €stla matrice obtenueen remplacant
1# j#n
v !
b
laj¢ colonne de A par 9.
. b, :
a1 ... a1p
DOaute part si : . ... . := 0 alors ou bien le systme ndadmet
a,,, N an n

aucunesolution, ou bien le systsme admetpIu5|eurssqut|ons(en fait uneinbnitZ
de solutions si le corps K estinbni).
. .o
X1 by
DZmonstration : PosonsX = - ..1 B =. ..1 Le systemeestZquivalert
Xn b,
~ 10ZquatiolAX = B. Sidet(A) # 0, A estinversible et cette Zquation admet
pour solution unique X = A1B. "

Onaalorsx; = gty 1<k<n(D)’*F*Chjbi, €t 14, (1)77*Cy jby coin-
cide avecle dZtermmart de la matrice obtenue en remplacart la j ¢ colonnede
A par B.

ConsidZronsmaintenant |OapplicationlinZaire U : K™ — K™ dZbniepar
IOZquatiorJ(X ) = AX . Sidet(A) = 0, A nDespasinversible. Il rZsulte alors de
la proposition 2.6 que U nOespas bijective, et il rZsulte du corollaire 1.18 que
U nOesni bijective, ni surjective. Si B £ I m(U), le systeme nOadmetaucune
solution. SiB € Im(U), il existe X € K™ tel que AX = U(X) = B. Soit Y un
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ZIZmem non nul de K er(U). OnaA(X + 1Y )= UX)+ U (Y) = U(X)=B
pour tout ! € K, ce qui fait que le systeme admet plusieurs solutions(et une
inbnitZ de solutions si le corps K estinbni). &

& )
10 5 4
ConsidZronspar exemplela matrice A= ( 5 2 3+ .
3 12
On a par la regle de Sarrusdet(A) = 40+ 20+ 45~ 24—-.30—-50= 1.
DOautrepart Cy1(A) = i g = 1, C12(A) = g g = 1, C13(A) =
!5 2: :5 4: 110 4:
i3 0= "L Coa(A) = ] 5= 6 Cop(A) = :750 50 = 8 Cog(A) =
:10 5: :5 4 :10 4:
a7 T3 Gaa(A) = i, 50 = 7 Cep(A) = g 50 = 10, Caa(A) =
& ) & )
1 -1 -1 1 -6 7
DoncC(A)=( -6 8 -5t etAl=(C(A)!'=( -1 8 -—10%.
7 -10 -5 -1 5 -5

ConsidZronsmaintenant le systeme

2
310x+5y+4z=1
4 5+ 2y + 3z=2
X+y+22= -1

Commedet(A) = 1, on peut appliquer lesformules de Cramer, et le systeme
possedeune solution unique donnZepar les formules

:1 5 4: 10 1 4: 10 5 1:
x=:2 2 3i,y=:5 2 3:,z=:5 2 2:.
-1 1 2 '3 -1 2 ‘31 -1

En appliquant la regle de Sarruson obtient x = 4+ 8—15+ 8—3—-20= —18,
y=40-20+ 9—-24+ 30— 10= 25, z= —20+ 5+ 30— 6— 20+ 25= 14
En fait commeA~! a dZj ZtZcalculZ,on pouvait Zcrire directemert

& ) & ) & ) & ) & )
X 1 1 -6 7 1 -18

(y*r=A1(C 2+=(-1 8 —-10t( 2+=( 25+
z -1 -1 5 -5 ~1 14

3.4 MZtho de du pivot de Gauss

En pratique le calcul descofacteurs pour obtenir IQiversedOunematrice es
long et fastidieux ( 25 determinants dOorde 4 si A € M5(K)), et les formules
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de Cramer peuvert aussi mener~ des calculs as®z longs pour rZsoudre des
systemes linZaires. On est plut™tamenZ” utiliser la méthode du pivot de
Gauss, dZcrite dansle Cours d’Analyse numérique de X. Fischer.[5] Cette
mZthode, qui condste " "trianguler le systeme”, permet ausside rZsoudredes
systemes o+ le nombre dOguations est dilZrent du nombre dOinconnes. Nous
dZcrivons cette mZthode en reprenart la matrice prZcZdene.

On va rZsoudredirectemert 10Zquatio/AX = B.

2
310x+5y+4z=a
4 5+ 2y+3z=b
X+y+2z=¢c
Pour simpliber les cagculs on Zcrit en premier la variable y et on Zdhangeles
premisres et troisismes Zquations.

2

3 y+3&+2z=¢c¢
2y+5x+3z=b
By+ 10x+ 4z = a

L2 — L2 —2L1, L3 — L3 —5|_1.

2
3y +3x +2z= c
4 -X —-z= b—-2c

—-bx —-6z= a-—5c
L3 — L3 —5L,.

2

3y +3x +2z= c

4 X —z= b—2c
—z= a-—>5b+ 5¢c

La derniere Zquationdonne z = —a+ 5b—5c. En reportant dansla deuxisme
onobtient x = —z—b+ 2c= a—5b+ 5c—b+ 2c = a—6b+ 7c. EnPn enreportant
dans la premisre Zquation on obtient y = —3x —2z+ ¢ = —3a+ 18— 21c+
2a—10b+ 10c+ c= —a+ 8b— 10c.

Le systeme admet donc une solution unique :

2
3 X=a—-6b+ 7c
y= —a+ 8b—10c

4 z= —a+ 5b—-5¢c
Poura= 1, b= 2, c = 3 onretrouve le fait quex = 1 - 12— 7 = —-18,
y= -1+ 16+ 10= 25 2z= -1+ 10+ 5= 14
& & &

x) 1 -6 7 ) a)

DOautrepart ona( y*+* = ( —1 8 —10+ ( b+ , et on retrouve le fait
-1 5 -5 c
& ) 1 £ )
10 5 4 1 -6 7

que( 5 2 3+ =( -1 8 -—10*.
3 12 -1 5 -5
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3.5 DZtermi nant d@n endomorphi sme et dQine
famille de vecteurs

On peut Zgalemeh dZbnir la notion de dZterminant dOunendomorphisme
dOurespacevectoriel de dimension Pnie.

Proposition 3.5.1 Soit E un esmce vectoriel non nul de dimension Pnie, et
soit B une basede E. Pour u € L(E), on pose

det(u) = det(M, 5).

Cette dZPnition est indZgendante du choix de la base B, et u est inversible
si et seuement si det(u) # 0. DOaute part det(u o v) = det(u)det(v) pour
u,v e L(E).

DZmonstration : Si B; est une autre basede E, ona M, 5, = P~IM,, 5P,
0+ P = Pgp, estla matrice de passagede B~ B;. Donc det(M,, 3,) =
det(P ~1)det(M , s)det(P) = det(P)~det(P)det(M, 5) = det(l,,)det(M, 5) =
det(M,, 5), et la dZpnition de det(u) estindZpendarte du choix de la baseB. Le
fait que det(u o v) = det(u)det(v) pour u,v € £(E) est alors une cons£uence
immZdiate de la proposition 2.6 et du thZoreme 3.2. &

DOautrepart on peut dZbnir le dZterminant dOundamille B de n ZIZmets
df)unespacevectoriel E de dimension Pnien > 1 dans une base donn£ B, de
E.

Proposition 3.5.2 Soit E un esmce vectoriel de dimension Pnie n > 1 sur
un corps K, soit By une basede E, et soit 7 = {f4,...,f,} une famille de n
ZZmentsde E. On dZpPnitle dZterminant dety, (F) de F dansla base B, par la
formule

detBo (f) = det(PBo,}-)'

Alors F estune basede E si et seuementsi detg, (F) 7 0.

De plus IOapptation # : E® — K dZpbniepar la formule #(F) = detg, (F)
est une "forme multilinZaire alternZe” de E™ dansK :

si F; ; dZsignela famil le obtenueen Zhangant f; etf,;,, avee 1 <i < j <n,
alors #(F; ;) = —#(F), et si F(i, x) dZsignela famille obtenue en remplacant
f; par x € E, alors I0apptation x — #(F; ) estune application linZaire de E
dansK pour 1 <i <n.

DZmonstration : Ceci rZsulte de la dZpnition de la matrice Pg, 7, de la
proposition 2.10 et de la proposition 3.5. &
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3.6 Rang d@ne matri ce

Les dZterminarnts sort Zgalemen utiles pour calculer le rang dOunematrice,
qui sedZbnit de la manisre suivante.

Définition 3.6.1 Soit B = (b ])1#.#,“ € M,(K). On appelle rang de B, et

on note rg(B), la dimension du sous espace vectoriel de K™ engend? par les
colonnesde B.

Soiert p,m, n trois ertiers, avec1 < p < inf (m, n). On dit quOunenatrice
A € M,(K) estune matrice extraite dOunematrice B € M,, ,(K) si A estune
matrice obtenue enretirant © B m — p de sesligneset n — p de sescolonnes.On
a alors le rZsultat suivant.

Proposition 3.6.2 Soit B € M,, ,,(K) une matrice non nulle. Alors le rang de
B est Zyal au plus grand entier p > 1 pour lequelil existe une matrice ™ p lignes
et p colonnes extraite de B dont le dZterminant soit non nul. En particulier
le rang de B est Zgal = celui de sa transps£,cOest dire ~ la dimension du
sous-espce vectoriel de K™ engend? par leslignesde B.

DZmonstration : Notons By,...,B, les colonnesde B, soit E le sous-espace

vectoriel de K engendrZpar les colonnesde B et soit p le rang de B. Il existe

des entiers iy < ip... < i, tels que (B;,,...,B;,) soit une basede E. Soit
= (C”)m‘#m € M, ,(K) la matrice dont Iescolonnessort Bi,...,Bj,, soit

F le sous- espaceectonel de K ? engendrZpar leslignesLy,...,L,, deC, etvsoit
g < p la dimensionde F. Il existe un sous-enserble S de {1, ...,m} possZdah
g ZIZmets tel gue ()Lj)jes soit une basede F.

X

*
Soit X = ( "+ € KPtel queL;X = Opourj €S, etsoitk <m.ll

X "
existe une famillep(I ))jes dOZIZmes de K telle queLy = _4!,L;. Ona
alorsLX = . g!;L;X =0, cequi prouvequeCX = 0. Commelescolonnes
de C forment une famille libre, on a X = 0. Soiert ji,...,j, les ZIZmets de
S, et soit D € M, ,(K) la matrice dont leslignessort L;,,...,L;, . Il rZsulte
de ce qui prZcede que les p colonnesde D forment une famille libre de K ¢, ce
qui prouve que g > p. Donc g = p. Comme IOZquatiorDX = 0 admet O pour
unique solution dansK?, on a det(D) # O, et D estune matrice ~ p ligneset p
colonnesextraite de B dont le dZterminart es non nul.

Supposonsmaintenant quQilexiste une matrice U ~ r lignes et r colonnes
extraite de B telle que det(U) # 0. Il existe un sous-ensernle R de {1,...,m}
possZdah r ZIZmets et un sous-ensetble T de {1,...,n} possZdah aussir
ZIZmets tels que U = (b; )|$s Soiert j; < ... < j, lesZlZnerts de T, et soit

V € M,,, la matrice dont Ies colonnessort le,...,Bjr. Si X € K" vZripe
VX = 0,ona” fortiori UX = 0, donc X = 0 et (B;);jer estunefamille libre de
K™.Doncr <rg(B), etle rang de B estZgalau plus grand entier p pour lequel
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il existe une matrice ~ p lignes et p colonnesextraite de B dont le dZterminart
soit non nul. Comme le dZterminant dOunenatrice carrZeest Zgal™ celui de sa
transposZe,ceci montre querg(B) = rg(B*), cOest dire que le rang de B est
Zgal” la dimension du sous-espacevectoriel de K™ engendrZpar les lignes de
B.&

En fait on utilise raremert en pratique lesdZterminarts pour calculer le rang
dOunenatrice. En elet le rang dOunenatrice B ne changepassi on ajoute ™ une
ligne de B une combinaison linZaire desautres, ou si on ajoute ~ une colonnede
B une combinaison linZaire desautres. Il ne changepasnon plus si on intervertit
IGordredes lignes ou IOordredes colonnesde B, ou si on multiplie une ligne ou
une colonnede B par un coe"cient non nul. On va calculer” titre dOexemplée
rang de la matrice suivante

&5 67 11 4 18
5., 2 133 0 6*
=( 1 324 2 6%
112 0 -2 2
L —L;—5L3, Lo —Ly—2L3, Ls— Lasa+ Ls.

&9 _9 _3 _9 _6 -—12)

0 5 1 5 4 6%
(1 3 2 4 2 &6
0 4 4 4 0 8
C, — C, — 3Cy, etc...

&9 _9 _3 _9 _6 —12)
0 5 1 5 4 6%
(1 0 0o 0o o ot
0 4 4 4 0 8

L1 — —3L1, Lo — —La, Lg — L4

&9 0 2 0 2 -2
"0 0 -4 0 4 —4
(10000 0F
01 1 10 2
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&g 0 2 0 2 -2
0 0 40 4 -4
(10 0 00 0t
01 0 00 0
Lo—— Ly —2L4.
&g 0 -2 0 2 -2)
00 0 00 0%
(10 0 00 0F"
01 0 00 0
L1'—>—%L1
&9 010 -1 1
0000 0 0%
(1 000 0 ot
0100 0 0
Cs— Cs+ C3, Cg— Cg — C3
&9 0100 0
00000 0
(1 00000
010000
&5 67 11 4 18
2 13 3 0 6% o .
Donc le rang de ( 1 32 a4 2 6+ estZgal™ 3 (on peut montrer

-11 2 0 -2 2
que les opZrations ci-dessuspermettent toujours dOabutir ~ une matrice dont
tous les coec ients sort Zgaux™ 0 ou 1 qui posade au plus un coe" cient Zgal
" 1 sur chaque ligne et chaque colonne).

On a, dOapreda regle de Sarrus, : .= 10+ 42+ 18— 7 — 45— 24=

=N Ol
wWkEFEOo
N W~

70— 76 = —6. Donc le dZterminart de la matrice B € Ms3(K) obtenue en
retirant © A sesdeux dernieres lignes et sestrois dernieres colonnesest non nul.
Pour montrer que le rang de A est Zgal® 3 par cette mZthode il faudrait encore
vZriberque le dZterminant de toutes les matrices obtenuesen retirant ~ A une
ligne et deux colonnesest nul, ce que nous feronsplus loin en utilisant Mupad.

3.7 Rang d@ne famille de vecteurs, rang dQmne
applicati on linZaire
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On peut Zgalemeh dZpbnr le rang dOundamille de vecteursou dOuneppli-
cation linZaire.

Définition 3.7.1 1) Soit E un espace vectoriel de dimension, et soit F une
famille bnie dOZmentsde E. Le rang de F est la dimension du sous-espce
vectoriel de E engend? par F.

2) Soient E et F deux esmces vectoriels de dimension Pnie et soit u €
L(E,F). Le rang de u est Zgal "~ la dimension de u(E).

Proposition 3.7.2 1) Soit E un espace vectoriel de dimension bnie m > 1,
soit B une basede E et soit F une famille Pnie dOZmentsde E. Alors le rang
de F est Zgal au rang de la matrice P .

2) Soient E et F deux esmces vectoriels non nuls de dimension Pnie, soit
B une basede E, soit B’ une basede F et soit u € L(E,F). Alors lerang de u
estZgal~ celui de la matrice M, 5 5.

DZmonstration : 1) Pour x € E notons [x]z le vecteur colonne formZ des
coordonnZesde x dans la baseB. LOapplication, : x — [x]5 est une bijection
linZaire de E sur K ™.

Soit F le sous-espaceectoriel de E engendrZpar F. Alors F et , (F) ont la
meme dimension. Comme, (F) est le sous-espaceectoriel de K ™ engendrZpar
les colonnesde P £, on voit que le rang de F est Zgalau rang de Pz 7.

2) Soiert ey, ..., e, lesZIZmets dela baseB. Posonsu(B) = (u(e1),...,u(e,)).
LOespaceedoriel u(E) estle sous-espaceectoriel de F engendrZpar u(5). Donc
rg(u) = rg(Ps u(s)) = r9(Mu,5.58)-

3.8 Annexe au Chapitre 3 : Intro ducti on aux
notati ons indicielles de la Physique

On utilise souvert en Physique la convention de sommation de l’indice
répété : par exemplesii varie de 1" n, alors la somme X, ; seranotZe
Xy i

Dans le cas dOunindice rZpZtZj coexistant avec un indice non rZpZtZ i,
IOindicei est appelZ indice libre et |QindicerZpZtZ est appelZ indice muet. On
peut changer le nom de IQindicemuet sanschanger la valeur de IQexpression si
j varie entre 1 etn, onaa;;X; = & kXk CN  1ic, &ijX; = 1cpcy i kX

Saufmention expressedu contraire, |Oindicdibre prend lesmemesvaleursque
IGindicemuet. Par exemplesin = 4, Zcrire a; jx; = b; est une facon concenrZe
dOZcrirde systsme

1# i#n
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ap X1+ aroXo+ A1 3Xz+ A aXa = by
A 1X1 + 82X + Ap3Xz + @ aXsa = Iy
2 aw1X1+ ApXo+ A3Xz+ AuXs = by
A 1X1t+ A 2X2 + Ay 3X3 T A aXs = Iy
Pour n quelconque enintro duisant lescofacteursdela matrice A = (&; j) 1+ i#n ,

14 j#n

les formules de Cramer donnert pour det(A) Z 0

a; ;X; = by <= b; = (=1)""7C;i(A)b;.

La corvertion de IOindicarZpZtZ sOZtengour plusieursindices. Par exemple
si lesindicesvarient de1” n,

& )
! | ! |
a; by 1C ;= a; 1y 1G5 = a; ;. ( by ic;t
1<k<n1<I<n 1<k<n 1<i<n
& )
! !
= ( a; kbt c

1<i<n  1<k<n

Notons que cecimontre au passageque a; (¢ ;) = (a;,xbe,:)c, ;. Compte
tenu dela dZpnitiondu produit matriciel, on endZduit notamment que (AB )C =
A(BC) pour A,B,C € M,(K).

Ces corvertions poseri des problemes de substitution. Par exemple si on
considere I0expresen A = a; ;x;y;, avecx; = b; ;z;, lesindices variant de 1"
n, 1Qindicel est muet dans le premier cas, mais pas dans le second,tandis que
IOindicg estmuet danslesdeux cas.ll faut donc dans la substitution remplacer
j par un autre symbole, tout en gardart i. On Zcrira donc x; = b; 4z, ce qui
donne

& 7 8 )

A=abzy; = (0 ay bikzi Yt
=1 j=1 k=1
On place souvent en Physique des indices placZsplus haut que la variable
concernZe.Ces le cas des coordonnZesdOunvecteur dans une base. On note
souvent en caractéres gras les vecteurs. Par exemple si ((e1,...,€en) est
une basedOurespacevectoriel E, on notera souvert x%,...,x" les coordonnZes
dOunvecteur x dans cette base.Ceci setraduit par la formule

X = X'ej.

Les exposarts serort alors notZs avec des parertheses. Par exemple (x3)?2
reprZsetera le carrZ de la troisisme coordonnZe du vecteur x. Si E estun espace
vecorieleuclidien, et si(ey, ..., €y) estune baseorthonormale de E (cesnotions
serort dZtaillZesau Cl@pitre 7), la norme euclidiennedOurvecteur x estdonnZe

par la formule ||x|| = 1<i<n(X?)? (on pourrait aussiZcrire |[x[|2 = x°x?).
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Nous terminons cette brev e prZseitation en introduisart les symbolesd@nti
symZtrie. Soiert i, ...,i, des erters compris ertre 0 et n. Si cesertiers ne
sort pas tous distincts le symbole dOatisymZtrie );, i estnul. Siles ertiers
i1,...,i, sort tous distincts le symbole dOatisymZtrie ), ., est Zgal” la
signature )(() de la permutation

n

112]...|n
i1 |02 | ... |ip

En particulier le symbole dOatisymZtrie est Zgal~ 1, 0 ou —1, et il change
de signesi on permute i, eti, avecp ¥ q.
Quand on a deux indices variant erntre 1 et 2, on obtient >

ybl=)22=0)12=1)21= _1 Onaalors,siA= b1 @12
dp1 dz2

det(A) = )Ya; 18,2 = )"ay @

que |Qorpeut aussiZcrire sousla forme

det(a;;) = )Yana; = )Yaa;

3.9 Chapitre 3 sous MUP AD

On avu au chapitr e prZcZdeh commert calculer IQinversedOunenatrice avec
MUPAD. On peut Zvidemmer aussicalculer les dZterminants avec MUPAD,en
utilisant la commandelinalg : :det() ;

M:=Dom::Matrix();

A:=M([[1,2,3,4,5], [1,2,1,2,1],[1,-1,4,3,-1],[2,-1,3,1,4], [5,-2,3,-1,3]]);
linalg::det(A);
Dom::Matrix(Dom::Exp ressionField(id, iszero))
+- -+
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+- -+
56
‘1 2 3 4 5
1 02 1 2 1
Doncil -1 4 3 —1:=56
2 13 1 4

‘5 2 3 -1 3°

M:=Dom::Matrix();
A:=M([[5,6,7,11,4,18]  ,[2,1,3,3,0,6],[1,3,2,4,2,6],[-1,1,2,0
linalg::rank(A);

Dom::Matrix(Dom::Ex pressionField(id,

49

1'2!2]])1

iszero))

On peut Zgalemen utiliser Mupad pour ajouter a une ligne dOunematrice
un multiple dOuneautre.Par exemple L, — L, — 5L3 (retrancher 5 fois la
troisisme ligne ~ la premiere) setraduit pour la matrice A par la commande
linalg : :addRow(A,3,1,-5), et C3 — C, — 3C; (Retrancher deux fois la pre-
miere colonne” la deuxieme) setraduit pour la matrice A par la commandeli-
nalg : :addCol(A,1,2,-3). On peut ainsi electuer sousl)éupad le dZbut descalculs

5
faits plus haut pour calculerle rang dela matrice A = ( i

-1

6

1
3
1

7 11 4 18)

3 3 0 6:_
2 4 2 6 °
2 0 -2 2
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M:=Dom::Matrix ():

A:=M([[5,6,7,11,4,18], [2,1,3,3,0,6],[1,3,2,4,2,6],[-1,1,2,0, -2,2]));
Al:=linalg::addRow(A,3 ,1,-5):

A2:=linalg::addRow(Al, 3,2,-2):

A3:=linalg::addRow(A2, 3,4,1);

A4:=linalg::addCol(A3, 1,2,-3):

A5:=linalg::addCol(A4, 1,3,-2):

A6:=linalg::addCol(A5, 1,4,-4):

A7:=linalg::addCol(A6, 1,5,-2):

A8:=linalg::addCol(A7, 1,6,-6);

+- -+

N
L
w
w
o
o

=
w
N
»
N
o

+- -+
| 0, -9, -3, -9, -6, -12 |
I |
| 0, -5, -1, -5, -4, 6 |
I |
| 1, 0, 0, 0, 0, O |
I |
| 0, 4, 4, 4, 0 8 |
+- -+
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DOautrepart on peut utiliser Mupad pour extraire desmatrices dOunenatrice
donnZe.On utilise la commandelinalg : :submatrix (A, [i1, ..., il [1,---2]ql);
qui permet de faire apparaitre la matrice obtenue en supprimant leslignesautres
queis,...,i, et lescolonnesautres quejy,...,j,. A titre dOexemplen calcule

ci-dessoudes dZter@inarts de la matrice carrZ)e” 4 lignes et 4 colonnesextraite
5 6 7 11 4 18

2 13 3 0 6
1 32 4 2 6

-1 12 0 -2 2
partenant ~ lafois”™ une desquatre premieres ligneset ” une desquatre dernieres

colonnesde A.

[ *
de la matrice A = ( + engardart les coe"cients ap-

M:=Dom::Matrix():
A= M([5,6,7,11, 4,18],[2,1,3,3,0,6],[1,3,2,4,2,6],[-1, 1,2,0,-2,2]]);
Al:=linalg::submatrix  (A,[1,2,3,4],[3,4,5,6]);

+- -+

f——
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On peut enbn utilis er Mupad pour rZsoudredes systemes linZaires. On doit
ramener le systeme” un systeme de la forme AX = B, avecA € M,, ,(K),
BeK™

9n traite ci-dessoudOexemplelu systeme

35+6y+7z=4

4 2X+y+3z=5

X+3y+2z2=1

M:=Dom::Matrix():
A:=M([[5,6,7],[2,1,3] [1,3,2]]);
B:=M([4,5,1]);
linalg::matlinsolve(A ,B);

On a donc une solution unique x = —14/3,y = —5/3,z= 16/ 3.

On considere maintenant le systeme
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8 5x+ by+ 72+ L1t = 1
2X+y+3z+3t=1

2 X+3y+2z+4=1
—XxX+y+2z =1

A1:=M([[5,6,7,11],[2 ,1,3,3],[1,3,2,4],[-1,1,2,0]]);
B1:=M([1,1,1,1]);
linalg::matlinsolve( Al,Bl);

+- -+
| 5 6, 7, 11 |
| I
| 2, 1, 3, 3 |
| I
| 1, 3, 2, 4 |
| I
| -1, 1, 2, 0 |
+- -+

+- -+

| 1|

| I

|1 |

| I

| 1|

| I

|1

+- -+

I

Ceciveut dire que le systsme n’a pas de solution.

gonsieronsmaintenant le systeme

3 5x+ 6y + 7z+ 11t = 29
2X+y+3z2+3t=9

2 X+3y+2z+4t=10
—X+y+ 27 =2

B2:=M([29,9,10,2]);
linalg::matlinsolve( Al1,B2);
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y——
(=Y
o

Ceci veut dire que le systsme a une infinité de solutions. Mupad donne
dOabrd une solution particuliere, puis une basedu sous-espaceectoriel de K
dZDéwipar IOZquatio’AX = 0. La solution gZnZraledu systeme est donc

x=2-1

3 y=2-1

2 z=1

t=1

,00 I €R.

3.10 Exercicessur le Chapitre 3

exercice 1
On considere la matrice

& )
A= (

N W R

AN

Wk W
+

Calculer det(A). La matrice A est-elleinversible?
En dZduire que le systeme ci-dessousadmet une solution unique, et trouver
cette solution en utilisant les formules de Cramer.
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2

3x+2y+3z=5

43x+4y+ z=2
2X+y+3z=1

exercice 2 (Matrices nilp otentes)
Soit A € M, (R) telle que A™ = 0, avecn > 2. Montrer que det(A) = 0.

exercice 3 (Matrices antisymZtriques)
Soit n un ertier positif impair et soit A € M(R) telle que*A = —A. Montrer

que det(A) = 0.

(o

exercice 4
Calculer les dZterminants suivants :

1 100 :%f 2 3 5

2 %o 1 0 4aiia cridiial 1
1 6 o2::7 38 -2 1:c—id b - a8 a’+a+1-’
-3 -5 1 2 . .

- 11 1 1 ia 1 1 -1

¢ Al bora il Liiilal 1
b ai i1 c a+b i1 —;L 1 —.1; 11 a 1;
T - -1 i1 11 a-

exercice 5

DZterminer les racinesdu polyn™mep(x) =

BN X
wh XN
N X ww
“NAEA

exercice 6
a) DZterminer en fonction de a et b les coe"cien ts de la matrice

& )
1 a b
A=( -1 a bt,

at+b+1 1 1
& ) & )
X u

b) RZsoudredans R3 le systtme AX = B, avecX = ( y* etB=( v+.

z w

exercice 7
$oit - une racine cubique de IOunitZ.RZsudre dans C le systeme

3x + y + z = a
X + -y + -2z = b
4 2 _

X + -9y + -z = ¢

exercice 8
a) RZsoudrele systeme



56CHAPITRE 3. DfTERMINANTS, NOTATIONS INDICIELLES DE LA PHYSIQUE

2x + y + z + t = 3
gx + 2y + z + t =1
X + y + 2z + t = 2
ix + y + z + 2t = 4
X —y + z — t =0

E)Discuter selonles valeurs de a IOensebie dessolutions du systeme

3 2@+ 1)x + 3y + az = a+4
4 4a—-1)x + (a+ly + (Qa—1)z = 2a+4
Ga—4)x + (a+ly + (Ba—4)z = a-1

exercice9

Utiliser la corvertion de sommation pour Zcrire les relations suivantes
a) a; 1X1 + @2 2X2 + 83 3X3 + A44X4 = 8.

b) B11yi,1+ Boayio+ Baiyiz = A

exercice 10

Exprimer le produit de deux matrices A = (a;;) € M,(K) et B = (b;;) €
M,,(K) en utilisant la corvertion de IQindie rZpZtZ.

exercice 11

Ecrire la dZpnition de I0indZpndancelinZaire dOundamille (eq,...,e,) de
vecteursen utilisant la corvertion de I0indicerZpZtZ.

exercice 12
DZwelopper 10expression; ;b ;;, avecn = 3.

exercice 13
Calculer a; ;X;y;, aveCX; = biijj, Y;j = G Vi, N = 2.

exercice 14
a) Calculer tous les symboles dOatisymZtrie )“/* pour i, j, k € {1,2,3}.

b) Soit A = (a;;) € M3(K). Exprimer det(A) en utilisant les symboles
dOatisymZtrie et la corvertion de IQindce rZpZtZ.

exercice 15(sousMupad)

&2 4 1 7 1 3 4
v5 -1 6 9 -2 6 2
5 v 7 -5 -2 6 1 5 1%
1) Calculerle dZterminant delamatrice; 5 1 1 -6 2 -9 4 .
1 4 6 7 2 3 2
(3 2 1 1 -1 4 27
5 6 2 3 -6 -1 3

2) RZsoudrele systeme
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BXyp —Xo + BX3+ OX4 — 2X5 + 6Xg + 2X7 = —3
TX1 —BXp — 2X3+ 6X4 + X5+ BXg + X7 = 12
BX1+ Xo+ X3 —6Xg4+ 2X5 — OXe + 4x7 = —1
X1+ 4Xo + BX3+ TXg + 2X5+ 3Xg + 2X7 = —4
X1+ 2Xo+ Xg+ Xq4 — X5+ 4Xg+ 2X7 = 2
BXq1+ 6Xy + 2X3+ 3X4 — 6X5 — Xg+ 3X7 = 6

g 2X1+ 4Xp — X3+ TXg4+ X5+ 3Xg + 4x7 = 2

exercice 16(sousMupad)

&o 4 1

5 -1 6

. , . 7 -5 =2

1) DZterminer le rang dela matrice A = ! 5 1 1
(1 4 &6

7
9
6
—6
7

5 20 3 10 23
2) Retrouver cerZsultat en calculart le dZterminant des7 matrices” 6 lignes
et 6 colonnes extraites de A et en calculant le dZterminant dOue des matrices

~ 5 lignes et 5 colonnesextraites de A.
5) RZsoudrele systeme
2X1+ 44X — X3+ X4+ X5+ 3Xeg + 16X7 = 2

BX1 — Xo + 6X3+ 9X4 — 2X5 + 6Xg + 23X7 = —3
7X1 — BXp — 2X3 + 6X4 + X5+ 6Xg + 13X7 = 12
BX1+ Xo + Xz — 6X4 + 2X5 — 9Xg — 6X7 = —1

X1+ 4Xo+ BX3+ X4+ 2X5 + 3Xg + 23X7 = —4
2Q(1 + 3Xp + 10x3 + 23X4 + 4X5 + X + 697 = 2
) RZsoudrele systeme
2X1 + 4Xp — X3+ X4+ X5+ 3Xg+ 16x7 = 1
BXy —Xp+ 6X3+ 9OX4 — 2X5 + 6Xg + 23x7 = 1
X1 —BXp — 2X3+ B6X4 + X5+ 6Xg + 13X7 = 1
BX1+ Xo+ X3 —6Xg+ 2X5 — OXg —6X7 = 1
X1+ 4dXo + BX3+ X4+ 2X5 + 3Xg + 237 = 1
20X, + 3Xo + 10x3 + 23X4 + 4X5+ OXg+ 697 = 1

£330 GABBVND a3 33D

1
-2
1
2
2
4

3
6
6
-9

3
9

57

16)
23+
13
_6* '
237
69
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Chapitre 4

Valeurs propres,vecteurs
propres,diagonalisation

4.1 Intro ducti on ~ la diagonalisation des matri ces

Dans tout ce chapitre K dZsigneun corps quelconque,et M,,(K) dZsigne
IOensebie desmatrices carrZes™ n ligneset n colonnes™ coe"ents dansK. LOes-
pacevectoriel K ™ estidentipZ” |IOespaceectoriel M,, 1 desmatrices unicolonnes
" n lignes.

Définition 4.1.1 Soit A € M,,(K), etsoit! € K. On dit que! estune valeur
propre de A sOilexiste un ZZmentnon nul X de K™ tel que AX = IX . Dans
ce cas on dit que X estun vecteur propre ass@iZ " la valeur propre !.

Si! estune valeur propre de A, I0ensemBIE \(A) = {X e K" | AX = IX }
est appellZ le sous-espace propre ass@iZ ~ la valeur propre !.

Abn dOallZgeles notations, on Zcrira E au lieu de E y(A) si aucune confusion
nOest craindre. Soit u : K™ — K™ |QapplicationlinZaire dZbniepar la formule
u(X) = AX et soit Z,, |QapplicationidertitZ sur K ™. Il estclair quesi! estune
valeur propre de A alors E, = Ker(u — ! Z,,), et par consZquenh le sous-espace
propre E, estun sous-espaceectoriel non nul de K ,,.

Définition 4.1.2 Soit p= ap + a1X... + a,x™ € K[x], et soit A € M, (K).
On posep(A) = apl,, + A + ...+ a,A™.

Autrement dit p(A) est la matrice obtenue en remplacart x* par A* dans

IOexpressiome p, avec la corvertion A® = [,. On a les propriZtZs Zvidertes
suivantes.

59
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(4.1) (p+ 9)(A) = p(A) + d(A) VpeK[x], Vge K[x], VA € M,(K).
(4.2) (Ip)(A) = Ip(A) V! €K, VpeKI[x], VA € M,(K).
(4.3) (PA)(A) = p(A)a(A) Vp e KI[x], Vge K[x], VA € My(K).

Autrement dit si on bxe A € M, (K), alors IOapplicationp — p(A) est”
la fois une application linZaire et un homomorphismedQOannaux de K [x] dans
M., (K). Notons que IOordZduit de (4.3) la propriZtZ suivante.

(4.4) a(A)p(A) = p(A)g(A) Vpe K[x], Vge K[x], VA € M,(K).

Si Eg,...,E, sort des sous-espacewectoriels dOunespacevectoriel E on
dZpnit IOesge sommeE; + ...+ E, comme Zant IOenseble desx € E qui
peuvert sOZcrirsousla formex = 7, x; avecx; € E; pour 1 <i <p. Il est
clair que E; + ...+ E, estun sous-espac&ectoriel de E.

Lemme 4.1.3 Soit A € M, (K), soit! une valeur propre de A et soit p € K [X].
Alors p(A)X = p(! )X pour tout X € E,.

DZmonstration : Soit X € E,. On a IX = X, et une rZcurrenceimmZdiate
montre que A¥X = 1 kX pour k > 1. Soit maintenant p= ag+ a;X ...+ a,,x" €
K[x]. Onap(A)X = agX + ay!'X + ...+ a,!"™X = p(! )X. &

Proposition 4.1.4 Soit A ¢ M,(K), soient!4,...,!, des valeurs propres
distinctes de A et soit B, une basede E, pour 1 <i < p. Alors B = Ui<;<pB;
estunebasedeE,, +...+ E,, . En particulier dim(E,, + ...+ E, ) = dim(E, )+
coo+dim(Ey,).

DZmonstration : Il estclair que B estune famille gZnZratricede E, + ...+ E,.
PosonsB; = (fi1,...,f; 45)), et soit (%7]»)1#,““) une famille dOZIZmes de K

1#i#p
telle que 14+ q.éi) %,jfiJ = 0.
1# i #
POSONSY; = 1< % ;fi ;. de s&rte quef, € Ey pour1<i <p.
Ona ;_;.,9r= 0.Posonsp; = . p(x —!4) pour 1<i <p.
<k< k%6i "

On ap;(A)(9x) = pi(! ¥)9k pour L<k <n, donc ;. Pi(! £) 9k
= p:(A)(0) = 0. Comme p;(! x) = O pour k # i, et commep;(!;) # 0, on a
1<j<i(j) %.5fi; = 0pour 1 <i < p. Comme B; estlibre, on obtient % ; = 0
pour 1 <j < (i), 1<i < p,cequi prouve gue B estlibre. Donc 13 estune base
deE,\1 + ...+ E)\p, et dil’n(E)\1 + ...+ E,\p) = dim(E/\l)‘l' Lot dim(E,\p). &
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4.2 Polyn™mecaractZri stique d@ne matri ce

On va maintenant donner un moyen pratique de trouver lesvaleurs propres
de A.

Définition 4.2.1 Soit A € M, (K). Lepolyn™me 4 = det(xl ,—A) = (—1)"det(A—
xl ,) estappelZ le polynéme caractéristique de A.

Soit p € K [x] un polyn™menon nul. RappelonsquQordit que! € K estune
racine de p quand p(! ) = 0. On sait que! estune racine de p si et seulanert
si p est divisible par x —!. Dans ce casle plus grand entier k tel que p soit
divisible par (x —!)* est appelZl’ordre de multiplicité de la racine !.

Proposition 4.2.2 Soit A € M,,(K) etsoit! € K. Alors! estvaleur propre
de A si et seuementsi det(!l ,, — A) = 0. Autrement dit IOensemeldesvaleurs
propres de A coincide avec |IOensemeldesracines de son polyn™mecaractZris-
tique p4.

DZmonstration : Il est clair que ! est valeur propre de A si et seulanert si il
existe un ZIZmem non nul X € K" tel que (!l , —A)X = 0. Il rZalte alors du
corollaire 3.8 que cette condition estvZribZesi et seulemen si det(!l ,, —A) = 0.

&
& )
V2 12 12
Exemple 4.2.3 Soit A= ( /4 /2 0 * . Alorspa= x(x — 1)(x — 1), et
4 0 U2
les valeurs propres de A sont 0, % et 1.

P12 x 2 12

Enelet ps= —: 14 1U2-x 0 .
§ Ty 0 V2-x:
En dZweloppart par rapport ~ la derniere colonneon obtient
_ V4 Y2-x: iy, <iY2-x Y2 :_ ,B ;; <C
“PA= =594 0 T 27X g4 yY2—_xi" 22 127X
<D < . < - < . <D < E
1 Tl 1 -1’1 Tl — Tl Tl 1
T2 X X T Ta g X X o 50X 5o X 7y
=X 3$-X (1-x)=xx—3 (x—1).

Si A € M,(K), on dZbnit la trace de A, notZe Tr(A), comme Ztart la

sommedescoe"cien ts situZssur la diagonale. Autr ement dit on a la formule
= > ' n

(4.5) Tr (ai,j)l#i#n = a;;.

1#j#n .
=1

Il rZsulte de la dZpnition desdZterminants que le terme de plus haut degrZ
du polyn™he caractZristiquede A € M, (K) est Zgal™ 1, que le coe"cient de
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son mon™male degrZn — 1 est Zgal~ —Tr(A), et que son terme congant est
Zgal™ (—1)"det(A). On a alors le rZsultat suivant.

Proposition 4.2.4 Soit A € M, (K). Alors la sommesdesvaleurs propres de
A, rZiZt2s sebn leurs multiplicitZs, est Zgale ™ Tr(A), et le produit desvaleurs
propresde A, rZ/ts sebn leurs multiplicitZs, est Zgal ~ det(A).

4.3 Matri ces semblables

On va maintenant introduire la notion de similaritZ.

Définition 4.3.1 SoientA, B € M,,(K). On dit queB estsemblable ~ A sOil
existe une matrice inversible P telle queB = P ~1AP.

Cette relation est ce quOorappelle une relation dOguivalence, car on a les
trois propriZtZs suivantes :

1) A esttoujours senblable ~ A, car A = | ~1Al,,.

2) SiB = P~1AP estsenblable~ A, alorsA = PBP ! estsenblable ” B,
carP = (P~1)~ 1L,

3) SiB = P!AP estsenblable ~ A, et siC = Q !BQ estsenblable ~ B,
alorsC = Q 'P~'APQ estsenblable” A, carQ~'P~1= (PQ)~L.

On a les propriZtZs suivantes.

Proposition 4.3.2 Soit A € M,(K), et soit B = PAP ¢ M, (K) une
matrice sembable ~ A. Alors A et B ont le meme polyn™mecaractZristique. De
plus q(A) = Pqg(B)P ! pour tout g € K [x], et en particulier A™ = PB™P !
pour m > 1.

DZmonstration : On a pg = det(xl ,, — B) = det(P~(xl ,)P — (P ~tAP)) =
det(P ~1(xl,, — A)P) = det(P ~Y)det(xl, — A)det(P) = det(P) ‘psdet(P) =
det(l,)pa = pa.

DOautrepart onaA = PBP ~1. SupposonsqueA™ = PB™P 1, avecm > 1.
Alors A™*1 = (PB™P~)(PBP~!) = PB™(P~'P)BP~* = PB™" P 1. On
voit donc par rZcurrenceque A™ = PB™P ~1 pour m > 1. Commel,, = PP 1,
on voit quesi q = b+ ...+ bx¥ € K[x], alors q(A) = PI,P~1+ ...+
b,PB™P~1 = F’(bol,,L)F’_l + ...+ F’(b,,LBm)F’_l = Pq(B)P—l. &

Corollaire 4.3.3 Soient A,B € M,(K). Si A et B sont sembhbles, alors
Tr(A) = Tr(B).



4.4. DIMENSION DOUNSOUS-ESRACE PROPRE ET ORDRE DE MULTIPLICITf DOUNEVALEUR PROPREG3
4.4 Dimension d@n sous-espace propre et ordre
de multiplicitZ d@ne valeur propre

On va maintenant comparer |[Oordrede multiplicitZ dOunevaleur propre et la
dimension du sous-espaceropre asscciZ” cette valeur propre.

Proposition 4.4.1 Soit A € M,,(K), soit ! une valeur propre de A de multi-
plicitZ n(!). Alors dim (E,) < n(!).

DZmonstration : Soit (f1, .. .,f,) une basede E . DOaprede thZorsme de la base
incomplete il existef,1,...,fn € K™ tels que B = (f1,...,f,) soit une basede
K™

Soit By = (e1,...,en) la basecanoniquede K ™, dZbnie” 10exemple.4, et

soit u IOendomorphismele K dZbnipar la formule u(X) = AX pour X € K™,
On a vu " I0exemple2.4 que M, 5, = A. PosonsB = M. Il rZsulte de la
formule de changemen de base que A et B sort senblables,doncps = ps.
Commeu(f;) = !'f; pour 1<j <p,ona

u(fy) . . . . . u(f,)
f1 & ) = >
' * I C
B = : * = P ’
{ : 0,—pp D
fn

o* 0,_,, dZsignela matrice ~ n — p lignes et p colonnesdont tous les coef-
pcierts sort nuls, et oe C € M, ,,_,(K) et D € M,,_,(K).
En utilisant le dZweloppement des dZterminarts par rapport " la premiere
colonne, on obtient par une churrencePnieimmZdiate, pour 1<k <p-1,
_ ai (b =)0, C P n pi (0 =X g Ck :
Ps = (_1) i onfp,p D —xl nip; - (_1) (! _X) : On7p+ ok D — xl nip: )
avecCy, € Mp_ppn—p.

Donc pa = pg = (=1)*(! —X)p_1§! X Cp1 - (—1)"P(x —

Onfp,l D —xl n—p"
)rdet(D —xl,,—,) = (X = !')Ppp.
Cecimontrequen(!) > p= dim(E,), n(!) dZsignan |Oare de multiplicitZ
dela valeur propre !. &

4.5 Matri ces diagonalisables

On dit quOunenatrice D = (d; j)1414n estdiagonale sid; ; = Opouri 7 j.

1#j#n

On a lespropriZtZs Zvidertes suivantes
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&d171 0 0 )
0 d272 0 0 x
1 *
(4.6) SiD =,( 0 0 ... d, 0 ’i est diagonale, alors pp =
0 0 ... ... 0 dun
(X_dl,l)--'(x_dn,n)'
&4, 0 ... ... ... o)
0 d2’2 o ... ... 0 *
4.7)SiD = ( 0 0 .. d, ... 0 i estdiagonale, et sip €
0 0 ... ... 0 dun
K [x], alors p(D) est diagonale, et
&pdiy o ... ... ... o)
. 0 p(dz2) O o =
Dy=. o . X
P(D) .0 0 .. opdy) ... 0 *
0 0 0 p(dn.n)
&4, 0 ... o)
0 d2}2 0 0 x
On voit en particulier que si D = ( 0 0 ... d, 0 i est
0 0 ..., ... 0 dyn,
&, o .. ... ... o)
, 0 df, O 0 =
[ *
diagonale, alorsD? =" "°* **° Tt Cot T T % pour p > 1.
( 0 o ... d, ... 0 jr
0 o ... ... 0 d,

Définition 4.5.1 Soit A € M,,(K). On dit que A est diagonalisable quand
A estsembhble © une matrice diagonak.

Proposition 4.5.2 Soit A € M, (K), et soit P € M, (K) une matrice inver-
sible. Alors P ~1AP est diagonak si et seuement si les colonnespy,...,py de
P sont desvecteurs propres de A.

DZmonstration : Soiert p1,...,p, lescolonnesde D. Comme P estde rang n,
B= (p1,...,P») €stune basede K. Soit 3y la basecanoniquede K ™, et soit
u IOendomorphismele K™ dZpbnipar la formule u(X) = AX. On aPg, 5 = P,
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donc dDapreda formule de changemen de baseson a My = Pgol’BAPu,BOVB =
P~1AP. Commela j ¢ colonnede M, est formZedes coordonnZesde p; dans
la baseB = (p1,...,Pn), ON voit que P ~*AP est diagonale si et seulemen si
p; estun vecteur propre de A pour 1 <j <n.

Corollaire 4.5.3 Soit A € M, (K). Alors A est diagonaisable si et seuement
si il existe une basede K formZe de vecteurs propres de A.

DZmonstration : Si A est diagonalisable, il existe une matrice inversible P ¢
M, (K) telle que P AP est diagonale, et les colonnesde P forment une base
de K™ formZede vecteurs propres de A. RZciproquemert soit B = (fy,...,f,)
unebasede K " formZede vecteurspropresde A, et soit P = Ps,.5, Bo dZsignan
la basecanonique de K ™. Alors P estinversible, et lescolonnesde P sort Zgales
" f1,...,f,. Il rZsulte alors de la proposition que P AP est diagonale, donc
A est diagonalisable.

On dira quOurpolyn™mep € K [x] de degrZsupZrieur ou Zgal” 1 estscindé
sQilse factorise dans K [x] en produit de polyn™mesie degrZ1. On a alors le
thZoreme suivant.

Théoréme 4.5.4 Soit A € M, (K). Alors A estdiagonaisable si et seuement
si les deux conditions suivantessont vZrib£s

(i) Le polyn™mecaractZristique p4 de A est scindZ.

(i) LOodre de multiplicitZ de chaquevaleur propre de A estZgal ™ la dimen-
sion du sous-espce propre correspndant.

DZmonstration : Supposonsque A est diagonalisable, et soit D une matrice
diagonale senblable ~ A. Il rZsulte de la proposition 4.3.2 appliquZe” D que
pa = pp estscindZ Soiert ! 4,...,! , lesvaleurs propresdistinctes de A et pour
1 <j < p soit n; IQordrede multiplicitZ de ! ;. Comme p4 est scindZ, on a
pa = (X — !})nl (=t et i, = N PuisquQilexiste une base
de K™ formZe de vecteurs propres de A, on a K" = E,, + ...+ E, , donc
n=dm(E, +...+Ey)=dm(E,)+...+dm(E,) <ni+...+n,=n.
Donc ., ,(n; —dim(E,)) = 0. Commen; > dim(E(! ;) on voit quen; =
dim(E) ) pour 1<j <p, etlesconditions 1) et 2) sort vZribZs.
RZciproguemert supposonsque A satifait 1) et 2). Soiert !4,...,!, lesva-

leurs propres distinctes de A et pour 1 <j < psoit n; IQordrede multiplicitZ de
| .
I 3 .

Comme py estscindZ, on a de nouveau ;_,.,, nh; = n. Soit B; une base
de o
Ex pour 1 <j < p.Alors B = Uig;<,B; estlibre dOapresla proposition 4.1.
Comme B; posseden; ZIZmetts pour 1 <j < p, B posseden ZIZmets et cOest
donc une basede K ™ formZede vecteurspropres de A, ce qui montre que A est
diagonalisable. &

On ditvquéune/algur propre ! de A € M, (K) estsimple quand elle e¢ sa
multiplicitZ n(!) est Zgale™ 1. Comme 1 < dim(E,) < n(!), on a dans ce cas
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dim(E,) = 1= n(!). Commetout polyn™me € C[x] est scindZdans C[x], on
a alors le corollaire suivant.

Corollaire 4.5.5 Soit A € M,,(K). Si le polyn™mecaractZristique de A est
scindZ, et si toutes les valeurs propres de A sont simples, alors A est diagona-
lisable. En particulier une matrice A € M, (C) dont toutes les valeurs propres
sont simples est diagonaisable.

&
v2 12 U 2)
Exemple 4.5.6 Lamatrice A= ( /4 1/2 0 * estdiagonaisable sur R.
4 0 U2

En elet onavu quepy = xX(x — %)(x — 1). Donc p,4 est scindZdans R[x],
et les valeurs propres 0, 2 et 1 de A sort toutes desvaleurs propres simples.

On va maintenant diagonaliser A, cest™ dire trouver une matrice inversible
P telle que P~1AP soit diagonale. Pour celail faut trouver une basede K 3
formZede vecteurspropres de A.

Les ZIZmets du sous-espae propre Eq sort les solutions du systeme

2

3 xI2+y/2+2/2=0
4 xI4+yl2 =0
x4 +yl2=0

En additionnant membre ~ membre les deux dernisres Zquationson obtient
la prem&ere. On peut donc retirer la premiere Zquation et on est ramenZ au
systeme

F
= -2y
X= -2z
On vojt donc que Eq est |Oespaceectoriel de dimension 1 engendrZ par
)
f]_ = 1 1
1

Les ZIZmens du sous-espae E; /, sort les solutions du systeme

2

3xXI2+yl2+2z/2=X%x2
4 x4+ yl2 =yl2
x4 +z/2=12/2

La deuxieme et la troisisme Zquation donnert x = 0, et on est ramenZau
systeme
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On voi} donc que E; /> est IOespaceectoriel de dimension 1 engendrZpar
"0
f2 =- 1 1
-1

Les ZIZnments du sous-epace vectoriel E4 sort les solutions du systeme

% X2+ yl2+2z/2= X
4 x4+yl2 =y
x4 +z/2=12z2
La deuxisme Zquation donne x = 2y, la troisisme Zquation donne x = 2z,
ce qui implique quey = z, x/ 2+ y/2+ z/2= 2y = x. On est donc ramenZau
systeme
F
X=2y
y=z
O,n voit donc que E; est |Oespaceectoriel de dimension 1 engendrZ par

f3:-11.
1

Donc (f1, s, f3) est une basede K 2 formZede vecteurs propres de A et on
peut prendre

& )

2 0 2
p=( 1 1 1+.

1 -1 1

Pour les applications, on aura besoin de calculer P ~%. Pour cela on resout
le systeme suivant.

2

3-2X +2z=a

4 X+y+z=Db
X—y+z=c

L3i—>|_3+ L2+ L]_.
2
3 —2X +2z=a

4 X+y+z=Db
+4z=a+ b+ c

H - b - - b - - b
Onobtientz= g+ ;+ 7, X=2—-5= —%+&7+)§,ety—é+)z—c— 53— 5
X
Commele systeme ci-dessusa pour solution ( y* = P=1( b* , on obtient
z

& ) ¢
~V4 U4 U4
Ppt=( 0 w2 -v2t.
Va U4 U4
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& )
0 0 O
PosonsD = ( 0 /2 0t .OnaP~'AP = D, et on obtient pour n > 1
0 0 1
& ) & ) & )
-2 0 22 0 0 0O -VU4 VU4 VA4

A"=pPD"P1=p=(1 1 1+(o0 v2r 0o+( 0o w2 —-v2*
1 -11 0 0 1 V4 VU4 U4

& ) & ) & )
2 0 2 0 0 0 12 12 12
=(1 1 12+( 0o wyowt _yorl+ =( Y4 VYa+ y2rt g4yt +

1 -1 1 V4 U4 14 Va4 Ya—y2»t 14+ 1yon+t
2 1 1)
Exemple 4.5.7 Soit B = ( 2 1 -2+  Alorspg = (x —3)(x + 1), et B
-1 0 -2

nOestliagonaisable ni sur R, ni sur C.

En ajoutant aux deux premisres colonnesun multiple de la troisisme on
obtient

i2-x 1 1 0 0 1

pp=—: 2 1-x -2 :=-—: 2+22-x) 3-x -2
-1 0. —2—x- =1+ (2-x)(2+x) 2+ x —2-x:
_ o2 1 2 - 2
_(X_3)33—x2 2+X:—(x—3)(x +2x+ 1) = (x —3)(x + 1)-.
Les ZIZmets du sous-espce propre E_; sort les solutions du systeme
2 2 2
3 X+y+z=—Xx 3 2X+y+z=—X 33+y+z=0
X+y—22= -y &  X+ty—-2z= -y <  X+y—-z=0
4 _ 4 _ 4 _
g X —2z2= -2 —X —-2z2= -z X +z=0
2xX+y=0
Xx+z=0

& Days R2 ou C3, on obtient IOespaceectoriel de dimension 1 engendrZpar
1

( —2 * . Donc dim(E_;) = 1. Comme —1 est une valeur propre de B de
-1
multiplicitZ 2, B n’est pas diagonalisable.

1 2 -2
Exemple 4.5.8 Soit C = ( 0 0 —1+ . Alors C est diagonaisable sur C,
01 O
mais C nOespas diagonaisable sur R.
1-x 2 -2:
Enelet pc = —: 0 —x —1:= (x—1)((—x)?+ 1) = (x —1)(x2 + 1).
-0 1 —x-

Le polyn™mex? + 1 nOgasde racinesrZelles,doncil estirrZductible dansR[x],
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pc nOespas scindZdans R[x], et C nOespas diagonalisablesur R. Par cortre
x%2+ 1= (x—i)(x+ i) et lestrois valeurspropres1, i et —i de C € M3(C) sort
simples, donc C est diagonalisablesur C.

4.6 Endomorphi smes diagonalisables

On va maintenant considZrerle cas desendomorphismessur un espacevec-
toriel de dimension Pnie. On introduit les notions suivantes.

Définition 4.6.1 Soit E un espace vectoriel de dimension Pnie sur un corps
K, soit u € L(E), et soit! € K.

On dit que! estune valeur propre de u sOikexistex € E\{0} tel queu(x) =
I x. Dans ce cas on dit que x est un vecteur propre de u ass@iZ " la valeur
propre !, et IOensembIE \(u) = {x € E |u(x) = ! x} estappelZ le sous-espce
propre ass@iZ " la valeur propre !.

Le rZsultat simple suivant permet de se ramener au cas des matrices.

Proposition 4.6.2 Soit E un espce vectoriel de dimension Pnie sur un corps
K, soit B une basede E, soit u € L(E), et soit! € K.

Pour que! soit une valeur propre deu, il faut etil su! t que! soit une valeur
propre de la matrice M, g reprZsentantu dansla base B. Le sous-espce propre
E.(u) estalors IOensembldesZZmentsx de E pour lesques le vecteur colonne
[x]s formZ descoordonnZsde x dansla base B appartient au sous-espce propre
Ex(M, ) ass@iZ” !.

DZmonstration : Soit x € E. PosonsX = [x]s, et soit Y le vecteur colonne
formZ descoordonnZesde u(x) dansla baseB. Il rZsulte de la formule (2.1) que
Y = M, gX. Par consZqueh u(x) = ! x si et seulemen si M,sX = IX . La
proposition rZsulte alors immZdiatemert de cette obsenation. &

Soit Zp : x — x lOapplicationidentitZ sur E. On dZbnit le polynéme
caractéristique p, deu € L(E) par la formule

(4.6) p. = det(xZg — u).

Il rZsute de la Proposition 3.9 que le polyn™mearactZristique de u coincide
avec le polyn™mecaractZristique de la matrice M, s pour toute baseB de E, et
il rZsulte de la Proposition 4.22 que IOensebie desvaleurs propresde u coincide
avec IOensebie des racinesdu polyn™mecaractZristique p,.

Définition 4.6.3 Soit E un esmce vectoriel de dimension bnie sur un corps
K, et soit u € £L(E). On dit que u est diagonaisable sOilexiste une base de E
formZe de vecteurs propres de u.
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Proposition 4.6.4 Soit E un esmce vectoriel de dimension bPnie sur un corps
K, soient B et B’ deuxhbasesde E et soit u € L(E).

Alors la baseB’ estformZe de vecteurs propresde u si et seuemert la matrice
de passagePy ;5 esttelle que Pz 1M, 5P estdiagonak.

En particulier que u soit diagonalsable, il faut et il su! t que la matrice
M..B reprZsentantu dans la base B soit diagonaisable.

DZmonstration : Il rZsulte de la formule (2 6) queM, g = P_B. M..5Ps.5
Donc pour que B’ SOIt une base de E formZede vecteurs propres de u il faut
etil su"t que PB 5 M. 5Ps s soit dlagonale Ceci prouve que M, 5 est dia-
gonalisablesi u est d|agonal|sable RZciproguemert supposonsque M, 5 est
diagonalisable,et soit P € M,,(K) une matrice inversible telle que P~ 1MU}BP
soit diagonale. Soiernt p1,...,p, lescolonnesde P et pour 1 <j < n soit f;
I6ZIZmende E tel que le vecteur colonne formZ des coordonnZesde f; dans la
baseB soit Zgal” p;. PosonsB’ = (fi,...,f,). On aPg i = P. CommeP est
inversible, il rZsulte de la Proposition 2.10que B’ estune basede E, et il rZsulte
de ce qui prZcede que f; est un vecteur propre de u pour 1 < j < n, ce qui
montre que u est diagonalisable. &

Rappelons (voir I0exempld.15) quesi E = F © G on note Pr  I0endomor-
phismede E qui ~ x € E assaie IOuniquey € F tel quex - y € G.

Exemple 4.6.5 Soit E un esmce vectoriel de dimension bnie, et soient F et
G deux sous-espces vectoriels de E tels que E = F @ G. Alors la projection
Pr ¢ estdiagonaisable.

Si F = {0} alors Pr(x) = O pour tout x € G, et le rZsultat est Zvidert. De
meme si G = {0} alors Pr(x) = x pour tout x € G, et le rZsultat est aussi
Zvidert. Si F 7 {0} et si G # {0}, soit B; une basede F et soit B, une base
de G. On a vu au Chapitre 1 que B = B; U B, est une basede E. Comme
Prc(X) = x pour x € By, et commePg(x) = 0 pour X € B, on voit que B
est une basede E formZede vecteurspropres de Pr ¢, ce qui montre que Pr ¢
est diagonalisable (on voit Zgalemen que le polyn™mecaractZristique de Prc
estZgal™ (—1)?* 9(x — 1)Px4, os p= dim(F) et q= dim(G)).

Exemple 4.6.6 Posonsu(p) = (x — 1)p’ + p pour p € R[x]. Alors u est un
endomorphismediagonaisable de R [x] qui a pour valeurs propres 1,2 et 3, et
(1,x — 1,x? — 2x + 1) est une basede R »[x] formZe de vecteurs propres de u.

En elet posonsBy = (1,x, x?). Alors By est une basede R,[x]. On a u(l) =
Lu(x) =gx —1+x =y2x -1, u(x?) = (x — 1)2x + x = 3x? — 2x, donc
0

1 -1
Mus, = (0 2 —2% etp, = (x — 1)(x — 2)(x — 3). Comme u(l) =
1 -1 0 a a

1, u € E;. LOZquationl 0 2 —2*+( b* = 2( b* donne le systeme
0O 0 3 c c
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2 & )
3 a—b=2a -1 .
2b—2c= 2b soitc= 0,a= —h.Donc( 1 *+ corvient, etx—1 € E,. LOZqua-
&L=z ) & ) & ) O 2
1 -1 0 a a 3 a—-b=23a
ton ( 0 2 —2+( b+t = 3( b* donnele syst'me , 2b—2c= 3b soit
0 3 &C c 3c= 3c

1 )

b= —2a= —2c.Donc( —2+ corvient, x2—2x+ 1 € E,, et (1, x—1,x2—2x+ 1)
1

est une basede R ,[x] formZede vecteurs propres de u.

Exemple 4.6.7 Posonsv(p) = 2p' + p pour p € R;[x]. Alors v estun endo-
morphisme non diagonaisable de R ;[x].

En elet considZronsde nouveau la base By = (1,x, xé) de R2[>j]. On a

1 20
V(L) = 1, v(x) = x+ 2, v(x?) = x?+ 4x, doncM, 5, = ( 0 1 4t donc
0 0 1
p, = —(x — 1)5. Siv thait diagonalisable, il existergit P € /\»}3(R) inversible
120 120
telle queP~2( 0 1 4% P = l5. Onaurait alors( 0 1 4+ = PIsP~1 =
& )O 0 1 0 01
1 00
I;=(0 1 0%, ce qui est Zvidemnent absurde. Donc v n’est pas diago-
0 0 1
nalisable.

4.7 Chapitre 4 sous MUP AD

On peut demander™ Mupad de calculer le polyn™mecaractZristique dOune
matrice en utilisant la commande linalg : :charpoly(A,X) ;

M:=Dom::Matrix();
A=M([[1,2,3,45],[1,  21,2,1],[1,-1,4,3,-1],[2,-1,3,1,4],[5 -2,3,-1,3]]);
linalg::charpoly(A,x) X

Dom::Matrix(Dom::Ex pressionField(id, iszero))
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2 3 4 5
8x+60x +10x - 11 x +x - 56

&1 2 3 4 5)
'1 02 1 2 1%
SiA='"1 -1 4 3 —1:_,onadoncp,4: —x5+ 11x* — 10x3 —
(2 13 1 4
5 2 3 -1 3
60x2 — 8 + 56.

On peut Zgalemen utiliser Mupad pour calculer les valeurs propres, avec
la commandelinalg : :eigervalues(A); Mais le calcul symbolique bute sur les
ZquationsalgZbriquesde degrZsupZrieur ou Zgal~ 5.

linalg::eigenValues(A );

2 3
{RootOf(8 eigenValue_x + 60 eigenValue_x + 10 eigenValue_x -
4 5
11 eigenValue_x + eigenValue_x - 56, eigenValue_x)}

Le logiciel ne sait que rZpZter que les valeurs propres sort les racines du
polyn™mecaractZristique . |l faudrait faire appel aux possibilitZsde calcul nu-
mérique sous Mupad pour obtenir desvaleursapprochZesdesvaleurs propres
de la matrice ci-dessus,ce que nous feronsun peu plus loin.

On a plus de succes avec les matrices ~ 4 lignes et 4 colonnes,mais on se
heurte ~ la complexitZ des formules de Cardan-Tartaglia (voir le Cours dQal
gebre).

M:=Dom::Matrix();
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A:=M([[1,2,3,4],[1,2, 1,2],[1,-1,4,3],[2,-1,3,1]D);
linalg::charpoly(A,x) ;
linalg::eigenvalues(A  );

Dom::Matrix(Dom::Ex pressionField(id, iszero))

2 3 4
BX+2x -8x +x +4

{ 1/2 1/2 1/3
{ 2- (132 (40/9 | 3 5263 + 23264/27) +
{

1/2 1/2 2/3

9 (40/9 | 3 5263  + 23264/27)  + 916)N1/2) |

1/2 1/2 1/6
(6 (40/9 | 3 5263  + 23264/27) ) - (264

... suivent 3 pagesde formules, dont voici la bn

1/2 1/2 1/3
132 (40/9 | 3 5263  + 23264/27)  +

1/2 1/2 2/3 1/2 1/2 2/3
9 (40/9 | 3 5263  + 23264/27)  + 916NI/2)NL2) /(6

1/2 1/2 1/6
(40/9 | 3 5263  + 23264/27)  (
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1/2 1/2 1/3
132 (40/9 | 3 5263 + 23264/27) +

1/2 1/2 2/3
9 (40/9 | 3 5263  + 23264/27)  + 916)N1/4)) + 2

(S )

On voit que dans ce cas Mupad a donnZ en plus de 3 pagesdes formules
certesexactes mais illisibles et inutilisables.

On a dans meme dans les cas o+ le calcul symbolique fonctionne intZret
tenter sachanceavecles possibilitZsde calcul numZrique de Mupad, en utilisant
la commandenumeric : :eigervalues(A); On applique Zgalemehn cette mZthode
" la premisre desmatrices ZtudiZesplus haut

M:=Dom::Matrix();
A:=M([[1,2,3,4,5],[1, 2,1,2,1],[1,-1,4,3,-1],[2,-1,3,1,4],[5, -2,3,-1,31));
linalg::charpoly(A,x) ;
numeric::eigenvalues( A);

Dom::Matrix(Dom::Exp ressionField(id, iszero))

2 3 4 5
8x+60x +10x - 11 x +x - 56

[- 1.313899679 + 0.4452307358 I, - 1.313899679- 0.4452307358 |,
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0.8958378463, 3.529623176, 9.202338336]

M:=Dom::Matrix();
B:=M([[1,2,3,4],[1,2,  1,2],[1,-1,4,3],[2,-1,3,1]]);

numeric::eigenvalues(  B);

Dom::Matrix(Dom::Ex pressionField(id, iszero))
+- -+
1, 2, 3, 4
1, 2,1, 2

[[1.75933678, -0.1 121272467, 2.914685186, 6.95677884]

& 5)

1 2 3 4
12 1 2 1=
On voit donc que la matrice A = ( 1 -1 4 3 711 possede?2 valeurs
2 -1 3 1 4
5 -2 3 -1 3

propres non rZlles, approximativement Zgales® —1.31389967% 0.445230735B
et —1.313899679- 0.445230735B et trois valeurs propres rZelles,approximati-
vemen Zgales 0.89583784633.529623176et 9.202338336

&1 2 3 4
. "1 2 1 2* 5
De meme la matrice B = ( 1 -1 4 3t possede4 valeurspropresrZelles,
~ 2 -1 31
approximativement Zgales —1.75933678—-0.11212724672.914685186t 6.95677884
On revient maintenant = desmatrices accessiblesu calcul symbolique. Avec
la commande linalg : :eigervectors(A), on obtient pour chaque valeur propre
IOindicationde IOordrede multiplicitZ et une basedu sous-espacgropre corres-
pondart.
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M:=Dom::Matrix();
A=M( [2,1,1],[2, 1,-2],[-1,0,-2]]);
linalg::eigenvalues(A) ;
linalg::eigenvectors(A );

Dom::Matrix(Dom::Exp ressionField(id, iszero))
+- -+
2,1, 1
2,1, -2

{_11 3}
[ — — - &+ - - - — - —+ - - -
|| I N I
|| || I || I
| | _11 21 | | 2 | | |1 | 31 11 | | _6 | | | |
|| || I || I
| I O A A I O A A
& )
2 1 1
Ceci signibequela matrice A= ( 2 1 —2% a-1 comme valeur propre
-1 0 -2

de multiplicitZ 2 et 3 commevaleur propre simple, et que le sous-espageropre

E_1 est le sous-espacevectoriel de dimenson 1 de R3 engendrzZpar ( 2 + |

1
tandis que le sous-espgcergpre Es est le sous-espacevectoriel §ie dimension
-5 2 1 1
1 de R® engendrZpar ( —6* . On voit donc que( 2 1 —2* n’est pas
1 -1 0 -2

diagonalisable.

On peut Zgalemeh diagonaliser des matrices rZelles ou complexesdiago-
nalisable s sous Mupad. On utilise pour cela la commande linalg : :jordan-
form(A,All) ; On obtient deux matrices. La premiere matrice " est triangulaire
infZrieure, et A est diagonalisable uniquemert dansle casos " est diagonale
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(nous expliqueronsce phZnomeneau Chapitre suivant). La deuxisme matrice est
une matrice inversble P telle que P ~*AP = " . Avecla commandelinalg : :jor-
danForm(A), on obtient seulemem la matrice " . Nous donnonsdeux exemples.

M:=Dom::Matrix();
A:=M([[1,-1,0],[0,2,- 2],[0,0,3]]);
linalg::;jordanForm(A,  All);

Dom::Matrix(Dom::Ex pressionField(id, iszero))
+- -+
| 1, -1, O |
I I
| 0, 2, -2 |
I I
| 0, 0O, 3 |
+- -+
B -+ +- -+ -
| | 4, 0,0 | | 21, -1, 1 | |
|| || ||
| | O! 21 0 |v | Ov 11 -2 | |
|| || ||
| | 00,3 | | O O 1 | |
- +- -+ +- -+ -
&
1 -1 O)
Ceci signibequela matrice ( 0 2 —2* estdiagonalisable, et que
0 _0 3
& _1& & &
11 1) g o) % g ) 100
(o 12 —2+ (o0 2 —2t(0 1 —2t=(0 2 o0*.
0 O 1 0 O 3 0 O 1 0 0 3

On reprend un autre exempleos la matrice nOespas diagonalisable.

M:=Dom::Matrix();
A=M( [2,1,1]] 2.1,-2],[-1,0,-2]]);
linalg::;jordanForm(A  ,All);

Dom::Matrix(Dom::Ex pressionField(id, iszero))
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- +- -+ +- -+ --
| | _11 01 0 | | _1/21 _1/2: -5 | |
|| || |
| | 1, -1, 0 | | 1, 1, -6 | |
|| || |
| | 0 0 3 | | 0, 12, 1 | |
+- -+  + +

La matrice triangulaire iaerieurequi a)oparait enpremier nOespasdiagonale
2 1 1

, et on retrouve le fait que( 2 1 —-27% n’est pas diagonalisable.
-1 0 -2

4.8 Exercicessur le Chapitre 4

exercice 1
Dans chacun des cas suivants, dZterminer si la matrice A € M3(C) est
diagonalisable. Si oui, trouver une basede C*® formZede vecteurspropres de A

et calculer A™ pour n € N.

& )

5 -3 2
a)A=(6 -4 4+,

g4 45

-1 1 0
byA=( 0 -1 1+.

g 1 0 —1)

-2 -2 1
c)A=( -2 1 -2+,

g 1 2 )—2

0 10
dA=(-4 4 ot.

-2 1 2
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exercice 2

Soit A € MTL(K )

a) Montrer que si ! est valeur propre de A alors ! ¥ est valeur propre de
AF pour k > 1. b) Soitp = ap+ ayx + ...+ ap,x? € K[x]. On posep(A) =
agl, + ayA+ ...+ a,AP. Montrer quesi! estvaleur propre de A alors p(! ) est
valeur propre de p(A).

c) On supposede plus que A est inversble. On pose A~ = (A~1)" pour
n > 0. Montrer que si! estvaleur propre de A, alors! ™ est valeur propre de
A™ pour n € Z\{0}.

exercice 3

Soit A € M,,(K) une matrice inversible.

a) Trouver une relation entre le polyn™mecaractZristique de A et celui de
AL

b) En dZduirequesi! estvaleur propre de A alors! —1 estvaleur propre de
A~ avecle meme ordre de multiplicitZ.
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exercice 4

a) Soit D : p — p’ |IQofrateur de dZrivation sur R ,[x]. DZterminer les
valeurs propres de D et les sous-espacepropres assa@iZs.LOendomorphism®
est-il diagonalisable ?

b) Soit E = C>(R) IOespaceectoriel des fonctions indZbnimen dZrivables
de R dans R. On posed(f) = f’ pour f € C*(R). Montrer que d est un
endomorphismede E. DZterminer les valeurs propres de d et les sous-espaces
propres correspndarts.

exercice 5
Soit F le sousespacevectoriel de R® dZpnipar I0Zquatiorx + yg- 77 = Oet
1

soit G le sous-espace&ectoriel de dimension 1 de R3 engendrZpar ( 3+ .
2
1) Montrer queR® = F @ G.
2) Donner la matrice A repZsemant u dansla basecanoniquede R3.
3) En Ztudiant A, retrouver le fait que la projection Pr ¢ est diagonalisable

exercice 6
RZsoudrelOexercicd ainsi que la troisisme question de IOexercic® en utili-
sart Mupad.

exercice 7 (sous %Iupad) )
1 9 -9 6 7 8 -2 0 6 12

' 5 6 -7 6 1 4 12 7 16 2%

''4 3 2 1 9 8 7 6 5 4%

''1 2 3 4 5 6 5 4 3 2%

. 1 9 -9 6 7 8 -2 0 6 12%

OnconsidreA=1 5 4 6 8 10 12 14 16 18 20%

‘1 1 1 -1 1 -1 1 -1 1 -1%

2 3 3 2 2 3 4 5 6 7%

(2 1.0 2 1 0 -1 —2 —3 —2f
5 3 1 -1 -3 -5 -7 -9 —11 8

1) DZterminer le polyn™mecaractZristique de A.

2) DZterminer desvaleurs approchZesdes valeurs propres de A.

3) En utilisant la commandenumeric : elgen/ectors(A) donner pour chaque
valeur propre ! de A une valeur approchZedOunvecteur propre x  ainsi quOune
estimation de la dilZrence Ax, — ! X,.



Chapitre 5

Polyn™meminimal,
dZcomposition de Jordan

Le rZsutat principal de ce Chapitre eg le thZorsme de dZomposition de
Jordan : sile polyn™mearactZristiquede A € M,,(K ) estscindZalors A possede
une unique dZcompsition de la forme A = D + N, avec D diagonalisable, N
nilpotente vZribart DN = ND.

5.1 ThZoreme de Cayley-Hami Iton

Nous allons commencer par dZmortrer IQimprtant thZorsme de Cayley-
Hamilton .

Théoréme 5.1.1 Soit K un corps, et soit A € M,,(K). Alors p4(A) = 0.

DZmonstration : Soit B un anneau commutatif . On peut munir IQensebie
M,,(B) des matrices carrZes™ n lignes et n colonnes” coe"cie nts dans B de
IOadditionet de la multiplication usuellesdes matrices, et on obtient ainsi un
anneau.

Pour B = (1)1 40 € M,(B), on dZmit le déterminant de B par la

1#j#n

formule

!
det(B) = )(( )ba'(l),l v bd(n),n-

oS,

On a des propriZtZs analogues” celles des dZterminants dOunematrice *
coe"cien ts dansun corps. En particulier sion note C, ;(B) le dZterminart dela
matrice obtenue enretirant ~ B sai® ligne et saj ¢ colonne,onapour1<i <n
la formule

81
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In L
(5.1) det(B) =  (—1)""’b;;C;;(B)b;;

j=1

En appliquant cette formule” la matrice obtenue enremplacart la k¢ colonne
deB parlai€, qui es dedZerminant nul, onobtient, pour 1 <i <n,1<k <n,

ki

In
(5.2) det(B) = (—1)"9Cy,(B)b;;
j=1

Soit maintenant A = (a; ;) isn € Mup(K). On a ps = det(xl, — A) =
14 j#n

%p + aiX + ...+ %,_1x" "1+ x", avec%,...,%,_1 € K (on notera que % =
(—1)"det(A) et que %,—1 = —Tr(A)). Soit B = {0(A) }4eka- || estclair que B
estun anneaucommutatif . Commepa(A) = %l,+ %A+ ...+ %,_1x" 1+ x7,
il rZalte de la dZPnition des dZterminarts que si on poseB = (B; ;)1 , QVeC
1# j#n

Bij = —ajlppourl <i<n 1<j<nizjetB;;=A *a'ijiln pour
1<i<n, alorsps(A) = det(B).

Soit (ey,...,e,) la basecanoniquede K ™. On sait que la i¢ colonnede A
estZgale™ Ae; pour 1<i <n.Ona B, & = —a;;l.6 = —a; e pouri 7 k, et
B, ;e = Ae; —a; ;l,e; = Ae; —a; ;€;. On obtient, pour 1 <j <n

& a]_,j ) & a]_,j ) & 0)
In In ' Lo ' Lo* U
Bm-ei = Aej — &7j% = ( + —( + = ( + .
i=1 i=1 ) ) :
an,j an,j 0
On obtient donc le systsme dOZquations
g Bii€1+...+B1,6,=0
g Bii&r+...+B;,e,=0
Bn 181+ ... F Bn,nen =0
& el) & 0)

~ * ' * ~
Ceci peut sOZcrirgousla forme matricielle B( * + = ( "+ , o 0 dZsigne

e, 0
dansle secondmenbre la matrice unicolonnedont tous lescoe'cien ts sort nuls.
Soit maintenant C € M,,(B). LOassuativitZ du produit matriciel reste va-
lable dans ce corntexte, et on a
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Posonsmaintenant C = ((—1)"*7C;i(B)wisn € M, (B), et soit D = CB.
1

#i#n
Il resulte desformules (5.1) et (5.2) que, de meme que dans le casdesmatrices
" coe"cients dansK, la matrice D est une matrice diagonak : si on poseD =
(Dij)isisn, alorsD;; = det(B) pour 1 <i <n,etD;; = Opour1<i<n,

1#j#n

k‘det(B)el) & &el)) &O) &0)
On a alors ( i:C(B( 'i::C('::('i.Donc
det(B)e, e, 0 0

det(B)e; = Opour 1 <j <n, et psa(A) = det(B) = 0. &

_La chqr-me de Cayley-Hamilton permet notamment de calculer simplemert
IOinverse dOune matrice inversible A € M,,(K) : enZcrivant ps = (—1)"det(A) +
%X+ ...+ %,_1x" "1+ x", ona0= pa(A) = (—1)"det(A)l,, + A(%l, + ...+
%,_1A" 2+ A" 1) donc A1 = %(%_In + .+ %A%+ AP s
det(A) # 0.

5.2 Polyn™meminimal

Rappelons(voir la DZpbnition 3.7 du Cours dOAgsbre) quOortit quel c K [x]
est un idZal de K [x] quand les deux conditions suivantes sort vZribZes

(i) I estun sous-groupe de (K [x],+),

(i) PQel VP el,vQeKIx].

DOautrepart on sait dOapresle thZorsme 3.8 du Cours d’algébre[?] que
pour tout idZall deK [x] non rZduit ~ {0} il existe un unique polyn™maeunitaire
B € K[x] tel quel = BK [x]. Ceci permet dOitroduire la notion de polyn™me
minimal.

Proposition 5.2.1 Soit A € M, (K). LOensemblZ, = {q € K[x] | q(A) =
0} estun idZal de K [x] non rZduit = {0}, appelZ idéal annulateur de A. Le
polyn™meunitaire g, € K[x] tel que Z, = g4.K[x] est appelZ le polynéme
minimal de A.

DZmonstration : Commepy € Zo onaZy 7 {0}. Sip € Za, q € Z4 On
a(p—a9(A) = p(A) —qg(A) = 0, et p—qg € Za, cequi prouve que Z4 estun
sous-grouge de (K [x],+) . DOautrepart si p € Z4, q € K[x] alors (pg)(A) =
P(A)A(A) = O, etpge Z4. &

On noteraquegs = Ou.1 € Z4, doncga(A) = 0.

Proposition 5.2.2 Soit A € M, (K). Alors le polyn™meminimal q4 de A
divise le polyn™mecaractZristique p4 de A, et toute racine de p estracine de

da.
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DZmonstration : Il rZsulte du thZoreme de Cayley-Hamilton que py € Z4 =
gaK [x], donc g4 divise pa.

Soit ! une valeur propre de A, et soit X # 0 un ZIZmeh de K™ tel que
AX = 1X . DOaprede lemme4.30onaqgu(! )X = q4(A)X = 0, doncau(!) = 0.
&

Exemple 5.2.3 Soit A € My(R) telle queps = (x? — 1)2. Alors g4 est IOun
des4 polyn™megx — 1)(x + 1), (x —1)?(x + 1), (x — L)(x + 1), (x —1)?(x + 1)?,
et il existe desmatrices correspndant ” chacun des quatre cas.

En elet il rZsultede la proposition queqy = (x —1)*(x —2)?, avecl < a < 2,
1 < b < 2, cequi correspond bien aux quatre cas ci-dessus.Pour trouver des
exemples correspondart,,” chacun des cas, on va considZrer des matrices de
B 0
0, C
diagonaux Zgaux” 1, C € M»(R) triangulaire sngrieu@ de termes diagonaux

la forme A = avec B € M;(R) triangulaire supZrieure de termes

Zgaux~ -1, le symbole 0, dZsignan la matrice , Ce qui garartit que

0

0 0
pa = (x —1)?(x + 1)?, pp = (x — 1)?, pc = (x + 1)%. Rans cette situation on
B™ 0,

a un "produit par blocs" qui donne A™ =
0, Cm™

pour m > 0, avecla

= >
p(B) 0

_ 0 p(C)

pour p € R[x]. Donc Z4 = Zp NZ¢, ce qui montre que g4 est Zgalau p.p.c.m

de gz et gc. Notons que g divise (x — 1)?, doncgp = (x —1)¢, avecl < a < 2,

et que g divise (x + 1)?, doncgc = (x + 1), avec1 < b < 2. Comme (x — 1)*

et (x + 1)’ sort premiers ertre eux, leur p.p.c.m est Zgal~ leur produit, et

convention A° = |4, B® = CO = I, et par consZquet p(A) =

da = gBQc- - > = >
sie= L 9  ona Zvidemmen - x—_1letsiB= 1 on
- 01 G = S8 ET 001
ags = (x —1)? puisqueB — I, # 0. De meme si C = _01 _01 , on a
= >

gc=x+1etsiC= _01 _11 onage = (x+ 1)?, puisqueC + |, # 0. On
obtient ainsi les exemplescherchZs:
&1 0 0 o)
SiA:(g é _01 81,alorspA:(x—1)2(x+1)2etq,4:(x—l)(x+1).
00 0 -1
&1 1 0 o)
o' 0 1 0 0= _ 2 2 _ 2
SiA = ( 00 -1 ot yalorspag = (X —1)“(x+ 1)“ etga = (x —1)(x+ 1).
00 0 -1
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&1 0 0 o)
01 0 0+ B , , B ,
SiA = ( 00 -1 1% yalorspg = (x—1)°(x+ 1) etgs = (X —1)(x+ 1)-.
00 0 -1
&1 1 0 o)
' *
SiA:(g é _01 2+,alorspA:(x—1)2(x+ 12,
00 0 -1

5.3 Nouv elle caractZri sation des matri ces diago-
nalisables

On va maintenant caractZriserles matric esdiagonalisabless par une condi-
tion portant sur le polyn™maenminimal .

Théoréme 5.3.1 Soit A € M,,(K). Alors A est diagonalsable si et seuement
si le polyn™meminimal g4 de A estun polyn™mescindZ dont toutes les racines
sont simples, et dansce cas qq = (X — H1)...(X — Hg) O* H1,..., M, dZsignent
les valeurs propres distinctes de A.

DZmonstration &Supposons que A est diagopalisable. Il existe une matrice
! cee 0

I, 0 ... .
.0 ! 0 ... ... O
[ *
diagonale D = ( 0 0 ... 1, .. 0 3 et une matrice inversible P ¢
o o0 ... ... 0 ',
M, (K) telles que A = PDP ! soit diagonale .Soient pg,...,H; les valeurs
propres distinctes&de A, etsoitq= (X — Hdg)...(X — Mg). )
q(! 1) 0 0
0 g2 O ... L. 0 =
Onagq(D) = 0 0 Aty 0 * .Pour1<j <n,
( +
0 0 0 q('n)

I ; estune valeur propre de A donc il existei < k tel que!; = p;, et q(! ;) =
0. On a donc q(D) = 0, et q(A) = Pq(D)P~! = 0, ce qui montre que qu
divise g. Comme toute valeur propre de A estracinede gs, g4 = = (X —
H1)...(X — Hg) est un polyn™mescindZ dont toutes les racines sort simples.
Supposonsmaintenant que le polyn™maeminimal de A est scindZet que toutes
sesracinessgg simples.Onaqgy = (X—H1)...(X—Mg), avecHy, ..., Mk distincts.
Posonsp; = j;,i(x — M ). Comme les pol){n“‘"mespl, .-, Pr nOoN pasde racine
commune, leur p.g.c.d. est Zgal~ 1. Il rZsulte alors du thZoreme de Bezout
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(ThZoreme 3.9 du Cours dOajsbre) quilexiste des polyn™mesuy, ..., u; tels
que le p;u; = 1. On a alors

Lk
I, = pj(A)u;(A).

j=1

Soit X € K", et posonsX :vpj(A)uj(A)X pour 1<j <n Ona(A-
1i1)p;(A) = ga(A) = 0. Par consZqueh (A —! zl)Xj = qa(A)u;(A)X = 0, et
X ; appartient au sous-espacgropre E, ass@iZ” p; pour 1 <j <n. Comme
X = f:l X;, cecimontre queK™ = E,, + ...+ E, . Soit B; unebasedeE,, ,
et soit B = Ui<;<,B;. Alors B estune partie gZnZratricede K ". Comme B est
libre dOapresla Proposition 4.4, on voit que B est une basede K™ formZede
vecteurspropres de A, ce qui montre que A est diagonalisable. &

Supposons que A est diagonalisable . Avec les notations ci-dessus on a
P; (AU (A) = v ;(ANA — Wwly), o0 v, ; € K[X] pouri 7 j. DoncsiY € E,
onap;(A)u;(A)Y = Opourj #ietX = " pi(A)u;(A)Y = pi(A)ui(A)Y.
Soit X € K™. En appliquant cerZsultat ” Y = p;(A)u;(A)X € E,;, on voit que
[Pi(A)u;(A)]PX = pi(A)u;(A)X, et par consZqueh [p;(A)u;(A)]? = p;(A)ui(A)
pour 1 <i <n.

Soit U; : X — p;(A)X 10endomorphismele K ™ ass@iZ "~ p;(A) et soit " ; :
X — pi(A)u;(A)X IOendomorphismale K" assaiZ ™ p;(A)u;(A). Il rZsulte
de ce qui prZcede que Im(" ;) = Eu-SiX € Ey, avecvj Ziona" (X) =
Vi (A)(A — ;1 ,)X W= 0, donc =i Eu € Ker(" ;). RZciproguemen si X €
Ker(" j))onaX =, pi(A)u;(A)X € _,E,, et on voit queKer(" ;) =

=i B - Il estclair que Im(U;) C Im(" ;) = E,, . RZciprogquemert si X €
Im(U;) ona X = p;(A)Y, avecY € K™, et (A -!,)X = (A-!)p(A)Y =
ga(A)Y = 0, donc X € E,, ce qui montre que E,, = I m(U;) coincide avec
le sous-espacevectoriel de K™ engendrZpar les colonnesde A. On a donc le
rZsultat suivant.

Théoréme 5.3.2 Soit A € M, (K) une matriceﬂiagonaisable, etsoient g, ..., hx
lesvaleurs propresdistinctes de A. On posep; = 14+« (X —H;) pour 1 <i < k.
i %j

() Pour 1 < i < Kk, le sous-espce propre ass@iZ ~ y; est le sous-espoe
vectoriel de K ™ engend? par les colonnes de p;(A).
w (i) Siug,...,u, estunefamille de polyn™me$ coe! cients dansK telle que
1<icp Uip; = 1, alors [Oapjtation " ; : X — p;(A)u;(A)X estla projection

deK™ sur E,, parallllement™ ... E, .

i %i

CerZsultat permet de simpliPerlescalculs permettant gle trouver une be&se de
V2 U2 U2

K ™ formZede vecteurspropresde A. Par exemplesiA = ( /4 1/2 0 * on
v4 0 V2
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avu au Chapitre p&Zchat quepa =) —X(X—3)(x 21), doncA estdiagonzilisable

0 V2 U2 -2 12 12
.OnaA-3l;3=(v4 0 o0+, A-13=( ¥4 -2 0 *.
174 0 &O ) &1/4 0 -1/2 )
V2 12 12 -2 12 12
On obtient A(A —13) = (¥4 v2 o+( V4 -v2 o0 *+ =
& ) v4a 0, V2 14 0 -V2
0 o 0 "0
(0 -18 18* .Donclevecteur- 1 1 engendreE, .
0O 18 18 & -1 ) & )
V2 12 12 -2 12 12
OnaaussiA(A-1il3)=(v4 v2 o+( v4a -v2 0 + =
& ) 1/4’ 0 V2 va 0 -V2
Va4 14 14 2
(/8 1/8 1/8* .Donclevecteur- 11 engendreE;.
/8 18 18 & 1 ) & )
0 V2 12 -1/2 U2 12
Enbn(A—Li5)(A-13)==(v4 0o o0+( v4a -v2 o0 *+=
& ) 4 O, O/ 4 0 -1/2
V4 14 U4 -2
( —vs8 uvs 1/8 * . Donc le vecteur - 1 1 engendreE,, et on a obtenu
-1/8 18 U8 1

une basede K ™ formZede vecteurs propres de A.

Soit E est un espacevectoriel non nul de dimension Pnie sur un corpsK et
soitu € L(E). Pourp= %+ ...+ %,x" € K[x]onposep(u) = %Zg+...+ %u™,
o+ la puissancen® u™ est calculZeau sensde la composition des applications.
Il est clair que IOapplicationp — p(u) est un homomorphisme dOanneauxe
K [x] dans £(E). On dZbnit alors le polynéme minimal g, de u comme Ztart
IOuniquepolyn™maeunitaire qtel queZ, = gK [x], 0* Z, = {p € K[x] | p(u) = O}.

Soit B unebasedeE. Il rZsultedela Proposition 3.9 quele polyn™meninimal
de u coincide avec celui de la matrice M, 5 reprZsetant u dansla baseB. On
dZduit alors de la Proposition 4.2.4 et du ThZoreme 5.5 le rZsultat suivant.

Théoréme 5.3.3 Soit E # {0} un esmce vectoriel de dimension Pnie, et soit
u € L(E). Alors u est diagonaisable si et seuementsi le polyn™maeninimal de
u est un polyn™mescindZ dont toutes les racines sont simples.

On dit quOursous-espaceectoriel F dOurepacevectoriel E est invariant
pour u € L(E) siu(x) € F pour tout x € F. Dans cecason appelle restriction
de u a F IO0endomorphisme de F dZbnipar la formule v(x) = u(x) pour x € F.
On a alors le corollaire suivant.

Corollaire 5.3.4 Soit E # {0} un esmoce vectoriel de dimension Pnie, soit
u € L(E), et soit F # {0} un sous-espce vectoriel de E invariant pour u. Si u
est diagonalsable, alors la restriction deu ~ F est diagonalsable.
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DZmonstration : Soit v la restriction deu ~ F. Pour x € F on a q,(v)(x) =
qu(u)(vx) = 0. Doncq,(v) = 0, et g, divise g,. Par consZquehg, estun polyn™me
scindZdont toutes lesracinessort simples, et v est diagonalisable. &

Corollaire 5.3.5 SoientA € M, (K) et B € M, (K) deuxmatrices diagonali-
sabks. Si AB = BA, alors il existe une basede K ™ formZe de vecteurs propres
communs”™ A et B. En particulier A — B est diagonalsable.

DZmonstration : Soit g une valeur propre de A, soit E, le sous-espaceropre
correspondart, et soit v : X — BX |Oendomorphismee K " ass@iZ” B. Pour
X eEy, onaAv(X)= ABX = BAX = v(uX) = pv(X). Doncv(X) € E,, et
E, estinvariant pour V. CommeB est diagonalisable, la restriction deV " E,,
est diagonalisable,ce qui signiPequQilexiste une basede E, formZede vecteurs
propresde B. Soiert maintenant Uy, ..., 1 lesvaleurs propresdistinctes de A.
DOapresce qui precede on peut trouver pour i < n une baseB; de E, formZede
vecteurspropres de B. PosonsB = Ui<;<,B;. Puisque A est diagonalisable, B
estune basedeK ", et tous lesZIZmerts de B sort desvecteursproprescommuns
~ A et B, cOest dire aussidesvecteurspropresde A — B. En particulier A —B
est diagonalisable.

5.4 Matri cesnilpotentes
On va maintenant sOit¥resser” une classeparticuliere de matrices.

Définition 5.4.1 Soit A € M,,(K). On dit queA estnil potente sOiexistep > 1
telle que A? = 0.

Par exemplela matrice A = est une matrice nilpotente non nulle,

00
car A% = 0. Une matrice nilp otente non nulle n’est pas diagonalisable . En
elet si A est nilpotente et diagonalisable,il existe p > 1 tel que A? = 0, et
il existe P inversible telle que D = P AP est diagonale. On a alors D? =
P~-1APP = 0. CommeD estdiagonale,onaD = 0,et A= PDP 1= 0.

Proposition 5.4.2 Soient A € M, (K) et B € M, (K) deux matrices nil po-
tentes. Si AB = BA, alors A — B est nil potente.

DZmonstration : Soiert p > 1 et q > 1 deux ertiers tels que A? = B9 = 0.
CommeAB = BA, onpeut calculer(A—B)?* ¢ enutilisant le bin™mele Newton
(voir la formule (1.7) du Cours dOAgebre) et on obtient

rta
(A—B)* = (-1rokey, AfBrah,
k=0

Sip<k<p+gonaAf¥ =0.Sio<k <p,onap+q—k >gq, et
Br*a—k = 0, Donc (A —B)P*7= 0. &
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Si A estnilpotente, il est clair que toutes lesvaleurspropresde A sort nulles.
En particulier si A € M, (C) estnilpotente, alors pa = x™. Ce rZsultat est en
fait vrai pour un corps quelconque.

Proposition 5.4.3 Soit A € M, (K) une matrice nilpotente. Alors ps = x".
En particulier A™ = 0.

DZmonstration : Le rZsultat est trivial sin = 1. Supposonsque ce rZsultat
estvrai pour n > 1, et soit A € M,+1 (K) une matrice nilpotente. Si A = 0,
pa = (D)™ x™1 . SiA # 0, soit p > 2 le plus petit entier positif tel que
AP = 0, et soit X; € K™ tel que AP~1X 1 # 0. PosonsY; = AP~1X 4, et soit
(Yo,...,Yn+1) une famille dOZIZmes de K ™ telle que B = (Y4,...,Yn+1) SOit
une basede K "*1 . Soitu : X —— AX |Oendomorphismde K "*! ass@iZ” A, et
soit B = M, g. CommeA = M, z,, Bo dZsignan la basecanoniquede K "*1 |
B estsenblable ™ A et ps = pg. Commeu(Y;) = 0, la premiere colonnede B
est nulle, et on peut Zcrire

avecL; € My ,(K)etC =€ M,(K), 0, dZsignan I0ZIZmeémul de M., 1(K).
Une rZcurrenceimmZdiate montre que pour p > 1 la matrice B? est de la
forme
= >
0 L,

P =
B 0, cr

avecL, € M ,(K). Donc C est nilpotente, et pc = x". En dZweloppart par
rapport ~ la premisre colonne on obtient pg = Xpc = x™*!, et on voit par
rZcurrencesur n queps = X" si A € M,,(K) estnilpotente. Le fait que dans ce
casA” = 0 rZsulte alors du thZorsme de Cayley-Hamilton . &

Corollaire 5.4.4 Soit D € M,,(K) une matrice diagonaisable, et soit N €
M, (K) une matrice nilpotente telle que DN = ND. Alors D et D + N ont
meme polyn™mecaractZristique.

DZmonstration : On va procZcer par rZcurrencesur le nombre de valeurs
propres de D. Si D possedeune seulevaleur propre (4, il existe P € M, (K)
inversble telle que D = P(ul,)P~%. Donc D = ul, et ppry = det((x —
Wi, —N) = (X —W" = pur, = Pp. Supposonsmaintenant que le rZsultat
est vrai quand D possedek valeurs propres distinctes, soit D € M, (K) une
matrice diagonalisablepossZdan k + 1 valeurs propres distinctes pi, ..., Hg+1
de multiplicitZs ny,...,n;. Soit u: X — DX IOendomorphismele K " assiZ
" D etsoitv: X —=NX IOendomorphismee K ™ ass@iZ"~ N. Notons que si A
B O””’é"”’ ,avecB € M,,,(K), C e M,,_.(K),

On —m,m

0, , dZsignar la matrice " p lignes et q colonnesdont tous les coe"cien ts sort

estdela forme A =
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nuls, on a det(A) = det(B)det(C). Ceci montre en particulier que dans ce cas
onapa= papc.

Soit B; une base du sous-espacepropre E,, Vassa:iZA H; et posonsB =
Ui<j<k+1 Bj, C = Uz<j<p+1 B;. La matrice " reprZsemant u dangla baseB est

: : " " Oy "
une matrice diagonalede la forme " = ! mLnTmL gvec” 1 =
On—ml,ml 2
Milpmy," 2 € My_p,, diagonale, etonap , = (X —p1)™ etp, = (X —

M2)™2 ... (X — Mg+ )™ 2. SI X € E, on a de meme que plus haut DN X =
NDX = u;NX, doncNX ¢ E, . Donc la matrice,R reprZsemant v dans la
base B est de la forme R = R Omin-m  yecR, ¢ M, (K) et
On—ml,ml RZ .
R, € M,_n,(K). Comme N; est la matrice reprZsemant la restriction de v
" E,., Np estnilpotente, et N; commute Zvidemmen avec" 1. DOautrepart
commeN, estla matrice reprZsemant la restriction dev " E .., N2 estnilp otente,
et comme" , estla matrice reprZsetant la restriction deu ™ " », N, commute
avec" »,

On sait quep , = pr ,+ n,, et dOapredOlgpothese de rZcurrenceon ap, , =

P, - DONCPDs v = P R = P ye NP o, = (X—HL)™ Lo (X—HE)™ = P,
et le rZsultat est dZmortrZ par rZcurrence.é&

5.5 ThZoreme de dZcomposition de Jordan

Nous sommesmaintenant en mesurede dZmortrer le thZoreme de dZconpo-
sition de Jordan.

Théoréme 5.5.1 (ThZoreme de dZomposition de Jordan)

Soit A € M,,(K) une matrice dont le polyn™mecaractZristique est scindZ.
Alors il existe un unique couple (D,N) dOZmentsde M.,,(K ) vZribant les pro-
priZtZs suivantes

(1) A=D + N.
(2) D estdiagonalsable.
(3) N estnilpotente.

(4) DN = ND.

De plus A et D ont meme polyn™mearactZristique, et si g, . . ., iy, dZsignent
lesvaleurs propres distinctes de A, de sorte quepa = (X — Hz)™ ... (X — HUg)™,
aveng > 1,...,n, > 1,onabD = p(A), o p € K[x] estune solution quetonque

du systeme dOguations de congruenc
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g pP=H1 mod(X —pq)™

P=Hr mod(X — H)"™

DZmonstration : Comme y, ..., Hj sort distincts, (x — ;)™ et (x — M;)™ sort
premiers ertre eux pour i # j. Il rZaulte alors du thZorsme chinois ( ThZoreme
3.17 du Cours dOAgebre) que le systsme dOZquationsle congruenceci-dessus
admet bien une solution p € K [x].

Pour 1 <j <k,onap—p; = (X —H;)%uy;, avecu; € K[x]. Donc (p —
M1) ... (P—Hxk) = pau, avecu = Uz ...u; € K[x]. Posonsq= (X—H1) ... (X—Hg),
et posonsD = p(A). On a (D) = (p(A) — Maly) ... (P(A) — Heln) = [(p—
M1) ... (p — H)I(A) = pa(A)u(A) = 0. Donc le polyn™meminimal gp de D
divise g, et gp est un polyn™mescindZ dont toutes les racines sort simples. Il
rZsulte alors du thZoreme 5.1 que D est diagonalisable.

PosonsN = A—p(A).OnaND = DN,A=D+ N, etsionposev=x—p
onaN = v(A). Pour1<j <konav=Xx—-p=Xx—Wj+ (X—W)"u; =
(X =) A+ (x—py)" ~tuy) = (X—py)wy, avecw; = (1+ (x—py)™ ~tuy) € K[x].

Commen=n;+ ...+ ngonag’= (X —Hy)™ ... (X — Hg)™ Wyt ..owpk =
paw, avecw = wy* ... wi* € K[x]. OnadoncN™ = q"(A) = pa(A)w(A) = 0,
et N est nilpotente, ce qui prouve IOexistencele la dZcompsition cherchZe.

Soit (D1, N1) un autre couple de matrices vZribart les quatre conditions du
thZoreme. On aD. A= D%"‘ DiN. = D%‘F N;D; = AD;etN;A = N;D.+ D2 =
D;N; + D? = AN;. Donc D1q(A) = g(A)D; et N1g(A) = q(A)N; pour tout
polyn™meg € K [x]. En particulier D; commute avecD = p(A) et N; commute
avecN = v(A).

OnaD;—D = N —Nj. Il rZsultealors du Corollaire 5.9 et de la Proposition
5.11que D — D; est” la fois diagonalisableet nilpotente. Donc D — D; = 0O,
D = D1, N = Nj et la dZcompsition de Jordan estunique. Le fait quepa = pp
rZsulte du corollaire 5.4.4. &

Notons que le thZorsme ci-dessus donne un moyen effectif de calculer la
dZcompsition de Jordan dOunematrice quand on a pu calculer electivemert
sesvaleurs propres La situation eg particulierement simple dans M»(C). En
elet dans ce cas ou bien A possede deux valeurs propres distinctes, ce qui
implique que A est diagonalisable, et la dZcompsition de Jordan est alors la
dZcompsition triviale D = A, N = 0, ou bien A possede une valeur propre
double! ;. Dans ce casD = p(A), o* p € C[X] estune solution quelconque de
I®Zquatiorde congruence

p=1!1 mod(x —!)? (5.1)

on peut donc prendrep= ! 1, ce qui donne
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'ol ! (5.2)

Exemple 5.5.2 DZcomposition de Jordan de A =

On a det(A) = 4, Tr(A) = 4, donc py = x> —4x + 4 = (x — 2)?. Donc A
possede2 commevaleur propre double.
On a donc dOapreda formule ci-dessus

G 0H G 3 lH G2 H G H
2 N=A=22= 4 3 —
Pour les matrices 3 x 3, on dZduit du thZoreme 5-5-1le rZsultat suivant.

Corollaire 5.5.3 Soit A € M3(C), et soit py = (x —=!1)(x —!2)(x —13) le
polyn™mecaractZristique de A, et soit A = D + N, avee D diagonalsable, N
nilpotente, ND = DN la dZomposition de Jordan de A.

(i) Si lestrois valeurs propres! 1, ! 2, ! 3 sont distinctes, alors D = A et
N = 0.

(i) Si les trois valeurs propres ! 1, ! 5, ! 3 sont Zgales, alors D = 141, et
N=A-14l.

(i) Sitg=157 11, aorsD =15+ E-(A—131)>, e&tN=A-D=
(A= Tal)(A = 1al).

DZmonstration : (i) Il estclair que siA admet trois valeurs propresdistinctes,
alors A est diagonalisable,ce qui donneD = AetN =A-A=0.

(ii) Si!, estvaleur propre de A de multiplicitZ 3, alors le polyn™mesonstart
p= !, vZribetrivialement p=!; (mod (x —!1)%).

DOaprede thZoreme 5-5-1,onaalorsD = ! 11, N = A — 1 4].

(i) Supposonsmaintenant que!s = !, # 4. Il rZsulte du thZoreme 5-5-1
queN = p(A), o p € C[x] estune solution quelconquedu systeme dOZquations
de congruence

F
p
p

Ce type dOZquationgst ZtudiZ dans le Chapitre 3 du Cours dOajebre [?]. Il
est plus simpleici de partir de la secondeZquation, dont la solution gZnZraleest

1 (mod (x —134))
Iy (mod (X —1 2)2)

p=1l,+qg(x—152)2 avecqe C[x].
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La premiere Zquation est alors vZribZesi et seulemetn sip—!1=1,—1 1+
q(x — ! ,)? est divisible par x — ! 1, ce qui Zquivaut au fait que ce polyn™hne
admet ! ; pour racine. On obtient

0=p(l1) —ti=ta=l1+ql)(l1—"2)2
En simplipart par ! 1 — !, on obtient q(! 1) = x5, etil su"t de prendre

2
g constart, q= 12y, cequi donnep=1,+ 22" 0n obtient

A

| (A—!,1)2, N=A-D=A-!5—; |
1— -2 172

(A-121)?

D:p(A):!2|+|

= l2f|1(Af!1|)(Af!2|).
&
, /
) 0 2 -1
Exemple 5.5.4 DZcomposition de JordandeA = - -1 4 21,
14 -2

On voit tout de suite que det(A) = 0, puisquelesdeux dernieres lignesde A
sort Zgales.On obtient, enretirant la secondeigne ~ la troisisme dansle calcul
du dZterminant ci -dessouspuis en ajoutant la troisisme colonne” la seconde

P-x 2 -1 i—x 2 —1:
pa= —i—-1 4-x -2 i= —i-1 4-—x -2i
-1 4 —2—x- 0 x  —x-
f-x 1 —1:
= —:i-1 2-x —2:=x(X(x —2)+ 1) = x(x — 1)%.
-0 0 —x-

On voit donc que A admet O pour valeur propre simple et 1 pour valeur
propre double. DOaprOds corollaire prZcZdet, on a

, /
12 -1

D=1-(A-1)2N=AA-I).IciA-1=--1 3 —21 (A-1)2=
;-1 4 -3

/ ’
-1 2 -1 '"-12 -1 0 0 O
. -1 3 —21. 1 3 —21=.0 -1 11,

-1 4 -3 -1 4 -3 0 -2 2
On obtient
L / H /
0 0 O 10 0
D=1--0 -1 11=.0 2 -11,
0 -2 2 02 -1
, /o, I, /
0 2 -1 10 0 -1 2 -1
N=A-D=.--14 21_-.02 —11=.-1 2 11,

-1 4 -2 0 2 -1 -1 2 -1
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5.6 Un algorithme de calcul rapide pour la dZ-
comp osition de Jordan

Soit K un corps, et soit 1 I0ZIZmerunitZ de K. On dZPnitn.1 pour n ertier,
n > 1, par la formule n.1 := 1+ ...+ 1 (n fois) et on dira que le corps K est
de caractéristique nulle quand n.1 # 0 pour tout n > 1. Si K nOespas de
caractZristique nulle on appelle caractZristique de K le plus petit ertier n > 1
tel quen.1= 0.

Définition 5.6.1 Soit K un corps, et soit p € K [x] un polyn™menon nul. On
pose

p

- p.g.c.d(p,p)’ (5.3)

B

Nous commeneons par IOobsemtion suivante.

Proposition 5.6.2 Soit K un corpsvde caractZristique nulle, soit p = (x —
Fg)™.(x = 1%)™ un polyn™mescindZsur K, avee n; > 1 pour 1 <j <Kk et
Ly Z s pouriZj. Alorsp= (x —!q1)...(x =1g).

DZmonstration : On a p’ = ?:o ni(x —1! )"~ ,2;(x —1,)". Par consZ-
quert (x —! ;)™ ~! divise p’. Comme (x —! ;)" ~1 et (x —! ;)™ ~1 sort premiers
entre eux deux” deuxpouri 7 j, p’ estdivisible par le produit (x—! ;)™ ~1...(x—
)™ 1, etil existeu € K [x] tel que IOorait

p=(x—1y)m i (x =)™ tu

Commen;.1 # 0, on a u(! ;) # 0 et u est premier avec (x — ! ;) pour
1<j <k.Doncu estpremieravecq:= (X —!1)...(x = ! ). On a alors

p= (x 1" L. (x 1" g

avec(q premier avecu, ce qui montre que p.g.c.d.(p,p’) = (x —! )™ ~1..(x —
L)t Done p= P = (X —11)(x —1y). &

Ce rZsultat a une premiere consZquencemportante : dans la situation ci-
dessus)le calcul de (x — ! 1)...(x — ! ;) ne nZcessitepas de connaitre les valeurs
propres, il su"t dOappliquetOalgorithmedOEuclidgoour obtenir le p.g.c.d. g(p)
de p et p’ et de diviser p par q(p).

On admettra que pour tout corps K il existe un corps K cortenant K et
possZdah les deux propriZtZs suivantes

() Tout ZIZmen de K est racine dOurpolyn™mé coe"cien ts dansK .

(i) Tout polyn™mé coe"cie nts dans K est scindZsur K.

On notera que R = C, dDaprede thZoreme de dOAlerbert.

On a le corollaire suivant.
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Corollaire 5.6.3 Soit K un corps de caractZristique nulle, et soit p € K [x] un
polyn™menon constant. Alors p et p' sont premiers entre eux, et il existe un
polyn™meu,, € K [x] tel que g'u, = 1 (mod p).

DZmonstration : Il rZsulte de la proposition que p = (X — ! 1)...(x — ! 1),
l'1,...,! » dZsignan les racines distinctes de p dans K. Comme g est scindZ”
racines simples sur K, on a p/(! ;) # 0 pour 1 <j < k. Commetout polyn™me
non constart ~ coe"cients dans K est scindZ sur K, ceci montre que p et g/
sort premiers ertre eux, et il rZsulte du thZorsme de Bezout quOilexiste deux
polyn™mes, et v, ~ coe"cients dansK tels que g'u, + pv, = 1. &

On va maintenant donner un algorithme €'cace pour obtenir la dZcomposi-
tion de Jordan dans K dOunematrice A € M,,(K) quand K est de caractZris-
tique nulle. On notera que cette mZthode est directemert inspirZede la mZthode
de Newton, qui fournit un schZmadOappreimation dOuneacine de IOZquation
f (x) = 0. Cette mZthode consiste” choisir corvenablemen x, et~ poser, pour
m > 0,

f (Xim)
f/(Xm)

Certaineshypotheses,que nousne dZtailleronspasici, permettent de garartir
que la suite (X,,),>0 corverge vers une solution x de I0Zquatiorf (x) = 0.

LOidZeui sous-tendlOalgorithmeci-dessousest de trouver une solution non
triviale D de I0Zquatiommatricielle p4(D) = 0, qui setrouve stre la partie dia-
gonalisable(sur K) dOunenatrice donnZeA € M,,(K). Il nOya aucun proble me
de corvergenceici, car la suite obtenue est stationnaire : on aD,, = D pour
m assezgrand.

Cette utilisation la mZthode de Newton eg due au grand mathZmaticien
cortemporain Alexandre Grothendiedk, qui IQaintroduite dans les annZes60,
et elle joue un r’™Ml@mportant dansla thZorie des groupes algZbriques.Le choix
pZdagogiqueconsistart ~ considZrerla dZcompsiion de Jordan dOunematrice
carrZecommele rZsutat certral de IQalgebrdinZaire classiqueZtZsuggZrZau se-
cond auteur par lestravaux de son Zlsve Danielle Couty [2], o+ la dZcompsition
de Jordan joue un r™leessetiel. Le caractere electif de la procZdureprZsenZe
ci-dessousconforte 10idZejue la dZcompsition de Jordan est bien un rZsultat
certral. On peut toujours la calculer, alors que le calcul de la forme de Jordan
(de meme que la trigonalisation) dOunematrice carrZenZcessitda connaissance
dessesvaleurs propres, ce qui mene " un calcul impossible™ rZalisersaufvaleur
propre Zviderte pour A € M, (K),n > 5. Notons que cet algorithme, sQilest
bien connu (on le trouvera par exempleproposZen exercice p.62-63 de |IQouvrage
rZcen de A.Boyer et J.Risler [1]), reste curieusemen tres peu enseignZ.

Xm+1 = Xm —

Nous utiliserons le rZsultat suivant, qui est une consZquencémmZdiate de
la formule du bin™mede Newton (voir le Chapitre 1 du Cours dOajebre [?]).

Lemme 5.6.4 Soit K un corps, soit q € K [x], et soit .A un anneau commutatif.
On a alors, pour U,V € A,
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qU+ V) —qU) e VA, qU+V)-dU)V € V2A.
DZmonstration : Pourj > 1, ona

oo _
(U+ V) —U/—ju/~tv = ClUVIT - U7 —juitty
=0

i
= ClU/Tiviev?y,
i=2
ce qui implique par linZaritZ la seconderelation, et la premiere sOemlZdlit.

&

Théoréme 5.6.5 Soit K un corps de caractZristique nulle, soit A € M,,(K),
soit p= pa le polyn™mearactZristique de A, soit n(p) un entier positif tel quep
divise p(?), et soit u,, € K [x] tel queu,p’ = 1 (mod p).On dZPnitpar rZurrence
une suite (D,,),>0 dOZmentsde M,,(K ) en posart
F
Do = A,
Dm+l = Dm - p(Dm)up(Dm) pour m 2 0.

Alors pp,, = p,p(D.,) = 0, et '(D,,,) estinversible dOinversegal = u,(D,,)
pour m > 0. De plus p(D,,) = 0 et D,, coincide avec la partie diagonalsable
sur K de A pour 2°™ > n(p).

DZmonstration : Soit A := {h(A)}heK , de sorte que A est commutativ e.
Il estclair queD,, € A pourm > 0.l rZsuIte du thZorem e de Cayley-Hamilton
quep(A) =0.0na p(Dm+l) = p(Dm —ﬁ(Dm)U(Dm))v: p(Dm) _p(Dm)Um -
(D)l + U,,), avec U,, € A. Une rZcurrenceimmZdiate montre alors que
B(D.m) € P(A)A, et p(D,,)"® = 0 pour m > 0. Donc B(D,)u,(D,,) est nil-
potent et il rZsultedu corollaire 5.4.4et de0existencdela chommsmon deJor-
dandeD,, surK queD,, etD,,+; ont le meme polyn™mesaractZristique. Donc
Pp, = Pa = P.P(Dm) = O, et Up(D)F(Dm) = F(Dm)Up(Dm) = 1, F(D o)
est inversible, et [¢/(D,»,)] ! = u,(D,,). On voit donc que la suite (D,,)m>0
vZribela relation

Dm+l = Dm. - p(Dm)[p'/(Dm,)]ila

cequi estla formule de IOalgorithmede Newton appliquZe™ p, considZrZe&omme
une fonction opZrarnt sur M, (K).
OnaDg= A et,pourm >1,

A-D,, = B(D;)u(D;),
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ce qui prouve que (A — D,,)™® = 0 pour m > 0. DOautrepart, comme
B(U+ V) —p(U) - (U)(U-V) € (U-V)2Apour U,V € A, il existeW,, € A
vZribart, pour m > 0,

p(Dm+l) = p(Dm - p(Dm)u(Dm))
= B(D ) — B(Dn)U(D ) F (D) + B(D 1) U(D 1) Wi,
= B(D1)?U(Dn)?W,., € [B(Dn)]*A.

Une rZcurrenceimmZdiate montre alors que IOora, pour m > 0,

B(D.) € [B(A)? A (5.4)

Donc g(D,,) = 0 si 2™ > n(p). Dans ce casD,,, est diagonalisablesur K,
puisque p est scindZ” racines simplessur K. Comme A — D,,, est nilpotent et
commute avecD,,, on voit que D,, = D, o* D estla partie diagonalisablesur
K deA &

Notons que la dZmonstration ci-dessusfournit une preuve directe de IQexis-
tence dOunalZcompsition de Jordan (avec la partie diagonalisableD diagona-
lisable sur K) pour A € M,,(K) quand le corps K est de caractZristique nulle.
On a au dZbut de la dZmonstration utilisZ |Qexistencele la dZcompsition de
Jordan, mais cette rZfZrence” la dZcommsition de Jordan peut «tre ZvitZeen
remplasant u, par un polyn™maeu tel que ug’ — 1 soit divisible par p». DOautre
part cet algorithme fonctionne sansmodibcation pour un corps de caractZris-
tique %> 0 quand aucune desracinesdans K du polyn™mecaractZristique pa
nOestle multiplicitZ de la forme m%avecec N.

Notons Zgalemen que le plus petit ertier n(p) tel que p divise p*(*) peut
se calculer sans connaitre les racines de p. Ce nombre est Zgal au plus grand
ordre de multiplicitZ desracinesde p dans K, voir IQexercicd0. . On voit donc
quOunseuleitZration vasu're sitoutes lesvaleurspropresde A dansk sort de
multiplicitZ au plus 2, quedeux itZrations vont su"re sitoutes lesvaleurspropres
de A dans K sort de multiplicitZ au plus 4, et que trois itZrations vont su're
si toutes les valeurs propres de A sort de multiplicitZ au plus 8. La formule 5.4
est donc une trZs bonne version algZbrique des majorations dOerreur®btenues
en Analyse pour la mZthode de Newton pour les fonctions dont on cortr™|eles
deux premisres dZrivZes.

G H
3 1

_q 1 Par |Oajorithme

Exemple 5.6.6 DZcomposition de Jordan de A =
rapide.
Posonsp= ps = x> —4x+ 2. Onap = 2x — 4, et p.g.c.d.(p,p) = x — 2. Donc

p= -5 =x-2etp = LIl estclair quen(p) = 2, etonapx 0+ g = 1. Pour
appliquer IQalgorithmeon peut donc prendreu = 1, et on a

Do=A Di=A—pA)=A—(A—21)= 2.
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La dZcompsition de Jordan de A est donc As D+ NyavecD = 2

diagonalisable(en fait diagonale),et N = A — 2| = 1 }1 nilp otente.
, /
0 2 -1
Exemple 5.6.7 DZcomposition de Jordande A = - —1 4 —21 par |Oajo-
-1 4 -2

rithme rapide.

Posonsp = ps = x3—2x2+x. Onap’ = 3x?—4x+ 1, doncp.g.c.d.(p,p’) = x—1,
etp= 2y = x?—x. Donc g/ = 2x—1, eton vZribebien quep et p sort premiers
erntre eux. Comme pO= 6x — 4 est premier avec p, on peut prendre n(p) = 2.
La partie diagonalisableD de A est donc donnZepar la formule

D=Di1=A-pAIFMA) 1= A-(A>-A)2A-1)"

On a , /
-1 2 -1
A-l=.-13 21,
-1 4 -3
, /, I, /
0 2 -1 -12 -1 -1 2 -1
AA—-1)=- -1 4 —21. -1 3 —21=._-1 2 11,
-1 4 -2 -1 4 -3 -1 2 -1
, / , /
-1 4 -2 -3 4 -2
2A —1=. -2 7 -4l eAa—-1)t=. 2 -1 01,
-2 8 -5 2 0 -1
, !/, /
-1 2 -1 -3 4 =2
AA-1DNRA-I)t=. -1 2 -11. 2 -1 o1
12 -1 2 0 -1
, /
-1 2 -1
=. -1 2 —-11,
-1 2 -1
: /
10 0
D=A-AA-1NRA-I)1t=.0 2 -11,
02 -1
: /
-1 2 -1
N=A-D=.--1 2 —-11,
-1 2 -1

LOalgorithmerapide eg¢ Zvidemmer tres performant pour les grossesma-
trices, et il prZsene le tres grosintZret de ne pasdemanderle calcul desvaleurs
propres. On peut le programmer sousMupad (cOesproposZ”™ |Oexercicd 2).
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5.7 Chapitre 5 sous Mupad

La commmande "linalg : :minpoly(A,x)" permet dOobtenide polynome mi-
nimal, exprimZ en fonction de IOindZterminZer, dOunematrice carrZeA donnZe.

0 2 -1
Par exemplesiA = - —1 4 —21 estla matrice ZtudiZeci-dessus,on obtient
-1 4 -2

qa = x3 —2x%2+ x = x(x — 1). Par corire Mupad ne donne pas spontanZmer
la dZcompsition de Jordan , commeon va le voir ci-dessous.

Avec la commandelinalg : :jordanForm(A,All)," Mupad donne deux ma-
trices. La prem“ereest une "forme de Jordan" B de A cOest dire une matrice
senblable = A qui est somme dOunematrice diagonale Dz et dOunematrice
N dont tous les termes sort nuls, sauf ceux situZs au dessusde la diagonale
qui sort Zgaux~ 0 ou 1, et quivZribet Dg.Ng = Np.Dg. Il est clair que
N est nilpotente, donc la dZcommsition de Jordan de B est la dZcompsi-
tion triviale B = D + Npg. La deuxi*me matrice ed une matrice P telle que
A = PBP L. Pour rZcupZrer la dZcompsition de Jordan de A il su"t de cal-
culerD = PDgP 1 etN = PNgP 1, quelOora notZsci-dessusD 1 et N 1 car
le symbole D estdZ[" resenZ sousMupad.

On va ma maintenant utiliser IQalgorithmerapide pour calculer la dZcomp-
sition de Jordan de la matrice

© 1 2 5 2 0 1
-5 -2 10 -4 0 2
g.- 6 -7 17 —6 0 3
T I .11 -19 36 -13 0 8
© 15 23 47 -21 3 10
~17 25 52 23 1 13

Il sOagitertesdOurexemplequelque peu acadZmique puisque cette matrice
admet 3 et 4 commeracinesdoubleset 1 et 2 commeracines simples (on peut
voir quelesracinesdoublessort 3 et 4 en obsenant dansle calcul ci-des®us que
pocd(pz, plz) = x2—7x+ 12). Cecidit il sOagilOunenatrice 6x 6 pour laquellele
calcul desvaleurs propres sousMupad nOespas possible.On voit quen(p) = 2,
donc il su"t dOuneseuleitZration pour obtenir la dZmmposition de Jordan.
Le rZsultat est vZribZ" la bn : la matrice D, obtenue est bien diagonalisable
puisquep(D;) = 0, avecp "~ racinessimples, elle commute avecB, et si on pose
N=B-D;onaN2=0.

On notera le calcul dOexpressiondu type g(B), oe p est un polyn™meet
B une matrice carrZe,est electuZ ci-dessousde maniere tres naive : on calcule
g(B) en posart

q(B) = coeff (g, x, 0)xB °+ coeff (g, x, 1)+B + coeff (g, x, 2)xB?...+ coeff (q,x, n)«xB",

ce qui imposedOZcrirananuellemert une sommede n + 1 termes, n dZsignan
le degrZde g. Une mZthode plus performante seraproposZedans la prochaine
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Zdition de ce cours. Nous proposons”™ I0exercicd 1 un calcul de dZcompsition
de Jordan pour une matrice non diagonalisablesansvaleur propres calculables.
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M =Dom : Matri x();
A=MI[[0,2,-1],[-1,4,-2],[-1,4,-2]1);
q: =linal g::mnpoly(A X);

Dom::Matrix ()
H 0 P
n %:

!
# !
!

AN
NN =

1
1
12" +x

u: =linal g::jordanForn(A A l);

! $ ! $
"1 100gsn1 12009
5#010‘6.#1 11 &
000 1112
P: =op(u, 2);D1: =P*M[[1,0,0],[0,1,0],[0,0,0]])*(1/P);
NL: =P*M [ [ ,0,01,[0,0,0]1)*(1/P);

H+

[u—

[\

—_—— = —
—_—— =
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M:=Dom: :Matrix();
B::M([[_lr_2151_21011]r[_5'_21101_41012]1
(-6,-7,17,-6,0,31,[-11,-19,36,-13,0,8],
[-15,-23,47,-21,3,101,[-17,-25,52,-23,1,1311);

Dom::Matrix()

11 12 5 1201
©15 1210 1402 %
G !717!603(&?8
n!11!1936!1308§
#1 15 123 47 121 3 10
117 1 25 52 1231 13

linalg::eigenvalues (B);

Fail
p:=linalg::charpoly(B,x);

X1 17"+ 117X} 415" + 794" | 768" x + 288
pprime:=diff(p,x);

6"x° ! 85"x'+468"X° ! 1245"x* + 1588"x! 768

pl:=gcd(p,pprime);
tildep:=p/pl;tildepprime:=diff(tildep,x);

Xl 7"x+12
X1 10" + 35" | 50"x + 24
4"x31 30" +70"x! 50

tildep”2/p;
C:=coeff(tildep,x,0)*B"0+coeff(tildep,x,1)*B"1
+coeff(tildep,x,2)*B"2+coeff(tildep,x,3)*B"3
+coeff(tildep,x,4)*B"4;

¥l 3"x+2
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]

126 111 52 123 4 4
" 164 127 128 157 10 10
» 185 136 170 ! 75 13 13
W1 224 | 95 448 | 197 34 34
#1 2451 104 490 ! 215 37 37
| 283 1 120 566 ! 249 43 43

RRSSSSK

u: =gcdex(p, til deppri ne, x);

11 8", 94", 121 2"%°, 85"X'  310"X, 1000"¥° , 949"x, 155

> 27 27 27 27 = 54 27 27 18 ° 6
v: =op(u, 3);
2"%°, 85"x"  310"x°, 1000*X°  949"x, 155
27 = 54 27 - 27 18 °~ 6
Cl: =_plus(coeff(v,x,i)*B" $ i=0..5); >
" hds 7 Bi7 4 | 21 1 Yo
w27 6 ° 54 ‘54 27 %
nse1 B g idde 1oy b5 | %3 U
w27 3 ° 54 2 " 27 ° 54 ?
"bks J5 | 1705 13 | bL | 47 ([
w54 6 ° 54 T 27t 27 ?
"h3do 67 4339 148 203
" 27 6 ! 54 33! 27 ! 54 é
"1237 85 | 5213 145 | b33
LT ) éE
2953 38 | 2624 B1 | 193 | 239
54 3 ° 27 2 ° 27 ° 54
D1: =B- C-C1; '
B R N
w3 2 3 2 3 3,
"h b s is b i O
w3 2 3 2 3 3 &
" 73 1 1 Eg 17 | i3 & f
"6 3 2 ' 6 6 j
whid7z 8 72 4o M7 7 ?
"3 2 3 2 ° 3 3 &
" oh 160 39 To 53
#e 'L Ve % éﬁ
253 1 | 1d9 49 | 37 35
6 3 2 ‘6 6

N: =B- D1;
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N
~

m%mgwgmgwﬁww
5 N r® o ciive

w% w%w% w@w@w%
INE-- N NT - TN © NP
oo i ofB wm v
oo offomum

N'2; ! 7C
'000000
“"000000
“"000000
"0000O0O0
#000000
000000

_pl us(coeff(:ti | dep, x, i )*IZ;JL."i $i =0..5);

000000
“000000
“"000000
"0000O0O0
#000000
000000

B* D1- D1* B; ) T
‘'000000
“"000000
“"000000
"0000O0O0
000000
00

0000
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5.8 Exercicessur le Chapitre 5

exercice 1
Soit A € M3(R) dZbniepar

&
3 2 -2

A=( -1 0 1 +
1 1 0

a) DZterminer le polyn™mecaractZristique de A.
b) DZterminer le polyn™maninimal de A.
¢) La matrice A est-ellediagonalisable ?

exercice 2
Soit P € M, (R) telle que P2 = P ; montrer que P est une matrice diago-
nalisable .

exercice 3
Calculer p(A) = 2A8 —3A5 + A%+ A2 — 4l 3, os A estlOZIZmeande M3(R)

dZbnipar Py )
1 0 2

A=( 0 -1 1+

0 1 O

exercice 4 B
Pour A € M (C) on note A € M (C) la matrice dont les coe"cien ts sort
les conjuguZsdescoe'cients de A.

1) VZriberque AB = A.B pour A, B € M,(C).

2) En dZduirequesi A € M, (C) estdiagonalisablesur C, alors A I0estussi.
3) Montrer Zgalemeh que si A € M;,(C) est nilpotente, alors A 10estussi.
4) Soit A € My(R) etsoit A= D + N, avecD € M;(C) diagonalisablesur

C, N € M, (C) nilpotente, ND = DN la dZcompsition de Jordan de A dans
M (C). Montrer que D € Mg(R) et N € My(R).

exercice 5
CaractZrisertoutes les matrices A € M(C) dont le polyn™meminimal est
2
X%+ 1.

exercice 6 Soit E un espacevectoriel de dimensonbniesur C ; on considere
un endomorphismef deE pour lequelil existeun ertier n > 1vZribant f ™ = | g.
Montrer quef estdiagonalisable.
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exercice 7 & )
31 -1

On considere la matrice A= ( 2 2 -1+
2 2 0

a) Calculer le polyn™mecaractZristique de A.

b) DZterminer la dimension du sous-espacgropre assaiZ "~ la valeur propre 2.
La matrice A est-ellediagonalisable ?

¢) Quel estle polyn™maeminimal de A ?

d) Calculer la partie diagonalisableD (A) et la partie nilpotente N (A) de A.
e) DZterminer une matrice P inversble telle que

& )
2 00
P-ID(AP=( 0 2 0+
0 01
exercice 8
On considere les matrices rZelles suivantes :
&
& ) 3 3 2 1)
0 1 O ' 0 1 0 0*
- _ + . = *
B‘(_i_zlg CT( 23 1 2+
0O 0 0 1

Pour chacunedOellespn rZpondra aux deux questionssuivantes :
a) Est-elle diagonalisable ?
b) Sila rZponseest non donner sadZcomposition de Jordan .

exercice 9
a) Montrer que lesmatrices A et B de M3(C) dZPniesci-dessoussort sem-

blables. & ) & )
010 0 00O
A=(001+:B=(100*%

0 00O 010

b) En dZduire quetoute matrice appartenant = M3(C) estsenblable ~ satrans-
posZe.

c) GZnZraliserce rZsultat pour des matrices carrZes” coe"cients complexes
quelconques.

exercice 10

Soit K un corps de caractZristique nulle, et soit p € K [x] un polyn™menon
nul. Montrer que le plus petit erntier m > 1 tel que p divise p™* est Zgal” la plus
grande multiplicitZ desracinesde p dans K .

exercice 11 (sousMupad, exclusivitZ ESTIA)
a) DZterminer le polyn™mecaractZristique p := pp de la matrice
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—240 —-220 —-202 -183 -165 —-150 -135 -120 -105 —-90 -75 —-60 —-45 -30 —15/
22 21 21 17 11 10 9 8 7 6 5 4 3 2
612 560 518 478 440 400 360 320 280 240 200 160 120 80 40
—-416 —-392 -379 -35 -330 -300 —-270 —-240 -210 -180 -150 -120 -90 -60 -30
183 194 201 190 176 150 125 102 82 66 55 44 33 22 11
—-326 —328 —-324 -311 -297 -275 -234 -197 -162 -132 -110 —-88 —-66 —-44 -22
17 17 17 17 17 17 16 16 12 6 5 4 3 2 1
412 412 412 412 412 412 360 318 278 240 200 160 120 80 40
—266 —266 —266 —266 —266 —266 —242 -229 -206 -180 —-150 -120 -90 -60 -30
128 128 128 128 128 128 139 146 135 121 95 70 47 27 11
-216 -216 -216 -216 -216 -216 -218 -214 -201 -187 -165 -124 -87 -52 -22
12 12 12 12 12 12 12 12 12 12 12 11 11 7 1
212 212 212 212 212 212 212 212 212 212 212 160 118 78 40
© -116 -116 -116 -116 -116 -116 -116 -116 -116 -116 -116 —-92 -79 -56 -30
33 33 33 33 33 33 33 33 33 33 33 44 51 40 26

b) Calculer le pged q de p et p’ ainsi que le polyn™mep := p/q. VZriber que
B =p.

c) En suivant IOalgorithmerapide proposZdans le cours, dZterminer la dZ-
composition de Jordan de la matrice B.

exercice 12
Ecrire un programme permettant de calculer sousMupad la dZcompsition
de Jordan dOunenatrice carrZe™ coe'cien ts complexesquelconque.
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Chapitre 6

ltZration, sSystemes
dilZren tiels linZaires

6.1 Calcul des puissances dQine matri ce

Le rZsultat suivant donne un moyen electif de calculer les puissancesdOune
matrice dont le polyn™mearactZristiqueest scindZquand on connait sesvaleurs
propres.

Proposition 6.1.1 Soit A € M, (K) une matrice dont le polyn™mecaractZ-
ristique est scindZ, et soit A = D + N, avec D diagonaisable, N nil potente,
ND = DN la dZzomposition de Jordan de A. On a alors, pour p > 1,

1P min{m—1,p)
AP= ClDPNF= CkpP=ENk
k=0 k=0
o Ck = 2e-Doolpohil) o iy pour 0 < k < p, avec les conventions

O'= 1= 1, eto- m estle plus petit entier > 1 tel queN™ = 0.

DZmonstration : CommeND = DN, cecirZsulteimmZdiatement du bin™me
de Newton, voir par exemplele Chapitre 1 du Cours dOajebre [?]. Le fait que
IOorpeut arrster la sommation™ m—1sim—1 < p provient du fait queN* = 0
pourk >m. &

Le calcul de D? sefait en diagonalisart D : il existe " diagonaleet P €
M, (K) inversibles telles que" = P~!DP, soit D = P" P~1. Une rZcurrence
immZdiate montre que IOora, pour p > 1,

DP = p" Pp-l (6.1)

109
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& 112 0O 0)
v 0 "o 0 0 *
~ ' *
o x _
DOautrepart si ( 0 0 . 0 j. estdiagonale on a
0 0 0 ".n
pourp>1
&
o0 0)
, 0 "3, O 0
1 *
“po o .
( 0 0 i 0 .
0 o ... ... 0 "b,
ce qui permet de calculer electivemen DP.
Exemple 6.1.2 On a, pour p > 0,
G G
1 —1|_L _ 2 —p2r . _p2r1
1 3 ° p2r—1 2P + p2r—1
G lH
En elet pooonsA = | _3 .Onapy = x?—Tr(A)x + det(A) = x> —

4x+ 4= (x—2)?, doncA pgss-deune valeur propre double Zgale ~ 2. Commele

polyn™meconstart p = 2 vZribetrivialement |0Zquatiorp =2 (mod (x — 2)?),

la dZcompggsition dgJordan A = D + N de A donneD = p(A) = 2I, N =
1 -1

A-2 = 1 1 .OnaN?= 0, et on obtient, pour p > 0,

GZP —p2r-t  —p2r-1

- “1N =
AP =201 + p2"°N = p2r—1 20 + p2r-1

Exemple 6.1.3 On a, pour p > 1,

1 /p 1 /
0o 2 -1 1-p 2p —-p
-1 4 21 =. —p 2+2p —-1-pl.
-1 4 -2 -p 2+2p —-1-p

En elet on connait la dZcompsition de Jordan A = D + N de A =
0 2 -1

. —1 4 —21 quiest

-1 4 -2

: , /
10 0 -1 2 -1
D=-0 2 -11, N=.-1 2 -11.
0 2 -1 -1 2 -1

Les polyn™mesaractZrisquespa et pp de A coincidert, et dOapresun cal-
cul electuZ au chapitre prZcZdeh on a pp = pa = X(x — 1)2. Comme D est
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diagonalisablele sous—espac;Eo assiZ " la valeur propre 0 de D est engendrZ

00 O
par lescolonnesdeD —1 = - 0 1 —11 et le sousespacepropre ass@iZ" la
0 2 -2 /
10 0
valeur propre 1 de D estengendrZ par lescolonnesdeD = - 0 2 —11.Donc
/ 02 -1
"1 00
sionposeP = - 0 1 11, onobtient une matrice inversible dont les colonnes
012
sort desvecteurspropres de p assiZsaux valeurs propres 1,1 et 0 de D. On
100
obtient P~IDP =. 0 1 01, soit pourp>1,
0 0O
’ /p L] / y /

100 ¥ 0 O 100
DP=P-0 1 0l pt=p. 0 17 01lPpt=pP.0 1 0lPt=D
0 00O 0o o0 o 0 00O

DOautrepart on a
) . I, /
-1 2 -1 -1 2 -1 0 00O
N2=.-1 2 -11. 1 2 -11=.0 0 01,
-1 2 -1 -1 2 -1 0 0O
H 1 H] /
1 0 O -1 2 -1 -1 2 -1
ND=DN=-0 2 -11. 1 2 —11=. 1 2 -11=N,
0 2 -1 -1 2 -1 -1 2 -1
et on obtient, pour p > 1,
1 /
1-p 2p -p

—p 2+2p -1-pl.
-p 2+2p -1-p

A? = D?+ pD?"IN = D + pN

Un exenple classiquedOapplicationde IOitZrationdes matrices est donnZpar
le calcul dessuites rZcurrertes, que nous dZcrivons ci-dessous.

Exemple 6.1.4 On considere une suite rZcurrente (u,,),,>o, vZriPant pour n >
k la formule

Up = aqlp—1 + @Up 2+ ...+ &gy g (6.2)
, /
un
Alors si on poseU, = - u,+1 1 onaU, = A"Up, o

Un+ g—1
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"0 1 0 0
-0 0 1 0 0
-0 0 w ... 0 1 O
0 0 S O B
Ay Ag—1 e e . A2 Q1

En elet il rZsulte de la formule 6.2 que U,:; = AU, pour n > 0, et la
formule U, = A"U, sOobtienpar une rZcurrenceimmZdiate.

ConsidZronspar exemplela suite de Fibonacci (Up)n>0, avecug = 0, uy = 1,
qui vZribepour n > 2 la relation

Up = Up—1+ Up_2. (63)
On obtient, pour n > 0,
G H G H, G H

u, _ 0 1 Ug
Un+1 N 11 Uz
GO 1H
PosonsA = 11 .0On a

pa = x2—Tr(A)x + detA = x?> —x — 1, donc A possededeux valeurs propres

distinctes ! ; = 1*7\/5 etl,= “Z—ﬁ On a

c H ! e J o1 s J
A_1,= 01 S0 . 1
7T 11 g L/ - 1 15
| J o J
% 1" s o -
A_ll| = — 2 = 2
’ 1 1 0 1-v5 1 1+5

Lesmatrices A —!,1 et A — 1,1 sort derang 1, et lescolonnesde A —! ;I
engendren le sous-espac@ropre E; de A ass@iZ” ! ; tandis que les colonnes
de A — ! ;| engendren le sous-espac@ropre E»; de A ass@iZ” ! ;. Donc si on
pose

I1ﬁ J

+

po M2 L
1+v5

-1 >

on voit que les colonnesde P donnert une basede R? formZede vecteurs
propresde A et on a
I J I J
1-v5 0 1-V5
P~IAP = é

p-1,

On obtient, pour p > 0,
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| J
AP = P (127 0 -1
0 (1+27\/§)p
— @+ \/5)2 — 3 \/5 _ 5 \/g 1 _ 2 _ 2(57\/5) _
fon adet(P) = T 1= R 1= det(P) ~ B+5 ~ 25-5
5-1
N On a donc
| J | J
p-1- \/5*1 % -1 1 1 172\/5
I T V- R/ = S |
On obtient, comme Y5-1 Y8+ = 7,
| Jl Jl J
PO e R ) L 1
V- 1+2\/§ 0 (1+2\/5)p x/§2—1 1
| Jl J
1 1+2\/‘E’ 1 (lfzx/g)p (1—2\/§)p+1

\/B -1 1+2\/§ (1+2\/§)p71 (1+2\/§)p

|
_ 1 (“zj)p—l _ (1—27\/§)p—1 (1*‘7\/5)17 _ (1—7\/5)17

NG (HT\@)p _ (1—27\/5)11 (HT\@)I)H _ (l—T\/E)pﬂ
En revenant ~ la suite de Fibonacci, on obtient, pour n > 0,

G H I I
TR TC Al b v LN € L G 0 L

Up+1 \/B (1"'27\/5)71 _ (1—2\£)n (1+2\/§)n+1 _ (1—2\/§)n+1 1’

7 8, 7 8,
1 1++5 1 1-+5

unzi A
N N

Notons quQilexiste une mZthode bien connue plus simple pour calculer les
termes de la suite de Fibonacci: si a et b sort deux rZels,on vZribeimmZdiate-
mert que si on posev,, = al I+ b!% pour n > 0, alors la suite (v,,),,>o VZriPela
relation de rZcurrence6-3. Comme une suite vZriPart cette relation est dZter-
minZede manisre unique par la donnZede sesdeux premiers termes, on a, pour
n >0,

u,=alt+ by,
o+ a et b vZribert le systeme

a+b=0
al{+bl,=1
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L 1o
. _ l l2 _ -1 _ 1 _ | 1 1 _ 1 _ 1
On obtient a= b v vy etb= 1 wom Ve
PR PY PR PY
Donc u, = 22=21 pour n > 0, et on retrouve le rZaltat prZcZdet On peut

en fait appliquer la mzhode des suites rZcurrertes pour calculer les puissances
successiesdOunenatrice carrZe A. En elet soit g4 = ag+ aiX+ ...+ a,_X™ 1+
X™ le polyn™maeaminimal de A. Commeqs(A) = 0, on a pour n > m,

A" = —am_j_An71 _ a/m,—ZAn72 - = aoA7L7m,

et on obtient une suite rZcurrerte ~ valeurs matricielles.

Soiert ! 1,...,! ; lesracines distinctes de g4 et soiert p, ..., px leurs ordres
de multiplicitZ. On vZripe, avec la corvertion 0° = 1, que la suite (n?! 7'),>o
vZribela forme scalaire de la relation de rZcurrenceci-dessuspour 1 < j <k,
0 < p < p;j. On adonc, pourn >0,

e Ty 8

= PInB .
A nPleBy;

2 n
2 k1 Bo,=|
; " BuJ=1 L »J 6
=1y n . —
j=1 p=0 !JBp,J =A
" Bu L 6
~ pJ
j=1 s S By = A°
" . Bu L 6
: pj — m—1 — -1
=1 p=0 (m — 1)P!j B,; =A™

On obtient un systeme de Cramer ~ inconnues matricielles, qui admet une
solution unique permettant dOobteniune formule explicite pour le calcul de A™.
Nous illustrgns cecjgpur les exemplesZtudiZsplus haut.

SiA= 1 _31 , qui possedeune valeur propre double Zgale™ 2, on rZsout
le systeme
B =1
2B+ 2C=A

qui a pour solution B = |,C = 421 et on obtiert, pour p > 0,
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A -2l G 1 1H GZP 2r—1 2r—1
P = op p ™ "4 _ op p—1 —4 —L _ —p —p
AP = 2P| + p2 =21 + 2 1 1 - p2p71 2P 4+ pzp*l
G H
. . _ 01 — 15
Soit maintenant A = 11 dont les valeurs propres sort ! ; = ==%> et

l,= “Tﬁ On rZsoutle systeme
B+C=1
I/.B+1,C=A

On obtient ! 1B + I (I —B) = A, soit B = f%(Af!ZI),etll(l —-C)+
1,C= A soitC= % (A —141). On obtient, pour p > 0, en remarquart que
I11,=1,etque!  et!, sort solutions de IOZquatiork?** = x? + xP~1,

% 1" o e BBy Bty !g—lf!f;—ll
= —— — 1 + = — 1 = — =
|
1 (1+2\/§)p717(1—2\/§)p71 (1+2\/§)p7(1—2\/§)p

N e e I e e e e i e e

I
_ i (1+2\/§)p—1 _ (1—2\/§)p—1 (1+2\/§)p _ (1—2\/5)17

\B (1+2\/§)p _ (1—2\/5);; (l+2\/§)p+l o (1—2\/§)p+1
/

0O 2 -1
Posonsmaintenant A= - —1 4 —21.0Onavuqueps = x(x—1)? = pp,
1 4 -2

o A= D + N estla dZcompsition de Jordan de A. On a doncgp = x(x — 1)
etD? - D = gp(D) = 0. Donc D? = D pour tout p > 1, ce qui donne
, /
1-p 2p —Pp
AP=D+pDN=D+pN=- —p 2+2p —-1-pl.
-p 2+2p -1-p

En regle gZnZralequand une matrice carrZe” 3 lignes et 3 colonnes possede
unevaleur propre simple! ; et unevaleur propre double! ,, le polyn™meninimal
gp estZgal ™ (x—!1)(x—!5), A = D+ N dZsignan la dZcompsition de Joprdan
deA, etonaD?=1!7B + ! 5C, o* B et C sort lessolutions du systeme

B+C=1
11B+1,C=D

On voit donc que dans ce casil estinutile de diagonaliserD pour calculer
D>,
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6.2 Rapp el sur lesZquations di! Zrenti elleslinZaires
du premier ordre

On Ztudie en Terminale les Zquationsdi!Zrentielles du type

y'(t) = ay(t),

o+ a < R. Il estbhien connu que la solution gZnZraledOuneelle Zquation est
de la forme

y(t) = te’,

o+ | estune constarte rZelle, Zvidemmen Zgale™ y(0).
On sOitYresseplus gZnZralenert aux ZquationsdilZrentielles du type

y't) = ay(t) + g(t),

0¢ g est une fonction cortinue sur un intervalle ouvert | de R. On dispose
de deux mZthodes. La premiere, bas#£ sur le principe de la "variation de la
constarte", donne une formule tres gZnZrale.

Théoréme 6.2.1 Soit| unintervalle deR, soit g: 1 — R une fonction conti-
nue et soit a € R. On considere I04uation di"Zr entielle

(*) y'(t) = ay(t) + g(t).

Alors pour tout to € | et pour tout be R il existesur | une unique solution
y de IOguation (*) vZribpanty(tp) = c, qui estdonn£ par la formule

#, #y
(6.1) y(t) = eli~Placy  gt=ag(s)ds = efT)oy(tg) +  elt=)eg(s)ds.

to to

Preuve : Soit y : t — y(t) une fonction dZrivable sur |, et posons! (t) =
y(t)e ‘. Alors y(t) = ! (t)e!* (dDoele nom de "variation de la constarte"),
y'(t) = 1/(t)ef* + al (t)et* = 1/(t)e' + ay(t), doncy est solution de IOZquation
(%) si et seulemen sion a, pour tout t €1,

(e = g(t), (1) = e ().

DOautrepart y(to) = c si et seulemen si! (tp) = e “c. Les deux conditions
ci-dessuscaractZrisen IOunigqueprimitiv e sur | de la fonction t — e~*¢g(t) qui
prend la valeur e %“c en ty. Cette fonction est dZbniesur | par la formule

# t
I(t) = e %+ e ‘g(s)ds.
to

On obtient une unique solution y, dZbniesur | par la formule
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# #

y(t) = 1 (t) = elt7tdact  glt=9dags)ds = et~t)ay(tg) +  elt=eg(s)ds.
to to

&

Exemple 6.2.2 RZsoude IOguation di"Zr entielle
y'(t) = 2y(t) + 1,
avec la condition initial e y(0) = 1.

On a la condition initiale y(0) = 1, et ici g(t) = 1,a = 2. On obtient, en
appliquant la formule (6.1) :

# t G eist G efzt 1H
yt)= ¥+ @l 9ds=e+ e —Z — =& 1-" _+ =
0 2 2 2
— 3 2t 1
- ée é-

La deuxisme mZthode, plus empirique, est basZesur le "princip e de superpo-
sition" suivant, qui permet de simpliber les calculs quand on a un moyen simple
de trouver une solution particuliere .

Proposition 6.2.3 Soit | un intervalle de R, soit g : | — R une fonction
continue et soit a € R. On considere I04uation di"Zr entielle

(*) y'(t) = ay(t) + go(t).

Siyp : | — R estune solution particulier e de IOguation (*), alors la solution
gZnegrle de cette Zquation est donnz par la formule

y(t) = yo(t) + le ',
o+ ! estune constante rzelle.

Preuve : Soit t — y(t) une fonction dZrivable sur |, et posonsu(t) =
y(t) — yo(t).

On ay’(t) —ay(t) —g(t) = u'(t) —au(t) + yp(t) —ayo(t) —g(t) = u’(t) —au(t).
Par conquueny est solution de IOZquatior(*) si et seulemet si u est solution
de I0Zquatiorhomogene assiZe

(xx) u’(t) = au(t),

cequi donneu(t) = le ', y(t) = yo(t) + le **, os | estune constarte rZelled
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Exemple 6.2.4 La solution gZnZale de|Oguation di"Zr entielley’(t) = 2y(t)+ 1
est donnz par la formule

1
t)=le? — 2,
y(t) 5
o+ ! estune constante rzelle.

En elet on peut chercher une solution particulisre constarte de la forme
Yo(t) = b. On obtient 0 = yy(t) = 2b+ 1, soit b= —2. On dZduit alors du
principe de superposition que la solution gZnZralede I0ZquationproposZeest
donnZepar la formule y(t) = le?' — %, o= ! estune constarte rZelle. Avec la
condition y(0) = 1 on obtient ! = 2, et on retrouve le rZsultat de IOexemple
6.1.2.

6.3 Systemes di! Zrentiels linZaires et exponen-
ti elles de matri ces

Un systeme dilZrentiel linZaire ~ coe"cien ts constarts est un systeme de la
forme

.................................................................. (6.4)

Yie(t) = agya(t) + ..+ ag pYe(t) + ge(t)

o+ lescoe"cients a; ; sort desnombres rZelsou complexes et o+ les fonctions
t — gu(t),....,t — gi(t) sort dZbnieset cortinues sur un intervalle ouvert |
deR.

On va maintenant interprZter un systeme di'Zrentiel linZaire ~ coe"cien ts
constarts en faisart intervenir desfonctions ™ valeurs matricielles. Nous utilise-
rons (principalement dans le cas particulier desmatrices~ coe"cien ts rZels)les
notions naturelles suivantes.

Définition 6.3.1 Soientp et q deuxentiers , et soit M, ,(C) |Oespoe vectoriel
desmatrices” p ligneset g colonnes” coe! cientsdansC.
1) On dit quOunsuite (U,.),, 50 = (Uijin)usivs dOZmentsde M,, ,(C)

1#j#q n>0
converge vers U = (U; ;) ixp € My o(C) quand lim, s oU; j, = U;; pour
1# j# q

+ 00 + 00 -
2) On dit quOuneZie U, = (Ui jn)isisp dOZmentsde M, ,(C) est
n=0 n=0 1#j#q
+ o0

convergente quand la sZrie u;jn estconvergentepour 1 <i <p,1<j <q,
n=0
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et dans ce cas on pose
7 8

oo F oo
U, = Ui jn

n=0 n=0 1#1#0p

1#j#q

3) On dit quOundonction F : t — (Fi () 14140 dZbniesur un intervalle
1# j# q
ouvert | de R et~ valeurs dans M, ,(C) est continue sur | quandf,; est
continue sur | pour 1 <i <p,1<j <q, etdansce cason pose,pour a,be |,
#, T4, 8
F(t)dt = f,;(t)dt
a a 1#i#p
1#j#q

4) On dit quOundonction F : t — (fi,;() 12110 dZbniesur un intervalle
1#

ouvert | de R et~ valeurs dans M, ,(C) est erlvabb sur | quandf;; est
dZrivabke sur | pour 1<i <p,1<j <q, et dansce cason pose,pour t € |,

/ _; !/ <
F)= 1,00 wio-
1#j# q

Revenons™ un systemedilZrentiel linZaire” coe"cien ts constarts dela forme
(6.1) et posons

! ()
A= @)y YO=2 0 gL 60 =:
yi(t) 9 (t)
Compte tenu de la dZPnition ci-dessus,on a
RACK
Y'(t) =
Yi(t)

Le systeme prend la forme

Y/(t) = AY (1) + G(t).

On va maintenant rZsoudre ce systeme en utilisant une forme appropriZe
de la mZthode de la variation de la constarte. On va utilis er le rZsultat simple
suivant.
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Proposition 6.3.2 Soit | un intervalle ouvert de R.
(i) Soittg e, etsoit F : 1 — M, ,(C) une application continue. Posons,
pourtel,
# t
G(t) = F(s)ds.
to
Alors G(to) estla matrice nulle, G est dZrivabke sur | et G’t) = F(t) pour
touttel.

(i) SoientF : 1 — M,,(C)etG:I — M,.(C) deux applications dz-
rivables sur |. Alors FG : t — F(t)G(t) est dZrivabk sur |, et on a pour
tel

(FG)'(t) = F(t)G'(t) + F'(t)G(t). (6.5)

Preuve : (i) rZsulteimmZdiatemert du rZsultat analoguepour les fonctions
cortinues” valeursrZellesou complexeset de la dZPnition 6.2.1. Pour dZmortrer
(i) notons f; . (t) le coe"cient dOindice, k de F(t) pour 1<i <p, 1<k <q,
notons g ;(t) le coe"cient dOindicek,j de G(t) pour 1<k <q, 1<j <r, et
notons (f g); ;(t) le coe"cien t dOindicé, j deF (t)G(t) pour1<i <p,1<j <r.
On a

1q
(fa)i(t) = fi k(). ;(1).
k=1
Par consZqueh (f g); ; estdZrivablesur | pour 1<i <p,1<j <g,etona

1a 14q
Foi,;t) = fiu®g )+ 100, (1).
k=1 k=1
Par consZqueh F G est dZrivable sur |, et on a

(FG)'() = F(HG'(t) + F(HG(). &
Pour a € R, (voir par exemplele Chapitre 1 du Cours dOAalyse) [3] on a
koo i
=0 n!
Soit maintenant A € M,(C) une matrice carrZe” k lignes et k colonnes”
coe"cien ts rZelsou complexes.On a vu au Chapitre 4 du cours dOanalysg3]

que la sZrie ' 47 converge dans M;,(C). On dZbnit alors |Oexpnertielle

m=0 m!

de la matrice A par la formule

e’ =

oo

! A™

eA = —_—.
m!

m=0

On a le rZsultat suivant (Proposition 4.5.3 de [3])

(6.6)
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Proposition 6.3.3 Soient A, B € M;(C). Si AB = BA, alors e** & = etel.
En particulier e* est inversible pour toute matrice A € M, (C), et on a

ATl oa, (6.7)

Il rZsulte Zgalemen du thZoreme 4.5.4 de [3] que si on poseF (t) = & pour
t € R, avecA € M,(R), alors F est dZrivable sur R, et que [Oora pourt € R

F/(t) = AF (t) = Ae',

ce qui peut sOZcrirsousla forme

d(e) = Ae!“dt (6.8)

Dans la suite de ce Chapitre on identipera R* ~ 10espaceectoriel M, 1(R)
des matrices unicolonnes” k coe"cients rZds. Nous sommesmaintenant en
mesuredOadapteraux systemes di!Zrentiels linZaires™ coe"cien ts constarts la
mZthode de la variation de la constarte, ce qui amene au rZsultat suivant.

Théoréme 6.3.4 Soit | un intervalle de R, soit A € My(R), etsoitG: |l —
R* une fonction continue. On consider e le systeme di"Zr entiel

Y'(t) = AY (1) + G(t) (6.9)

Alors pour tout to € | et pour tout C € R¥ il existesur | une unique solution
Y du systeme di"Zr entiel vZribant Y (tg) = C, qui estdonn£ par la formule

# t # t
Y(t) = et=AC+  et=)AG(s)ds = et Ay () + et~ AG(s)ds.

to to
(6.10)

Preuve : Soit Y : t — Y (t) une fonction dZrivable sur | , et posons!( t) =
e tAY (). Alors Y (1) = e4I(t) , Y/(t) = el /(1) + AetdI( t) = el /(1) +
AY (t), donc Y est solution du systme proposZsi et seulemen si on a, pour
tout t e,

e/t = G(t), !'(t) = e tG(1).

DOautrepart Y(tg) = C si et sedemert si !( tg) = e %4C. Les deux
conditions ci-dessuscaractZrisert |Quniqueprimitiv e sur | de la fonction t —
e *AG(t) qui prend la valeur e 4C enty. Cette fonction est dZbniesur | par
la formule

# t
I(t)= eAC+ e *4G(s)ds.

to

On obtient une unique solution Y : 1 — R¥, dZbniesur | par la formule
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# t # t
Y () = e t) = eAC+  eIAG(s)ds = el AY (to)+ el IAG(s)ds.
to to

&

On a vu au chapitre 4 de [3] que si B € M(C), et si P € My(C) est
inversible, on a

ePBP " = peBp-1, (6.11)
&y, 0 ... .. ... 0)
10 by O ... ... O
~ ' *
DOautrepart soit B ( 0 0O ... b, .. 0 i une matrice dia:
5 0 0 ... ... 0 by
gonale.On a, dOapredes formules 4.7 et 6.3
& n pm )
. S 0 o
1 m=0 *
' ''n pm *
' 0 22 0 . . 0 =
eB =lim, .. m=0 i x
.0 0 L (.
' m=0 : *
( e PR "n. ém +
0 0 0 e
m=0 '
On obtient
& s 0)
© 0 ez 0 0 *
1 *
B —_ P
T 0 o e 0 %
( +
0 0 0 M«
dOoe,pourt € R,
&ani 0 o)
© 0 ez 0 0 *
[ *
T S U R (6.12)
( +
0 0 0 e«

SiN € My(C) estnilpotente, onaN? = 0, avecl <p <k, etona
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!’OONm Pile

et = ™ N
m=0 m: m=0 m:
dOoe,pourt € R,
p—1
eV = - (6.13)
m=0 ’

Soit maintenant A € My(R), et soit A = D + N, avecD diagonalisablesur
C, N nilpotente, ND = DN, la dZcompsition de Jordan de A vue au Chapitre
prZcZden (thZorsme 5.5.1). On a alors, pour t € R,

e = ePetV, (6.14)

et on calcule sZparZmen e!” et N commeindiquZ ci-dessus.
On notera que meme dansle casos A € M;(R) possededesvaleurspropres
complexesnon rZelles, la partie diagonalisableD et la partie nilpotente N de

la dZcommsition de Jordan de A dans M;(C) appartiennent ~ M, (R), voir
IOexercicd du Chapitre 5.

Exemple 6.3.5 RZsoude le systeme di"Zr entiel

I:X’(t): (1) +y(t) +1
y't)= —x(t) +y(t) -1

avec la condition initial e x(0) = 1,y(0) = 0.

G ) H G3 H
Sion poseX (t) = X(1) A= , le systeme devient
y(t) -1 1
G 1 H
X'(t) = AX (1) + 1
Soit A = D + N la dZcomposition degordap de A.cOn a vu gu Chapitre
prZcZdeh (exemple 5.5.2) que [Oora D = 0 g N = _11 1
On obtient
G H
el = & 0 e’
0 & 2
Gl+ t t :
eV=lp+tN= """ ",
tA _ tDAtN 1+ t)e? te?
€ €€ —te?  (1-t)e¥
GH #, G H
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G Ho#, G HG H
- (@+vet QAi—s 1+ (t—s) (t—s)

1
—te? . (t—s) 1-(t—s) -1 %

G H # G H

(1 + t)QZt t ’ —2s 1
= v tet e ds.
—te 0 -1
% D ., E
Comme ge—25ds: —% = ‘321 + %, on obtient
0

%
F x(t) = (1+ t)e*' + eX gefzsds: E+ner -1

y(t) = —te?t — e 2 gezsds = 7(% + t)eZt + %

Le fait que certaines matrices carrZesrZellessoiert diagonalisablessur C

mais pas sur R peut cause quelquescomplications dans le calcul de leur expo-
nertielle, commele montre |0exempleuivant.

Exemple 6.3.6 RZsoude le systeme di"Zr entiel

" ()= x(t) +y(t) +1
y() = —x() +y(t) -1
avee la condition initial e x(0) = y(0) = 0.

G H 1 1H
Sion poseX (t) = ;8 A= 101 le systeme deviert
G H

X/(t) = AX (t) + _11
On aTr(A) = det(A) = 2, doncpy = X% — 2x + 2. On obtient deux racines
complexes!; = 1+ i et!, = 1—1i, donc A possede deux valeurs propres
distinctes egeg diggonalisaplesur C. G H G H
OnaAa 4 = UtV LOZquatio’A - = (1+ 1) donne
—u+v %
G .
vV =iu
—u=iv

G H
qui serZduit ~ I@&quation y = ix. Donc Vi = est un vecteur propre da
A assaiZ" la valeur reopre |+ igComige les coe"cients de A sort rZelsil est
clair que V, = Vq := 1Tl| = 1 est un vedeur propre de A assaiZ”
la valeur propre I+ i = 1. H G H
PosonsP = [Vi, V;] = Il }i . Alors P~AP = 18 i 1_ est diago-
nale, et on obtient, pourt € R,
et=p GEt(l()+ ! et(lqi) HP*l_
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G H 6 H
. PR R e —i
Commedet(P) = —2i, ona iz = 5, P 1= % o1 = 3 1
et on obtient
G HG .. HG, H G HG . H
etA-} 1 1 e+ 0 1 - _€e 1 1 et —jet
200 i 0o e 1 i T2 i - e je
.G _ . H G o H
_ € ef+e —iet+ie™™ _ e 2coqt)  —i(2isin (1))
T2 iett—ije ®  et+e T 2 i(2isin (1)) 2coq(t)

G i H
., coqt) sin(t)
—sin(t) coqt)

La cgnditign initiale donnZeest x(0) = y(0) = 0, donc la solution cherchZe
X(t) = ;g; est donnZepar la formule
#, G H

X (t) = etma g
0 -1

En posart r = t — s, on obtient dr = —ds, doncon a
# o G 1 H #, G 1 H
X ()= — t e oy dr= . e oy
On peut alors prorgder” yp calcul direct : comme de§A) 5 2, A est inver-

sbleet A=t = 2 1 71 PosonsF(r) = A-le4

= . 0OnaF'(r) =
G H ° 1 Gl1 H -1
A~1AemA 1 F el ) » eton obtient
#, G H G G HG H
- rA - t _ A—1 AtA
X(t) = 0e 1 d=[Fr)y=A € 0 1 1
G HG ) HG H
_1 1 -1 €coqt)—1 e€'sin(t) 1
“21 1 —e'sin(t) ecoqt) —1 —1
G HG , H
_1 1 -1 €cogt) —é€sin(t) -1
2 1 1  —€coqt) —elsin(t) + 1

G H
_ ¢éfcoqt) -1
T —élsin(t)

Cecidonne

- X(t) = efcoqt) — 1
y(t) = —€'sin(t)
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Exemple 6.3.7 RZsoude le systeme di"Zr entiel

% x'(t) = x(t) + 2y(t) — z(t)
4 y'(t) = —x(t) + 5y(t) — 2z(t)
Z'(t) = —x(t) + 4y(t) —z(t) + t

avec la condition initial e x(0) = y(0) = z(0) = 0.

’x(t)/ 102 —1/ "0 2 —1/
PosonsX (t) = - y(t)1,A=. -1 5 —21 etB=. -1 4 21 Le
z(t) -1 4 -1 -1 4 -2
systeme sOctit
.
0

X/(t)= AX (t)+ - 01,
t

OnaA =1+ B etonavu plus hapt que |Gore, pour p > }

10 O -1 2 -1
BP=D+pN,ooD=-0 2 —1letN=- -1 2 —-11 Onadonc
0 2 -1 -1 2 -1
Fooysp Foo ip
ef =1+ t—D+ ptN:I—D+etD+tef'N.
_, P P
p=1 p=1
On obtient
1 / ] y /
0 0 O 10 O -1 2 -1
egl=¢ef=¢e.0 -1 11+e*. 0 2 —11+te?. -1 2 11,
0 -2 2 0 2 -1 -1 2 -1

La solution cherchZeest donc donnZepar la formule

’ x(t)/ # ’ o/ #, 0 /
y)l=¢e4 e#A. 0lds= e4. 0 lds.
z(t) 0 s 0 t—s
On a
, / , / , / , /
0 0 0 s—t
ed. 0 l=¢e. t—-sl+e*. s—tl+se?. s—tl
t—s 2t —2s s—t s—t
. , ,
0 0 1
=(t—s)e’- 11+ (s—t)e**- 11+ s(s—t)e*s- 11.
2 1 1

Par intZgration par parties, on obtient
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# t # t
(t—s)efds= [(t—s)e’])+ eds=[(t —s)e’]y+ [e];= —1—t+ €.
0 0

# G # G G
(s—t)eeds = e Tren Ssope™ Tt 1 e
0 - 2 4 o0 2 2, 4, 42 4
#, H # #
’ s(s —t)e?s b, t ot
s(s —t)e?*ds = ss—ver se®*ds+ -  €°°ds
P " 2 o o 2
= t(s t)ezsdt E tezsds— } £+§ E.FE— } E.}.f E
T 2 % T4 2 4 4 47 4 4 4 4
On obtient alors
2 t t
3 SORS R Rl el
g YO lotreriafog fogeg ot sl Pl oty
2= 2-2r 2 e st fe s 2T ge i

On verra dans [4] que |Qorpeut Zgalemeh rZsoudreles systemesdilZrentiels
linZairesen utilisant la transform£ de Laplace.

6.4 Chapitre 6 sous Mupad

Il nOexistepas de commande directe permettant de calculer sous Mupad
les puissancesdOue matrice dont on connait les valeurs propres, et Mupad
refusedOemmer commedonnZesnitiales dOunesuite rZcurrerte desmatrices(voir
ci-dessous).Par cortre Mupad acceptede rZsoudre les relations de rZcurrence
scalairesassco:iZesgu ponnTMme;arathristique dOunematrice. On peut calculer

G0 H, 0o 2 —-1"
ainsi et- —1 4 —21 (on notera que Mupad ne simplibe pas le
1 -1 4 -2

premier rZsultat).

En ce qui concerneles systemesdilZrentiels ~ coe"cien ts constarts, on dis-
posedOurmoyen delesrZsoudredirectemert sousMupad (pourvu que IQorpuisse
calculer les valeurs propres de la matrice ass@iZeau systeme), en utilisant la
commandesolve(ode...). . Par exemple pour rZsoudrele systeme di!Zrentiel
de IO0exemplé.3.7 on peut utiliser la commandesolve(ode...), et rZsoudredirec-
temert le systeme, oe utiliser Ig cpmmance exp(—x * A), pour calculer e 4,

electuer le produit W = e*4. 01, puis la commandemap(W, int, x = 0..t),

VA
% 0
pour calculer e 24. 0ldx. Il su"t alors de multiplier la matrice colonne
X

obtenue par e pour obtenir la solution du systsme.
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M =Dom : Matrix();
1 1:=M[[1,0],[0, 1]])
A=M[[0,1],[1,1]]);
sol ve( (rec(x(n+2)=x(n+1)+x(n), x(n),{x(0)=11,x(1)=A})));

Dom::Matrix ()

‘10

01

:Ol

11

solve rec ! x(n)! x(n+1) +xn+2), x(n), X0 = lf X1 = 21
u: =sol ve((rec(x(n+2) x(n+1)+><(n) x(n) {x(O) =a, x(l) b)))) > -

#I##ﬁ .gﬁﬁ##ﬁ b###ﬁ . ##ﬁ # .ﬂ.ﬁ###ﬁ b###ﬁ

ul:=1/2 +sqrt(5)/2;u2:=1/2 -sqrt(5)/2;v1:=1/2 +sqrt(5)/10;v2:=1/2 -sqrt(5)/10;
An: =(u2”"n*v1+ul”n*v2)*11 +(ul”n-u2”n)*(sqrt(5)/5)*A
<P

H
#H &
2 "2
P
&, #B
27 2
P H
# *
10 "2
P
¥ #
2° 10
KL ( #s# ( #e 4 (# s# ( gu# # S# #3# (( )
g !t #f+§t"+#§ R #ﬁ####%%###’%ﬁ .
su# #sr ( TESE(( # su  ( Hse (. Hsa (# g4 (. swt # s #sr (( +
R NS 1 I S R S L |#f+?”+######§&%g###%£##
5 ! !

B =M[[0,2,-1],[-1,4,-2],[-1,4,-2]1);
v: =sol ve((rec(x(n+2) 2* (n+1) x(n) x(n) {x(1)=a,x(2)=b})));

&o 211*
r1a127
11412

{2-a! b+n-(b! a)}

Bn: =2*B- B"2 +n*B"2-n*B;
70 )
g!n+l 2-n I'n =«
'n 2n+2!nt1*
'n 2-n+2!nl1
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cMatrix();
(0

er=z

=Dom
¢ =M[[1
| ve( ode

1.[-1,5-2],[-1 1)
() =x(t)+2 () Z(l) Y )= x(1) +5%y () - 25 2(1), 2" (1) =x(t) +4*y(t) -2(1) +t, X(0) =0, y(0) =0, 2(0) =0}, {x(), y(t), 2(t)}));

Dom::Matrix ()

N
=

=g 3t el e 2ty et et
[y(t) e i i 1,z(t) =2'e! R 12, x(t) a

£ ind
EN

E=exp(-x*A);
mlify(U);
M[[OI (01, [x]1)

UV,

Fify(W;

s<oc
11 H

@

"+

+ "
1 21x 121x ol 21X 1 21x 121x | g1e 2% 121x 121x | p1e 2%
2le !><ﬁl}‘L le +QT) l4le I x! 2J¢e !Qf) 2le I x! ée +s—

¢ Pt e e ek 2re P gte ™ s glxyel ) ée‘z‘”—?‘im)

12 2! 2!
€7 xt 1e P wd ) 1 aretr2re M w207 2™ pre e Ny x1 1 e g )

X

e+ xle 2 1 21xle' 2 xle 2™
xle' 2™ 1eX+21e 2 21x1e 2 el 1 et M e xie 2
xle' 2 121€ *+21e' 21 21x1€ 2" 218 *1 ' X4 x1e' 2

++ ++

Lo
X} 21e 21 x1 el 2N y2e T8 ))
# #
!20x
x), e *+e 21 x1 !e’z’x+2!5—))
# # x
(x! 216 “+ e 21 X1 !e!Z!x+1Li£))

xle' X1 xte' 2+ ¢le
21x1e 1 xle 24y e 2

1 21x

H =map(Wint, x=0..t);

‘Ll
2" 2 d+i§_
't'1+1
212
w2m2+2

X: =exp(t*A) *H
SII’TplIf (X
array(1l..3, 1..1,

(1, 1) = (Z*exp(z*t) + t*(- exp(2*t) - 2/t*exp(2*t)))*(- 1/2*t~2/exp(t)"\
2 + 1exp(t)*(- 2*t - 2) +2) + (- 4*e><p(2*t) + I*(Z*exp(z*t) + 4/ t*exp(2*\
t)))*(- 1/ 2*t"2/exp(t)"2 + 1/ ex (t)*( + 1) + (2*exp(2*t) + t*(- ex\
p(2*t) - 1/t*exp(2*t)))* (l/exp(t) 2% (- 1/2*l - 12*tn2 - 1/4) + 1/ 4

(2, 1) = (exp(t) + exp(Z*t) + t*(- exp(2*t) - 2/t*exp(2*t)))*(- 1/ 2%t 72/ \
exp(t)”"2 + 1/exp(t)*(- 2*t 2) +2) + (- exp(t) - Z*exp(Z*t) + t*(2*exp(2\
*t) + 4/t*exp(2*t)))*(- 1/2*1"2/e xp(t)~2 + 1/ exp(t)*(- t 1) +1) + (exp(\
2%t) + t*(- exp(Z*t) 1/ t*exp(2*t))) *(1/ exp(t)"2*(- 1/2*1 - 1/2xtn2 -

Y +1/4),

(3, 1) = (2*exp(t) + exp(z* ) +t*(- exp(2*t) - 2/t*exp(2*t)))*(- 1/2*t"\
2/ exp(t)n2 + llexp(t)*( 2) +2) + (- 2*exp(t) - 2*exp(2*t) + t*(2*e\
xp(2*t) + 4/t*exp(2*t )))*( 1/2*t"2/exp(t)’\2 + 1 exp(t)*(- t - +1) + (\
exp(2*t) + t*(- exp(2*t) - 1/t*exp(2*t)))*(1/exp(t)"2*(- 1/2*t - 1/2*t"2 -\
1/4) + 1/4)

)
Ay ety 1
4 il ra
| 3'l+e p ety g
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6.5 Exercicessur le Chapitre 6

exercice 1 >

. — 1
Soit A = 1 _g
1) DZterminer la dZcompsition de Jordan de A et calculer A pour n > 0.
2) Calculer € pour t € R.

) RZsoudrele systeme dilZrentiel

x'(t) = —6x(t) —y(t) + 1

y'(t) = x(t) —8y(t)

avecla condition initiale x(0) = 0,y(0) = 1.

exercice )
1 1

SoitA=( 2 1 -2+,
-1 0 -2

1)VZriberque ps = —(X — 3)(X + 1), o+ p4 dZsignele polyn™mecaractZris-
tique de A.

2)Calculer (A — 31)(A + 1). En dZduire que A n@st pas diagonalisable.
3)DZterminer la decomposition de Jordan de A et calculer A™ pour n > 0.

4)InterprZter le rZsultat obtenu en appliquant la formule de la question prZcZ-
dente pour n < 0.

exercice 3
Tres dZeu par lesrZsultats de I0ZlectioprZsideriielle amZricaine,le milliar-
daire G.SorosdZcidede placer 10° eurosen France, en Espagneet en Allemagne.
Chaque anneeil modibe son placemert de la fason suivante : si x,, estla partie
du capital placZeen France” I0annee , y,, la partie du capital placZeen Es-
pagne” I0annén et z, la partie du capital placZeen Allemagneal®annZa, ona

1
Xn+1 = é(xn + Yn + Zn)

-
Yn+1 = 4 n 2yn

Z _1X+1Z
71,+1_4n 2n

On a Zvidenment xo >0,y > 0,29 >0, et xo + Yo + zo = 1C°.
1)VZriber que x,, + Y, + z, = 108 pour tout n > 0.

2)Montrer quelestrois suites (X,)n>0 , (Yn)n>0 €t (Z,)n>0 SOIt corvergertes,et
dZterminer leurs limites.

exercice 4(Agghives ETIA, examendOearil 2003)

On poseA = 4 _4

1) DZterminer le polyn™mecaractZristique et le polyn™meminimal de A.
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Circuit electrique 1

2) DZterminer la dZcompsition de Jordan de A et calculer A™ pour n > 0.

3) Calculer €4 pourt € R.
4) On considere I0Zquatiordi!Zrentielle

y'(x) + 4y'(x) + dy(x) = 4x.
avecla condition initigde y(O)= y'(0) = 0.

a) On poseZ(x) = ;’,(())(()) . Montrer que Z(x) est solution du systeme
di!Zrentiel
G0 H
/! —
Z'(x) = AZ(x) + ax
GOH
avecZ(0) = 0

b) Exprimer Z(x) au moyen de la formule intZgrale du cours.
c) Calculer Z (x) par la mZthode de votre choix et en dZduire la solution de
IOZquatiordi!Zrentielle.

exercice 5
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On considere le circuit Zlectrique suivant (circuit 1) oe la rZsigance R est
mesurZeen ohms la capacitZ du condensateurC est mesurZeen farads, et le
coe"cien t dOinductiondu solZnoidel estmesurZen henrys. On rappelle lesdeux
lois de Kirc hho!

1) La perte de voltage danstout sous-circuit est nulle

2) La sommedesintensitZs des courarts en chaque noeud est nulle.

On note V la perte de voltage au travers du condensateur, | 1QitensitZ
du courart au travers de L. On note |, IQitensitZ du courant au niveau du
condensateur,|, 1®itensitZ du courant au niveau de la rZsistance,l 10itensitZ
du courant au traversdu solZnoide,V la perte de voltage au niveaudu conden-
sateur, V, la perte de voltage au niveaude la rZsistanceet Vs la perte de voltage
au travers du solZnoide.Les voltagessort exprimZsen volts, et lesintensitZsen
amperes. On rappelle que IOoma

Va(t) = Rla(t), CV{(t) = I(t), LI'(t) = Va(t).

1) En utilisant leslois de physiqueci-dessusmontrer quel 1 (t)+ 1o(t)+1(t) =
0, que V(t) = Va(t) = Vs(t), et que IOora
G H HG H
1/(t) 0 I (1)

v

1 (6.15)
~C T&C

V(1)

2) VZriber que les deux racines de la matrice ci-dessussort rZelleset dis-
tinctes si L > 4R?C, et quQellesort imaginaires conjuguZessi L < 4R?C.

3) On supposeque R = 1 ohm, C = 2 farad, et L = 1 henry. DZterminer
la solution gZnZraledu systeme, et dZterminer la solution correspondart aux
conditions initiale s | (0) = 2amperes et V(0) = 1volt.

4) Les hypotheses Ztant cellesde la question 2 etudier le comportement de
I (t) et V(t) quand t — +oo. Les limites obtenues dZpendert elles de | (0) et
V(0)?

exercice 6

On considere maintenant le circuit Zlectrique 2, et on note | 1QitensitZ du
courant au travers de la rZsistanceR; et V la perte de voltage au travers du
condensateur.

1) En sOinspirande IOrercice prZcZdeh, montrer que [Oora

Gll(t)H a HGI(t)H
Vi) - %L v (6.16)

2) Donner la solution gZnZale de ce systeme quand R; = R, = 1 ohm,
L = 1 henry et C = 2 farad, ainsi que la solution correspondant aux conditions
initiales | (0) = 2amperes et V(0) = 5 volts.

3) Discuter en fonction desdonnZeset des conditions initiales le comporte-
ment del (t) et V(t) quandt — + oco.
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o

Circuit electrique 2

exercice 7
Reprendre quand cOespossible sous Mupad les calculs demandZsdans les
exercicesprZcZdernts.
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Chapitre 7

Espacesvectoriels euclidiens

7.1 Produit scalaire, inZgalitZ de Cauchy-Schwartz

Tous les espaces/ectoriels considZrZslans ce Chapitre sort desegacesvec-
toriels sur R.

Définition 7.1.1 Soit E un esmce vectoriel sur R.

1) On dit quOuneapplication # : E x E — R est une forme bilinZaire
symZtrique quand les deux conditions suivantes sont vZrib£s

(i) #(u,v) = #(v,u) Yu e E,VW € E,

(i) #(! quz+!oup,v) =1 1#(Uuq,v)+!o#(Us,v) VIR, VI, ER, VU €
E,Vu, € E, W € E.

2) On dit qqu)unéorme bilinZaire symZtrique# estun produit sclaire sur E
(ou que# estdZPniepositive) si #(x,x) > 0 pour Xx € E, x #Z 0.

3) On dit quOunapplication x — ||x|| de E dansR est une norme sur E
quand les trois conditions suivantes sont vZrib£&s

M) lIx+yl[<|x][+ [yl VvxeE, Vy€cE.

i) |'x||=|'[Ix]| V' €R, vx €E,

(iii) |Ix||> O pour x € E, x Z 0.

LOensembldes formes bilinZaires symZtriquessur E sera notZ L, (E).

O/q_/z O/Q_ >
Exemple 7.1.2 1) La formule , (f,g) = '"f (t)g(t)dt — 1/21‘ (to(t)dt dzb-

nit une forme bilinZaire symZtrique sur I0esgee vectoriel C(0,1) des fonctions
continues sur [0, 1]. Ce nOespas un produit salaire car , (1,1) = 0.

135
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2) Les produits salaires du lycZe dans le plan vectoriel ou |Oesge vectoriel
de dimension 3 usuets/sont des produits Sfalaires.
"Y1
3) Pour X = 9€R3 Y = | '96R3, posons< X,Y >= !X.Y =

" Xn yn
L<i<n XiY;. ON obtient un produit scalaire sur R3, appelZ le produit salaire
canonique de R® (notons que IOonidentibe la matrice X.Y € M 1(R) " son
unigue coe! cient). o
4) La formule #(f ,qg) = q’f (t)g(t)dt dZPnitun produit salaire sur I0espe
vectoriel C(a,b) desfonctions continues sur un intervalle fermZ bornZ [a, b].
5) La valeur absole est une norme sur R, et le module est une norme sur
C (considZ&Z comme esmce vectoriel sur R).
_ 6) Lesformules||(x,y,2)[ls = [x|+ ly|+ |z] et [|(x, Y, 2)]l = sup([x], lyl. |z])
dZbnissentdes normes sur R 3.
7) La formule ||f || = MaxX,<¢<s|f (t)| dZPnitune norme sur C(a,b).

Notons que si # est une forme bilinZaire symZtrique sur E alors |Oapplietion
Dy — #(X, y) est une appllcat|on linZaire de E dans R pour tout x € E.
On voit par symZtrie que |Qapplication# : x — #(x,y) estlinZaire pour tout

y € E. On obtient alors,pour!1,...,!' , € R, U1,..., Hn € R, X1,..., X € E,
Yi,---,¥Yn €E
Im In Im |n
(7.1) # ViXa o WyY;) = FalyXay -
i=1 j=1 i=1 j=1

On va maintenant introduire 10inZgalitle Cauchy-Schwartz.

Théoréme 7.1.3 Soit E un esmce vectoriel sur R muni dOurproduit salaire
(u,v) —< u,v > . Pour tout couple (u,v) dOZmentsde E, on a IOingalitZ

|[<uv>|<y<uu>y<v,v>

DZmonstration : Siv = O alors< u,v >= 0=< v,v >, et |OinZgalitZest
vZribZe Supposonsmaintenant quev # 0. Pour x € R, on a

0< < U+ XV,U+XV>=< U,U>+X<V,U>+X<UV>+Xx3<vVv,v>

=< U,U> +2X< U,V > +X2< Vv,V > .

On reconnait un trin™mede signe constart, dont le discriminant est nZces-
sairement nZgatif ou nul. Cecidonne4 < u,v >2<4< u,u >< v,v >, eten
simpliPart par 4 et en passarn aux racinescarrZeson obtient I0inZgalit&éherchZe.
&

En appliquant cette inZgalitZ au produit scalaire introduit ~ IOexempler.2
(4) on obtient une inZgalitZ classiquedu calcul intZgral.
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Corollaire 7.1.4 Soit | = [a,b] un intervalle fermZ bornZ de R, et soient f et
g deuxfonctions continues sur | = valeurs rzlles. On a alors

oy, Jiply, Jij
f (t)g(t)dt: < f2(t)dt g?(t)dt

ta a a

#

Dans toute la suite on appellera esmce eucldien un espacevectoriel rZel
muni dOurproduit scalaire.On a IOimmrtant rZsultat suivant.

Corollaire 7.1.5 Soit E un espce eucldien. LOapptation u — |ju]| = /< u,u >
est une norme sur E, appelZe norme eucldienne.

DZmonstration : On a Zvidemmer |ju|| > 0 pour u € E\{0}, et ||! u| =
|'||lu]| pour! € R,u € E.Soiert u,v e E.Onau+Vv|?=<u+v,u+v>=
<UuU>+2<u,v>+<vVv,v><<UUu>+2|<Uu,v>|+<V,v>=
<uu>+2,<U,u>/<V,Vv>+ <vVv,v>= ((/KU,U>+ < V,V>)? =
(lull+ [v]h2. )

Donc |ju + u]| < |lu]| + |Jv]|, et les trois conditions de la dZPnition 7.1 (3)
sort vZribZesd

Un exempleimportant de norme euclidienne est donnZ par la norme ||.||»
ass@iZeau produit scalaire canoniquesur R*, qui est donnZepar la formule

1k

(X1, X))z = X2, (7.1)
j=1

7.2 ProcZdZd®@rthono rmalisati on de Gram-Sc hmi dt

Danstoute la suite on munit lesespace®uclidiensde leur norme euclidienne.

Définition 7.2.1 On dit que deux ZZmentsu et v dOunesmce eucidien E
sont orthogonaux, et on Zrit u L v quand< u,v >= 0. On dit quOundmase
B = (ey,...,e,) de E estorthogonak si sesZZmentssont orthogonaux deux "
deux, et on dit quOundase de E est orthonormale si elle est orthogonak et si
lleill = Lpour L <i <n.

On a le "thZoreme de Pythagore".

Proposition 7.2.2 Soit uy,...,u, une famille bnie dZZmentsdOuresmce eu-
clidien E orthogonauxdeux™ deux.On a alors

_IYL !n
| Uin = ||Uz'||2-
i=1 i=1
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DZmonstration : Commeu; L u; pour j 7 i, on a dOaprs la formule 7.1

1 tn 1n I I
I uil?= < u;u;>= <uLui>= ugl’ &
i=1 =1 j=1 i=1 i=1

Notons Zgalemen que IOora I0'identitZ du parallZllogramme”.

Proposition 7.2.3 Soit E un espce eucldien, et soientu,v € E. On a

lu+ vI[Z+ fJu = v? = 2(u]]? + [lv]?). (7.2)

DZmonstration : On a |ju+ V|2 + [u —V|? =< u+ Vv,u+Vv > + < U —
V,u—V>=< u,u>+2<uU,v>+<VvV,yv>+<uUUu>-2<u,v>+<
Vv > = 2(uf?+ 2v?). & ..

On va maintenant donner un procZdZconcret permettant de fabriquer des
basesorthonormales.

Théoréme 7.2.4 (Algorithme de Gram-Schmidt)
Soit E un esm@ce eucldien, soit ey, ..., e, une famille libre dZZmentsde E,
etsat F le spus-esmce vectoriel de E engendZ par (e, ..., e,). On posef; = e;

etfy=en— 1 cps %fj pour 2 < k < p. Alors (fy, .. .,f,) estune base

orthogonak de F, de sorte que ( H;i Toeeos H;ﬁ) est une base orthonormale de F.

On va dZmortrer par rZcurrencebnie que la famille (f, ..., f.) estorthogo-
nale, que f, # O, et que f;, appartient au sous-espace/ectoriel de E engendrZ
par (e1,...,e;) pour 1 < k < p. COesPvidert si k = 1. Supposonsmaintenant
que cespropriZtZs sort vZribZespour un ertier k tel que 1 < k < p— 1. Il est
clair que fr+1 # 0 et que fi4+1 appartient alors au sous-espacevectoriel de E
engendrZpar (e, ..., ex+1 ). DOautrepart on a, pour i <K,

|
: < ek+1 1f]

>
< frer fi>=<ep,fi> =< AE fi,fi>=< e, f;>
J

1<j<k

< f;,f;>

_ <ek}+llf]> W
J

1<j<k

=< epn,fi > —< epn,f; >=0.

Donc (fy,...,fx+1) est orthogonale, ce qui prouve les deux propriZtZs par
rZcurrencePnie. On voit donc que (fy, ..., f,) estune famille orthogonale dOZ-
mernts de F. "

Onafy=ey— 1.<4_1%€;, avec%,...,%-_1 € R. On voit donc que
la matrice P reprZsemant (fy,...,f,) dansla base(es,...,e,) de F est une
matrice triangulaire supZrieure dont tous les termes diagonaux sont Zgaux "
1. Donc det(P) = 1, P est inversible et il rZsulte de la Proposition 2.10 que
(f1,...,f,) estune basede F. Donc (2 HI—zH) est une baseorthonormale

It
deF. &
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Exemple 7.2.5 On munit |Oesgce vectoriel E despolyn™mesle degrZ infZrieur
ou Zgal” 2 dela baseBy = {1,x, x?}. En appliquant le procZdZ dOorthgonalsa-
tion de Gram-Schmidt #abase By, trouver une base de E orthonormZe pour le
produit salaire dZpPnipour f,g € E par la formule

# 1
<f,g>=  f()g(t)dt.
0

%
_Posonse = 1, e = xete = x2. 0Onafy= e, et|fol?= 3dt=1.
DOautrepart on a
#
< e,fp>= ltdt—}
1,10 - 0 _21
doncf; = e — <H5%]|c‘°2>f0 = x — 3. On aalors
# 4 = >2
1 1 1 1 1 1
f1]|% = (t?—t+ )dt=Z—-Z+>= —= —— |
0 4 3 2 4 12 23
# # = >
< e, fo>= 1t2dt—} < e, fy>= ' t3 t dt—} 11
. fo== td=3 <s&hiz= 2 “T 278w
On obtient
< e,fg> < ey, fq1> , 1 1 2 1
fo=e— - fi1=X"—Z —X+ = x"—x+ 2.
R [ A 3 72 6
On a alors
#q.= >2 #q= 2
1 1 t t
f,02 = t2-t+ = dt= 2+ = -2t — — - dt
Il o 6 0 36 3 3
= >2
_1,1_ 1 1.1 1_36+60+5-90+20-30_ 1 _ 1
"5 3 36 2 9 6 180 © 180 6,5

La baseorthonormale cherchZeest donc

Pty £ f, L M
0 L2 = 1, V3(2x — 1), VB(ex2 — 6x + 1) .
ol ™ IIf ol [If 2l
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7.3 Pro jecti ons orthogonal es

Définition 7.3.1 Soit (E,< .,. > un espace vectoriel eucldien, et soit A une
partie non vide de E.

On poseALt = {x €cE | <X,y >=0 Vx € A}.

Autrement dit A+ est|Oensemeldesy € E qui sont orthogonaux” tous les
ZZmentsde A. LOensemblA -+ est appelZ IOorthgonal de A.

Proposition 7.3.2 1) {0}* = E, etE*+ = {0}

2) A+ estun sousespce vectoriel deE, A C AL , etoubienANAL = 0,
ou bienANnA+L = {0}.

DZmonstration : 1) Il est clair que {0} = E, et que 0 € E*. DOautrepart
six € E+, alorsx L x, donc ||x||? = 0, et x = 0.

2) Soit x € E. Posons#,(y) =< x,y > poury € E. il rZsulte de la
dZPnition des produits scalairesque #, : E — E estlinZaire, et par consZquen
AL = NycaKer(#y) estun sous-espaceectoriel de E II eCC.t clair quesix € A

onax Ly pourtout y € AL, et par consZqueh A C AL
Six e AnNAt,ona< x,x>=0,doncx = 0. &

LOinZrst desbasesothonormales(BON) vient du fait quOellepermettent de
ramenerlescalculsde produit scalaire dansun espae euclidien quelconque™ des

calculsdansR,,, iden}iDZA M 1(R), mu?i de son produit scalaire canonique,
T X1 "Y1

dZPnipour X = - . BeR”etY:

. g € R™ par la formule
Xn Yn
!TL
< X,Y >= ijj:tX.Y (73)
j=1

On a le rZsultat suivant.

Proposition 7.3.3 Soit E Z {0} un esmce eucidien de dimension Pnie et soit
B = {ey,...,e,} une baseorthonormale de E. On a alors, pour x € E

In
X= <X¢€>¢. (7.4)
j=1

'<X,el>/ ,<yvel>

P

< X,e,> <y, en >
dZsignentles vecteurs colonnes formZs des coordonns de x et y dans la base
B, ona

En particulier si x,y € E, et si xg =
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In

- — -t
<X,y >=<Xp,Yp>= < X,€><Yy,6>="Xgyp (7.5)
=1
DZmonstration : Soit X € E, et posonsu ,= ;.L:l < X,e; > e;. Pour
— n —
l1<p<nona<x-ueg >=<Xx,6 > - 7, <Xg > g, >=<

X,6e,> —< X,e,>= 0.Doncx —u € EL = {0}, et x = u.
On a alors, pour x,y € E,
i /|!n J
<X,y >=. < X,g > ejl <V.€ > €
j=1 k=1

1<j<n,1<k<n J=1

&

Rappelonsquesi F et G sort deux sous-espacesectoriels dOurespacevecto-
riel E, onposeF + G = {y+z}ycr,ce. SIFNG = {0}, tout ZIZmeh x deF + G
sOZcrile maniere unique sousla forme x = xp + X, avecxp € F, xg € G.
Dans ce cason Zcrit F @ G au lieu de F + G. Les applications Prg: X +—Xp
et Pq r : X — X¢ sort linZaires et sort appelZesprojection de F © G sur F
parallelement © G et projection de F & G sur G parallslement ~ F. On a alors
(voir le Chapitre 1 du prZsen cours)

Prc+ Po.r = lrea: PrgoPra = Pra, Pa,roPar = Pa,r, IM(Preg) =
Ker(Pg,r) = F, Im(Pg r) = Ker(Prg) = G.

On a IOimprtant rZsultat suivant

Théoréme 7.3.4 Soit E un esmce vectoriel eucldien, et soit F un sous-espoe
vectoriel de dimension Pnie de E.

1)OnaE=F@F"', et[F+]-=F.

2) PosonsPp = Py e, Pre = Pre . On a les propriZtZs suivantes, pour
x €E,

M X2 = [PrOOIP+ [[Prs ()2

(i) SiF # {0}, ona

1P
Pr(x) = < X, > e, (7.6)
j=1

o+ {ey,...,e,} estune baseorthonormale quetonquede F.

DZmonstration : SiF = {0}, Ft = E, Pr = 0, Ppe = Iy etil nOy" rien
~ dZmortrer. Supposonsmaintenant que F 7 {Q}, et soit {ey, ...,e,} une base
orthonormale de E. Soit x € E, et posonsu = '_; < x,e; > e;. De meme
gue plus haut on voit que < X —u,e, >= 0 pour 1 < k < n, ce qui montre
quex —u € F+. Commeu € F, on voit quex = u+ (x —u) € F + FX. Donc
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F+F!t=E.CommeFNF!={0},onaE =F @F*, eton vient de montrer
quePgr(x) = u = ;’:1 < X,€; > g;, etquePpe (X) = Xx—u. Commeu L x—u,
on a bien [|x[|? = ||Pr(X)|? + ||Pre (X)||, et la condition 2) est vZripZe.

7.4 Chapitre 7 sous Mupad

On peut Zvidemmerelectuer sousMupad le procZdZdOorthogonalisatiorde
Gram-Schmidt dansR™. On procede en deux temps

1) Apres avoir Ztabli la liste dOZIZmés de R™ concernZeen dZclarart ces
ZIZmems commematrices unilignes ou commematricesunicolonnes,on applique
la commande

linalg : :orthog(.)

pour obtenir une famille orthogonale.

On appligue ensuite la commandemap(.,linalg : :normalize)
pour remplacerles vecteursorthogonaux de la premiere famille par des vecteurs
de norme 1 qui leur sort proportionnels. On peut electuer les deux opZrations
enmeme temps gr¥kecé la commandemap(linalg : :orthog(.),linalg : :normalize)
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M =Dom : Matri x()
S:=[M[1,1,1,1,1,1,1,1]),M[1,2,3,4,5,6,7,8]),M[1, 12,33, 44,55,66,77,88])];

U =linal g:

orthog(S);
Dom::Matrix ()

©
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ar®
RReT araraFalakalarakon

i 6
# 7
8
Ed ‘D|S
" : 2 T2
v $ 3 %b 55 i
w1 2 69 14 (+
DAL B B [
" dﬂ 2 dpl4 i
e
" g& 2 6914 +
" ) ) +
" &1 %Q‘E +
" sz Jpl4 T
" dpa dp€ T
: I 3&“ +
" 05 % (+
# 1 é?z ) é§ 14 ),
7 |5
2 T2
V: =map(U, I'i nal g: : normal i ze)
B -+ - -+ - -+ -
1/2 1/2 1/2 1/2
8 42 7 450
8 12 180
1/ 2 1/2 1/2 1/2
8 5 42 1 7 450
8 84 1260
1/2 1/2 1/2 1/2
8 42 13 7 450
8 28 1260
1/ 2 1/ 2 172 1/2
8 42 7 450
8 84 140
12 | 1/2 12 12
8 42 7 450
8 84 252
1/ 2 1/2 172 1/2
8 42 7 450
8 28 1260
1/2 1/2 1/2 1/2
8 5 42 7 450
8 84 420
1/ 2 1/2 1/2 1/2
8 42 7 450
8 12 180
e -+t -+ 4+ -+ o=
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7.5 Exercicessur le Chapitre 7

exercice 1

Soit AB CD un parallZlogrammedu plan usuel. En utilisant la Proposition
7.2.3, montrer que AB2+ BC2+ CD?+ DA?= AC?+ BD?2.

exercice 2

Soit £ I0espaceectoriel desfonctions cortin ueset pZriodiquesde pZriode 2
sur R, que lOomunit du produit saalaire dZbnipour f,g € £ par la formule

# 27
f(t)g(t)dt.

On dZpnitey, e, e; € & par lesformules

<f,g>=

el(t) = 1, e(t) = cogt), es(t) = cos(t).

DZterminer la famille orthonormale obtenue en appliquant ~ {e;, e, e3} le
procZdZdOorthonormalisationde Gram-Schmidit.

exercice 3

On considere I0espaceectoriel £ des fonctions cortinues et pZriodiques de
pZriode 2' sur R, muni du produit sacalaireintroduit ~ la question prZcZdete.
On poseup(t) = 1, et, pour n > 1,

u,(t) = cognt), v,(t) = sin(nt).

1) Montrer que la famille B := (U,>ou,) U (Uy,>1V,) est une famille ortho-
normale dOZIZmes de &.

2) Pour p > 1, on note F, le sous-espacevectoriel de £ engendrZ par
{ug, ..., up} U {v1,...,v,}. Soit P la projection orthogonalede £ sur F,. En uti-
lisant une formule du cours, expliciter P (f )(x) pour f € £, x € R. Quel estle
lien entre le polyn™maerigonomZtrique P (f ) et la sZriede Fourier de f ?

exercice 4 , /
1 1 1
Soit F 1Oimagele R3 par IQapplicationu : X — - 2 —1 21X.
1 0 1

Trouver une base orthogonale de F, et calculer la matrice reprZsemant la
projedion orthogonale de R2 sur F par rapport ~ la basecanoniquede R 3.

exercice 5
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En sQaidande Mupad, rZpondre aux memes questions que dans IQexercice
prZcZden pour G := {AX }y_gs, avec

1 1 1 1 1 1 1 1
-1 2 3 4 5 6 7 8
8 7 6 5 4 3 2 1
A_-1 3 5 7 9 1113 15
©15 13 11 9 7 5 3 1
1 4 7 10 13 16 19 22
22 19 16 13 10 7 4 1

1 5 9 13 17 21 25 29

exercice 6
Dans le plan a"'ne euclidien rapportZ ~ un repere orthonormZ (O,4,j) on

considere la droite D dOZquation
ax+ by+ c= 0,
avec (a,b) # (0,0).

1) Ecrire I0Zquatiorde la droite perpendiculaire ™ D et passarn par le point
M, de coordonnZes(Xo, Yo).

2) En dZduire que la distance de M " la droite D estdonnZepar la formule
|axo + byo + |

dMo. D)= — i

exercice 7
DanslOespaca'ne euclidienusuelrapportZ”™ un repere orthonormZ (0,1, j , k),

on considere le plan P dOZquation
ax+ by+ cz+d= 0,
avec(a,b,c) # (0,0,0).

1) Ecrire I0Zquatiorde la droite perpendiculaire > P et passart par le point
M, de coordonnZes(Xo, Yo, Zo).

2) En dZduire que la distance de M, au plan D est donnZepar la formule

|axo + byp + czp + d|

AWM. P) = = B @

exercice 8
DanslOespaca'ne euclidienusuelrapportZ”™ un repere orthonormZ (0,1, j , k),

on considere les droites D; et D, dOZquationparamZtrZes
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2
3X=Xp+ lug
Yy=VYo+ Vg
Z=29+ Wy
2
3X=X1+lu,
y=vyi+lvy

z=27;+ W

On supposeD; et D, non parallsles. Donner I0Zquatiorde la perpendiculaire
commune” D, et D,.



Chapitre 8

Matrices symZtriques,
matrices orthogonales

8.1 Matri cessymZtri ques

Définition 8.1.1 (i) Si A = (&; ) ism € M n(K), on appelle transposée
1#j#n
de A la matrice J

‘A= (aj’i)ffijfrz € My m(K)
obtenueen Zhangant les lignes et les colonnesde A.
(i) On dit queB € M, (K) estsymétrique siB = B.
Il estclair quelOapplicationA ——* A estuneapplication linZaire de M,,, ,,(K )
sur M, »(K), et quesi A ¢ M,, ,(K), ona
HIA) = A (8.1)
DOautrepart si M,, ,(K), etsiB € M, ,(K), ona

"(AB) = ("B)('A) € Mym(K). (8.2)

EnPnsi P € M, (K), alors det(P) =det(‘*P). En particulier P et sa trans-
posée ont le méme polyndéme caractéristique.

Dans toute la stite on munit R™, identiPZ~ M,, 1(R), du produit scalaire
canoniquedZbnipour X,Y € R™ par la formule

< X,Y >=tX.Y,

et on note ||X |2 := /< X, X > la norme euclidienne assaiZesur R™. On
peut Ztendre ce produit scalaire en une "forme hermitienne" sur C" identibZ "
M, 1(C) enposart, pour X,Y € C",

< X,Y>=tXJY,

147
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o A

(@i.j)1s 15 m € M n(K) pOUr A = (a; )10 5 m € My n(K).
1#j#n 1#j#n /
L Xl

[l estclair que< X, X >= Xp[2>0siX =2 . EEC"\{O}.
k=1 :

~ ~ Xn
On va montrer quetoute matrice symZtriquerZelleestdiagonalisable et plus
prZcisZmeh que si A € M, (R) est symZtriqueil existe une baseorthonormale
de R™ formZede vecteurs propres de A. Nous aurons besoinde trois lemmes.

Lemme 8.1.2 Soit A € M,,(R) une matrice symZtriquerZelle. Alors toutes les
valeurs propresde A sont rZelles (autrement dit le poly™mesaractZristique de A
est scindZsur R).

DZmonstration : Soit ! € C une valeur propre de A et soit X e Cn™\ {0}
tel que AX = IX .OnaltX =t (IX )= (*X)(*A) = (*X)A, et AX = AX =
(AX) = PX. On obtient

< X, X >= (I'X)X = ('XA)X = (' X)AX) = ('X)(PX) =1 < X,X > .
CommeX # 0,ona< X,X >Z 0,et! = @ cequi montre que! cR. &

On dira que deux sous-espacek et F deR™ sornt orthogonaux, et on note
E L F,si< x,y>= 0pourtout x € E et pour tout y € F, cequi est Zquivalent
" 10uneou IOautredes conditions E ¢ F+ ou F ¢ E+. On a le rZsultat suivant.

Lemme 8.1.3 Soit A € M,,(R), une matrice symZtrique,Si ! et p sont deux
valeurs propres rzelles distinctes de A, alors les sous-espces propresE, et E,,
sont orthogonaux.

DZmonstration : Soit X € Ey, et soit Y € E,.Ona
(M=1)< X, Y >=tX((uY) =t (IX )Y =t XAY -t XAY = 0,
cequi donne< X,Y >= 0, puisque! Z . &

Lemme 8.1.4 Soit A € M, (R) une matrice symZtrique. Si A est nil potente,
alors A = 0.

DZmonstration : Supposons que A est symZtrique. On a, pour X € R™,

[AX |2 =< AX ,AX >=!XIAAX =t X AZX =< X,A%Xx > < ||X |2]|A%X ||2.

Donc si on poseKer(B) = {X € R™ [ BX = 0} pour B € M,(R), on voit
que Ker(A?) cKer(A). Comme IOinclusionKer(A) cKer(A?) est toujours vZri-
pZe,on a enfait Ker(A?) =Ker(A). Soit maintenant m > 1. On a Ker(A™*) =
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{X € R" | Am71X € Ker(A?)} = {X € R" | A™~1X € Ker(A)} =Ker(A™),
et on voit que Ker(A™) =Ker(A) pour tout m > 1. En particulier si A est” la
fois symZtrique et nilp otente on a Ker(A) = R", de sorte que A = 0. &

On a alors le thZoreme suivart.

Théoréme 8.1.5 Soit A € M, (R) une matrice symZtrique. Alors A est dia-
gonaisable sur R, et il existe une baseorthonormale de R™ formZe de vecteurs
propres de A.

DZmonstration : Comme le polyn™mecaractZristique de A est scindZ sur
R, A admet une dZcompmsition de Jordan sur R, et il existe un unique couple
(D,N) de matrices carrZesrZelles™ n lignes et n colonnesvZribart

(i) A= D+ N,

(i) D estdiagonalisablesur R, et N est nilp otente,

(i) ND = DN.

Il rZsulte de la formule 8.2 que ‘D est diagonalisable sur R, que ‘N est
nilp otente, et que!N*D =t (DN) =* (ND) =! D!N. CommeA =t A =t D+*N,
il rZsulte de 1QunicitZde la dZcommstion de Jordan que D =* D et N =* N.
Il rZsulte alors du lemme 8.1.4que N = 0, et A = D est diagonalisable sur
R. Par consZquehsi ! 1,...,! , sort les valeurs propres distinctes de A, et si
B, est une basede E,, pour 1 <j <Kk, alors UlSjS@BJ est une basede R™
formZede vecteurs propres de A. En utilisant le procZdZdOorthonormalisation
de Gram-Sdhmidt on peut trouver pour tout j < k une baseorthonormale B3;
deEy , etll rZsulte alors du lemme 8.1.3 que B := Ui<;<;53;, qui est une base
de E formZede vecteurspropresde A, est orthonormale. &

8.2 Matri ces orthogonal es

On vient de voir quesi A € M,,(R) est symZtrique, il existe une matrice in-
versibleP € M,,(R) telle que P AP soit diagonaledont les colonnesformert
une base orthonormale de R™. Le rZsultat suivant donne une description com-
plete de cetype de matrices.

Théoréme 8.2.1 Soit B € M, (R). Alors les conditions suivantes sont Zyui-
valentes.

(1) Lescolonnesde B forment une base orthonormale de R™.

(2) Leslignesde B forment une base orthonormale de R™.

(3) ‘BB = 1,,.

(4) B'B = I,,.

(5) B estinversible, et Bt =*B.

(6) < BX,BY >=< X,Y > pour tout couple (X,Y) dOZmentsde R™.

(7) IBX|l2 = |IX|l2 pour tout X € R™.

Dans ce cas on dit quela matrice B est orthogonak, et det(B) € {—1, 1}.

DZmonstration : Soiert L1, ...,L,, leslignesde B, indexZesde manisre crois-
sarte de haut en bas, et soiert Cq, ..., C,, lescolonnesde B, indexZesde manisre
croissarte de gauche ~ droite. On a



150CHAPITRE 8. MATRICESSYMfTRIQUES, MATRICES ORTHOGONALES

75BB:(< Civcj>)1#i#n| BtB=(< Li:Lj>)1#i#n;
1#j#n 1#j#n
ce qui prouve que (1) est Zquivalert ~ (3) et que (2) est Zquivalert ~ (4).
DOautrepart si (3) ou (4) estvZribZalors det(B) # 0, donc B est inversible et
danscecasB ~! coincideaveclOinverse™ gauche ou” droite de B, cOest dire que
B~ =* B. Donc (3) ou (4) impliquent (5). Comme (5) implique trivialement
(3) et (4) on voit que les conditions (1), (2), (3), (4) et (5) sort Zquivalentes.
DOautrepart si (3) estvZibZon a det(B)? = det(*B)det(B) =det(l,,) = 1, donc
det(B) € {-1,1}.
Supposonsmaintenant que (3) estvZribZ,et soiert X,Y € R™. On a

<BX,BY >=!X'BBY ='XY =< X,Y >,

donc (6) estvZribZ.Supposonsmaintenant que (6) estvZribZ et soit {ey, ...,e,}
la basecanoniquedeR™. OnaC; = Be;, doncona< C;,C; >=< Be;,Be; >=
"iipourl<i<nl<j<n ", dZsignarn le symbole de Kronecker. Ceci
montre que la condition (1) est vZribZe et les conditions (1), (2), (3), (4), (5)
et (6) sont Zquivalertes.

Il estclair que (6) implique (7). Supposonsmaintenant que (7) estvZribZ et
soiert X,Y € R™. On a

<BX,BY >
= %(< B(X+Y),B(X+Y)>-<B(X —-Y),B(X —Y)>)

1

2 <
=1 B(X +Y)[z —[B(X =Y)3

_ L
T4

< 1
X+Y[5—|X-Y[5 = ZEXHYXHY > <X Y, X =Y >)
=< X,Y >,

et on voit que les conditions (6) et (7) sort Zquivalertes, ce qui acheve la
dZmonstration. &

On a introduit au Chapitre 2 la matrice Pg 5 reprZsetant une famille B’
de n ZIZmers dOurespace\/ectoriel de dimensionn > 1 muni dOundases. On
sait que B’ est une basede E si et seulemen si Pz s estinversible, et dans ce
casPs 5 estappelZematrice de passagede B~ B'. Le corollaire suivant montre
que si E esteuclidien, et si B est une baseorthonormale de E, alors une autre
baseB’ de E est orthonormale si et seulemen si la matrice de passagede B ~
B’ est orthogonale.

Corollaire 8.2.2 Soit E un esmoce eucidien de dimension Pnie, soit B =
{e1,...,&,} une base orthonormale de E et soit 5/ = {€},...,€,} une famile
de n ZZmentsde E. Alors les conditions suivantes sont Zjuivalentes

(i) B’ estune baseorthonormale de E.

(i) La matrice Pg s reprZsentant3’ dans la base B est orthogonak.
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DZmonstration : Soit P = Ps s, et soiert Pq,...,P, lescolonnesde P, de
sorte que P; est fqrmZe des coordonnZesde €, dans la base 3. Comme B est
orthonormale, il rZsulte de la proposition 7.3.3 que < €},€; >=< P;,P; >
pour 1 <i <n, 1<j <n.Autrement dit la famille B’ est orthonormale si et
seulemen si la matrice P estorthogonale, et danscecas3’ estautomatiquemert

une basede E. &

Notons que le rZsultat ci-dessuspermet de simpliber notablemert les calculs
concernart la diagonalisation dOunenatrice symZtrique A : en construisart une
base orthonormale de R™ formZe de vecteurs propres de A, on obtient une
matrice orthogonale P telle que P ~*AP soit diagonale, et le calcul de P~ est
immZdiat puisqueP ~ =* P.

, /

1 -2 1
Exemple 8.2.3 DiagonaliserA=- —2 1 11,
1 1 2
On a,
1-x -2 1 Pox =2 1 1 =2
pa= —: -2 1-x 1 i= —i-x 1-x 1 i=xil1 1-x
S 1 —2—-x- ox 1 —2—x- ‘11 —2-x
1 -2 1
=x:0 3-x 0 :=Xx(xX-=3)(x+3).
‘0 3 —-3—x-
Donc A admet 0, 3 et —3 commevaleurs propres simples. On a
, I, /o, /
1 -2 1 1 -2 1 6 x x
A2=. 2 1 11. 2 1 11=._-3 % «1,
1 1 -2 1 1 -2 -3 * %
, /
-3 *
(A+31)A—-31)=A?2-9 =. -3 % 1,
-3 * %
, /
9 x %
AA+31)= A2+ 3A=. -9 % x1,
0 * =*
, /
3 x %
AA—31)=A?2-3A=. 3 % x1,
-6 * %

On sait que les sous-espacepropres Eg, Ez et E_3 sort respectivemen
engendrZgar lescolonnesdesmatrices (A+ 31 )(A—3I), A(A+3l) et A(A-3l),
qui sort Zvidemmernt ici de rang 1 puisque les trois valeurs propres de A sort
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2 [l / [} / ) / N
3 1 1 1 O

simples.Donc , - 11, . —11 . 1 1 _ qui est Zvidemmen orthogonale, est
41 o 2P

formZe de vecteurs propres de A, et on obtient une baseorthonormale de R"
formZede vecteurspropres de A en posart

2, 1/, Ll 1 /' N
V3 V2 VNG)
B=_-319 . Yi1- 19"
¢ Ty SR
V3 V6
Posons
vl 1 L/ 1 1 A/
V3 V2 e V3 V33
P="% -% %9 desortequeP*='P=_ % -2 0 Q.
1 2 1 1 2
7 0 % VIV I -
H / y /
00 O 00 O
OnaalorsP~'AP=-0 3 01l etA=P-0 3 01lp-1
0 0 -3 0 0 -3

Le corollaire prZcZden permet Zgalenent dOorieter un espacevectoriel eu-
clidien E de dimension bnie” partir dOunéaseorthonormale B, de E : on dira
quOunéase orthonormale de E est directe si le dZterminart de la matrice de
passagePs, 5 est Zgal™ 1, et on dira que la baseorthonormale B est indirecte
Si detPBO,B = -1

On dZduit Zgalemeh du thZoreme 8.2.1le rZsultat suivant, o+ |Cespacesucli-
dien considZrZest muni de la norme euclidienneassaiZe™ sonproduit sacalaire.

Corollaire 8.2.4 Soient E un espce eucldiens de dimension bPnie n > 1, soit
B une baseorthonormale de E, et soit u : E — E une application linZaire. Alors
les trois conditions suivantes sont Zquivalentes

(i) Jlux)|| = ||x|| pour tout x € E.

(i) < u(x),u(y) >=< x,y> pour tout couple (x,y) dZZmentsde E.

(iii) La matrice M, 5 reprZsentantu par rapport ~ la base 3 estorthogonak.

DZmonstration : PosonsA := M, s, soiert X,y € E, et soiert X etY les
matrices unicolonnesformZesdes coordonnZesde x et y dans la base 3. Alors
AX et AY sort les matrices unicolonnesformZesdes coordonnZesde u(x) et
u(y) dansla baseB, et il rZsulte de la proposition 7.3.3 que IOora

<xY>=<X,Y >, <u(x),uly) >=< AX,AY >,

et le corollaire rZsulteimmZdiatemert du thZorsme 8.2.1. &

On a plus gZnZralemenle rZsultat suivant.
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Proposition 8.2.5 SoientE # 0 et F # 0 deux es@ces eucldiens de dimen-
sion Pnie n > 1, soit By une base orthonormale de E, soit B; une base ortho-
normale de F, soit u : E — F une application linZaire, et soit A := MoyB,.8, 12
matrice reprZsentantu par rapport aux basesf3 et B;. Alors lestrois conditions
suivantes sont Zquivalentes

(i) [Ju(x)]| = [Ix|| pour tout x € E.

(i) < u(x),u(y) >=< x,y > pour tout couple (x,y) dZZmentsde E.

(i) 'AA = 1,, os n=dim(E).

Dans ce cas on dira que u est une isométrie vectorielle de E dansF.

DZmonstration : Il est clair que (i) implique (i), et on a pour x,y € E,
1; <
<xy>= 7 [x+ ylIZ+ [x —yl?

1, <
< u(),u(y) >= 4 flu(x) + u)lI? + utx) —u|?

cequi de meme que dansla dZmonstration du thZorsme 8.2.1 montre que (i)
et (i) sort en fait Zquivalerts.

Soiert maintenant x, y € E, et soiert X et 'Y lesmatricesunicolonnesformZs
des coordonnZesde x et y dans la base By, de sorte que AX et AY sort les
matrices unicolonnesformZesdes coordonnZesde u(x) et u(y) dansla baseB;.
Il rZsulte du lemme 7.3.3 que IOoma

<xy>=tXY, <u(x),u(y)>="!(AX)AY =! X 'AAY.

Donc (iii) implique (ii). DOautrepart si (i) estvZibZona‘XY =t X (*tAA)Y
pour tout couple (X,Y) dZIZmems de R™. On voit alors que *AAY — Y ¢
(R™* = {0} pour tout Y € R™. En appliquant ceci” la base canonique de
R™ on voit que toutes les colonnesde *AA et |,, coincidert et on voit que (i)
implique (i), ce qui acheve la dZmonstration. &

Exemple 8.2.6 Matrice reprZsentantle retournement R (rotation vectorielle
dOangl ' ) ayant pour axe la droite vectorielle engendZe par i —j + k dans
|Oesmee vectoriel eucidien usuel E de dimension 3 usuel rapportZ ~ une base
orthonormZe B = {i, ,k}.

LOespaceectoriel E estlOespaceectoriel assaiZ” |Oespaca’ne & euclidien
de Terminale, quelQorrapporte ~ un repere (0,1, j , k). On note D la droite issue
de O de vecteur directeuri —j + k. On a alors R(GIW) = W o* M’ vZribe
les deux conditions suivantes

1)MM’ LD,

2)1 €D, o | dZsignele milieu de M M.

On a, endZsignan par (x, y, z) lescoordonnZesde M et par (x’,y’,2) celles
deM’, .

MM’ = MO+ OM’ = (x' —x)i + (Y —y)j + (z — 2)k, et la condition 1)
donne
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10X —x —y' +y+ 2z —z=0.

.y ——

~ / 1, !, ! .
DOautrepart Ol = oM +20M = IS+ Y5 4+ 22k, La condition 2)
donne
2 Yo
g ==
y+zy‘ - _1
Z z+ z! -1
2
avec! € R.

On obtient alors la condition suivante, Zquivalerte ~ la condition 2

20K+ x'=z+2' = —y—y.

En appliquant ceci” i, onax =1,y = z= 0, dOoe

Z=x'+1= -y, xX—1+x+1+x'+1=0,x'= -1 y=-27=2
R({) = —%i — 2j + 2k. Commelesr™leglei et k sort symZtriques,on obtient
R(k) = Zi — %j — 1k. Dansle casdej, onay= 1, x = z= 0, et on obtient

Z=x'=-1-y,-1-y-y+1-1-y =0y =-3x'=27= -

2
§1
RG) = ~2i— 3 - 2k,

On obtient
R(i) R() R(k) /

- _1 2 2

: 3 3 3

Mpp= -

. 2 1 2
1 - -3 -3 -3
‘ -4

qui est bien une matrice orthogonale.

8.3 Formes quadrati ques

Rappelons que les formes bilinZaires symZtriques ont ZtZ intro duites ~ la
dZbnition 7.1.1.

Nous allons maintenant introduire la notion de forme quadmatique sur un
espacevectoriel rZel. Comme on le verra plus loin, les formes quadratiques sur
R™ sort tout simplemert les polyn™me$omogenesde degrZ2 de n variables "
coe'cien ts rZels, et lesformesquadratiques sur un espacevectoriel rZel E de di-
mensionbniesedZaivent de manisre analogueen fonction de leurs coordonnZes
par rapport © une basequelconquede E.

Définition 8.3.1 Soit E un esmce vectoriel rZel. On dit quOuneapplication
g: E — R estune forme quadmtique sur E si g(0) = 0, et si IOapptation

(x,y) —ax+y) —ax —y)
est une forme bilinZaire symZtriquesur E.
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Dans ce cas on pose, pour X,y € E,

#,009) = 5 (X +y) oY), 83)

de sorte que#, est Zgalement une forme bilinZaire symZtriquesur E.

Soit g est une forme quadratique sur E. Comme g(0) = 0, en remplasant x
ety par £ danslOidetitZ 8.3 on obtient, pour x € E,
= > = >
X X X X
a)=q s+ =H 55 =H#H(xx). (8.4)

Il est clair rZciproquement quesi # : E x E — R est une forme bilinZaire
symZtrique sur E, alors g, : X — #(x, X) est une forme quadratique sur E,
puisque#y (X, y) = 7 (Gp(x+y) —Gs(x —y)) = 7 (#(X + y,x+y) —#(X —y,x —y)) =
#(x, y) pourx,y € E. LOapplicationg — #, estdoncunebijection delOensebie

Q(E) des formes quadratiques sur IOengable L,(E,R) des formes bilinZaires
sur E.

Définition 8.3.2 Soit E # {0} un esgace vectoriel rZel de dimension bPnie, soit
#:E x E — R une forme bilinZaire symZtriquesur E, et soit B = {€e1,....,e,}
une basede E.

On appelle matrice reprZsentant# dans la base B la matrice

Mig.5 = (#(eiaej))ll::ji:g : (8.5)
Si g est une forme quadmtique sur E, on pose

Mg, = Mg, 5] (8.6)

et cette matrice est Zgalement appelZe la matrice repiZsentantla forme qua-
dratique q dans la base B.

Les notations Ztart cellesde la dZPnition ci-dessus,on a les rZsultats Z1Z-
mertaires suivants.

Proposition 8.3.3 (i) La matrice M4 5 estOuniquematrice carre M vZri-
pant, pour tout couple (x,y) dOZmentsde E,

#(x,y) =" XM Y, (8.7)

o+ X et Yz dZsignentles matrices unicolonnesformZes des coordonnzs de
X ety dansla base B.

(i) La matrice My, 5 est IOuniquematrice carrZe symZtrique M vZripant,
pour tout x € E,

q(x) =* XM X5, (8.8)
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(iii) Si By estune autre basede E, on a pour les formes bilinZaires symZ-
triques et les formes quadmatiques les "formul es de changementde base"

M5, =" Ps.5, Mi,5P5 5, - (8.9)
Mg, =" Ps.s, Mg 5P5 5, - (8.10)
DZmonstration : (i) Soiert x = -, x;&; ety = ., y;f; deux ZIZmets
deE. Ona
& )
In In !
#xy)=#0 xie  yet = Xiy;#(e;, )
i=1 j=1 1#i#n
1#j#n
& )
In o qn
= x( #(ee)yt = XsMggYs.
i=1 j=1

SiM = (m; ;)14 €Stunematrice vZribart la condition 8.7,0na, {Us, ..., U, }

1#j#n

dZsignan la basecanoniquede R”, pour 1<i <n, 1<j <n,

#(es, €)) =t UM U; = m,;;,

etonvoit queM = My, 5.
_(ii) Il rZsute de la dZpnition de M, 5 que Mj, 5 VZriPela condition 8.8.
RZciproguemern si une matrice symZtriqueM € M,,(R) vZribela condition 8.8,
posons,pour X,y € R,

#(X,y):tXBMYB.

Comme#(y,x) =t YgM X5 =t (!X5(tM)Yg) =t X5M Y3, il estclair que #
estuneforme bilinZaire symZtriquesur E, et on a par construction q(x) = #(x, X)
pour tout x € E. Donc #V: #q, et il rZsulte alors de (i) que M = My B =
Miq.5, C€Qui acheve la dZmortration de (ii).

(iii) Soit maintenant B; une autre basede E. Il rZsulte des propriZtZs des
matrices de changemet de baserappelZesau Chapitre 2 que IOora, pour X,y €
E,enposart P = P, M = My g,

XB: PXBI, t(XB):t(Xlgl)tP, YB: PYBI,

#(X,y) =" XgM Yz =" (X5,)'PMPYg,,

et la formule 8.9 rZsulte de (i). La formule 8.10 est alors une consZquence
immZdiate de la formule 8.9 &
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On dZduit de la formule 8.7 que si g est une forme quadratique sur E, et si
(%,5) 1414 n €Stla matrice reprZsemant q dansune baseB = {ey,...,e,} deE, on

#j#n "

a, pourx= . Xx;& €E,
! In !
— — 2
a(x) = O jXiYj =  GiaXj + 2 O
1#i#n =1 1#i#n
1#j#n 1#j<i

RZciproquemert si q: E — R est dZbniepar une formule du type
7 8

n n !
q X;8 = a“Xf + a; i XX, (811)

=1 =1 14 i#n
1#j<i

alors g est une forme quadratique sur E, et la matrice M, 5 ass@Ze” q
dansla baseB est dZpbniepar la formule

M[%B] = (qi.,j)l#i#n )

1#j#n
&,
2

Autrement dit la forme bilinZaire symZtrique #, assaiZe” g est donnZepar
la formule

7 8
1n 1n ! In
# Xi€, Yi€& = & Xiyi* 5
=1 =1 1#i#n =1
1#j#n

aveco; = &, 0= G, = pour 1<i<n1<j<i (812

a;.iX;Yis (8.13)

NI =

aveca; ; = a;,; pour llei<n, 1<j <n,i<j.

On voit donc que, comme on IQwait indiquZ plus haut, les formes quadra-
tiques sur R™ sort tout simplemert les polyn™mesiomogenesde degrZ2 de n
variables~ coe"cien ts rZds.

Nous illustrons les formules ci-dessusavec |0exemplesuivant.

Exemple 8.3.4 La fonction q: (X, Y, z) — X%+ y2+ z? —xy —yz — zx estune
forme quadratique sur R3, et saymatrice asseiZe dansla base canonique de R 3

2 -1 -1
estlamatrice - -1 2 -11.
-1 -1 2

On va maintenant introduire la notion de rang dOundorme quadratique sur
un espacevectoriel rZel de dimension bnie.

Proposition 8.3.5 Soit q une forme quadmtique sur un esmce vectoriel rZel de
dimension Pnie n > 1, et soit #, la forme bilinZaire symZtriquesur E assaiZe
" g. Alors 10ensembIN () := {x € E | #,(x,y) = 0 Vy € E} estun sous-
espace vectoriel de E. De plus si B estune basede E, et si M = M, 5 estla
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matrice reprZsentantq dans la base B, alors le rang de la matrice M est Zgal *
n- dim(N (q)).

Le nombre n- dim(N (qg)) est appelZ le rang de la forme quadmatique g, et ce
nombre est notZ rang(q).

DZmonstration : Pour y € E, posonsF; = {x € E | #,(x,y) = 0}. Alors
F; estun sous-espaceectoriel de E pour tout y € E, et N(g) = NyepFy est
Zgalemen un sous-espaceectoriel de E.

Soit maintenant B une basede E et soit M = M, 5 la matrice reprZsetant
g dans la base B. Pour x € E notons Xz la matrice unicolonne formZe des
coordonnZesde x dansla base3. On a pour x,y € E,

#q(Xa y) = #q(y,X) =t YBM XB-

On voit donc que x € N(q) si et seulemen si< Y,MXg>= 0 VY € R"™,
IOapplication(X,Y) —< X,Y > dZsignan le produit scalaire usuel sur R™.
Comme [R"]+ = {0} on voit quex € N(q) si et seulemen si Xz € Ker(M) :=
{X € R™ | MX = 0}. Il rZsulte du thZorsme de la dimension pour les applica-
tions linZairesdu Chapitre 2, appliquZ~ IOapplicationX — M X sur R”, que
dim(Ker(M)) + rang(M) =dim(R") = n. Comme IQapplicationx — X 5 est
un isomorphismelinZaire de E sur R™, on obtient dim(N (q)) = dim(K er(M)) =
n—rang(M ), ce qui acheve la dZmonstration. &

Exemple 8.3.6 La forme quadmtique q de IOexempl8.3.4 est de rang 2.
, /

2 -1 -1
En elet on sait querang(g) =rang(A), o* A = % -1 2 -11. comme
-1 -1 2
la somme degtrois colgpnesde A estnulle, det(A) = 0, et rang(A) < 2. DOautre
part B := 3 31 _2 estune matrice carrZeextraite deA, etdet(B) = 2 # 0,

donc rang(A) > 2. On voit donc que rang(q) =rang(A) = 2.

On sOitYres® maintenant ~ la diagonalisation des formes quadratiques sur
un espacevectoriel rZel E de dimension bnie. Plus prZcisZmeh on introduit la
notion suivante.

Définition 8.3.7 Soit Q une forme qugdratique sur un esmece vectoriel rzel
E # {0} de dimension Pnie. On dit quOundmase 5 de E est diagonalisante
pour g quandla matrice M|, 5 reprZsentantq dansla base B est diagonak.

On sait que de telles basesexistert : si By = {ey,...,e,} est une basequel-
conquede E, la matrice Mo := My, 5, reprZsemant g dansla base B3, est sy-
mZtrique, donc il existe une matrice orthogonaleP = (p; ;)isi+n € M, (R) telle

1#j#n

que ‘PMoP = P~IM(P soit diagonale. Posonst ; = p;;& pour 1 <j <n,
=1
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et soit B:= {f4,....,f,}. On aalors Pg, s = P, donc B estune basede E, et on
a

M5 ="PMoP = P~IMP,

qui est diagonale,donc la base B est diagonalisarte pour q.

La diagonalisation dOunematrice symZtrique nZcessitele calcul exact des
valeurs propres de cette matrice, ce qui nOst pas possible dans M, (R) pour
n>>5(eten anZraIfort compllquZdansMg(R) et M4(R)). Nousverrons plus
loin un procZdZplus simple, qui utilise uneidZede Gauss,et qui permetdOobtmr
desbasesdiagonalisartes assaiZes  desmatrices de passagaon nZcessairemert
orthogonales.Nous allons tout dOabrd dZgagerune propriZtZ commune” toutes
les basesde E diagonalisartes pour une forme quadratique donnZe q sur E.

Théoréme 8.3.8 (thZorsme dQinertiede Sylvester) Sdt E # {0} un esmce
vectoriel rZel de dimension bnie, et soit g une forme quadmtique sur E. Si B est
une basede E diagonalsante pour g, on note resgectivement n* (g)s et n=(g)s
le nombre de coe! cients strictement positifs et strictement nZgatifs de la matrice
M5 reprZsentantq dansla base 5.

Alors n* ()5 et n~(q)s sont indZpendants de la base diagonalsante B.

Le couple (n* (g),n—(q)) = (n*(g)s,n~(g)5) estappel la signature de la
forme quadmtique g, et on a rang(g) := n* (g) + n—(q).

DZmonstration : Soit n =dim(E), soit F IOensebie des sous-epacesvec-
toriels F de E tels que g(x) > O pour tout x € F \ {0}, avec par corvertion
{0} € F, et soit G IOensebie dessous-epacesvectorielsG de E tels queq(x) < 0
pour tout x € G. Soit F € F,etsoit G e G. Six e FNG,onaq(x) >0 et
g(x) <0, doncq(x) = 0, et x = 0 puisquex € F. Donc F NG = {0}.

On a alors, dOaprede "thZoreme de la dimension" vu au Chapitre 1

dim(E) > dim(F + G) = dim(F) + dim(G) — dim(F N G) = dim(F) + dim(G).

(8.14)
Si B estune basede E diagonalisarte pour E, on poseB. = {x € B | q(x) >
0}, B_ = {x € B | q(x) < 0}, et on note respectivemert Fz et Gp les sous

espacesectorielsde E engendrZsar B et B_, avecla corvertion que |Ogsace
vectoriel engendrZpar |Oensebie vide est IOespaceectoriel rZduit ~ {0}. Si
B: # 0, la matrice ass@iZe" la restriction deq” Fz pour la baseB; deFp est
diagonale”™ coe"cien ts diagonaux strictement positifs, on voit que Fz € F, et

= {0} € F si B. estvide. On voit de meme que G € G, et il eg clair que
E = Fg & Gg, et dim(Fg)+ dim(Gg) = n.

Soiert maintenant B et B’ deux basesde E diagonalisartes pour q. Il rZsulte
de la formule 8.14 que IOoma

dim(Fg) < n —dim(Gj) = dim(Fj),

et en inversart lesr™lesle B et B’ on voit quOerfait n* (q)z = dim(Fg) =
dim(F5;) = n* (q)g. On a alors
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n~(@s=n"(-ds=n"(-Qs = n (s
Le fait que rang(g) = n*(g) + n—(qg) rZsulte alors du fait que le rang dOune
matrice diagonale ayant exactemen p coe"cients diagonaux non nuls est Zgal
“p. &

On va maintenant introduire |Qalgorithmede Gauss, qui permet dOobtenir
facilemert des basesdiagonalisartes pour les formes quadratiques dZbniessur
un espacevectoriel rZel de dimension Pnie. Nous allons intro duire tout dOabrd
la notion de forme linZaire.

Définition 8.3.9 Une forme linZaire sur un esmoce vectoriel rZel est une appli-
cation linZaire de E dansR.

LOensebie L(E,R) desformeslinZairessur E est un espacevectoriel pour
les lois usuellessur les applications linZaires, intro duites au Chapitre 1, et sa
dimension est Zgale” dlm(E)dlm(R) =dim(E) si E est de dimension bnie. Le
produit f g de deux formeslinZaires f et g sur E est dZPnipour x € E par la
formule

(f9)(x) = f (x)g(x).
RemarquonsquOunsommepPniede produits de formeslinZairessur E dZpnit

une forme quadratique sur E, voir IQexercie 3.
LOalgorithmede Gaussest basZsur les obsenations suivantes.

Proposition 8.3.10 Soient f4,...,f,, des formes linZaires linZairement indZ-
pendantessur un esmce vectoriel E, et soit (a; ;).#i+» une famille de nombres

~ 1#j#i
rzels. On pose,

q= a; ;T if ;.
1#i#n
1# j# i

(i) Siagyr = a,; = 0, etsia,; Z 0, avee | > k, posonsg; = w

g = M, g; = fypour 1 <i <n,i#Kk,i#l Alors les formes linZaires
i, On sont linZairement indZpendantes, et on a
!
q= bi;8:9;.

1#i#n
14 j# i

ave b ; €R pour1<i<n bkk= -Lb,;=1
(i) Siagi Z 0, posons) =

\akk|’

& )
@ ) ! !
he = |age|fr+ 47( ayf; + a; pfit

&k 1<i<k k<i<n
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h, = f, pour 1<i <n,i # k. Alors lesformes linZaires hy, ..., h,, sont linZaire-
ment indZpendantes, et on a

q= c; ;hihj,
1# i#n
1 #i

ave ¢ ; e R pour 1 <i<n, Cr=),C;=Cjp=0pourl<ic<Kkkc
j <n.

DZmonstration : (i) Comme ax; 7 0 les espacesvectoriels engendrZspar
{f1. T} et {ge, )} coincidert, donc IOespaceectoriel engendrZpar la famille
{01, ..., 9, } estdedimensionn, cequi montre que cette famille estlibre. Le fait

queby, = 1etqueb,; = —1rZsultedu fait que a, » = a;; = 0 et de I0idetitZ
= >2 = 2
fr+ ag,f fr—ag,f
912 _913 = oL Zk’l O zk’l L= ay, f 1fi.

(ii) 1l estclair quef ; appartient ~ IOespaceectoriel engendrZpar {hy, ...,h,,} =
{hx}U{f;}1#:+ », CEQUI Ertraine de meme queplus haut quela famille {h, ..., h,,}
gk
est libre. Le fait quec,, = ) etqueb,; = b, = Opour 1 <i< kk<j<n
provient de I0idetitZ

& ) 2
! ! )(! !

2 _\R2
ag pf i+ ag ;fpf it a; ifpfi = )hk_4|a | ag,f; + a; pfit
1<i<k k<i<n Rkl 1<ick k<i<n

&

Soit E un espacevectoriel rZelde dimensionn > 1, soit B = {e1,...,e,} une
basedeE et pour 1 <i <n soitef la formelinZaire sur E qui ~ x € E assaiesa
i coordonnZedans la baseB. Alors B* := {e€;, ...,/ } estune basede L(E,R),
appelZebase duale de la baseB. Si By et B; sort deux basesde E, on a alors
un lien simple ertre les matrices de passagePg, 5, et Ps, .5, = PB_'ll,B'O'

Proposition 8.3.11 Soit E un esmce vectoriel rZel de dimension bnien > 1,
soient By et B; deuxbasesde E, et soient B; et B; lesbasesduales asswiZzes”
Bp et B1. On a alors

Ps, 5, =" Ps,5, =" Pg g, (8.15)

19

DZmonstration : Soit x € E. On a, en posart By = {ey,....e,},B1 =
{f1, .. Fn},
X = e;(x)e; = fI()F;.
5=1 =1
Donc si on note X ¢ la matrice unicolonne formZedescoordonnZesde x dans
la base By et X1 la matrice unicolonne formZe des coordonnZesde x dans la
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base By, il rZsulte de la Proposition 2.3.2 du Chapitr e 2 que IOona, en posart
PBO,B1 = (pi,j)llgjizgy

Y RN
e;(x) f1(x)
B: X(): PBO,lelz PBo,Bl: . 9
€, (x) f 2 (x)
On voit donc que e = ;”:1 pi;f 7, etla i ligne de Pg, 55, est formZedes

coordonnZesde €} dansla baseB;. Par consZquett Pg 5 ="' Pp, 5, =" PB_ll’BO.

&

ConsidZronsde nouveau une forme quadratique ¢ sur un espacevectoriel rZel
E dedimensionbnien > 1. Si(g; ;)1 » €Stla matrice reprZsertant g dansune
1#j#n
baseB, la formule 8.8 prend la forme
!
q= G, € €},
1#i#n
1#j#n

et on voit quOemppliquant successiemert au plus 2n fois la proposition, on

obtient une base {f,...,f,,} de L(E,R) et une famille ), ...,),, de rZelstelles
que IOorait

In
q= )2
=1
avec); € {—1,0,1} pour 1 <i <n.
Soit A= {ie{l,..,n}|); =1} soitB = {i € {1,..,n}|); = =1}, soitale
nombre dOZizents de A et soit b le nombre dOZIZmés de B. Alors la signature
de g est Zgale™ (a,b). On aen elet le rZsutat suivant.

Proposition 8.3.12 Soit E un esmce vectoriel rZel de dimension bnien > 1,
soit B := {ey,...,e,} unebasedeE, etsoit 7 = {f4,...,f,,} unebasedeL(E,R).
Alors il existe pour 1 <i < n un unique ZZmentu; de E tel que |Oonait

fi(u)=1 f;(u)=0 pour1<j <n,j#i

etU := {uy,....,u, } estune basede E vZribant/* = F.
De plussiq= );f 2, la matrice Mg reprZsentantq dans la basel{ est
la matrice diagonak (d; ;) 1« i« n vZripantd; ; = ); pour 1 <i <n.

1#j#n

DZmonstration : PosonsP := Py AP 1=0Q=(0,)wisn, etpourl<i <
" 1#j#n

n posonsu; = ;.L:l G,;€. SiU = {us,...,u,}, alorsPgy = Q= P~1 qui est
inversible, donc i/ estune basede E, etonaPg ;v = Q1= P = Pg £, donc
U* = F.DOautrepart six € E, alorsx = 7, uj(x)u; = 7 f;(x)uy, donc

u; estlOuniquex € E tel quef,(u;) =1, f;(u;)=0 pour1<j <n,j#i
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Soit D = (d; ;)40 la matrice diagonale vZribart d;; =1pourl<i<n.

" Wj#nn
Onagqg= ;?:1 )jsz = ;?:1 )juf. Il rZsulte alors de la Proposition 8.3.3 que
la matrice M[q,U] reprZsemant q dansla baself estZgale” D. &

Exemple 8.3.13 Calcul dela signature dela forme quadmtiqueq: (x, Y, z) —
Xy + yz + zx par la mZthale de Gauss.

Tty

On estdansle secondcasde la propostion 8.3.8et on posef (x,y,z) = %%,

r—

g(x,y,z) = %7%. on obtient

ax, y) = £2(x, y) — g?(x, y) + 4zf (x, y).

On estalors dansle premier casdela propqsition 8.3.8eton pogeh(x, y,2) =
f(x,y)+ 2z,1(x,y,2) = 2z, et on obtient la dZcompsition cherchZe

q: h2_g2_|21

avech(x,y,z) = ¥ + 2z, h(x,y,z) = 23 — 27, 1(x,y,2) = 2z

On sait dOapresla proposition 8.2.9 que les formes linZaires h, k et | sort
linZairemert indZpendartes (ceci peut aussise vZribertres facilemert directe-
ment) et il rZsultealors du thZoreme 8.3.8que la signature de g est Zgale™ (1, 2).
En particulier la forme quadratique q est de rang 3.

8.4 Matri ces dZPnies positi ves

On va maintenant sOitZresser’ un type particulier de matrices symZtriques.

Proposition 8.4.1 SoientA € M, (R) une matrice symZtrique.Alors lescondi-
tions suivantessont Zuivalentes.

(i) LOapptation #4 : (X,Y) —* X AY estun produit salaire sur R".

(i) *™XAX > 0 pour tout X € R™\ {0}.

(iii) Touteslesvaleurs propres de A sont strictement positives.

(iv) La signature de la forme quadmtique g4 : X —* X AX est Zgale "
(n, 0).

Dans ce cas on dit quela matrice A est une matrice définie positive.

DZmonstration : On sait que #,4 est une forme bilinZaire symZtrique sur R",
que toutes les valeurs propres de A sort rZelles, et quQilexiste une matrice
orthogonale P telle que ‘PAP = P ~1AP soit diagonale. Comme IQapplication
X —t X AX estla forme quadratique ass@iZe” # 4, (i) et (ii) sort Zquivalerts.
Comme la matrice ‘PAP est senblable ~ A, il rZailte de la dZPnition de la
signature dOundorme quadratique que (iii ) et (iv) sort Zquivalerts.
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oy ! ,
X4 X1
Posonsmaintenant X’ = - . B = PX pour X = - . B € R". LOapplica-
L Xn Xn 5
tion X —— X’ estune isomZtrie de R™ sur lui-meme, etsi!4,...,!, dZsignen

lesvaleurs propresde A, on a, pour X € R,

!TL
#4(X,X) = Ix'?
=1

et on voit que #4(X,X) > 0 pour tout X # 0 si et seulemet si toutes les
valeurs propres de A sort strictement positives. &

On va maintenant introduire la décomposition de Cholesky dOunema-
trice dZbnie positive, fort utile en Analyse numZrique. Rappelons quOondit
guOunematrice carrZe A = (&; ;)14 €st triangulaire surieure si a; ; = 0

1#j#n

pour i > j. On dit de meme quOunenatrice carrZeA = (a,5) 1414 n €St triangu-

1#j#n

laire infZrieure sia; ; = O pour i < j.

Théoréme 8.4.2 (dZcomposition de Cholesky)
Toute matrice dZPniepositive A € M,,(R) peut sOdtir e sousla forme

A='TT,

o* T = (t;;) estune matrice triangulaire sufZrieure telle quet; ; > 0 pour
1<i<n.

RZiproquementsi S € M,,(R) est une matrice triangulaire dont tous les
termes diagonaux sont non nuls, ou plus gZnZalementsi S € M,,(R) estin-
versible, alors *SS et S'S sont dZbniespositives.

DZmonstration : Supposonsque A est dZPniepositive, et posons,pour X &
R"”,

g(X) =t X AX.

Soiert f 1, ..., f,, desformeslinZaireslinZairemert indZpendartes sur R™ telles
que

q= b it 5.
1#i#n
14 # i

On avu " la proposition 3.8.9 quQilexiste une basel/ = {us, ...,u, } de R" telle
quef; = u pour 1 <i <n.Donch;>0pourl<i<n.
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On se propose de construire par rZcurrencesur k deux familles (tij)ieiews
i#j#n

avect;; > O pour 1 < i <K, et (S;;x)e«n telles que IQonait, pour X =
k<j #n
’ Xl

- .geR”,

Xn

& ) 2
Ik In !
q(X): ( ti’ij+ + Si,j,kxixj-
=1 Jj=1 k<i #n
" k<j #n
Ffosonsfi(x) = ;.’:1 t; X5, €(X) = x; pour 1 < i < n, et posons,pour
k<i<n, I
Oix = Si j k€ €]
k<j<n

Il estclair gquecommeay 1 > Oonpeut construire f 1 et (s; j1)2<i j<n vZribart les
conditions ci-dessus,et que la famille {f1,0,.1,...,9,,1} estlibre. On construit
alors par rZcurrencebnie sur k les formes linZairesf, ..., fj, et gus1 Ky oo Onke
en appliquant la construction de la proposition 8-3-10 (i), et il rZsulte bien
de la proposition 8.3.10quO"chaque Ztape la famille {f1,...,f 1, kst k- Gnk}
est libre. Il rZsulte alors de la proposition 8.3.12 quQilexiste u, € R™ tel que
Ok+1 k(Ug) = Letfi(ug) = 0= gjx(ug) pour 1 <i <k, k+2<j <n.Donc
Skl k41 & = Q(ux) > 0, et la proposition 8.3.8 (i) permet de passer#OZtap
suivante sik < n — 1. La famille {f,,....,f,} estdoncune basede L(R",R), et
ona

— 2
a= 12,
j=1
f,= t17leI + t17ze§ + t1738§ + ... + t17ne;,
fo= tZ,Z%* + t273%* + ...t t27ne;§,
fn = tn,ne:-

Autrement dit sion poset; ; = Opourl <j < i, 1 <i <n,onvoit queT est
triangulaire supZrieure,que lestermesdiagonauxde T sort strictement positifs
et que IOoma

!
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[eI P e:L]tT: [fl - fn]a
| ' fl/ ’ eI/
q: . szz[fl . . . fn]- ' gz[ei . . . e;kL]tTT? . 9
j:l ) -*
I e

Autrement dit on a, pour X € R",

q(X) =t X (‘'TT)X =! X AX.

CommeA et *TT sort symZtriques,ona A =* TT, ce qui donne la dZcom-
position cherchZe.

Soit maintenant M € M,,(R) une matrice inversible. On a, pour X € R™\
{0}, puisqueM X # 0,

XCMM)X =" (MX)MX = [MX]2> 0,

etil rZsultedela proposition 8.4.2 quela matrice symZtrique*M M estdZbnie

positive.
)
, /
2 11
Exemple 8.4.3 DZcomposition de Choleskyde la matriceA= -1 2 11
11 2

On considere la forme quadratique q(X, y, z) = 2(X?+ y2+ z2+ xy + yz+ zx),
~ laquelle on applique IQalgorithmede Gauss (il est inutile de vZriber que la
matrice symZtrique en question est dZmnie positive car IQalgorithmeaboutira si
et seulerrert si elle I0est).

= Y, Zyv Y 27 2 2
q(X,y,Z)—Z(X+ 2+ 2) 2 2 yz + 2y + 27 +2yZ
5 6 2 2 5 6 5 6 2 2
y z°2 3y 3z y z°2 3 z°2 z¢ 3z
=2 x+ 2+ +2 4+ 4yz=2 x+ 2+ +Z y+ S 4T
X373 g TYETEeXT ST T3 ¥T3 T
5 6, 5 6,
y z 3 z 4,
= + 242 +Z y+ o4
2xtoty T ¥tz t3?
= > 7Q— 8, = >
s e L2, 8,z =z
V2 V2 2% T A

On obtient alors
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; /, 1 1/
211 V2@ V2 @ v
- 1 3
12 11="7 5% 3 90 3%9.
VZ V6 V3 7

La dZcompsition de Cholesky est tres intZressate pour les calculs electif s
de solutions de systemes linZairesde n Zquations™ n variables. En elet si A
M,,(R) estdZmie positive, et siA =* MM estune dZcommsition de Cholesky
de A, alors Ztart donnZY € R™, pour rZsoudrele systsme linZaire AX = Y on
rZsoutsuccessiemert lessystemes‘M Z = Y etM X = Z, cequi estZconomique
au niveau des calculs puisque ces deux systemes sort ass@iZs~ des matrices
triangulaires.

8.5 Appl ications aux coniques et quadri ques

On va maintenant sOit¥resseraux applications de 10Ztudedes matrices sy-
mZtriques #agZomZtrie.On va intro duire les notions suivantes.

Définition 8.5.1 (i) Soit P le plan a! ne eucidien usuel rapportZ ~ un repre
orthonormZ (0,4, j ). On appelle coniquesles courbes de P qui ont une Zguation
de la forme

ax?+ bxy+ cy?* + dx + ey+ f = 0,

o* (a,b,c) # (0,0,0).

(i) Soit £ 10esmce a! ne eucldien usuel rapportZ ~ un repre orthonormZ
(0,4,§,k). On appelle quadriquesles surfaces de P qui ont une Zguation de la
forme

ax’>+ by’ + cZ2+ dxy + eyz+ fzx + gx + hy + kz+ | = 0,

ave (a,b,c,d, e, f) # (0,0,0,0,0,0).

Onrappellequesi f : R™ — R estunefonction den variables, la dZrivZepar-
tielle 8f (U) enU = (ug,...,u,) pour 1 <j < n estquand elle existe la dZrivZe

enu; delafonct|oan—>f(u1,.. Uj_1, X, Ujs1, ..., Up). ON denitdem-me par
rZcurrencequand ellesexistert les dZrivZespartielles successives By B 8z. (V).
On sait en parti culier que sif admet desdZrivZespartielles dOordréZ cortm ues,

alors 52 afm,» = ij 4-pour 1 <i <n,1<j <n,cequisevZribefacilemert
directemert dansle casdespolyn™mesOn introduit alors le gradiert
G H
VW) = () ()
— / X1 ) ey / X, f

ainsi que la hessienne
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Hesqf )(U) = ’

(U 1
Ixa 377

qui est toujours une matrice symZtrique quand f admet des dZrivZespar-
tielles dOordre< 2 cortinues.
ConsidZronsmaintenant une fonction polyn™mialg de n variables de degrZ

infZrieurou Zgal® 2 par rapport Iéensepie desvariables.Alors f estla somme
L X1

dOuneforme quadratique q : X = - . E —t XAX, 00 A = (&;)isisn €
. 1# j# n
od ~ Xnv
M, (R) est symZtrique, dOune‘orme/ linZaire | : X — bix1 + ...+ b,x,, =<
" by

x,b>= X'B =t BX, 00 B := - . g € R", et dOuneconstarte ¢ € R. On a
b,

danscecasuneversiontres simpledela formule de Taylor en plusieurs variables.
Proposition 8.5.2 Soit f : X —— XA!X + X !B + ¢, avee A € M,(R) symZ-
trique, B € R™, ¢ € R un polyn™male n variables de degrZ infZrieur os Zgal
2. On a alors, pour U = (ug,...,u,) etH = (hy,...,h,) e R",

f(U+ H)=c+ H'B+ 2HA'U + HA'H

HHesyf )(U)‘H

= f(U)+ < H,V(f)(U) > + -

(8.16)

DZmonstration : Comme A est symZtrique, on a UA'H =! (UA'H) =
H!A'U = HA'U, et on obtient,

f(U+H) = c+(U+H)'B+(U+H)AY(U+H) = c+U'B+H'B+UA'U+HA'U+ UA'H+HA'H

=f(U)+ HB+ 2HA'U+ HA'H.
DOautrepart en posart A = (8,)141#n, B = (by,...,b,), on obtient
1# j#n

| n |
f(X1,.0nXp) = CH+ X;b; + & ;XX
=1 1# i#n
W#j#n
Dans la sommecirdessusja sommedestermesfaisart intervenir x; est Zgale
" xb + am»xf + 2X; 1540 @,5X;. On obtient, pour 1 <i <n
j %i

/f ! In

/X,(Xl""’xn) = b+ 2a;,;x; + 2 a;X; = b+ 2x; @ X,
v W]#n j=1

j %i
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Onaalors, pour 1<i<n,1<j <n,
/%
NN

Donc V(f )(U) = B + 2AU = B + 2'AU, Hesqf )(U) = 2A, cequi acheve la
dZmonstration. &

X1y, Xp) = 28 ;.

On va maintenant serestreindre aux dimensions?2 et 3, qui sort les seules
o+ on disposedOunevision concrste gZomZtrique.Les notations Ztart les memes
que plus haut, la forme quadratique sur R? assaiZe” une coniqueC dOZquation
XA!X + X!B + ¢c= 0 estla forme quadratique g¢ : X —— X A*X. De meme la
forme quadratique qg ass@iZe” une quadrique Q dOZquatioiX A*X + X tB+c =
0 est la forme quadratique go : X —— X A!X. Cesformes quadratiques sort
bien entendu dZbnies™ une constarte multiplicativ e rZelle non nulle pres, et
cette constarte nOalectepas leur rang. Rappelons quondit que U € R est
un point critique dOuneapplication f : R” — R sif possededes dZrivZes
partielles dOordrel en U, et si V(f )(U) = (0, ..., 0).

Proposition 8.5.3 Soit f un polyn™mede degrZ 2 sur R™ avec n € {2,3}, et
soit S la conique dOguation f (X) = 0 dansle plan ou la quadrique dOguation
f (X) = 0danslOespe a! ne eucldien rapportZs” un repre orthonormZ. Alors
tout point critique de f estun centre de symZtrie pour S.

DZmonstration : On electue une translation desaxesenremplasant |Qorigine
du repere par U. On af (X) = q(X)+ I(X)+ c, 0 gestuneforme quadratique
sur R™, | une forme linZaire sur R™ et ¢ un rZel. Posonsg(X) = f(U + X).
LOZquatiorde S dans le nouveau repere deviert g(X) = 0, et on a, dOapreda
proposition, pour X € R™,

g(X) = f(U+ X)=f(U)+ < X,V(f)(U)>+q(X) = f(U) + q(X).

En particulier g(X) = g(—X) pour X € R™, ce qui montre que U est un
certre de symZtrie pour S. &

On peut Zcrire IOZquatiordOuneconique ou dOunequadrique sousla forme
XA'X + X*B + c= 0, avecA € M,(R), symZtrique,B € R", ce R, n= 2
oun = 3. Sion posef (X) = XA!X + X !B + c, lespoints critiques U def sort
donnZspar 10Zquation

2A'U +'B = 0, (8.17)

qui a touj ours une solution unique U= —££— si A estinversible.

DOautrepart commeA est symZtrique, il eX|ste une matrice orthogonale P
telle que '‘PAP = P~'AP soit diagonale. Ceci permet de construire un re-
pere orthonormal dans lequel la forme quadratique assaiZe#DZquatiorde f est
reprZsetZe par une matrice diagonale.

Cesdeux obsenations permettent de parvenir © une classibcationcomplste
desconiques.
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Théoréme 8.5.4 Dansleplana! ne eucldien rapportZ”~ un repre orthonormZ
(0,4, ), soit C une conique dOguation

f(X):= XA'X + X'B + c= 0,

avee A € My(R?) # 0), symZtrique,B € R?, c € R, soient!; et!, lesdeux
valeurs pggpres de A rZ[Ztks si nZcessaile sebn leurs ordres de ryltiplicity,
|

PLi PL2 ne matrice orthogonak telle que P AP = 1 0
P21 P22 o !,
etsoit u= py1i+ P21j, V= P12l + P2oj.
N (1) Sidet(A) = 111, > 0, alors f admet un unique point critique U, et
IOgquation de C dansle repre (U, u, V) estde la forme

!1X2+!2y2:d, .

ce qui donne 3 possibilitZs

soit P =

d=0, et C={U}. (8.18)
d # Oest de signe opposZ” celui de!, etC = 0 (8.19)
d # 0 est de meme signe que! ; et Cest une ellipse (8.20)

(2) Si det(A) = 111, < 0, alors f admet un unique point critique U, et
IGquation de C dansle repre (U, u,v) estde la forme
!1X2+ !2y2: d,
ce qui donne 2 possibiitZs
d= 0, et C estlarZunion de deuxdroites (8.21)
d# 0, etC estune hyperhole. (8.22)

(3) Sidet(A) = 1,1, =0, alors on peut supmserque!; > Oet!, = 0, et
IO4uation de C dansle repre (0, u,v) estde la forme

lix2+ mx+ny+d=0,

ce qui donne quatre possibiitZs

n % 0, et C estune paralole (8.23)

n=0 m?2—4,d<0, etC=0 (8.24)

n=0, m?—4l,d> 0, etCestlarZunion de deuxdroites parallles (8.25)

n=0 m?—4l,d= 0, etC estune droite (8.26)
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En ce qui concerneles quadriques, la situation est un peu plus compliquZe,
mais on obtient aussiune classibcationcomplste.

Théoréme 8.5.5 Dans |Oespe a! ne euclidien rapportZ ~ un repre ortho-
normZ (0,4, i , k), soit Q une quadrique dOguation
f(X):= XAX + X'B+c=0,

avee A € M3(R) # 0, symZtrique,B € R3, c € R, soient!, !, et!3 les
trois valeurs propres de A, rZ[/tes si nZessaite sebn leurs ordres de multipli-

. P11 P12 P13
CitZ, soit P = - pr1 P22 P23 1 une matrice orthogonak telle que P AP =
;) Ps1 P32 Psgs

I, 0 O
0 !, 01 etsoitu= pysi+ paaj + pask, v = proi + p2of + pazk,
0O 0 !3

W= pr3i+ P23j + P3sk.

(1) Sidet(A) # 0, et si lestrois valeurs propres de A sont de meme signe,
alors f possde un unique point critique U, et IO4uation de Q dans le repre
(U,u,v,w) estdelaforme

Lix2+ 1ox2+ 1322+ d= 0.
Dans ce cas on a 3 possibiltZs

d=0etQ= {U} (8.27)

d # 0, etd et lesvaleurs propres de A sont de meme signe, et dansce casQ = ()
(8.28)

d# 0, etdet lesvaleurs propres de A sont de meme signe, et dans ce cas Q est un ellipsoide
(8.29)
(2) Sidet(A) # 0, et si lesvaleurs propresde A ne sont pas de meme signe,
alors f poss«de un unique point critique U, et on peut supmser que!; > 0,
1,>0,!3< 0, et IOguation de Q dansle repre (U, u,v,w) estde la forme

Lix2+ 1,x%+ 1522+ d= 0.
Dans ce cas on a 3 possibiitZs

d= 0,et Q estun c™nede sommetU (8.30)

d > 0 et dansce cas Qest un hyperboloide elliptique ~ deux nappes (8.31)
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d < 0 et dansce cas Qestun hyperholoide elliptique ~ une nappe (8.32)

(3) Si det(A) = 0, A est derang 2, et dans ce cas on peut supmser que
I 3= 0. Dans ce cas IOguation de Q dansle repre (0,u,v,w) estde la forme

Lix2+ 1,2+ cx+ dy+ ez+f =0,
Dans ce cas si U estle point de coordonnZes(—ﬁ, —&, 0) danslerepre
(0,u,v, k), IO4uation de Q dans (U, u,v, k) estde la forme

Lix2+ 1,y2+ ez+ g= 0,

aveeg=f — & — %, et dans ce cas on a les possibiitZs suivantes
I112>0 e=9g=0, et Q= {U}. (8.33)
!1!2>0,e:0,g!1> O,etQ:(Z). (834)

I11,>0,e=0,g'1 < 0,et @ estun cylindre~ base elliptique. (8.35)

I11,<0,e=g= 0,et Q estlarZunion de deux plans non parallsles. (8.36)

I11,> 0,e# 0,et Q estun paratoloide elliptique (8.37)

1112 < 0,eZ 0,et Q estun paratoloide hypertolique (8.38)
Si la matrice A estderang 1, on peut supmserque!; > 0,!,=13=0, et
dans ce cas |Oguation de Q dansle repre (0,u,v,w) estde la forme
1x2+ bx+ cy+ dz+ e= 0.
En notant U le point de coordonnZs (—ﬁ,o, 0) dans le repre (0,u,v,w),
IO4uation de Q dansle repre (U, u,v,w) devient
Lix2+ cy+ dz+f =0, (%)
ave f = e— %.
On a alors les possibiitZs suivantes

c=d=0f >0, et Q= 0. (8.39)

c=d=0,f =0, et Q estun plan. (8.40)
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c=d=0,f <0, et Q estlarZunion de deux plans parallsles (8.41)

Reste la situation o (c,d) # (0,0). Dans ce cas si on poser := /c? + d?,
vi = v+ dw, w; = —4y+ Sw, IO4uation de Q dans le repre orthonormZ
(U, u, vy, wq) devient

Lax2+ry+f =0,
et si on note V le point de coordonnzs (0, —{, 0) dansle repre orthonormZ
(V,u,vy,w,) devient
l1x2+ry=0.

Donc on a la dernier e possibiitZ suivante

11>0,1,=13=0,(cd) # (0,0) dans |Oguation (*), et dansce casQ estun cylindre ~ base paralolique
(8.42)

8.6 Chapitre 8 sous Mupad

La vZribcationdu fait quOunenatrice symZtrique est ou non dZie positive,
et le calcul de la dZcompsition de Cholesky dOunamatrice dZPniepositive sort
accessiblesau calcul formel. Nous prenonspour exemplela matrice

/

R
wWwhoo1OoO~N O
whooo NN
whoooOo
whH oo
WhBMADDMD
wWwwwww

Apres avoir vZribZau dZpart que A Ztait bien dZPniepositive avec la com-
mandelinalg : :isPosDef(A), Mupad peut calculer exactemer la dZcompsition
de Cholesky de A, avecla commandelinalg : :factorCholeski(A). Par cortre la
tentativ e de calculer lesvaleurs propresde A ( linalg : :eigervalues(A)) ne peut
aboutir car Mupad ne peut Zvidemment pas calculer les racinesdOurpolyn™re
de degrZ6 (la rZponserenvoie simplemert aux racinesdu polyn™mearactZris-
tique).
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M =Dom : Matri x();

Dom::Matrix ()
A =MI[[8,7,6,5,4,3],[7,7,6,5,4,3],[6,6,6,5,4,3],
[5,5,5/5,4,3],[4,4,4,4,4,3],[3,3,3,3,3,3]]);
l'inal g::isPosDef (A);
linal g: :fact:or Chol esky(A)q;)
876543
"776543
33666543§
“555543%
444443
333333
true
: \ >
21, 2 .0 0 0 0 O
Lo (e o 0 0 o
D et (@ (¢ %
Pee @ (b o 0 o
P e (b el (b6 o oé
' (o Ch Ty
Y e e el o6 o %
) A ' (' (
e CIEE (B(E (E(E e 6 (¢

I'inal g:: ei genval ues(A);
)
RootOf 117!X2%" 311X1" 196!X1°+ 1401 X1*" 331X1° + X1° +3, X1
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8.7 TracZ de coniques sous Matl ab

On commencepar sOitZresser” une courbe du type ellipse. On commence
par la courbe dOZquatiorx? + xy + y2 + 2x + y+ 5= 0. Si on posef (x,y) =
x2+ xy + y2+ 2x + y + 5, les points critiques de f sort donnZspar le systeme

F
2X+y+2=0
X+2y+1=0

On rZsout ce systeme sousMatlab, et on voit que le certre de symZtrie est
le point de coordonnzes (0, 1). On reformule cette Zquation sous forme dOune
Zquation du seconddegrZeny, = savoir

y2+ (x+ 1)y+ x?+ 2x+ 5= 0.

On calcule lesracinesde " = (x + 1) — 4(x%2 + 2x + 5). Elles ne sort pas
rZelles,donc " esttoujours nZgatif et la courbe eg vide.

>> A=[[2 1]; [1 2]]

A =
2 1
1 2
>> B=[-2;-1]
B =
-2
-1
>> X=A\B
X =
-1.0000
0.0000
>> p=[1 1]
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>> g=conv(p,p)

q=
1 2 1
>> r=[4,8,20]
ro=
4 8 20

>> roots(g-r)
ans =

-1.0000 + 2.3094i
-1.0000 - 2.3094i

Apbn dOZviterOensebie vide, on considere la courbe dOZquatiornk? + xy +
y?+ 2x+y = 0, qui cortient le point de coordonnZeg0, 0). Il su"t dereprendre
les memes polyn™me et q et de changerr enrl= 4x? + 8x.

>>p =[1 1];
g=conv(p,p);
ri=[4 8 0];
roots(g-rl)

ans =

-2.1547
0.1547

>>x=[-2.1547:0.01: 0.1547];

y=ones(size(x));

z1=-(x+y)/2  +(sqrt((x+y)."2  -4*x. "2 -8*X))/2;
z2=-(x+y)/2 -(sgrt ((x+y)."2 -4*x. 2 -8*X))/2;
plot(x,z1,0g0):

hold on

plot(x,z2,090)
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hold on

axis equal

hold on
x0=o0nes(801);
x1=0*x0;
y1=[-4:0.01:4];
plot(x1,y1)

hold on
x2=[-5.05:0.01:5.05];
y2=ones(size(x2));
y3=0*y2;

plot(x2,y3);
title(Oellipse d equation x"2 +xy +y"2 +2x+y=00);
print -depsc ellipse

On continue entrasant descourbesdOZquatio®x?+ xy —0.129%+ x+y—a =
0. Dans tous les cassi on posef (x,y) = 2x2+ xy —0.12%% + x + y — a, les
points critiques de f sort donnZspar les solutions du systeme

IX+y+1=0
x—0258/+1=0

On rZsout ce systeme sousMatlab.

>> A=[[4 1];[ 1 -0.129]];
>> B=[-1;-1];

>> X=A\B

X =

-0.7447
1.9789

On voit donc que le certre de symZtrie de cescourbesest le point de coor-
donnZes(—0.7447 1.9789) On a sous Matlab

>> 2%( -0.744 7Y"2 + ( -0.7447)* 1.9789 -0.129%(1.9789)"2  -0.7447+ 1.9789
ans =

0.3645
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On voit donc que ceshyperboles dZgZnerent en la rZunion de deux droites
si a est (" peu pres) Zgal~ 0.3645 et dans ce cas les droites obtenues sort les
asymptotes des autres hyperboles. On va donc procZderau tracZ de la courbe
danslescasa= —1,a= 03645 a= 1.

On aboutit ~ une Zquation du seconddegrZpermettant dOobteniry en fonc-
tion de x.

—0.129%% + (x + 1)y + 2x>+ x —a= 0.

On obtient " = (x+ 1)2+ 4(0.129)(2x? + x —a), qui correspnd aux polyn™mes
r1,r2,r3introduits ci-dessousDans les cas

>> p=[1 1];

>> ql=[2 1 1];

>> rl=conv(p,p) +4*0.129*ql
>> roots(rl)

ans =

-0.6191 + 0.6023i
-0.6191 - 0.6023i

>> (2=[2 1 -0.3645]
>> r2=conv(p,p) +4*0.129*q2;
>> roots(r2)

ans =

-0.6191 + 0.1276i
-0.6191 - 0.1276i

>>q3=[2 1 -1];
>> r3=conv(p,p)+4*0.129*q3;
>> roots(r3)

ans =

-1.0000
-0.2382

On voit donc quelOorpeut faire varier x surR sia= —1oua= 0.3645 mais
quOilfaut selimiter = x < —1 oux > —0.2382si a= 1. On procede maintenant
au tracZ descourbes.
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>> x1=[-5:0. 01:5];

yl=ones(size(x1));

z1=-(x1+y1)/2 +(1/2)*sqrt((x1+yl)."2 +4*%(0.129)*(2*x  1.°2 +x1+yl));
ul=-z1/(0.129);

plot(x1,ul,0r0);

hold on

z22=-(x1+y1)/2  -(1 /2)*sqrt((x1+y1).”2 +4*%(0.129)*(2*x  1.22 +x1+yl));
u2=-z2/(0.129);

plot(x1,u2,0r0);

hold on

z2=-(x1+y1)/2 +(1/2)*sqrt((x1+yl)."2 +4*%(0.129)*(2*x 1.22 +x1-(0.3645)*y1));

u2=-z2/(0.129);
plot(x1,u2);
hold on

23=-(x1+y1)/2  -(1 /2)*sqri((x1+y1)."2  +4%(0.129)*(2*x 1.2 +x1-(0.3645)*y1));

u3=-z3/(0.129);

plot(x1,u3);

hold on

x2=[-5:0.01:-1];

y2=o0nes(size(x2));

z22=-(x2+y2)/2  +(1/2)*sqrt((x2+y2)."2 +4*(0.129)*(2*x 2.°2 +x2-y2));
u2=-z2/(0.129);

plot(x2,u2,0g0);

hold on

z3=-(x2+y2)/2  -(1 /2)*sqrt((x2+y2)."2 +4*(0.129)*(2*x 2.°2 +x2-y2));
u3=-z3/(0.129);

plot(x2,u3,0g0);

hold on

x3=[-0.2382:0.01:5];

y3=ones(size(x3));

z4=-(x3+y3)/2  +(1/2)*sqrt((x3+y3).”"2 +4*(0.129)*(2*x  3.22 +x3-y3));
u4=-z4/(0.129);

plot(x3,u4,0g0);

hold on

z5=-(x3+y3)/2 -(1 /2)*sqrt((x3+y3)."2 +4*(0.129)*(2*x  3.22 +x3-y3));
u5=-z5/(0.129);

plot(x3,u5,0g0);

title(OLes courbes d equation 2x"2+xy-0.129y +x+y=a,a=-1,a=0.3645,a=10);
print -depsc hyperboles

On va maintenant illustrer le casdescourbesdu type parabole. On considere
la famille de coniquesdOZquatiorx? + 2xy + y? + ay + b= 0. On va traiter les
casa=0,b=0,a=0,b= -1, a= 1, b= 0. Sion veut exprimer x en fonction
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dey, on obtient une Zquation du seconddegrZ,dont le discriminant vaut

' = 4y* —4y* —day —4b= —4(ay + b).

Le casa = 0 donnelOensebie vide sib> 0. On va vZribernumZriquemen quOon
obtient une droite sib= 0, et la rZunion de deux droites paralleles sib< 0 (pour
nousdansle casos b= —1). Lecasa= 1,b= 0donne" > 0poury< 0, et on
va faire apparaitre une parabole.

>> y=[-5:0,01:5 |;

x1=-y +sqrt(y., 2-y."2);

X2=-y -sqrt(y.® 2-y.”2);
plot(x1.y);

hold on

plot(x2,y);

u=ones(size(y));
x3=-y+sqrt(y."2-(y. "2-u));
plot(x3,y,0r0);

hold on

x4=-y-sqrt(y.”2-(y. N2-U));
plot(x4,y,0r0);

hold on

y1=[-5:0.01:0];
x5=-yl+sqrt(yl.”2  -(yl./2+yl));
x6=-yl-sqrt(yl.*2  -(yl."2+yl));
plot(x5,y1,0g0);

hold on

plot(x6,y1,0g0);tit  le(OLes courbes d equation x"2 +2xy +y*2 +ay +b=0 pour a=b=0, a=0, |
print -depsc parabole

>> axis equal
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8.8 TracZ de quadri ques sous Matl ab

On sOitYresseaux quadriques dont I0Zquatiordans IOespaceuclidien usud
rapportZ > un repere orthonormZ (0,1, j , k) estde la forme x? + y? + z% + xy +
yz+ zx+ d= 0.

On rentre sousMatlab la matrice A assaiZe” la forme quadratiqueq(x, y, z) =
X2+ y2+ 72+ Xy + yz + zx.

>> A=[1 0.5 0.505 105 ; 0.505 1]
A =
1.0000 0.5000 0.5000

0.5000 1.0000 0.5000
0.5000 0.5000 1.0000

On cherche maintenant sous Matlab une matrice orthogonale Q telle que
D = QAQ ! soit diagonale.On commencepar diagonaliserA.

>> [P,D]=eig(A )

P =
0.7309 0.3639 0.5774
-0.0503 -0.8149  0.5774
-0.6806 04511 05774
D=
0.5000 0 0
0 0.5000 0
0 0 2.0000

On calcule P %! P

>> P*PO
ans =
1.0000 0.0000 0.0000

0.0000 1.0000 -0.0000
0.0000 -0.0000 1.0000
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et on constate avec joie que Matlab a donnZdirectemert une matrice ortho-
gonaleP. On vZribeque P « D x P! est bien Zgale™ A.

>> P*D*PA(-1)
ans =
1.0000 05000  0.5000

0.5000 1.0000 0.5000
0.5000 0.5000 1.0000

Posonsu = 0.7309 — 0.0503 — 0.680€&, v = 0.3639 — 0.8149 + 0.451k,
w = 0.5774 + 0.5774 + 0.5774X.
La matrice reprZsemant la forme g dans la baseorthonormale B = {i, j,k}

05 0 0
estZgale” tPAP = P1AP =D=- 0 05 01.LOZquationela quadrique
0 0o 2

dansle repere (0,4, j,K) estdonc

X2 y/2
=+ - -27%+d=0
2 2

que IOorrZZcrit sousla forme

x?+y? 477 = —2d.

Il est clair que ICN)onobtivent If)ense~b1e vide pour d > 0, le point O pour
d = 0, et un ellipsoide de rZwolution dOaxedz’ pour d < 0. On va reprZseter
graphiquemert la surface obtenue dans le repere initial (0,4, j,k) en utilisant
une paramZtrisation par coordonnZessphZriquesdansle casos d = —2.163 On
obtient

x' = \/4.326cos,cost,y’ = /4.326sin, cos#,z’ = Y43 sin#, avec0 <, <

NERN|

2, -7 <# < 7. Cecidonne, compte tenu du fait que |Oona
1 / 1 I/
X X
. yl =P. y/ 1 ,
z z
2
3 x = 0.730%’ + 0.3639%' + 0.5774&’
4 Y= —0.050’ — 0.8149' + 0.5774’
= —0.6806«' + 0.451Y’ + 0.5774&'
On obtient

x = 0.7309/4.326cos,cos#+ 0.3639¥%328sin, cos#+ 0.5774v%328sin#
y = —0.0503,/4.326c0s,cos# — 0.8149/4.326sin, cos#+ 0.5774¥%32sin#
z = —0.6806,/4.326cos,cos#+ 0.4511/4.326sin, cos#+ 0.5774v4328sin#
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On procede maintenant " la visualisation de IQellipsoidedans le casoe d =
—2.163

>> [theta, phi]= meshgrid (-pi:pi/100:pi);

x= 0.7309*sqrt(4 .326)*cos(theta).* cos(phi/2) +0.3639 *sqrt(4.326/  2)*sin(theta).*
y=-0.0503*sqrt(4.3 26)*cos(theta).* cos(phi/2) -0.8149*sqrt(4.326)*sin(the ta ).*cos(f
z=-0.6806*sqrt(4.3 26)*cos(theta).* cos(phi/2) +0.4511*sqrt(4.326)*si  n(theta)* cos|
plot3(x,y,z)
hold on

title(Oellipsoide d equation x"2+y"2+z°2 +xy +yz +zx -2.163=00);
print -depsc ellipsoide

On va maintenant sOitresser” des quadriques ass@iZes™ une matrice Sy-
mZtrique inversible ayant desvaleurs propres de signe opposZ.0On considsre la
quadrique d®Zquation

Z2+ 2xy + 2yz+ 2zx — 2x + a= 0,

o* a<€ R. On pose

Les coordonnZesxo, Yo, Zo du certre de symZtrie S de la quadrique sort
donnZespar la formule

Ab
yol= -2
Z9
Un calcul direct sousMupad donne xo = —1,y9 = Oetzg = 1. Six',y’, 2

dZsignen les coordonnZesdans (S, 1, j , k) dOurpoint M ayant pour coordonnZes
X,y,z danslerepere (S,i,i,k),onax = x'—1,y = y’, z= z'+ 1. En substituant

dans I0Zquation(on peut sOaidede Mupad), on trouve que I0Zquationde la

quadrique dansle repere (S,1, j,k) estde la forme

2%+ X'y + 2y'7 + 22/x'+ 1+ a= 0.

On introduit sous Matlab la matrice A assaiZe~ la forme quadratique
q(x’,y’,z") = 2% + 2x'y' + 2y’'z' + 2z'x’, et on la diagonalise.

>>A=[[0 11][1 01] [1 11]]
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>>A=[0 1 1;1 0 1,1 1 1]

A =
0 1 1
1 0 1
1 1 1

>> [P,D]=eig(A)

P =
0.7071 0.5000 0.5000
07071 05000  0.5000
-0.0000 -0.7071  0.7071
D=
-1.0000 0 0
0 -04142 0
0 0 2.4142

On voit donc que si on poseu = 0.707% — 0.707},v = 0.5 + 0.5 —
0.707k,w = 0.5 + 0.5/ + 0.707%k, IOZquatiorde la quadrique dans le repere
(S,u,v,w) estdela forme

X2+ —04142(% — 2.414Z° = 1+ a.

On obtient un c™né base elliptique dOag OZ sia = —1, un hyperboloide
elliptique ~ une nappe dOaxedZ si a> —1, un hyperboloide elliptique ~ deux
nappesdOaxdZ sia< —1.

On essaiedOobtenirdirectemert une reprZsemation de la quadrique sous
Matlab enexprimant y enfonction de x et z dansle repere original, danslescas
a= —1(c™ne)a = 0,8 (hyperboloide ~ une nappe), a= —2, 8 (hyperboloide ~
deux nappes).

u=[-4:0.1:2];v=[-2: 0.1:4];

[X,z]=meshgrid(u,v) ;

yl=(-ones(size(x)). *ones(size(z))+2*(x.*ones(size(z)))-2* X.*z-2.2)
J(x.*ones(size(z)) +ones(size(x)).*z);

subplot(221),plot3(  x,y1,2)title(O a=-1,cone ellip tique O);

hold on
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y2=(0.8*ones(size(x)) .*ones(size(z))+2*(x.*ones(size(z)))-2 *X.*2-2./\2)
J(x.*ones(size(z)) +ones(size(x)).*z);

subplot(222),plot3(x, y2,2) title(Oa=0.8,hyperboloide a une nappe O);

hold on

y3=(-2.8*ones(size(x) ).*ones(size(z))+2*(x.*ones(size(z)))- 2*X.*72-2.12)
J(x.*ones(size(z)) +ones(size(x)).*z);

subplot(223),plot3(x,  y3,2)title(Da=-2, hyperboloide a deux nappesO); hold on

print -depsc hyperboloides

8.9 Exercicessur le Chapitre 8

exercice 1

b1 o2 2/
3 3 3
- - _2 1 2
On poseA = -3 3 38,
2 2 _1
3 3 3

de sorte que A est” la fois symZtrique et orthogonale.
1) Trouver une matrice orthogonale P telle que P ~*AP soit diagonale.

2) InterprZter gZon¥triquemert les rZsultats de la question 1 en utilisant
IOexemplé.2.6.

exercice 2

Montrer qge les matrices ortjogonales de M;(R) sog les matrices de la
coq#) —sin(#) _ coq#) sin(#)
sin(#) cog) OUdeRTOMES: = g _cogt)
avec# € R. Montrer que dans le plan euclidien muni dOunébase orthonormzZe
(1,§), Ry reprZseme une rotation vedoreidle dont on prZC|seraIOangIetand|s
que S, reprZsete une symZtrie ortogonale vectorielle dont on prZciseralOaxe.

forme Ry =

exercice 3
Soiert fq,...,fr et g1, ..., g desformeslinZaires sur un egace vectoriel rZel
E, et soiert ay, ...,a; € R. On pose,pour x € E,

Lk
ax) = a;f;(x)g;(x).

=1
Montrer que g est une forme quadratique sur E.
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Chapitre 9

Les tenseurs en Physique (en
prZparation)

9.1 CoordonnZes covariantes et contra vari antes

Dans tout ce chapitre on consicere un espaceeuclidien E de dimension n,
muni dOurproduit scalaire(x,y) — x.y. et rapportZ”~ une basenon nécessai-
rement orthonormale B := {ej,...,en}.

Définition 9.1.1 Soit x € E. Les coordonnées covariantes x1,...,x™ de x
dansla base B sont dZbniespar les formules
x7=x.e j=1,..,n (9.1)
Les coordonnzs usueles x1, ..., X, de x, dZbniespar la formule

In
X = X;€i,
i=1
sont appelZes les coordonnées contravariantes de x dansla base .

Notons quOemotation indicielle (voir le Chapitre 3), les coordonnZescortra-
variantes sort dZpPniespar la formule

X = X;€j (9.2)
On rappelle quesi B := {eq,....,e,} et B’ := {e},...,e, } sort deux basesde
E, la matrice de passagede B~ B’ estla matrice Pz = (P; ;)14 dont la j°

1#j#n

colonne est formZedes coordonnZesde e; dansla baseB. Autrement dit on a
e = pije, 1<j<n,

191
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ou plus simplemen, en notation indicielle,

e = pijei. 9.3)

Si on note X consr €t X' contr lES vecteurs colonnesformZs des coordonnZes
cortravariantes de x dans B et B’, on a, dOapredes formules de changemen de
basedu Chapitre 2

Xcontr = Pxéontry
soit, en notation indicielle
X; = pi,jx;- (94)
De meme notons X .., €t X /.o, IesvecteurscolonnqsforstdgscoordonnZes
covariantes de x dans B et B’. On a x"”7 = x.ej’ = X. pi & = pi X"
j=1 i=1

soit, en notation indicielle
X/j = piiji, (95)
ce qui correspond ~ la formule matricielle

X/ = (PB7B!)txcov-

cov
Soit P’ = P 5 = (P; ;)1#1#+ 1@ matrice de passagede B’ ~ B. On obtient
Y4 j#n
Xéontr
et on retrouve le fait que P’ = P 1,

En adoptant des notations analoguesaux notations ci-dessuspour y € E,
on obtient

= P/Xcontv‘- Xcov = (P/)txl

cov’

In In
X.y = yiX.€ = X'Y;.
=1 =1
Compte tenu du fait que x.y = y.x, on obtient, en notation indicielle

Xy = xy; = x;y°. (9.6)

Définition 9.1.2 La matrice ass@iZe ~ une base B = {ey,...,e,} de E estla
matrice A(B) := (@i )40, 0° @ ; = €.6 pour 1 <i <n,1<j <n.
1#j#n

Ona
& )
In I I '
iz ye = et e = e e = .= g
xX'=xe=0  x;g*.e= xge= ax = a

J=1 J=1 J=1 J=1

On obtient, en notation indicielle
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xt = a; i X; = a5 ;X;, (97)

ce qui correspond ~ la relation matricielle
Xcov = A(B)Xcontr-
Proposition 9.1.3 La matrice A(B) est dZbniepositive.

DZmonstration : Il estclair que A(B) estsymZtrique. Soit! unevaleur propre
de A(B, et soit x un vecteu propre de norme 1 assaiZ" la valeur propre!. On

1= ”X” = Xixi =t Xcovx contr — tx cont'rt(A(B))Xcontr =t XcontrA(B)X contr

7 8

In

— |t — ’ 2
=1'X contrx contr — ! (X L)
=1

Comme [, (x¥)2 > 0, on voit que! > 0, et A(B) estdZPniepostiv e. &
Dans la suite on adopte la notation

A(B)_l = (ai7j)1#i#n = (aj’i)mi#n- (9.8)
Witn

1# j#n

On rappelle que les symboles de Kronecker "; ; sort dZbnispar les formules
"i,j: Osii 7] et"i’j: lsii= ]

Proposition 9.1.4 Soit B = {e1,...,en} une base de E. Il existe alors une
unique base B* = {e},...,e!}, appelZe base duale de la base B, telle que I0on
ait, pour 1 <i <n,1<j <n,

€ .ej* = ije

On a A(B*) = A(B)~L. De plus si X* et X* . dZsignentles matrices
colonnesformZes des coordonnzs covariantes et contravariantes de x € E dans

la base 5*, on a
Xcov = X;omgri Xcontr = X:m;- (99)

DZmonstration : On pourrait dZduire IQexistencele B* de I0existencelOune
baseduale de B dansL (E, R) au sensdu Chapitre 8 (voir la proposition 8.3.11),
mais on va procZderdirectement.

Posonse; = ", a/’ej, B* = {e], ..., €;}. La matrice de passagePs 5 est
Zgale™ la matrice inversible A(B) =, donc B* estune basede E. .
Onae.e = abJeie = L aMee = ., abay, = | altay,.

Il rZsulte alors de la formule 9.8 que IOona bien e e =" LOunicitZde B*
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provient du fait que si ej.x = e.y pour 1 <i <n, alorsx —y € E+ = {0},
doncx = .

Soit maintenant x € E, et soiert X1, ...,X,, les coordonnZescortravariantes
de x dansla baseB. On a, pour 1 <i <n,

& )
!71, !71,
xer =0 xet 6= x;"i;= X
J=1 J=1
DoNC X contr = X 5,. Comme (B*)* = B, on en dZduit que X /... = (X *)*,, =

Xcov- *

9.2 A suivre...

9.3 Exercicessur le Chapitre 9

exercice 1

On munit R* du produit scalaire usuel.
a) VZriber que B = {(-1,1,0,0),(1,1,0,0),(1,1,1,0),(1,1,1,1)} est une
basede R*.

b) CaquIer la matrice de passagede 135 ~ B et la matrice de passagede B~
Bo, By dZsignan la basecanoniquede R*.

c) DZterminer les coordonnZescovariantes et cortravariantes des ZIZmes
de By dansla base5.

d) Meme question avec le vecteur (1, 2, 3,4).
e) DZterminer la matrice A(B) ass@iZe" la baseB.

exercice 2

Soit E un espaceeuclidien de dimensionn > 2, et soit A € M,(R) une
matrice symZtrique dZPniepositive. Existe-tOilune baseB de E pour laquelle la
matrice ass@iZeA(B) est Zgale™ A?

Si oui, cette baseest-elle unique?

exercice 3

Soit E un espaceeuclidien de dimensionn > 2. Pour x € E, on dZPnit
#:E — R par la formule

#(X)(y) = xy WeE.
a)VZriber que #(x) € L(E,R) et que# : E — L(E,R) est une applicaton
linZaire bijective.
b) Voyez-wusun lien ertre les basesdualesdu Chapitre 8 et cellesdu Cha-
pitre 9?
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