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In tro duction

Ce coursdÕalg•brelinŽaire se composede 9 Chapitres. Dans le premier Cha-
pitre on rappelle la dŽÞnition et on donnesansdŽmonstration les rŽsultats clas-
siquessur les espacesvectoriels et les applications linŽaires (thŽor•me de base
incompl•te, thŽor•me de la dimension,etc. . .), avecen annexeune discussionde
la notion dÕapplicationinj ective, surjective, bij ective, illustrŽe par lÕintro duction
desfonctions inversesdesfonctions trigonomŽtriques.

Au Chapitre 2 on intro duit le calcul matriciel et on traite en dŽtail des
formules classiquesconcernant les changements de base.Au Chapitre 3 on rap-
pelle les principales propriŽtŽs des dŽterminants, et on donne en annexe une
intro duction aux notations de la Physique (convention de sommation sur
lÕindicerŽpŽtŽ, etc. . .). Au Chapitre 4 on intro duit le polyn™mecaractŽristique
pA dÕunematrice carrŽeA, et on Žtudie la diagonalisation des matrices et des
endomorphismes.

On dŽmontre directement au Chapitre 5 quepA(A) = 0 (thŽor•me deCayley-
Hamilton) par la mŽthode desdŽterminants, on intro duit le polyn™meminimal
qA dÕunematrice carrŽeA, et on dŽmontre le théorème de décomposition
de Jordan : toute matrice carrŽeA dont le polyn™mecaractŽristiqueest scindŽ
sÕŽcritde mani•re unique sousla forme A = D + N, avec D diagonalisable,N
nilpotente et DN = N D. Un calcul explicite de D et N est obtenu gr‰ceau
thŽor•me chinois pour les polyn™mes.

CesrŽsultats sont appliquŽsau Chapitre 6 ˆ lÕitŽration desmatrices et ˆ la
thŽorie dessyst•mesdi!Žrentiels linŽaires.On prŽsente au Chapitre 7 la thŽorie
des espacesvectoriels euclidiens (pro jections orthogonales,procŽdŽdÕorthogo-
nalisation de Gram-Schmidt), et le Chapitre 8 est consacrŽaux matrices carrŽes
symŽtriqueset orthogonales, avec applications ˆ la GŽomŽtrie.Le dernier Cha-
pitre est consacrŽ̂ la notion de tenseur en Physique.

De m•me que dans le cours dÕalg•bre,on a mis lÕaccent sur la possibilitŽ
de faire descalculs effectifs, et quand cÕŽtaitpossibleon a systŽmatiquement
utilisŽ le logiciel decalcul formel MUPAD. Cecidit lÕe!ectivitŽdescalculstrouve
vite seslimites en alg•bre linŽaire d•s quÕonsÕŽcartede probl•mes relevant de la
mŽthode du pivot de Gauss: lÕimpossibilitŽ de trouver desformules algŽbriques
exactespour rŽsoudreles Žquationsde degrŽsupŽrieur ˆ 4, et la complexitŽ des
formules de Cardan-Tartaglia, font quÕenpratique on sÕoccupe essentiellement
desmatrices carrŽeŝ 3 ligneset 3 colonnesayant −2,−1, 0, 1 ou 2 commevaleur
propre Žvidente.

Aitzin solasa

Algebra linealaren ikastaldi hau bederatzi kapituluz osatua da. Lehen kapi-
tuluan deÞnizioaoroitarazi eta frogapenik gabe espaziobektorialei eta aplikazio
linealei buruzko emaitza klasikoak (oinarri ezosoarenteorema, dimentsioaren
teorema, etab.) emanak dira. Aplik azio inj ektibo, suprajektibo eta bij ektiboen
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nozioak eranskineaneztabaidatuak dira, funtzio trigonometrik oen alderantzizko
funtzioen aurkezpenazilustraturik.

Bigarren kapituluan matrize-kalkulua aurkeztu eta oinarri-aldaketen formula
klasiko batzu xeheki landuak dira. Hirugarren kapituluan, determinanteen pro-
pietate nagusiakoroitaraziak dira, eta eranskineanFisikako idazkeren sarrera
bat egina da (indize errepikatuarekiko batuketaren hitzarmena, etab.). Laugar-
ren kapituluan, A matrize karratuaren pA polinomio karakteristik oa aurkeztua
da, eta matrizeen eta endomorÞsmoen diagonalizazioaikertua.

Boskarren kapituluan pA(A) = 0 (Cayley-Hamiltonen teorema) zuzenean
determinanteen metodoaren bidez frogatua da, A matrize karratu baten qA po-
linomio minimala aurkeztua da, eta Jordan-en deskonposaketa teorema
frogatua : polinomio karakteristik o zatitua duen A matrize karratu oro era ba-
karrean A = D + N forman idazten da, non D diagonalizagarria den, N nilpo-
tentea eta DN = N D. D eta N -ren kalkulu esplizitua polinomioendako teorema
txinoari esker lortua da.

Emaitza hauekmatrizeen iterazioari eta sistemadiferentzial linealen teoriari
aplikatuak zaizkie seigarrenkapituluan. Zazpigarren kapituluan, espaziobekto-
rial euklidearren teoria aurkeztua da (pro jekzio ortogonalak, Gram-Schmidt-en
ortonormalketa prozedura), eta zortzigarren kapitulua matrize karratu simetri-
koei eta ortogonalei buruzkoa da, Geometriarako aplikazioez horniturik. Azken
kapitulu a Fisikako tentsore nozioari eskainia zaio.

Algebra ikastaldian bezala,kalkulu eraginkorrak egiteko aukera azpimar-
ratu da, eta ahal zeneanMUPAD kalkulu formalaren programa sistematikoki
erabili da. Dena den, algebra linealean, Gauss-enezabapen-metodoari dagoz-
kion problemetarik urrunduz gero, kalkulu eraginkortasuna laster bere muge-
tara heltzen da : 4. mailatik gorako ekuazioen ebazteko formula algebraiko ze-
hatzen aurkitzeko ezintasunak, eta Cartan-Tartaglia-ren formulen konplexuta-
sunak, funtsean −2,−1, 0, 1 edo 2 balore propio nabaria duten 3 errenkadako
eta 3 zutabeko matrize karratuez arduratzea ekartzen



Table des mati•res

1 Espaces vectoriels,applications linéaires 1
1.1 IndŽpendancelinŽaire, bases. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1
1.2 ThŽor•me de la dimensionpour la somme dedeux espacesvectoriels 3
1.3 Applications linŽaires. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 4
1.4 ThŽor•me de la dimension pour les applications linŽaires . . . . . 7
1.5 Annexe au Chapitre 1 : Application rŽciproque dÕunebij ection . 10
1.6 Les fonctions Arctg, Arccos et Arcsin . . . . . . . . . . . . . . . . 13
1.7 Chapitre 1 sousMUPAD . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 15
1.8 Exercicessur le Chapitre 1 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 17

2 Matrices, changements de base 21
2.1 Calcul matriciel . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 21
2.2 Matrice associŽeˆ une application linŽaire . . . . . . . . . . . . . 22
2.3 Formule de changement de basepour les coordonnŽesde vecteurs 25
2.4 Formule de changement de basepour les applications linŽaires . . 27
2.5 Chapitre 2 sous MUPAD . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 29
2.6 Exercicessur le Chapitre 2 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 31

3 Déterminants, notations indicielles de la Physique 33
3.1 PropriŽtŽsdesdŽterminants . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 33
3.2 Matrices carrŽesinversibles . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 37
3.3 Formules de Cramer . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 39
3.4 MŽthode du pivot de Gauss . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 40
3.5 DŽterminant dÕunendomorphismeet dÕunefamille de vecteurs . 42
3.6 Rang dÕunematrice . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 43
3.7 Rang dÕunefamille de vecteurs, rang dÕuneapplication linŽaire . 45
3.8 Annexe au Chapitre 3 : Intro duction aux notations indicielles de

la Physique . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 46
3.9 Chapitre 3 sousMUPAD . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 48
3.10 Exercicessur le Chapitre 3 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 54

4 Valeurs propres,vecteurs propres,diagonalisation 59
4.1 Intro duction ˆ la diagonalisation desmatrices . . . . . . . . . . . 59
4.2 Polyn™mecaractŽristique dÕunematrice . . . . . . . . . . . . . . 61

iii



iv TABLE DES MATIéRES

4.3 Matrices semblables . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 62
4.4 Dimension dÕunsous-espacepropre et ordre de multiplicitŽ dÕune

valeur propre . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 63
4.5 Matrices diagonalisables . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 63
4.6 Endomorphismesdiagonalisables . . . . . . . . . . . . . . . . . . 69
4.7 Chapitre 4 sousMUPAD . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 71
4.8 Exercicessur le Chapitre 4 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 78

5 Polynôme minimal, décomposition de Jordan 81
5.1 ThŽor•me de Cayley-Hamilton . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 81
5.2 Polyn™meminimal . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 83
5.3 Nouvelle caractŽrisation desmatrices diagonalisables . . . . . . . 85
5.4 Matrices nilpotentes . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 88
5.5 ThŽor•me de dŽcomposition de Jordan . . . . . . . . . . . . . . . 90
5.6 Un algorithme de calcul rapide pour la dŽcomposition de Jordan 94
5.7 Chapitre 5 sousMupad . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 99
5.8 Exercicessur le Chapitre 5 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 105

6 Itération, systèmes différentiels linéaires 109
6.1 Calcul despuissancesdÕunematrice . . . . . . . . . . . . . . . . 109
6.2 Rappel sur les Žquationsdi!Žrentielles linŽairesdu premier ordre 116
6.3 Syst•mesdi!Žrentiels linŽaireset exponentielles de matric es . . . 118
6.4 Chapitre 6 sousMupad . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 127
6.5 Exercicessur le Chapitre 6 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 130

7 Espaces vectoriels euclidiens 135
7.1 Produit scalaire, inŽgalitŽ de Cauchy-Schwartz . . . . . . . . . . 135
7.2 ProcŽdŽdÕorthonormalisationde Gram-Schmidt . . . . . . . . . . 137
7.3 Projections orthogonales . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 140
7.4 Chapitre 7 sousMupad . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 142
7.5 Exercicessur le Chapitre 7 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 144

8 Matrices symétriques, matrices orthogonales 147
8.1 Matrices symŽtriques . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 147
8.2 Matrices orthogonales . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 149
8.3 Formesquadratiques. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 154
8.4 Matrices dŽÞniespositives . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 163
8.5 Applications aux coniqueset quadriques . . . . . . . . . . . . . . 167
8.6 Chapitre 8 sousMupad . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 173
8.7 TracŽde coniquessousMatlab . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 175
8.8 TracŽde quadriquessousMatlab . . . . . . . . . . . . . . . . . . 184
8.9 Exercicessur le Chapitre 8 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 189



TABLE DES MATIéRES v

9 Les tenseurs en Physique (en préparation) 191
9.1 CoordonnŽescovariantes et contravariantes . . . . . . . . . . . . 191
9.2 A suivre... . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 194
9.3 Exercicessur le Chapitre 9 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 194



vi TABLE DES MATIéRES



Chapitre 1

Espaces
vectoriels,applications
linŽaires

1.1 IndŽp endance linŽaire, bases

Définition 1.1.1 Un espace vectoriel E sur un corps K (on dit aussi un K-
espace vectoriel) est un groupe abŽlien additif muni dÕuneloi de composition
externe (!, x) "−→ !.x de K × E dans E possŽdant les propriŽtŽssuivantes

(i) (! + µ).x = !.x + µ.x ∀x ∈ E,∀! ∈ K ,∀µ ∈ K ,
(ii) !. (µ.x ) = (!µ ).x ∀x ∈ E,∀! ∈ K ,∀µ ∈ K ,
(iii) !. (x + y) = !.x + !.y ∀x ∈ E,∀y ∈ E∀! ∈ K ,
(iv) 1.x = x ∀x ∈ E.

On Žcrira !x au lieu de !.x si aucune confusion nÕest̂ craindre. On a
lÕimportante notion de sous-espace vectoriel.

Définition 1.1.2 On dit quÕunepartie non vide F dÕunK-espace vectoriel E
est un sous-espace vectoriel de E si on a les deux propriŽtŽssuivantes

(i) x + y ∈ F ∀x ∈ F,∀y ∈ F.
(ii) !x ∈ F ∀! ∈ K ∀x ∈ F.

Il est clair que si F est un sous-espacevectoriel de E alors F est lui-m•me
un K -espacevectoriel pour la restriction ˆ F de lÕadditionde E et du produit
dÕunŽlŽment de E par un ŽlŽment de K . De plus pour quÕunepartie non vide
F de E soit un sous-espacevectoriel de E il faut et il su"t que lÕonait :

(1.1) !x + µy ∈ F ∀! ∈ K , ∀µ ∈ K , ∀x ∈ F,∀y ∈ F.

1



2 CHAPITRE 1. ESPACES VECTORIELS,APPLIC ATIONS LINƒAIRES

Une rŽcurrenceimmŽdiate montre que lÕona alors la propriŽtŽ suivante

(1.2)
n!

j=0

! jxj ∈ F ∀n ≥ 1, ∀ x1, . . . , xn ∈ F , ∀ ! 1, . . . , ! n ∈ K .

DÕautrepart il est clair que lÕona la propriŽtŽ suivante

Proposition 1.1.3 Soit (Ei)i∈I une famil le quelconquede sous-espaces vecto-
riels dÕunespace vectoriel E .

Alors ∩i∈IEi est un sous-espace vectoriel de E.

Corollaire 1.1.4 Soit E un espace vectoriel sur un corps K et soit A une
partie non vide de E. Alors lÕintersection de tous les sous-espaces vectoriels de
E contenant A est un sous-espace vectoriel de E contenant A, qui est appelŽ le
sous-espace vectoriel de E engendrŽ par A, et qui est notŽ Vect(A).

Définition 1.1.5 1) On dit quÕunefamil le (e1, . . . , ek) dŽlŽmentsdÕunK-espace
vectoriel E est libre (ou que les vecteurs e1, . . . , ek sont linŽairement indŽpen-
dants) si on a la condition suivante

(1.3) ! 1e1 + . . . ! kek = 0 =⇒ ! i = 0 ∀i ≤ k.

2) On dit quÕunefamil le (e1, . . . , ek) dŽlŽments dÕunK-espace vectoriel E
est gŽnŽratrice si pour tout x ∈ E il existe ! 1, . . . , ! k ∈ K tels que x = ! 1e1 +
. . . + ! kek.

3) On dit quÕunefamil le (e1, . . . , ek) dÕŽlŽmentsdÕunK-espace vectoriel E
est une basede E si elle est ˆ la fois libre et gŽnŽratrice.

On dit quÕunK -espacevectoriel E += {0} estdedimension ÞniesÕilexisteune
famille ÞniedÕŽlŽments de E qui est une basede E. On a le rŽsultat fondamental
suivant.

Théorème 1.1.6 1) Pour quÕunK-espace vectoriel E += {0} soit de dimension
Þnie il faut et il su! t quÕilposs•de une famil le gŽnŽratrice Þnie. Dans ce cas
toutes les basesde E ont le m•me nombre dÕŽlŽments,et ce nombre est appelŽ
la dimension de E.

2) Si dim (E) = n , et si (f 1, . . . , f k) est une famil le gŽnŽratrice dÕŽlŽments
de E alors k ≥ n. Si k = n, alors (f 1, . . . , f k) est une basede E. Si k > n, alors
il existe une suite strictement croissante i 1, . . . , in dÕentiersinfŽrieurs ou Žgaux
ˆ k tels que (f i1 , . . . , f in ) soit une basede E.

3) Si dim (E) = n, et si (e1, . . . , ep) est une famil le libre dÕŽlŽments de
E alors p ≤ n. Si p = n, alors (e1, . . . , ep) est une base de E. Si p < n,
alors il existe une famil le (ep+1 , . . . , en) de n − p ŽlŽments de E telle que
(e1, . . . , ep, ep+1 , . . . , en) soit une basede E("thŽor•me de la base incompl•te").

On dira par convention que lÕespacevectoriel rŽduit ˆ {0} est de dimension
nulle.
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Corollaire 1.1.7 Soit E un espace vectoriel de dimension Þnie, et soit F un
sous espace vectoriel de E. Alors F est de dimension Þnie, et dimF ≤ dimE .
Si on a dim F = dim E, alors E = F.

DŽmonstration : Si F = {0} il nÕya rien ˆ dŽmontrer. Sinon toute famille libre
dÕŽlŽments de F poss•de au plus n ŽlŽments, o• n = dim (E). Soit p le plus
grand entier pour lequel il existe une famille libre (e1, . . . , ep) de p ŽlŽments de
F. On a p ≤ n. Soit x ∈ F. Comme la famille (e1, . . . , ep, x) nÕestpas libre,il
existe une famille (! 1, . . . , ! p+1 ) dÕŽlŽments non tous nuls de K telle que ! 1e1 +
. . . + ! pep + ! p+1 x = 0. On a ! p+1 += 0 , car sinon ! 1, . . . , ! p seraient Žgalement
tous nuls puisque (e1, . . . , ep) est libre. On obtient

x =
p!

j=1

− ! j

! p+1
ej .

Ceci montre que (e1, . . . , ep) est gŽnŽratrice.CÕestdonc une basede F . Donc
F est de dimension Þnie, et dim (F ) = p≤ n = dim (E).

Si dim (F ) = dim (E), soit B une basede F. Alors B est une basede E, donc
E = F. ♣

Exemple 1.1.8 1) Soit K un corps. On munit lÕensemble K n des famil les
(x1, . . . , xn) de n ŽlŽmentsde K desopŽrations suivantes

(x1, . . . , xn) + (y1, . . . , yn) = (x1 + y1, . . . , xn + yn) ∀(x1, . . . , xn) ∈ K n,

∀(y1, . . . , yn) ∈ K n,

! (x1, . . . , xn) = (!x 1, . . . , !x n) ∀! ∈ K , ∀(x1, . . . , xn) ∈ K n.

Posons ei = (" i,j)1≤j≤n pour 1 ≤ i ≤ n. On vŽriÞe facilement que K n est
un K -espace vectoriel de dimension n et que (e1, . . . , en) est une basede K n.

2) Le plan vectoriel du LycŽe est un espace vectoriel rŽel de dimension 2, et
lÕespace vectoriel du LycŽe est un espace vectoriel rŽel de dimension 3.

3) Muni desopŽrations usuelles, C est un espace vectoriel rŽel de dimension
2, et (1, i ) est une basede C.

4) LÕespace K [x] des polyn™messur un corps K est un K -espace vectori el
pour les opŽrations usuelles.Il nÕestpas de dimension Þnie.

5) Pour n ≥ 0, lÕespace K n[x] despolyn™mesde degrŽ infŽrieur ou Žgal ˆ n
ˆ coe! cients dans K est un K -espace vectoriel de dimension n + 1, et la famil le
(1, x, . . . , xn) est une basede K n[x].

1.2 ThŽor•me de la dimension pour la somme de
deux espaces vectori els

Définition 1.2.1 Soient F et G deux sous-espaces vectoriels dÕunespace vec-
toriel E . On poseF + G = {x + y}x∈F,y∈G.
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On a alors le thŽor•me suivant.

Théorème 1.2.2 Soient F et G deuxsous-espacesvectoriels dedimension Þnie
dÕunespace vectoriel E . Alors dim (F + G) = dim (F ) + dim (G) − dim (F ∩G).

On dit que F et G sont en sommedirecte si F ∩G = {0}. Dans ce cas tout
x ∈ F + G sÕecritde mani•re unique sousla forme x = y + z, avec y ∈ F, z ∈ G.
Dans cette situation on Žcrit F ⊕G au lieu de F + G.

Exemple 1.2.3 On consid•re lÕespace vectoriel R2[X ] des polyn™meŝ coe! -
cients rŽels de degrŽ infŽrieur ou Žgal ˆ 2. On poseE = {p ∈ R2[x] | p(2) = 0}
et F = {p ∈ R2[x] | p(1) = p(−1) = 0}. Alors E et F sont deux sous-espaces
vectoriels de R2[x], et R2[x] = E ⊕ F.

En e!et pour p,q ∈ E, !, µ ∈ R on a (!p + µq)(2) = !p (2) + µq(2) = 0, donc
E est un sous-espacevectoriel de R2[x]. De m•me pour p,q ∈ F, !, µ ∈ R on a
(!p + µq)(1) = !p (1) + µq(1) = 0, et (!p + µq)(−1) = !p (−1) + µq(−1) = 0,
donc F est un sous-espacevectoriel de R2[X ].

Soit p ∈ E ∩ F. On a p(−1) = p(1) = p(2) = 0. Comme un polyn™menon
nul de degŽinfŽrieur ou Žgal ˆ 2 poss•de au plus deux racines distinctes, on a
p = 0 et E ∩ F = {0}, et on peut considŽrerla sommedirecte E ⊕ F.

Posonsu = x − 2, v = x(x − 2). On a u ∈ E et v ∈ E. Si ! ∈ R, µ ∈ R, et si
!u + µv = 0 alors (! + µx)(x − 2) = 0, donc ! + µx = 0 et ! = µ = 0. Donc la
famille {u, v} est libre.

Si p ∈ E, alorsp estdivisible par x−2 et il existeq ∈ R[x] tel quep = q(x−2).
On a d◦(q)+ d◦(x−2) = d◦(p) ≤ 2 doncd◦(q) ≤ 1, et q est de la forme q = ! + µx
avec !, µ ∈ R. On a alors p = ! (x − 2) + µx(x − 2) = !u + µv et on voit que
{u, v} est une famille gŽnŽratricede E. Par consŽquent {u, v} est une basede
E et dim (E) = 2.

Posonsw = x2 − 1 ∈ F. Si p ∈ F alors p est divisible par x − 1 et x + 1
qui sont premiers entre eux. DÕapr•sle thŽor•me de Gauss,p est divisible par
(x − 1)(x + 1) = w. On a donc p = qw, avec w ∈ R[x]. On a 2 ≥ d◦(p) =
d◦(q)+ d◦(w) = d◦(q)+ 2 donc d◦(q) = 0 ou q = 0, et le polyn™meq est constant.
Donc p = !w , avec ! ∈ R, et F est le sous-espacevectoriel de dimension 1 de
R2[x] engendrŽpar w.

On a E ⊕ F ⊂ R2[x], et dim (E ⊕ F ) = dim (E + F ) = dim (E) + dim (F ) −
dim (E ∩ F ) = dim (E) + dim (F ) = 3 = dim (R2[x]). Donc R2[x] = E ⊕ F.

1.3 Appl icat ions linŽaires

On va maintenant intro duire lÕimportante notion dÕapplication linéaire.

Définition 1.3.1 Soient E et F deuxespacesvectoriels sur un corps K . On dit
quÕuneapplication u : E → F est linéaire si les deux propriŽtŽs suivantessont
vŽriÞŽes
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1) u(x + y) = u(x) + u(y) ∀x ∈ E,∀y ∈ F.
2) u(!x ) = !u (x) ∀x ∈ E,∀! ∈ K .
Si u : E → F est linŽaire , on appelle noyau de u lÕensemble K er (u) :=

{x ∈ E | u(x) = 0}, et on appelle image de u lÕensemble I m(u) := u(E) =
{u(x)}x∈E .

Une application linŽaire u : E → E est appellŽe un endomorphisme de
E.

Il est clair quÕuneapplication u : E → F est linŽaire si et seulement si la
condition suivante est vŽriÞŽe

(1.4) u(!x + µy) = !u (x) + µu(y) ∀x, y ∈ E,∀!, µ ∈ K .

Si A, B , C sont trois ensembles et si # : A → B et $ : B → C sont deux
applications , la composŽe$ ◦ # : A → C est lÕapplication dŽÞniepar la formule

(1.5) ($ ◦ #)(x) = $ (#(x)) ∀x ∈ A.

On a alors le rŽsultat Žvident suivant :

Proposition 1.3.2 Soient E1, . . . , Ek des espaces vectoriels sur un corps K ,
avec k ≥ 3, et pour 1 ≤ i ≤ k − 1 soit ui : Ei+1 → Ei une application linŽaire.
Alors lÕapplication composŽe uk−1 ◦ . . . ◦ u1 : Ek → E1 est linŽaire.

Proposition 1.3.3 Soient E et F deux espaces vectoriels sur un corps K et
soit u : E → F une application linŽaire.

(i) K er(u) est un sous-espace vectoriel de E , et I m(u) est un sous-espace
vectoriel de F.

(ii) Si E est de dimension Þnie, et si B = (e1, . . . , en) est une base de E,
alors u(B) := (u(e1), . . . , u(en)) est une famil le gŽnŽratrice de I m(u). De plus
u(B) est une basede I m(u) si K er(u) = {0}.

Démonstration (i) Si x1, x2 ∈ K er(u) , ! 1, ! 2 ∈ K , on a u(! 1x1 + ! 2x2) =
! 1u(x1)+ ! 2u(x2) = 0, donc ! 1x1+ ! 2x2 ∈ K er(u), et K er(u) estun sous-espace
vectoriel de E .

Soient maintenant y1, y2 ∈ I m(u) et ! 1, ! 2 ∈ K . Il existe x1, x2 ∈ E tels que
u(x1) = y1, u(x2) = y2, et on a ! 1y1 + ! 2y2 = ! 1u(x1) + ! 2u(x2) = u(! 1x1 +
! 2x2) ∈ I m(u). Donc I m(u) est un sous-espacevectoriel de F.

(ii) Si E est de dimensionÞnie , et si B = (e1, . . . , en) est une basede E, soit
y ∈ I m(u). Il existe x ∈ E tel que u(x) = y, et il existe %1, . . . , %n ∈ K tels que
x =

" n
k=1 %kek. On a alors y = u(x) = u(

" n
k=1 %kek) =

" n
k=1 %ku(ek). Donc

u(B) est une famille gŽnŽratricede I m(u).
Si on suppose de plus que K er(u) = {0}, soient ! 1, . . . , ! n ∈ K tels que

! 1u(e1)+ . . .+ ! nu(en) = 0. On a u(! 1e1+ . . .+ ! nen) = ! 1u(e1)+ . . .+ ! nu(en) =
0, donc ! 1e1 + . . . + ! nen = 0.

CommeK er (u) = {0}, on obtient ! 1e1 + . . .+ ! nen = 0. CommeB est libre,
on a ! k = 0 pour 1≤ k ≤ n, ce qui prouve que u(B) est libre, et u(B) est dans
ce casune basede I m(u). ♣
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Exemple 1.3.4 1) LÕapplication D : p "−→ p′ est un endomorphisme de Cn[x]
pour n ≥ 1. Le noyau de D est lÕespace vectoriel de dimension 1 formŽ des
polyn™mesconstants, et lÕimagede D est Žgale ˆ Cn−1[x].

2) Les homothŽtiesvectoriel les et les symŽtries vectoriel les sont des endo-
morphismes du plan vectoriel et de lÕespace vectoriel de dimension 3 vus au
LycŽe. Les rotations vectoriel les sont desendomorphismesdu plan vectoriel eu-
clidien.

3) Soit E un espace vectoriel sur un corps K et soit B = (e1, . . . , ep) une
famil le Þnie dÕŽlŽmentsde E. On note FB = {! 1e1 + . . . + ! pep}(λ1 ,...,λp )∈Kp

lÕensemble des combinaisons linŽaires dÕŽlŽmentsde B. Alors FB est un sous-
espace vectoriel de E , et FB = Vect(B).

4) Si E est un espace vectoriel et si F et G sont dessous-espaces vectoriels
de E tels que E = F ⊕G, lÕapplication P = PF,G qui ˆ x ∈ E associe lÕunique
y ∈ F tel que x − y ∈ G est un endomorphisme de E tel que I m(P) = F
et K er(P) = G. Cette application linŽaire est appelŽe projection de E sur F
parall•l ement ˆ G , et on a P ◦ P = P.

En e!et il est clair que D est linŽaire et que K er(D ) = {p ∈ Cn[x] | d◦(p) =
0}, qui est lÕespacevectoriel dedimension 1 formŽdespolyn™mesconstants.DÕautre
part I m(D) ⊂ Cn−1[x]. Si p = %0 + . . . + %n−1xn−1 ∈ Cn−1[x], on a

p = D(%0x +
%1

2
x2 + . . . +

%n−1

n
xn) ∈ I m(D),

et par consŽquent on a bien I m(D) = Cn−1[x].

ConsidŽronsmaintenant une famille Þnie B = (e1, . . . , ep) dÕŽlŽments dÕun
espacevectoriel E sur un corps K . Pour ! = (! 1, . . . , ! p) ∈ K p, posons#(!) =" p

k=1 ! kek. Une vŽriÞcation immŽdiate montre que # : K p → E est l’nŽaire, et
par consŽquent FB = I m(#) est un sous-espacevectoriel de E . DÕautrepart il
est clair que FB ⊂ G si G est un sous-espacevectoriel de E contenant B. Par
consŽquent FB coincideavec le sous-espacevectoriel Vect(B) de E engendrŽpar
B.

ConsidŽronsmaintenant deux sous-espaces vectoriels F et G dÕunespace
vectoriel E tels que E = F ⊕G. Pour x ∈ E, il existe un unique couple (y, z) ∈
F × G tel que x = y + z, et par consŽquent lÕapplicationP = PF,G intro duite
ci-dessusest bien dŽÞnie.Soient x1, x2 ∈ E et soient ! 1, ! 2 ∈ K . On a ! 1x1 +
! 2x2 − ! 1P(x1) − ! 2P(x2) = ! 1(x1 − P(x1)) + ! 2(x2 − P(x2)) ∈ G, et on a
donc P(! 1x1 + ! 2x2) = ! 1P(x1) + ! 2P(x2), ce qui montre que P est linŽaire.
On a I m(P) ⊂ F. Si y ∈ F on a par dŽÞnition P(y) = y, car y − 0 = y ∈ F, et
y ∈ I m(P), ce qui montre que I m(P) = F. Donc si x ∈ E, on a P(x) ∈ F et
P(P(x)) = P(x), ce qui montre que P ◦ P = P.

Si z ∈ G on a z − 0 = z ∈ G, donc P(z) = 0. RŽciproquement si P(z) = 0,
on a z = z− P(z) ∈ F, et par consŽquent K er (P) = G.

Notons que si E = F ⊕G, et si (y, z) est lÕuniqueŽlŽment de F ×G tel que
x = y + z, on a y = PF,G(x) et z = PG,F (x). Avec les notations ci-dessus, on
obtient, si E = F ⊕G,
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(1.6) PF,G + PG,F = IE ,

o• IE : x "−→ x est l’application identité de E.

1.4 ThŽor•me de la dimension pour les appl ica-
ti ons linŽaires

On va maintenant dŽmontrer un "thŽor•me de la dimension" pour les appli-
cations linŽaires.

Théorème 1.4.1 Soient E et F deuxespaces vectoriels sur un corps K et soit
u : E → F une application linŽaire.

Si E est de dimension Þnie, alors dim (K er(u)) + dim (I m(u)) = dim (E).

Démonstration : Si K er(u) = E , le rŽsultat est Žvident. Si K er(u) = {0},
il rŽsulte de la proposition 1.13 (ii) que dim (E) = dim (I m(u)) , et le rŽsultat
est encorevŽriÞŽ.

Supposonsmaintenant que K er(u) += {0} et K er(u) += E. Soit (e1, . . . , ep)
unebasedeK er(u). DÕapr•sle thŽor•medela baseincompl•te, il existeep+1 , . . . ,
en ∈ E tels que(e1, . . . , en) soit une basede E. Commeu(e1) = . . . = u(ep) = 0,
il rŽsulte de la proposition 1.13 (ii) que (u(ep+1 ), . . . , u(en)) est une famille gŽ-
nŽratrice de I m(u). Soit G le de E engendrŽpar ep+1 , .., en.

Si x ∈ G ∩ K er(u), il existe %1, . . . , %p et &1, . . . , &n−p ∈ K tels que x =
%1e1 + . . . %pep = &1ep+1 + . . . + &n−pen. On a alors

%1e1 + . . . %pep − &1ep+1 − . . .− &n−pen = 0.

Comme (e1, . . . , en) est une basede E, on a %1 = . . . = %p = &1 = . . . =
&p = 0, et x = 0. Soit maintenant v la restriction de u ˆ G , cÕest̂ dire
lÕapplicationv : G → F dŽÞniepar la formule v(x) = u(x) pour x ∈ G. On
a K er (v) = K er(u) ∩ G = {0}. Il rŽsulte alors de la propositio n 1.13 (ii) que
(u(ep+1 ), . . . , u(en)) = (v(ep+1 ), . . . , v(en)) est libre. Donc (u(ep+1 ), . . . , u(en))
est une basede I m(u) et dim (I m(u)) = n − p.

On a alors dim (K er(u)) + dim (I m(u)) = n − p + p = n = dim (E), ce qui
ach•ve la dŽmonstration.♣

Exemple 1.4.2 Posons F := {(x, y, z) ∈ R3 | x − 7y + 8z = 0}. Alors F est
un sous-espace vectoriel de R3, et dim (F ) = 2.

En e!et posonsu(x, y, z) = x − 7y + 8z pour (x, y, z) ∈ R3. Il est clair que u
est une application linŽaire de R3 dans R. Comme u += 0 on a dim (I m(u)) ≥ 1,
donc dim (I m(u)) = 1 puisque I m(u) ⊂ R. Comme F = K er (u), F est un
sous-espacevectoriel de R3 et dim (F ) = dim (R3) − dim (I m(u)) = 2.
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Soient A et B deux ensembles,soit # : A → B une application, et soit y ∈ B .
On dit quÕunŽlŽment x de A est un antécédent de y pour # quand #(x) = y.
On dit que # est injective quand tout y ∈ B poss•deau plus un antécédent
pour #, et on dit que # est surjective quand tout y ∈ B poss•deau moins
un antécédent pour #. On dit enÞnque # est bijective quand # est ˆ la fois
injective et bijective.

Si # est bij ectiv e, on appelle application réciproque de # lÕapplication
#−1 : B → A qui ˆ y ∈ B associe lÕuniquex ∈ A tel que #(x) = y. Cette
application rŽciproque est caractŽrisŽepar les propriŽtŽssuivantes

(1.7) #−1 ◦ # = IA et # ◦ #−1 = IB

o• IA et IB dŽsignent lÕapplicationidentitŽ x "−→ x sur A et B .
On donnera en annexe divers exemples illustran t ces notions. En ce qui

concerneles applications linŽaires,on a les deux propriŽtŽssuivantes

(1.8) Une application l in «eair eu est inj ectivesi et seulement si K er(u) = {0}.

(1.9) Si u : E → F est l in «eair e et bij ective,alors u−1 : F → E est l in «eair e.

En e!et K er(u) est lÕensemble des antŽcŽdents de 0. Comme u(0) = 0, on
voit que K er(u) = {0} si u est inj ective. Supposonsmaintenant que u : E → F
est linŽaire et non inj ective. Il existe alors y ∈ F possŽdant deux antŽcŽdents
distincts x1 et x2 pour u. On a alors u(x1 − x2) = y − y = 0, donc x1 − x2 ∈
K er(u) et K er(u) += {0}, ce qui Žtablit (1.8).

Supposonsmaintenant que u : E → F est linŽaire et bij ective, et soient
y1, y2 ∈ F et ! 1, ! 2 ∈ K . On a u(! 1u−1(y1) + ! 2u−1(y2)) = ! 1(u ◦ u−1)(y1) +
! 2(u◦u−1)(y2) = ! 1y1+ ! 2y2. Donc ! 1u−1(y1)+ ! 2u−1(y2) = (u−1◦u)( ! 1u−1(y1)+
! 2u−1(y2)) = u−1[u(! 1u−1(y1) + ! 2u−1(y2))] = u−1(! 1y1 + ! 2y2), cequi prouve
que u−1 est linŽaire.

On a alors la consŽquencesuivante du thŽor•me de la dimension.

Corollaire 1.4.3 Soient E et F deuxespacesvectoriels sur un corps K , et soit
u : E → F une application linŽaire. Si E et F sont de dimension Þnie, et si
dim (E) = dim (F ), alors les conditions suivantessont Žquivalentes

(i) u est injective
(ii) u est surjective
(iii) u est bijective

Démonstration : Si u est inj ectiveon a dim (K er(u)) = 0, doncdim (I m(u))
= dim (E) − dim (K er(u)) = dim (E) = dim (F ). Comme I m(u) ⊂ F, on a
alors I m(u) = F et u est surjective. Si u est surjective le m•me calcul montre
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que dim (K er (u)) = dim (E) − dim (I m(u)) = dim (E) − dim (F ) = 0, donc
K er(u) = {0} et u est inj ective dÕapr•sla propriŽtŽ (1.8). Donc (i) et (ii)
sont Žquivalents, ce qui montre que (i ) ⇒ (iii ). DÕautrepart il est Žvident que
(iii ) ⇒ (i ). ♣

Exemple 1.4.4 I l existe une application linŽaire v : Rn[x] → Rn[x] telle que
v(p) + v(p)′ = p pour p ∈ Rn[x].

En e!et posonsu(p) = p+ p′ pour p ∈ Rn[x]. Il estclair queu : Rn[x] → Rn[x]
est linŽaire. Si p += 0 on a d◦(p′) < d◦(p) donc d◦(u(p)) = d◦(p+ p′) = d◦(p) ≥ 0
et u(p) += 0. Par consŽquent K er(u) = {0}, u est inj ective et doncu est bij ective.
Posonsv = u−1. Alors v est linŽaire. Si p ∈ Rn[x] on a u(v(p)) = p, cÕest̂ dire
que v(p) + v(p)′ = p.

Pour conclure ce Chapitre on va intro duire une structure vectorielle sur
lÕensemble L(E , F ) des applications linŽaires dÕunespacevectoriel E dans un
espacevectoriel F , et unestructure dÕanneausur lÕensemble desendomorphismes
dÕunespacevectoriel E .

Pour ! ∈ K , u ∈ L(E , F ), on dŽÞnit !u ∈ L(E , F ) par la formule

(1.10) (!u )(x) = !u (x) ∀x ∈ E.

De m•me pour u ∈ L(E , F ), v ∈ L(E , F ), on dŽÞnit u + v ∈ L(E , F ) par la
formule

(1.11) (u + v)(x) = u(x) + v(x) ∀x ∈ E.

Une vŽriÞcation immŽdiate montre que les application !u et u + v dŽÞnies
ci-dessussont bien desapplications linŽairesde E dans F.

Des vŽriÞcationsde routine permettent alors dÕobtenirle rŽsultat suivant

Proposition 1.4.5 (i) Soient E et F deuxespacesvectoriels sur un corps K et
soit L(E , F ) lÕensemble des applications linŽaires de E dans F. Alors L(E , F )
est un espace vectoriel sur K pour les lois dŽÞniespar les formules (1.10) et
(1.11).

(ii) Soit E un espace vectoriel sur un corps K . Alors L(E , E) est un anneau
unitair e pour lÕadditiondŽÞniepar la formule (1.11) et pour la composition des
applications.

On verra au Chapitre suivant que si dim (E) = m et dim (F ) = n alors
dim (L(E , F )) = mn.
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1.5 Ann exe au Chapi tre 1 : Appl icat ion rŽci-
pro que dÕune bi jecti on

Soient U1, U2, U3 trois ensembles et soient #1 : U2 → U1 et #2 : U3 → U2

deux applications. On dŽÞnit lÕapplication composŽe #2 ◦ #1 : U1 → U3 par la
formule

(1.12) (#2 ◦ #1)(u) = #2(#1(u)) ∀u ∈ U1.

Soient maintenant U1, U2, U3, U4 quatre ensembles et soient #1 : U2 → U1,
#2 : U3 → U2 et #3 : U4 → U3 trois applications. On dŽduit immŽdiatement de
la formule (1.12) que lÕona

(1.13) #3 ◦ (#2 ◦ #1) = (#3 ◦ #2) ◦ #1.

Supposonsmaintenant que # : U → V est bij ective.Danscecastout ŽlŽment
v deV poss•deun unique antŽcŽdent u pour #. Autrement dit il existeun unique
u ∈ U tel que #(u) = v.

Définition 1.5.1 Soit # : U → V une application bijective. On appelle ap-
plication réciproque de # lÕapplication #−1 : V → U qui a v ∈ V associe
lÕuniqueŽlŽment de U tel que #(u) = v. Autrement dit si u ∈ U, v ∈ V, alors

u = #−1(v) ⇐⇒ v = #(u).

Notons IU : u "−→ u lÕapplicationidentitŽ sur U et notons IV : v "−→ v
lÕapplicationidentitŽ sur V. Si # : U → V est bij ective, on obtient les formules

(1.14) #−1 ◦ # = IU , # ◦ #−1 = IV .

En e!et comme#(u) = #(u) on a (#−1 ◦#)(u) = #−1(#(u)) = u pour u ∈ U.
DÕautrepart on a par dŽÞnition (# ◦ #−1)(v) = #(#−1(v)) = v pour v ∈ V.

Proposition 1.5.2 Soit U un ensemble, et soit S(U) lÕensemble desbijections
deU sur lui-m•me. Alors (S(U), ◦) est un groupe dont lÕunitŽestIU , et lÕinverse
de# ∈ S(U) est Žgal ˆ lÕapplication rŽciproque#−1. De plus si U est un ensemble
Þni possŽdant n ŽlŽmentsalors S(U) poss•de n! ŽlŽments.

DŽmonstration : Le nombre desbij ectionsdÕunensemble de n ŽlŽments dans
lui-m•me est Žgalau nombre dÕarrangements de cet ensemble, et on a vu en Ter-
minale que cenombre est Žgalˆ n!. Les autres propriŽtŽsrŽsultent desformules
(1.13) et (1.14).

Nous utiliserons au Chapitre 3 un certain nombre de propriŽtŽs du groupe
Sn des permutations dÕordren, qui est le groupe des bij ections de lÕensemble
{1, . . . , n} sur lui-m•me. Nous allons maintenant illustrer les notions dÕapplica-
tion inj ective, surjective, bij ective et la notion dÕantŽcŽdent dans le cadre des
fonctions continues dÕunevariable rŽelle. Si I et J sont deux intervalles de R
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et si f : I → J est une fonction, le ou les antŽcŽdents pour f dÕunrŽel v ∈ J
sont donnŽspar les abscissesdes points dÕintersection de la droite horizontale
dÕŽquationy = v avec la courbe reprŽsentativ e F de f . Ce type de discussion
graphique est abordŽd•s la classede seconde.On va maintenant prendre divers
exemples.

Exemple 1 : On consid•re

f : R → R
x "−→ x2

!

"

•

y = v > 0

y = f (x)

•u1 u2

y = v < 0

Si v > 0 la droite dÕŽquationy = v rencontre le graphe de f en deux points
distincts. Dans ce cas v poss•de deux antŽcŽdents distincts x1 et x2 pour f .
Donc f n’est pas injective. Si v < 0 la droite dÕŽquationy = v ne rencontre
pas le graphede f . Dans cecasv nÕapasdÕantŽcŽdent pour f donc f n’est pas
surjective.

Exemple 2 : On consid•re

f : [0, +∞[→ R
x "−→ x2

•

y = v > 0

y = f (x)

u

y = v < 0

!

"
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Si v ≥ 0 la droite dÕŽquationy = v rencontre le graphe de f en un seul
point. Dans ce cas v poss•deexactement un antŽcŽdent u pour f . Si v < 0 la
droite dÕŽquationy = v ne rencontre pas le graphe de f . Dans ce casv nÕapas
dÕantŽcŽdent pour f . Donc f est injective, mais f n’est pas surjective.

Exemple 3 : On consid•re

f : R → [0, +∞[
x "−→ x2

!

"

•

y = m > 0

y = f (x)

•u1 u2
Si v > 0 la droite dÕŽquationy = v rencontre le graphe de f en deux points

distincts. Dans ce cas v poss•de deux antŽcŽdents distincts u1 et u2 pour f .
Donc f n’est pas injective. Si v = 0 lÕintersection de la droite dÕŽquation
y = 0 et du graphe de f est rŽduite au point (0, 0). Dans ce cas v a au moins
un dÕantŽcŽdent pour f pour tout v ≥ 0 donc f est surjective.

Exemple 4 : On consid•re

f : [0, +∞[→ [0, +∞[
x "−→ x2

•

y = v ≥ 0

y = f (x)

u
!

"
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Si v ≥ 0 la droite dÕŽquationy = v rencontre le graphede f en un point et un
seul, donc v poss•deun unique antŽcŽdent pour tout v ≥ 0, et f est bijective.
Comme on lÕavu en Terminale, le graphe de f −1 : [0, +∞[→ [0, +∞[ est le
symétrique du graphe de f par rapport à la droite d’équation y = x.
On obtient la Þguresuivante

y = f (x) = x2

y = f −1(x) =
√

x

!

"

On sait depuis la Terminale quesi I est un intervalle de R et si f : I → R est
continue et strictement monotone alors J = f (I ) = {f (x)}x∈I est un intervalle
de R et que f , considŽrŽecomme application de I dans J, est une bij ection
de I sur J. De plus si f est dŽrivable en f −1(x), et si f ′(f −1(x)) += 0, alors
f −1 est dŽrivable en x et (f −1)′(x) = 1

f ! (f " 1 (x)) (gŽomŽtriquement, ceci rŽsulte
immŽdiatement du fait quela dŽrivŽedef enx reprŽsente la pente de la tangente
au graphe de f au point de coordonnŽes(x, f (x)) et du fait que le graphe de
f −1 est le symŽtriquedu graphede f par rapport ˆ la droite dÕŽquationy = x).

Si f : [0, +∞[→ [0, +∞[ est la fonction de lÕexemple4 il est clair que f −1 :
[0, +∞[→ [0, +∞[ est dŽÞniepar la formule f −1(x) =

√
x pour x ≥ 0. Comme

f ′(
√

x) = 2
√

x += 0 pour x += 0, on retr ouve le fait que si g(x) =
√

x, alors
g′(x) = 1

2
√

x
pour x > 0.

1.6 Les foncti ons Arctg, Arccos et Arcsi n

CesconsidŽrationspermettent dÕintro duire de nouvellesfonctions utiles pour
le calcul intégral.

Proposition 1.6.1 Soit f : ]− π
2 , π

2 [−→]−∞, +∞[
x "−→ tg(x).

La fonction rŽciproque f −1 : ] − ∞, +∞[→] − π
2 , π

2 [ est une primitive de
1

1+ x2 sur R. Cette fonction est appelŽe "A rc tangente" et notŽe Ar ctg.
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DŽmonstration : La fonction tangente est strictement croissante sur ] − π
2 , π

2 [,
donc la fonction Ar ctg est bien dŽÞniesur R. On a (Ar ctg)′(x) = 1

f ! (Arctg(x)) =
1

1+ tg2 (Arctg(x)) = 1
1+ x2 pour x ∈ R. ♣

Il rŽsulte de la dŽÞnition ci-dessusque si u et v sont deux rŽels alors u =
Ar ctg(v) ⇐⇒ tg(u) = v et u ∈]− π

2 , π
2 [. On retiendra les valeurs suivantes :

Ar ctg(0) = 0, Ar ctg(1/
√

3) = ' / 6, Ar ctg(1) = ' / 4, Ar ctg(
√

3) = ' / 3,

l im x→+ ∞Ar ctg(x) = ' / 2.

DÕautrepart Ar ctg(−x) = −Ar ctg(x) pour x ∈ R , cÕest̂ dire que la fonction
Ar ctg est impaire. Cette fonction est Žvidemment croissante sur R .

La dŽÞnitiondela fonction Ar ctg peut causerquelquesdi"cultŽs.P ar exemple
tg( π

2 − Ar ctg(v)) = 1
tg(Arctg(v)) = 1

v = tg(Ar ctg( 1
v )) pour v += 0, mais π

2 −
Ar ctg(v) += Ar ctg( 1

v ) pour v < 0. On renvoie aux exercices10 et 11 pour ce
type de questions.On retiendra de la fonction Ar ctg la formule suivante (nous
renvoyons au Chapitre 4 du Cours dÕalg•bre pour une Žtude gŽnŽralede lÕintŽ-
gration desfractions rationnelles).

(1.15)
# b

a

dx
1 + x2 = Ar ctg(b) − Ar ctg(a) ∀a ∈ R , ∀b∈ R .

Les fonctions x "−→ sinx et x "−→ cosx ne sont Žvidemment pas monotones
sur R , mais leurs restictions ˆ des intervalles convenables le sont. Ceci per-
met dÕintro duire les fonctions Ar ccoset Ar csin, Žgalement utiles pour le calcul
intŽgral.

Proposition 1.6.2 Soient g : [−π
2 , π

2 ] −→ [−1, 1] et h : [0, ' ] −→ [−1, 1]
x "−→ sinx x "−→ cosx.

La fonction rŽciproqueg−1 : [−1, +1] → [−π
2 , π

2 ] est une primitive de 1√
1−x2

sur ]− 1, 1[. Cette fonction est appelŽe "A rc sinus" et notŽe Ar csin.
De m•me la fonction rŽciproqueh−1 : [−1, +1] → [0, ' ] est une primitive de

− 1√
1−x2 sur ]− 1, 1[. Cette fonction est appelŽe "A rc cosinus" et notŽe Ar ccos.

DŽmonstration : Il est clair que la restriction de la fonction sinus ˆ lÕinter-
valle [−π

2 , π
2 ] est str ictement croissante et que la restriction de la fonction co-

sinus ˆ lÕintervalle [0, ' ] est strictement dŽcroissante, donc les fonctions Ar csin
et Ar ccossont bien dŽÞniessur [−1, 1]. Pour x ∈ [−1, 1] on a sin (Ar ccos(x)) ≥
0 et cos(Ar csin(x)) ≥ 0, donc sin (Ar ccos(x)) =

$
1− cos2(Ar ccos(x)) et

cos(Ar csin(x)) =
$

1− sin 2(Ar csin(x)) . On obtient

(1.16) sin (Ar ccos(x)) =
$

1− x2, cos(Ar csin(x)) =
$

1− x2 ∀x ∈ [−1, 1].

Pour x ∈]−1, 1[ on a alors (Ar csin)′(x) = 1
g! (Arcsin(x)) = 1

cos(Arcsin(x)) = 1√
1−x2 ,

et (Ar ccos)′(x) = 1
h! (Arccos(x)) = − 1

sin(Arccos(x)) = − 1√
1−x2 . ♣
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La fonction Ar csin est impaire et croissante sur [−1, 1], et la fonction Ar ccos
est dŽcroissante sur [0, ' ]. DÕautrepart on a cos(Ar ccos(−x)) = −x = cos(' −
Ar ccos(x)) . Comme Ar ccos(−x) et ' − Ar ccos(x) appartiennent ˆ [0, ' ] on
obtient

(1.17) Ar ccos(−x) = ' − Ar ccos(x) ∀x ∈ [0, 1].

Il rŽsulte de la dŽÞnition de Ar ccos(x) et Ar csin(x) que lÕona

Ar ccos(1) = 0, Ar ccos(
√

3
2 ) = π

6 , Ar ccos(
√

2
2 ) = π

4 , Ar ccos( 1
2 ) = π

3 , Ar ccos(0) =
π
2 , Ar ccos(− 1

2 ) = 2π
3 , Ar ccos(−

√
2

2 ) = 3π
4 , Ar ccos(−

√
3

2 ) = 5π
6 , Ar ccos(−1) = ' ,

Ar csin(−1) = −π
2 , Ar csin(−

√
3

2 ) = −π
3 , Ar csin(−

√
2

2 ) = −π
4 , Ar csin(− 1

2 ) =

−π
6 , Ar csin(0) = 0, Ar csin( 1

2 ) = π
6 , Ar csin(

√
2

2 ) = π
4 , Ar csin(

√
3

2 ) = π
3 , Ar csin(1)

= π
2 .
La dŽÞnition desfonctions Ar ccoset Ar csin prŽsente encoreun peu plus de

di"cultŽs que celle de la fonction Ar ctg : le fait que cos(u) = v est Žquivalent
au fait que u = Ar ccos(v) + 2k' ou u = −Ar ccos(v) + 2k' , avec k ∈ Z,
et le fait que sin (u) = v est Žquivalent au fait que u = Ar csin(v) + 2k' ou
u = ' − Ar csin(v) + 2k' , avec k ∈ Z. Ceci est la basede nombreux exercices,
dÕunintŽr•t souvent relatif (voir par exemple lÕexercice13). On retiendra la
formule suivante, qui rŽsulte immŽdiatement de la proposition 1.6.2.

(1.18)
# b

a

dx√
1− x2

= Ar csin(b) − Ar csin(a)

= Ar ccos(a) − Ar ccos(b), ∀a ∈ [−1, 1], ∀b∈ [−1, 1].

Par exemple
%1

2

− 1
2

dx√
1−x2 = Ar csin( 1

2 ) − Ar csin(− 1
2 ) = π

3 .

1.7 Chapi tre 1 sous MUP AD

MUPAD estprogrammŽpour calculerunebasede lÕespacevectoriel engendrŽ
par une famille Þniede vecteurs.par exemplevoici comment on calculeune base

du sous-espacevectoriel F de R 3 engendrŽpar v1, v2 et v3, o• v1 =

&

'
'
'
(

−4
3
7
8
1

)

*
*
*
+

,
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v2 =

&

'
'
'
(

1
0
9
5
6

)

*
*
*
+

, v3 =

&

'
'
'
(

−3
3
16
13
7

)

*
*
*
+

,

M:=Dom::Matrix ( );
v1:= M([-4,3,7,8,1 ]): v2:= M([1,0,9,5,6]):v3:=M( [-3,3,16,13,7]):
linalg::basis([v1,v2, v3]);

Dom::Matrix(Dom::Exp ressionField(id, iszero))

-- +- -+ +- -+ --
| | -4 | | 1 | |
| | | | | |
| | 3 | | 0 | |
| | | | | |
| | 7 |, | 9 | |
| | | | | |
| | 8 | | 5 | |
| | | | | |
| | 1 | | 6 | |
-- +- -+ +- -+ --

On voit donc que (v1, v2 ) est une basede F.

On peut Žgalement utiliser Mupad pour calculer une basede lÕintersection de
deux sous-espacesvectoriels.Par exempleon va calculer ci-dessousune basede

G∩H, o• G est le sous-espacevectoriel de R 3 engendrŽpar

&

(
1
0
−1

)

+ et

&

(
2
−1
0

)

+ ,

et o• H est le sous-espacevectoriel de R 3 engendrŽpar

&

(
1
0
1

)

+ et

&

(
1
1
0

)

+ .

M:=Dom::Matrix() :
u1:= M([1,0,-1]): u2:=M([2,-1,0]) : u3:=M([1 ,0,1]) : u4:=M([1,1,0]):
linalg::intBasis([u1, u2],[u3,u4]);

{ +- -+ }
{ | -1 /2 | }
{ | | }
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{ | 1 | }
{ | | }
{ | -3/2 | }
{ +- -+ }

On voit donc que G ∩ H est la droite vectorielle de vecteur directeur u =&

(
−1/ 2

1
−3/ 2

)

+ .

1.8 Exerci ces sur le Chapi tre 1

exercice 1
Parmi lessous-ensemblesdeR 2 suivants, identiÞer ceuxqui sont stablespour

lÕaddition,pour la multiplication externe,et enÞnceuxqui sont dessous-espaces
vectoriels de R 2 :

Z2, A = {(x, y) | |x| = |y|}, B = {(x, y) | x + 2y = 0}.

exercice 2
Montrer que {(1 + x)k}0≤k≤n est une famille libre de R n[x]. En dŽduire que

cÕestune basede R n[x].

exercice 3
On pose E := {(x, y, z) ∈ R 3 | 2236x + 3458y + 5256z + 1438 = 0} et

F := {(x, y, z) ∈ R 3 | 4x + 2y + 3z = 0}. Ces ensembles sont- ils des sous-
espacesvectoriels de R3? Si oui, calculer leur dimension et leur trouver une
base.

exercice 4
(a) Soit F(R , R ) lÕespacevectoriel sur R constituŽ desfonctions de R dans

R . Montrer que F(R , R ) nÕestpas de dimension Þnie.
(b) Les ensembles suivants sont ils desespacesvectoriels sur R ?

V1 = {f ∈ F(R , R ) | f (0) = 0}, V2 = {f ∈ F(R , R ) | f (3) > 0},

V3 = {f ∈ F(R , R ) | f est paire }.

exercice 5
Dans R 3, dŽterminer F := Vect{(0, 0, 1), (1, 0, 0)}. Comparer F et G :=

Vect{(1, 0, 1), (−1, 0, 2)}.

exercice 6
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Soient U := {(x, x, x)}x∈R et V := {(0, y, z)}y,z∈R .
Montrer que R 3 = U ⊕ V.

exercice 7
Soit E un espacevectoriel de dimension Þniesur un corps K . En utilisant le

thŽor•me de la baseincompl•te, montrer que si F est un sous-espacevectoriel
de E il existe un sous-espacesvectoriel G de E tel que E = F ⊕G.

exercice 8
On consid•re lÕapplication

# : R 2[x] → R 2[x]

p "−→ 2p− p′.

DŽterminer lÕimageet le noyau de #.

exercice 9
Soit E un ensemble possŽdant au moins 3 ŽlŽments. Montrer que le groupe

S(E) desbij ections de E dans lui-m•me nÕestpas commutatif .

exercice 10
On poseg(x) = Ar ctg(x) + Ar ctg( 1

x ) pour x += 0. Montrer que g′(x) = 0
pour x += 0. En dŽduire que g(x) = −π

2 pour x < 0 et que g(x) = π
2 pour x > 0.

exercice 11
Comparer Ar ctg(v) + Ar ctg(w) et Ar ctg( v+ w

1−vw ) pour v, w ∈ R , vw += −1.

exercice 12
On pose

%+ ∞
0 f (x)dx = l im L→+ ∞

%L
0 f (x)dx pour f continue sur [0, +∞[

quand cette limite existe.
Calculer

%+ ∞
0

dx
4+ x2 .

exercice 13
Soit x ∈ [−1, 1].
a) Comparer 2Ar ccos(x) et Ar ccos(2x2 − 1).
b) Comparer 2Ar csin(x) et Ar csin(2x

√
1− x2).

exercice 14
On pose

%a
0 f (x)dx = l im ε→0+

%a−ε
0 f (x)dx pour f continue sur [0, a[, a > 0,

quand cette limite existe.
Calculer

%2
0

dx√
4−x2 .

exercice 15(sousMupad)
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DŽterminer une basedu sous-espacevectoriel de R 5 engendrŽpar v1, v2, v3

et v4, o• v1 =

&

'
'
'
(

1
2
3
−1
2

)

*
*
*
+

, v2 =

&

'
'
'
(

2
3
4
−4
1

)

*
*
*
+

, v3 =

&

'
'
'
(

3
5
7
−5
3

)

*
*
*
+

, v4 =

&

'
'
'
(

1
−1
1
−1
7

)

*
*
*
+

.

exercice 16
1) Trouver une basedu plan vectoriel P1 dÕŽquationx + y + z = 0 et une

basedu plan vectoriel P2 dÕŽquation−x + 7y + 3z = 0.
2) En utilisant Mupad, trouver un vecteur directeur de la droite vectorielle

D = P1 ∩ P2.
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Chapitre 2

Matrices, changements de
base

2.1 Cal cul matri ciel

Soit K un corps. Une matrice ˆ coe"cien ts dans K est un tableau rectan-
gulaire dÕŽlŽments de K .

On les note sousla forme A =

&

'
(

a1,1 a1,2 . . . a1,n

a2,1 a2,2 . . . a2,n

. . . . . . . . . . . .
am,1 am,2 . . . am,n

)

*
+ ou sousla forme

synthŽtique A = (ai,j)1# i # m
1# j # n

(on notera que lÕindicecorrespondant ˆ la ligne

est Žcrit avant celui correspondant ˆ la colonne). LÕensemble des matrices ˆ m
lignes et n colonnesˆ coe"c ients dans K est notŽMm,n(K ).

Pour A = (ai,j)1# i # m
1# j # n

∈ Mm,n(K ), B = (bi,j)1# i # m
1# j # n

∈ Mm,n(K ), ! ∈ K , on
pose

A + B = (ai,j + bi,j)1# i # m
1# j # n

!A = (!a i,j)1# i # m
1# j # n

DÕautrepart pour A = (ai,j)1# i # m
1# j # n

∈Mm,n(K ) , B = (bi,j)1# i # n
1# j # p

∈Mn,p(K ),
on pose

AB =

&

(
!

1≤k≤n

ai,kbk,j

)

+
1# i # m
1# j # p

21
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On vŽriÞequeceproduit estassociatif : si A ∈Mm,n(K ), B ∈Mn,p(K ), C ∈
Mp,q(K ) alors A(B C) = (AB )C.

Rappelonsquele symbole deKr onecker " i,j estdŽÞnipar lesformules" i,j = 0
si i += j , " i,j = 1 si i = j . On a le rŽsultat suivant

Proposition 2.1.1 (i) Muni de lÕadditionet du produit par un ŽlŽment de K
dŽÞnisci-dessus,Mm,n(K ) est un espace vectoriel sur K de dimension mn.

(ii) Muni de lÕadditionet de la multipl ication dŽÞniesci-dessus,Mn,n(K ) est
un anneau unitair e dÕunitŽI n = (" i,j) 1# i # n

1# j # n
, o• " i,j est le symbole de Kr onecker.

DŽmonstration : Des vŽriÞcations de routine montrent que Mm,n(K ) est
un espace vectoriel sur K et que Mn,n(K ) est un anneau unitaire dÕunitŽI n.
DÕautrepart si on note Ei,j la matrice de Mm,n(K ) dont le terme dÕindicei, j
est Žgal ˆ 1 et dont tous les autres termes sont nuls on vŽriÞeimmŽdiatement
que {Ei,j}1# i # m

1# j # n
est une basede Mm,n(K ) et par consŽquent Mm,n(K ) est de

dimension mn. ♣

2.2 Matri ce associŽe ˆ une appl icati on linŽaire

On va maintenant associer une matrice ˆ une application linŽaire u : E → F,
o• E et F dŽsignent deux espacesvectoriels de dimension Þniemunis de bases.

Définition 2.2.1 Soient E un espace vectoriel de dimension Þnie muni dÕune
baseB0 = (e1, . . . , en), soit F un espace vectoriel muni dÕunebaseB1 = (f 1, . . . , f m)
et soit u : E → F une application linŽaire. On appelle matrice de u par rapport
aux basesB0 et B1 la matrice M u,B0 ,B1 := (mi,j)1# i # m

1# j # n
, o• u(ej) =

" n
i=1 mi,j f i

pour 1≤ i ≤ m, 1≤ j ≤ n.
Autrement dit la j e colonne de M u,B0 ,B1 est formŽe des coordonnŽes de

lÕimagepar u du j e vecteur de la baseB0 de E dans la baseB1 de F.

Un moyen mnŽmotechnique de se souvenir de la facon dÕecrirela matrice
M u,B0 ,B1 consisteˆ Žcrire

M u,B0 ,B1 =

u(e1) . . . . . u(en)
f 1

.

.

.
f m

&

'
'
'
(

)

*
*
*
+

Exemple 2.2.2 Soit D : p "−→ p′ lÕopŽrateur de dŽrivation sur R 2(x), et soit

B0 = (1, x, x2). Alors M D,B0 ,B0 =

&

(
0 1 0
0 0 2
0 0 0

)

+ .
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En e!et D (1) = 0, D(x) = 1 et D(x2) = 2x.

Exemple 2.2.3 Pour n ≥ 1 soit Bn = (e1, . . . , en) la "basecanonique" de K n,

dŽÞniepar la formule ej =

,

-
.

"1,i

.

.
"n,j

/

0
1 pour 1 ≤ j ≤ n, soient m et n deux entiers

et soit A ∈ Mm,n(K ). Soit uA : K n → K m lÕapplication linŽaire dŽÞniepar la
formule uA(X ) = AX pour X ∈ K n. Alors M uA ,Bn ,Bm = A.

En e!et on a uA(ej) = Aej =

,

-
-
-
.

a1,j

.

.

.
am,j

/

0
0
0
1

=
" m

i=1 ai,jei pour 1 ≤ j ≤ n. Par

consŽquent toutes lescolonnesdeM uA ,Bn ,Bm et A coincident, et M uA ,Bn ,Bm = A.
Le rŽsultat simple suivant permet de ramener les calculs concernant les ap-

plications linŽairesˆ descalculs matriciels.

Proposition 2.2.4 Soient E et F deux espaces vectoriels non nuls de dimen-
sion Þnie, soit B0 une base de E, soit B1 une base de F et soit u ∈ L(E , F ).
On a la formule

(2.1) Y = M u,B0 ,B1 X

o• X dŽsigneles coordonnŽes dÕun ŽlŽment quelconquex de E dans la base
B0 et o• Y dŽsigneles coordonnŽes de u(x) dans la baseB1.

DŽmonstration : PosonsB0 = (e1, . . . , en), B1 = (f 1, . . . , f m), M u,B0 ,B1 :=

(mi,j)1# i # m
1# j # n

, X =

,

-
-
-
.

x1

.

.

.
xn

/

0
0
0
1

, Y =

,

-
-
-
.

y1

.

.

.
ym

/

0
0
0
1

.

On a M u,B0 ,B1 X =

,

-
-
-
.

" n
j=1 m1,jxj

.

.

." n
j=1 mm,jxj

/

0
0
0
1

. DÕautrepart u(x) =
" n

j=1 xju(ej) =

" n
j=1 xj (

" m
i=1 mi,j f i)) =

" m
i=1 (

" m
j=1 mi,jxj)f i.

Par consŽquent

,

-
-
-
.

" n
j=1 m1,jxj

.

.

." n
j=1 mm,jxj

/

0
0
0
1

est la matrice colonneformŽedescoor-
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donnŽesde u(x) dans la baseB1, et on a bien

Y = M u,BO ,B1 X . ♣

Notons que la relation Y = M u,B0 ,B1 X caractŽrise la matrice M u,B0 ,B1 . En
e!et si unematrice N = (ni,j)1# i # m

1# j # n
vŽriÞela m•me relation, on a , en appliquant

cette formule avec x = ej pour 1≤ j ≤ n, ce qui donnne X =

,

-
-
-
.

"1,j

.

.

.
"n,j

/

0
0
0
1

,

,

-
-
-
.

m1,j

.

.

.
mm,j

/

0
0
0
1

= Y = N X = N

,

-
-
-
.

"1,j

.

.

.
"n,j

/

0
0
0
1

=

,

-
-
-
.

n1,j

.

.

.
nm,j

/

0
0
0
1

.

Par consŽquent toutes les colonnesde M u,B0 ,B1 et N sont Žgales,et N =
M u,B0 ,B1 .

Soient maintenant E , F, G trois espacesvectoriels non nuls de dimension
Þnie, soit B0 une basede E, soit B1 une basede F et soit B2 une basede G.
Pour x ∈ E notons X le vecteur colonneformŽdescoordonnŽesde x dansB0, Y
le vecteur colonneformŽdescoordonnŽesdeu(x) dansB1 et Z le vecteurcolonne
formŽ des colonnesde (u ◦ v)(x) = u(v(x)) dans B2. On a Z = M v,B1 ,B2 Y =
M v,B1 ,B2 M u,B0 ,B1 X et on obtient

(2.2) M v◦u,B0 ,B2 = M v,B1 ,B2 M u,B0 ,B1 .

Soient E et F deux espacesvectoriels sur un corps K . On dira quÕuneap-
plication # : E → F est un isomorphisme linŽaire si # est linŽaire et bij ective,
et dans ce cas lÕapplicationrŽciproque #−1 : F → E est Žgalement un isomor-
phisme linŽaire. Si A et B sont deux anneaux unitaires dÕunitŽs1A et 1B, on
dira quÕuneapplication $ : A → B est un homomorphismedÕanneaux si les
conditions suivantes sont vŽriÞŽes

(2.3)

2
3

4

$(x + y) = $ (x) + $ (y) ∀x ∈ A, ∀y ∈ B
$(xy) = $ (x)$ (y) ∀x ∈ A, ∀y ∈ B

$(1A) = 1B

On dira que $ : A → B est un isomorphisme dÕanneaux si $ est un homo-
morphisme dÕanneauxbij ectif. Dans ce cason voit Žgalement que lÕapplication
rŽciproque $−1 : B → A est un isomorphisme dÕanneaux.On a le rŽsultat
suivant.

Proposition 2.2.5 (i) Soient E et F deux espaces vectoriels de dimensions
Þniesn ≥ 1 et m ≥ 1 sur un corps K , soit B0 une basede E et soit B1 une base
de F. Alors lÕapplication u → M u,B0 ,B1 est un isomorphismelinŽaire deL(E , F )
sur Mm,n(K ).
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(ii) Soit E un espace vectoriel de dimension n ≥ 1 sur un corps K et soit B0

une basede E. Alors lÕapplication u → M u,B0 ,B0 est un isomorphismedÕanneaux
de L(E , E) sur Mn,n(K ).

DŽmonstration : (i) Posons#B0 ,B1 (u) = M u,B0 ,B1 pour u ∈ L(E , F ). Comme
(!u + µv)(x) = !u (x) + µv(x) pour !, µ ∈ K , u, v ∈ L(E , F ), x ∈ E, il est clair
que #B0 ,B1 est linŽaire. Si M u,B0 ,B1 = 0, soit x ∈ E, et soit Y le vecteur colonne
formŽ des coordonnŽesde u(x) dans la baseB1. Il rŽsulte de la formule (2.1)
que Y = 0, donc u(x) = 0 pour tout x ∈ E et u = 0, ce qui prouve que #B0 ,B1

est inj ective.
Notons e1, . . . , en les ŽlŽments de la baseB0, notons f 1, . . . , f m les ŽlŽments

de la baseB1 et soit M = (mi,j)1# i # m
1# j # n

∈ Mm,n(K ). Pour x =
" n

j=1 %jej ∈ E,

posonsu(x) =
" m

i=1

5" n
j=1 %jmi,j

6
f i. CommelÕapplicationqui ˆ x ∈ E associe

saj e coordonnŽe%j dansla baseB0 est linŽairepour 1≤ j ≤ n, on voit queu est

une application linŽaire de E dans F. On a u(ek) =
" m

i=1

5" n
j=1 "k,jmi,j

6
f i =

" m
i=1 mi,kf i pour 1 ≤ k ≤ m. Donc toutes les colonnes de M u,B0 ,B1 et M

coincident, et M u,B0 ,B1 = M , ce qui prouve que #B0 ,B1 est surjective. Donc
#B0 ,B1 est bien un isomorphismelinŽaire de L(E , F ) sur Mm,n(K ).

(ii) On sait dŽĵ que #B0 ,B0 est une application bij ective de L(E , E) sur
Mn,n(K ), et que #B0 ,B0 (u + v) = #B0 ,B0 (u) + #B0 ,B0 (v) pour u, v ∈ L(E , E).
Soit I : x "−→ x lÕapplicationidentitŽ sur E , qui est lÕŽlŽment unitŽ deL(E , E),
et soit I n la matrice unitŽ intro duite ˆ la proposition 2.1.1.On a #B0 ,B0 (I) = I n,
et il rŽsulte de la formule (2.2) que #B0 ,B0 (u ◦ v) = #B0 ,B0 (u)#B0 ,B0 (u) pour
u, v ∈ L(E , E). ♣

Corollaire 2.2.6 Si dim (E) = m et dim (F ) = n, alors dim (L(E , F )) = mn.

Corollaire 2.2.7 Soit E un espace vectoriel de dimension n ≥ 1 et soit B une
basede E.

(i) Pour que u ∈ L(E , E) soit bijective, il faut et il su! t que la matrice
M u,B,B soit inversible, et dans ce cas M u" 1 ,B,B = M −1

u,B,B.
(ii) On a M un ,B,B = M n

u,B,B pour u ∈ L(E , E), n ≥ 1.

2.3 Form ule de changement de base pour les co-
ordonnŽes de vecteurs

On va maintenant Žtudier la question du changementde basesur un espace
vectoriel de dimension Þnie.

Définition 2.3.1 Soit E un espace vectoriel de dimension n ≥ 1, soit B =
(e1, . . . , en) une base de E et soit B′ = (e′1, . . . , e′p) une famil le de p ŽlŽments
de E. On appelle matrice reprŽsentantB′ dans la base B la matrice PB,B! :=
(pi,j)1# i # n

1# j # p
, o• e′j =

" n
i=1 pi,jei pour 1≤ i ≤ n, 1≤ j ≤ p.
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Autrementdit la j e colonnedePB,B! est formŽe descoordonnŽesdu j e vecteur
de la famil le B′ dans la baseB.

De m•me que plus haut, un moyen mnŽmotechnique de se souvenir de la
facon dÕecrirela matrice PB,B! consisteˆ Žcrire

PB,B! =

e′1 . . . . . e′p
e1

.

.

.
em

&

'
'
'
(

)

*
*
*
+

Proposition 2.3.2 Soit E un espace vectoriel de dimension n ≥ 1, soit B =
(e1, . . . , en) une basede E et soit B′ = (e′1, . . . , e′n) une famil le de n ŽlŽmentsde
E. Pour queB′ soit une base de E, il faut et il su! t que la matrice PB,B! soit
inversible dans Mn,n(K ). Dans ce cas la matrice PB,B! est appelŽe la matrice
de passagede la baseB ˆ la baseB′, PB! ,B = P−1

B,B! , et on a la formule

(2.4) X = PB,B! X ′

o• X dŽsignela matrice colonne formŽe coordonnŽesdÕunŽlŽmentquelconquex
de E dans la baseB et o• X ′ dŽsignela matrice colonne formŽe descoordonnŽes
de x dans la baseB ′.

DŽmonstration : Avec les notations de la dŽÞnition prŽcŽdente, on a pour
toute famille (%1, . . . , %n) dŽlŽments de K

n!

i=1

&

(
n!

j=1

%jpi,j

)

+ ei =
n!

j=1

%j

7
n!

i=1

pi,jei

8

=
n!

j=1

%je′j .

Supposonsque PB,B! soit inversible, soit (%1, . . . , %n) une famille de n ŽlŽ-
ments de K telle que

"
1≤j≤n %je′j = 0, et posons &i =

" n
j=1 %jpi,j pour

1 ≤ i ≤ n. DÕapr•sla formule ci-dessus,on a
"

1≤i≤n &iei = 0, et &i = 0 pour

1 ≤ i ≤ n. Comme

,

-
.

&1

.

.
&n

/

0
1 = PB,B!

,

-
.

%1

.

.
%n

/

0
1 , on a

,

-
.

%1

.

.
%n

/

0
1 = P−1

B,B!

,

-
.

0
.
.
0

/

0
1 =

,

-
.

0
.
.
0

/

0
1 ,

cequi prouve que la famille B′ est libre. Comme le nombre dÕŽlŽments deB′ est
Žgalˆ la dimension de E, il rŽsulte du thŽor•me 1.6 queB′ est une basede E.

Supposonsmaintenant queB′ est une basede E, et soit x ∈ E. Il rŽsulte de
la formule ci-dessusque si X dŽsignela matrice colonneformŽedescoordonnŽes
de x dans la baseB, et si X ′ dŽsignela matrice colonneformŽedescoordonnŽes
de x dans la baseB, on a X = PB,B! X ′, ce qui Žtablit la formule (2.4).

Notons que la formule (2.4) caractŽrise la matrice PB,B! . En e!et si avec
les notations prŽcŽdentes une matrice A = (ai,j)1# i # m

1# j # n
vŽriÞe X = AX ′ pour
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tout x ∈ E, en appliquant cette formule pour x = e′j on obtient

,

-
-
-
.

p1,j

.

.

.
pn,j

/

0
0
0
1

=

A

,

-
-
-
.

"1,j

.

.

.
"n,j

/

0
0
0
1

=

,

-
-
-
.

a1,j

.

.

.
an,j

/

0
0
0
1

pour 1≤ j ≤ n, et par consŽquent A = PB,B! .

Supposonsde nouveau que B′ est une base de E. Avec les notations prŽ-
cŽdentes on a X = PB,B! X ′ = PB,B! PB! ,BX et X ′ = PB! ,BX = PB! ,BPB,B! X ′.
Donc PB,B! PB! ,B = PB,B = I n et PB! ,BPB,B! = PB! ,B! = I n. Ceci montre que
PB,B! est inversible et que PB! ,B = P−1

B,B! . ♣

Exemple 2.3.3 1) Soit B =

&

'
'
'
(

,

-
-
-
.

a1,1

.

.

.
am,1

/

0
0
0
1

, . . . ,

,

-
-
-
.

a1,n

.

.

.
am,n

/

0
0
0
1

)

*
*
*
+

une famil le de n ŽlŽ-

ments de K m, et soit B0 la base canonique de K m. Alors PB0 ,B = (ai,j)1# i # m
1# j # n

.

2)La famil le B = (x(x − 1), x(x + 1), (x + 1)(x − 1)) est une basede R 2[x],
et si on poseB0 = (1, x, x2) on a

PB0 ,B =

,

.
0 0 −1
−1 1 0

1 1 1

/

1 , PB,B0 =

,

.
1
2 − 1

2
1
2

1
2

1
2

1
2

−1 0 0

/

1 .

En e!et si X ∈ K m, le vecteur colonne formŽ des coordonnŽesde X dans
la base canonique de K m est Žgal ˆ X , ce qui donne la formule du premier
exemple.Dans le deuxi•me exemplele calcul de PB0 ,B est immŽdiat. Si &1x(x−
1)+ &2x(x−1)+ &3(x + 1)(x−1) = 0 on obtient &1 = 0 en remplacant x par −1,
&2 = 0 en remplacant x par 1 et &3 = 0 en remplacant x par 0, ce qui montre
queB est libre. Comme R 2(x) est de dimension 3, B est une basede R 2(x).

Pour calculer PB,B0 le plus simple est de rŽsoudrelÕŽquation &1x(x − 1) +
&2x(x + 1)+ &3(x + 1)(x−1) = %0 + %1x + %2x2. On obtient &1 = 1

2 (%0−%1 + %2)
en remplacant x par −1, &2 = 1

2 (%0+ %1+ %2) en remplacant x par 1 et &3 = −%0

en remplacant x par 0, ce qui donne bien PB,B0 =

,

.
1
2 − 1

2
1
2

1
2

1
2

1
2

−1 0 0

/

1 .

2.4 Form ule de changement de base pour les ap-
pl icati ons linŽaires

On va maintenant Žtudier lÕe!et dÕunchangement de basessur la matrice
reprŽsentant une application linŽaire.
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Proposition 2.4.1 Soient E et F deux espaces vectoriels non nuls de dimen-
sion Þnie, soient B0 et B′0 deux basesde E, soient B1 et B′1 deux basesde F et
soit u : E → F une application linŽaire. On a alors

(2.6) M u,B!
0 ,B!

1
= P−1

B1 ,B!
1
M u,B0 ,B1 PB0 ,B!

0

DŽmonstration : Soit x ∈ E, soit X le vecteur colonneformŽdescoordonnŽes
de x dans la baseB0, soit X ′ le vecteur colonne formŽ des coordonnŽesde x
dans la baseB′0, soit Y le vecteur colonneformŽ descoordonnŽesde u(x) dans
la baseB1, et soit Y ′ le vecteur colonneformŽ descoordonnŽesde u(x) dans la
baseB′1.

Il rŽsultedesformules(2.1), (2.4) et (2.5) queY = M u,B0 ,B1 X , X = PB0 ,B!
0
X ′,

Y ′ = P−1
B1 ,B!

1
Y, ce qui donne Y ′ = P−1

B1 ,B!
1
M u,B0 ,B1 PB0 ,B!

0
X ′, relation qui caractŽ-

rise la matrice M u,B!
0 ,B!

1
. ♣

Corollaire 2.4.2 Soit E un espace vectoriel non nul de dimension Þnie, soient
B et B′ deuxbasesde E et soit u : E → E un endomorphismede E. On a alors

(2.7) M u,B! ,B! = P−1
B,B! M u,B,BPB,B!

Exemple 2.4.3 Soit B = (x(x − 1), x(x + 1), (x + 1)(x − 1)) la basede R 2(x)
intr oduite ˆ lÕexemple 2.12 et soit D : p "−→ p′ lÕopŽrateur de dŽrivation sur
R 2[x]. On a alors

M D,B,B =

,

.
− 3

2 − 1
2 −1

1
2

3
2 1

1 −1 0

/

1

En e!et posonsB0 = (1, x, x2). On a vu que M D,B0 ,B0 =

,

.
0 1 0
0 0 2
0 0 0

/

1 , que

PB0 ,B =

,

.
0 0 −1
−1 1 0
1 1 1

/

1 , et que P−1
B0 ,B = PB,B0 =

,

.
1
2 − 1

2
1
2

1
2

1
2

1
2

−1 0 0

/

1 .

On a donc

M D,B,B =

,

.
1
2 − 1

2
1
2

1
2

1
2

1
2

−1 0 0

/

1

,

.
0 1 0
0 0 2
0 0 0

/

1

,

.
0 0 −1
−1 1 0
1 1 1

/

1

=

,

.
1
2 − 1

2
1
2

1
2

1
2

1
2

−1 0 0

/

1

,

.
−1 1 0
2 2 2
0 0 0

/

1 =

,

.
− 3

2 − 1
2 −1

1
2

3
2 1

1 −1 0

/

1
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2.5 Chapi t re 2 sous MUP AD

Le logiciel Mupad est bien adaptŽ aux opŽrations sur les matrices abordŽes
dans ce chapitre. On notera quÕoncommencepar la commandeM := Dom ::
M atr ix (); On dŽÞnit ensuite les matrices utilisŽesen dŽclarant
A := M ([[., . . . , .], . . . , [., . . . , .]]), [., . . . , .] dŽsignant les lignes de la matrice.

A ti t re dÕexempleon va calculer la matrice M D,B,B en utilisant la formule

2.7 , avec PB,B0 =

,

.
1
2 − 1

2
1
2

1
2

1
2

1
2

−1 0 0

/

1 et M D,B0 ,B0 =

,

.
0 1 0
0 0 2
0 0 0

/

1 .

M:=Dom::Matrix():
P:=M([ [0, 0, -1],[-1,1,0],[1,1,1]]);
A:=M([ [0,1,0],[ 0,0,2],[0,0,0]]);
P^(-1)*A*P;

+- -+
| 0, 0, -1 |
| |
| -1, 1, 0 |
| |
| 1, 1, 1 |
+- -+

+- -+
| 0, 1, 0 |
| |
| 0, 0, 2 |
| |
| 0, 0, 0 |

+- -+
| -3/2, -1/2, -1 |
| |
| 1/2, 3/2, 1 |
| |
| 1, -1, 0 |
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On retrouve donc sans surprise le fait que M D,B,B =

,

.
− 3

2 − 1
2 −1

1
2

3
2 1

1 −1 0

/

1 .

Nous concluonsceChapitre en montr ant comment on peut utiliser Mupad pour
calculer le carrŽ et lÕinversedÕunematrice un peu plus grande que les matrices
ci-dessus.

M:=Dom::Matrix();
P:= M([ [1 ,6,8,9, 13],[11,4,77,9,2],[12,8,9,0 ,5],[6,8,9,11,0],[5,4,3,3,1]]);
P^2;
P^(-1);

Dom::Matrix(Dom::Exp ressionField(id, iszero))

+- -+
| 1, 6, 8, 9, 13 |
| |
| 11, 4, 77, 9, 2 |
| |
| 12, 8, 9, 0, 5 |
| |
| 6, 8, 9, 11, 0 |
| |
| 5, 4, 3, 3, 1 |
+- -+
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+- -+
| 282, 218, 662, 201, 78 |
| |
| 1043, 778, 1176, 240, 538 |
| |
| 233, 196, 808, 195, 222 |
| |
| 268, 228, 844, 247, 139 |
| |
| 108, 98, 405, 117, 89 |
+- -+

+- -+
| 66/11665, 291/11665, -3112/11665, -4143/11665, 2824/2333 |
| |
| -3589/6 9990, -3629/69990, 35963/69990, 6707/11665, -12590/6999 |
| |
| -32/6999, 71/6999, 307/6999, 104/2333, -1261/6999 |
| |
| 1328/34995, 553/34995, - 9241/34995, -1983/11665, 5567/6999 |
| |
| 2684/34995, 169/34995, - 2128/34995, -1724/11665, 2081/6999 |

2.6 Exerci ces sur le Chapi tre 2

exercice 1
On consid•re lÕespacevectoriel R 2 muni de sa basecanoniqueB = (e1, e2).

Soit u lÕendomorphismede R 2 dŽÞnipar u(e1) = 2e1 + e2 et u(e2) = e1 + e2.
a) DŽterminer la matrice de u dans la baseB.
b) Soient v1 = e1 − e2 et v2 = e1 + e2. Montrer que (v1, v2) est une basede

R 2 et dŽterminer la matrice de u dans cette nouvelle base.

exercice 2
On consid•re lÕapplicationf : R 3 → R 3 dŽÞniepar la formule

f (x, y, z) = (−z + x + y, x − y, z− 2x) ∀(x, y, z) ∈ R 3.

a) Montr er que f est un endomorphismede R 3.
b) DŽterminer le noyau et calculer le rang de f . LÕappicationf est-elle in-

jective? surjective?
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c) DŽterminer la matrice de f dans la basecanoniqueB = (e1, e2, e3) de R 3.
d) On poseu1 = (1, 1, 2), u2 = (−1, 1, 0), u3 = (0, 1,−1). Montrer que B1 =

(u1, u2, u3) est une basede R 3.
DŽterminer la matrice de f dans la baseB1.
e) DŽterminer w ∈ R 3 tel queB2 = (f (u1), f (u2), w) soit une basede R 3.
DŽterminer la matrice de f dans la baseB2.

exercice 3
On munit R 3 de la basecanoniqueB = (e1, e2, e3).
Pour a ∈ R , on dŽÞnit f : R 3 → R 3 par les formules

f a(e1) = ae1 + e2 + e3, f a(e2) = e1 + ae2 + e3, f a(e3) = e1 + e2 + ae3.

a) Donner une basede K er(f −2) et une basede I m(f −2).
b) Donner une basede K er(f 1) et une basede I m(f 1).
c) Montrer que lÕapplicationf 0 est bij ective.
d) Montrer que R 3 = K er(f −2) ⊕ K er(f 1).
e) Ecrire la matr ice A de f a dansla baseB. AppelonsB1 la base de K er(f −2)

trouvŽeau a), et B2 la basede K er(f 1) trouvŽeau b). Ecrire la matrice B de
f a dans la baseB′ = B1 ∪ B2. Donner une formule matricielle exprimant B en
fonction de A.

f ) Calculer B n pour n ≥ 0.
g) Montrer que A2 − (2a + 1)A + (a− 1)(a + 2)I = 0, I dŽsignant la matrice

unitŽ deM3(R ).
h) Pour quellesvaleurs de a) la matrice A est-elleinversible? Dans le caso•

A est inversible, calculer A−1.

exercice 4(sousMupad)
1) Soit B = (1 + x − x2 + x3− x4, 7−4x + x2 + x3 + 2x4, 8− x + 3x2 + 7x3 +

4x4, 2 + 3x + 7x2 − 5x3 + x4, 4 + 7x − 5x2 + 8x3 + x4).
Montrer que B est une basede R 4[x].
2) Donner les coordonnŽesde q = 1 + x + x2 + x3 + x4 dans la baseB.
3) Soit D : p "−→ p′ lÕopŽrateur de dŽrivation sur R 4[x]. Calculer M D,B,B.



Chapitre 3

DŽterminan ts, notations
indicielles de la Physique

3.1 Propri ŽtŽs des dŽtermi nants

Dans toute la suite du cours on notera Mn(K ) lÕanneaudes matrices ˆ n
lignes et n colonnesˆ coe"cien ts dans un corps K , on notera L(E ) lÕanneau
desendomorphismesdÕunK -espacevectoriel E de dimensionÞnie,et on notera
M u,B = M u,B,B la matrice reprŽsentant u ∈ L(E) dans une baseB de E.

On note Sn le groupe des permutations dÕordren, cÕest̂ dire lÕensemble
desbij ectionsde lÕensemble {1, . . . , n} sur lui m•me muni de la composition des
applications. On adopte la notation suivante, pour ( ∈ Sn :

( =
1 2 . . . n

( (1) ( (2) . . . ( (n)

La signature dÕunepermutation ( est dŽÞniepar la formule

)(( ) =
9

1≤i<j≤n

( (j ) − ( (i )
j − i

.

On vŽriÞeque )(( ) ∈ {−1, 1} et que )(( ◦ * ) = )(( ))(* ) pour ( ∈ Sn, * ∈ Sn.
Ceci permet dÕintro duire la dŽÞnition suivante :

Définition 3.1.1 Soit A = (ai,j) 1# i # n
1# j # n

∈ Mn(K ). On dŽÞnit le déterminant
de A par la formule

det(A) =
!

σ∈Sn

)(( )aσ(1 ) ,1 . . . aσ(n) ,n.

33



34CHAPITRE 3. DƒTERMINANTS, NOTATIONS INDICIELLES DE LA PHYSIQUE

On utilisera Žgalement la notation

det(

&

'
'
'
(

a1,1 . . . a1,n

. . . . .

. . . . .

. . . . .
an,1 . . . an,n

)

*
*
*
+

) =

:
:
:
:
:
:
:
:
:

a1,1 . . . a1,n

. . . . .

. . . . .

. . . . .
an,1 . . . an,n

:
:
:
:
:
:
:
:
:

.

Les dŽterminants poss•dent la propriŽtŽ fondamentale suivante, que nous
admettrons sansdŽmonstration.

Théorème 3.1.2 : Soient A, B ∈Mn(K ). Alors det(AB ) = det(A)det(B ).

Le groupe S2 serŽduit ˆ deux ŽlŽments ( 1 et ( 2, avec

( 1 =
1 2
1 2

et ( 2 =
1 2
2 1

.

On a )(( 1) = 1 et )(( 2) = −1, donc" 2
i=1 aσi (1 ) ,1aσi (2 ) ,2 = a1,1a2,2 − a2,1a1,2 et on obtient

(3.1)

:
:
:
:
a b
c d

:
:
:
: = ad− bc.

Le groupe S3 poss•desix ŽlŽments ( 1, ( 2, ( 3, ( 4, ( 5 et ( 6, avec

( 1 =
1 2 3
1 2 3

, ( 2 =
1 2 3
2 3 1

, ( 3 =
1 2 3
3 1 2

,

( 4 =
1 2 3
3 2 1

, ( 5 =
1 2 3
1 3 2

, ( 6 =
1 2 3
2 1 3

.

On a )(( 1) = 1, )(( 2) = (3−2)(1−2)(1−3)
2 = 1, )(( 3) = (1−3)(2−3)(2−1)

2 =

1, )(( 4) = (2−3)(1−3)(1−2)
2 = −1, )(( 5) = (3−1)(2−1)(2−3)

2 = −1, et )(( 6) =
(1−2)(3−2)(3−1)

2 = −1. On obtient, si A = (ai,j) 1# i # 3
1# j # 3

∈M3(K ) :

det(A) =
" 6

i=1 )(( i)aσi (1 ) ,1aσi (2 ) ,2aσi (3 ) ,3 = a1,1a2,2a3,3+ a2,1a3,2a1,3+ a3,1a1,2a2,3−
a3,1a2,2a1,3 − a1,1a3,2a2,3 − a2,1a1,2a3,3.

On en dŽduit la r•gle de Sarrus

(3.2)

:
:
:
:
:
:
:
:
:

a1,1 a1,2 a1,3

a2,1 a2,2 a2,3

a3,1 a3,2 a3,3

:
:
:
:
:
:
:
:
:

=

a1,1 a1,2 a1,3

a2,1 a2,2 a2,3

a3,1 a3,2 a3,3

a1,1 a1,2 a1,3

a2,1 a2,2 a2,3
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#
#

#
#

#
#

##

#
#

#
#

#
#

##

#
#

#
#

#
#

##
$

$
$

$
$

$
$$

$
$

$
$

$
$

$$
$

$
$

$
$

$
$$

-

-

-

+

+

+

Autrement dit on recopie en dessousde la matrice sesdeux premi•res lignes
et on trouve le dŽterminant en calculant la somme obtenue en a!ectant les
trois produits obtenus en descendant ˆ 45◦ de gauche ˆ droite du signe + et
en a!e ctant les trois produits obtenus en montant ˆ 45◦ de gauche ˆ droite du
signe−. On obtient par exemple

:
:
:
:
:
:

1 2 3
3 2 1
1 1 1

:
:
:
:
:
:

=

1 2 3
3 2 1
1 1 1
1 2 3
3 2 1

#
#

#
#

#

#
#

#
#

#

#
#

#
#

#

$
$

$
$

$

$
$

$
$

$

$
$

$
$

$ +
+
+

-
-
-

Donc

:
:
:
:
:
:

1 2 3
3 2 1
1 1 1

:
:
:
:
:
:

= 2 + 9 + 2− 6− 1− 6 = 0.

On peut Žgalement dŽvelopper un dŽterminant suivant une ligne ou une co-
lonne. Si A ∈Mn(K ) on appellera cofacteur dÕindice (i, j ), et on notera Ci,j(A),
le dŽterminant de la matrice ˆ (n−1) ligneset (n−1) colonnesobtenu en retirant
ˆ A sa i e ligne et sa j e colonne.On a alors le thŽor•me suivant.

Théorème 3.1.3 Soit A = (ai,j) 1# i # n
1# j # n

∈Mn(K ).

1) (DŽveloppement selon les lignes)
On a det(A) =

"
1≤j≤n ai,j(−1)i+ jCi,j(A) pour 1≤ i ≤ n.

2) (DŽveloppement selon les colonnes)
On a det(A) =

"
1≤i≤n ai,j(−1)i+ jCi,j(A) pour 1≤ j ≤ n.

Par exempleon a, endŽveloppant par rapport ˆ la premi•re colonne,

:
:
:
:
:
:

1 2 3
3 2 1
1 1 1

:
:
:
:
:
:

=

:
:
:
:
2 1
1 1

:
:
:
: − 3

:
:
:
:
2 3
1 1

:
:
:
: +

:
:
:
:
2 3
2 1

:
:
:
: = 1 + 3− 4 = 0.

On dira que A = (ai,j) 1# i # n
1# j # n

∈Mn(K ) est triangulaire supŽrieure si ai,j = 0

pour i > j , on dira qua A est triangulaire infŽrieure si ai,j = 0 pour i < j , et on
dira que A est triangulaire si elle est triangulaire supŽrieure ou infŽrieure. On
dŽduit du thŽor•me 3.3 le rŽsultat suivant.

Corollaire 3.1.4 Si A = (ai,j) 1# i # n
1# j # n

∈ Mn(K ) est triangulaire, det(A) =
a1,1 . . . an,n.
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DŽmonstration : CÕestŽvident si n = 1. Supposonsla propriŽtŽ vŽriÞŽepour
n, et soit A = (ai,j) 1# i # n +1

1# j # n +1
∈ Mn+1 (K ) une matrice triangulaire. En dŽvelop-

pant par rapport ˆ la premi•re ligne ou la premi•re colonne de A, on obtient
det(A) = a1,1C1,1(A), et C1,1(A) = a2,2 . . . an,n dÕapr•slÕhypoth•se de rŽcur-
rence.Donc la propriŽtŽ est vŽriÞŽepour tout n ≥ 1. ♣

La Proposition suivante rŽsumequelquespropriŽtŽs classiquesdesdŽtermi-
nants.

Proposition 3.1.5 Soit A ∈Mn(K ).
1) Si on Žchangedeux colonnesde A, ou si on Žchangedeux lignes de A, le

dŽterminant de A est multipl iŽ par −1.
2) LÕapplication X "−→ det(A(i) (X )) , o• A(i) (X ) dŽsignela matrice obtenue

en remplacant la i e ligne deA par un vecteur ligne X , estune application linŽaire
de K n dans K pour 1≤ i ≤ n.

3) LÕapplication Y "−→ det(A(j) (Y )) , o• A(j) (Y ) dŽsignela matrice obtenue
en remplacant la j e colonne de A par Y, est une application linŽaire de K n dans
K pour 1≤ i ≤ n.

4) Si deux lignes de A sont Žgales, ou si deux colonnes de A sont Žgales, le
dŽterminant de A est nul.

5) Le dŽterminant ne changepas si on ajoute ˆ une ligne de A une combi-
naison linŽaire desautres, ou si on ajoute ˆ une colonne de A une combinaison
linŽaire desautres.

Ces rŽsultats sont dÕungrand intŽr•t pratique pour le calcul des dŽtermi-
nants.
ConsidŽronspar exemplele dŽterminant suivant :

:
:
:
:
:
:
:
:
:

1 2 3 4 5
1 2 1 2 1
1 −1 4 3 −1
2 −1 3 1 4
5 −2 3 −1 3

:
:
:
:
:
:
:
:
:

.

On retranche la premi•re ligne ˆ la 2e et ˆ la 3e , on retranche Deux fois la
premi•re ligne ˆ la quatri•me et 5 fois la prem•re ligne ˆ la cinqui•me.

L 2 −→ L 2 − L 1, L 3 −→ L 3 − L 1, L 4 −→ L 4 − 2L 1, L 5 −→ L 5 − 5L 1

D =

:
:
:
:
:
:
:
:
:

1 2 3 4 5
0 0 −2 −2 −4
0 −3 1 −1 −6
0 −5 −3 −7 −6
0 −12 −12 −21 −22

:
:
:
:
:
:
:
:
:

=

:
:
:
:
:
:
:

0 −2 −2 −4
−3 1 −1 −6
−5 −3 −7 −6
−12 −12 −21 −22

:
:
:
:
:
:
:

= −2

:
:
:
:
:
:
:

0 1 1 2
−3 1 −1 −6
−5 −3 −7 −6
−12 −12 −21 −22

:
:
:
:
:
:
:

= −4

:
:
:
:
:
:
:

0 1 1 1
−3 1 −1 −3
−5 −3 −7 −3
−12 −12 −21 −11

:
:
:
:
:
:
:
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0n retranche la derni•re colonneˆ la deuxi•me et ˆ la troisi•me.

C2 −→ C2 − C4, C3 −→ C3 − C4.

D = −4

:
:
:
:
:
:
:

0 0 0 1
−3 4 2 −3
−5 0 −4 −3
−12 −1 −10 −11

:
:
:
:
:
:
:

= 4

:
:
:
:
:
:

−3 4 2
−5 0 −4
−12 −1 −10

:
:
:
:
:
:

= 8

:
:
:
:
:
:

−3 4 1
−5 0 −2
−12 −1 −5

:
:
:
:
:
:
.

C1 −→ C1 + 3C3, C2 −→ C2 − 4C3.

D = 8

:
:
:
:
:
:

0 0 1
−11 8 −2
−27 19 −5

:
:
:
:
:
:

= 8

:
:
:
:
−11 8
−27 19

:
:
:
: = 8(−209+ 216) = 56.

3.2 Matri ces carrŽes inversibl es

Le thŽor•me 3.3 permet dÕobtenirdesformules pour calculer lÕinversedÕune
matrice. Rappelons quÕondit quÕunŽlŽment b dÕunanneau B est inversible ˆ
gauchesÕilexiste c ∈ B tel que cb= e, e dŽsignant lÕŽlŽment unitŽ de B pour la
mutiplication. De m•me on dit que b est inversible ˆ droite sÕilexiste c ∈ B tel
que bc= e.

Définition 3.2.1 Soit B = (bi,j)1# i # m
1# j # n

∈ Mm,n(K ). On appelle transposée

de B , la matrice B t = (bj,i) 1# j # n
1# i # m

obtenueen Žchangeant les lignes et les co-

lonnesde B .

On a les propriŽtŽssuivantes

(3.3) (B t)t = B ∀B ∈Mm,n(K ).

(3.4) (&B + +C)t = &B t + +Ct ∀&, + ∈ K , ∀B , C ∈Mn(K ).

(3.5) (B C)t = CtB t ∀B ∈Mm,n(K ), ∀C ∈Mn,p(K ).

(3.6) det(B t) = det(B ) ∀B ∈Mn(K ).

On a le rŽsultat suivant.



38CHAPITRE 3. DƒTERMINANTS, NOTATIONS INDICIELLES DE LA PHYSIQUE

Théorème 3.2.2 Soit A ∈Mn(K ). Les conditions suivantessont Žquivalentes
1) A est inversible ˆ droite
2) A est inversible ˆ gauche
3) A est inversible
4) det(A) += 0.
DÕautre part on a dans ce cas

A−1 =
1

det(A)
(C(A)) t,

o• C(A) est la matrice des cofacteurs de A dŽÞniepar la formule

C(A) =
;
(−1)i+ jCi,j(A)

<
1# i # n
1# j # n

.

DŽmonstration : On a det(I n) = 1, donc si A poss•deun inverseˆ gauche B
on a det(B )det(A) = det(I n) = 1 et det(A) += 0. De m•me det(A) += 0 si A est
inversible ˆ gauche. Supposonsmaintenant que det(A) += 0. On a

n!

k=1

ai,k(−1)k+ jCj,k(A) = det(A(i,j) ),

o• A(i,j) est la matrice obtenue en remplacant la j e ligne de A par la i e, car
ce changement nÕa!ectepas les cofacteurs Cj,k pour 1 ≤ k ≤ n. Si i += j , les i e

et j e lignes de la matrice A(i,j) sont Žgales,donc det(A(i,j) ) = 0. Si i = j , alors
A(i,j) = A(i,i) = A. On voit donc que A.(C(A)) t = det(A)I n.

DÕautrepart
n!

k=1

ak,j(−1)k+ iCk,i(A) = det(A(i,j) ,

o• A(i,j) dŽsignela matrice obtenue en remplacant la i e colonne de A par
la j e. On a donc det(Ai,j) = 0 pour i += j , det(Ai,j) = det(A) pour i = j , et on
obtient

(3.7) A.(C(A)) t = (C(A)) t.A = det(A)I n ∀A ∈Mn(K ).

Donc si det(A) += 0 alors A est inversible,et A−1 = 1
det(A) (C(A)) tA. Comme

toute matrice inversible est ˆ fortiori inversible ˆ droite et ˆ gauche,ceciach•ve
la dŽmonstration.♣

Pour les matrices ˆ deux lignes et deux colonneson obtient

(3.8)
=

a b
c d

>−1

=
1

ad− bc

=
d −b
−c a

>
si ad− bc += 0.
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3.3 Form ules de Cramer

On obtient aussi les formules de Cramer.

Théorème 3.3.1 On consid•re le syst•melinŽaire den Žquationsˆ n inconnues2
???3

???4

a1,1x1+ . . . + a1,nxn = b1

. . . . .

. . . . .

. . . . .
an,1x1+ . . . + an,nxn = bn

Si

:
:
:
:
:
:
:
:
:

a1,1 . . . a1,n

. . . . .

. . . . .

. . . . .
an,1 . . . an,n

:
:
:
:
:
:
:
:
:

+= 0, le syst•meadmetune solution unique(x1, . . . , xn)

donnŽe par les formules

xj =
detAj,b1 ,...,bn

det(A)
pour 1≤ j ≤ n,

o• A = (ai,j) 1# i # n
1# j # n

, et o• Aj,b1 ,...,bn est la matrice obtenueen remplacant

la j e colonne de A par

,

-
.

b1

.

.
bn

/

0
1 .

DÕautre part si

:
:
:
:
:
:
:
:
:

a1,1 . . . a1,n

. . . . .

. . . . .

. . . . .
an,1 . . . an,n

:
:
:
:
:
:
:
:
:

= 0, alors ou bien le syst•me nÕadmet

aucunesolution, ou bien le syst•meadmetplusieurssolutions(en fait une inÞnitŽ
de solutions si le corps K est inÞni).

DŽmonstration : PosonsX =

,

.
x1

. .
xn

/

1 , B =

,

.
b1

. .
bn

/

1 . Le syst•me est Žquivalent

ˆ lÕŽquationAX = B . Si det(A) += 0, A est inversible et cette Žquation admet
pour solution unique X = A−1B .

On a alors xj = 1
det(A)

"
1≤k≤n(1)j+ kCk,jbk, et

"
1≤k≤n(1)j+ kCk,jbk coin-

cide avec le dŽterminant de la matrice obtenue en remplacant la j e colonnede
A par B .

ConsidŽronsmaintenant lÕapplicationlinŽaire U : K n → K n dŽÞnie par
lÕŽquationU(X ) = AX . Si det(A) = 0, A nÕestpas inversible. Il rŽsulte alors de
la proposition 2.6 que U nÕestpas bij ective, et il rŽsulte du corollaire 1.18 que
U nÕestni bij ective, ni surjective. Si B /∈ I m(U), le syst•me nÕadmetaucune
solution. Si B ∈ I m(U), il existe X ∈ K n tel que AX = U(X ) = B . Soit Y un
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ŽlŽment non nul de K er(U). On a A(X + !Y ) = U(X ) + !U (Y ) = U(X ) = B
pour tout ! ∈ K , ce qui fait que le syst•me admet plusieurs solutions(et une
inÞnitŽ de solutions si le corps K est inÞni). ♣

ConsidŽronspar exemplela matrice A =

&

(
10 5 4
5 2 3
3 1 2

)

+ .

On a par la r•gle de Sarrus det(A) = 40+ 20+ 45− 24− 30− 50 = 1.

DÕautrepart C1,1(A) =

:
:
:
:
2 3
1 2

:
:
:
: = 1, C1,2(A) =

:
:
:
:
5 3
3 2

:
:
:
: = 1, C1,3(A) =

:
:
:
:
5 2
3 1

:
:
:
: = −1, C2,1(A) =

:
:
:
:
5 4
1 2

:
:
:
: = 6, C2,2(A) =

:
:
:
:
10 4
3 2

:
:
:
: = 8, C2,3(A) =

:
:
:
:
10 5
3 1

:
:
:
: = −5, C3,1(A) =

:
:
:
:
5 4
2 3

:
:
:
: = 7, C3,2(A) =

:
:
:
:
10 4
5 3

:
:
:
: = 10, C3,3(A) =

:
:
:
:
10 5
5 2

:
:
:
: = −5.

Donc C(A) =

&

(
1 −1 −1
−6 8 −5
7 −10 −5

)

+ et A−1 = (C(A)) t =

&

(
1 −6 7
−1 8 −10
−1 5 −5

)

+ .

ConsidŽronsmaintenant le syst•me
2
3

4

10x + 5y + 4z = 1
5x + 2y + 3z = 2
3x + y + 2z = −1

Commedet(A) = 1, on peut appliquer les formulesde Cramer, et le syst•me
poss•deune solution unique donnŽepar les formules

x =

:
:
:
:
:
:

1 5 4
2 2 3
−1 1 2

:
:
:
:
:
:
, y =

:
:
:
:
:
:

10 1 4
5 2 3
3 −1 2

:
:
:
:
:
:
, z =

:
:
:
:
:
:

10 5 1
5 2 2
3 1 −1

:
:
:
:
:
:
.

En appliquant la r•gle de Sarruson obtient x = 4+ 8−15+ 8−3−20 = −18,
y = 40− 20+ 9− 24+ 30− 10 = 25, z = −20+ 5 + 30− 6− 20+ 25 = 14.

En fait commeA−1 a dŽĵ ŽtŽcalculŽ,on pouvait Žcrire directement

&

(
x
y
z

)

+ = A−1

&

(
1
2
−1

)

+ =

&

(
1 −6 7
−1 8 −10
−1 5 −5

)

+

&

(
1
2
−1

)

+ =

&

(
−18
25
14

)

+ .

3.4 MŽtho de du pi vot de Gauss

En pratique le calcul descofacteurs pour obtenir lÕinversedÕunematrice est
long et fastidieux ( 25 determinants dÕordre 4 si A ∈ M5(K )) , et les formules
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de Cramer peuvent aussi mener ˆ des calculs assez longs pour rŽsoudre des
syst•mes linŽaires. On est plut™t amenŽˆ utiliser la méthode du pivot de
Gauss, dŽcrite dans le Cours d’Analyse numérique de X. Fischer.[5] Cette
mŽthode, qui consiste ˆ "trianguler le syst•me", permet aussi de rŽsoudredes
syst•mes o• le nombre dÕŽquations est di!Žrent du nombre dÕinconnues. Nous
dŽcrivons cette mŽthode en reprenant la matrice prŽcŽdente.

On va rŽsoudredirectement lÕŽquationAX = B .
2
3

4

10x + 5y + 4z = a
5x + 2y + 3z = b
3x + y + 2z = c

Pour simpliÞer les calculs on Žcrit en premier la variable y et on Žchangeles
premi•res et troisi•mes Žquations.

2
3

4

y + 3x + 2z = c
2y + 5x + 3z = b

5y + 10x + 4z = a

L 2 −→ L 2 − 2L 1, L 3 −→ L 3 − 5L 1.
2
3

4

y +3x +2z = c
−x −z = b− 2c
−5x −6z = a− 5c

L 3 −→ L 3 − 5L 2.
2
3

4

y +3x +2z = c
−x −z = b− 2c

−z = a− 5b+ 5c

La derni•re Žquationdonne z = −a+ 5b−5c. En reportant dans la deuxi•me
on obtient x = −z−b+ 2c = a−5b+ 5c−b+ 2c = a−6b+ 7c. EnÞn en reportant
dans la premi•re Žquation on obtient y = −3x − 2z + c = −3a + 18b− 21c +
2a− 10b+ 10c + c = −a + 8b− 10c.

Le syst•me admet donc une solution unique :
2
3

4

x = a− 6b+ 7c
y = −a + 8b− 10c
z = −a + 5b− 5c

Pour a = 1, b = 2, c = 3 on retrouve le fait que x = 1− 12− 7 = −18,
y = −1 + 16+ 10 = 25, z = −1 + 10+ 5 = 14.

DÕautrepart on a

&

(
x
y
z

)

+ =

&

(
1 −6 7
−1 8 −10
−1 5 −5

)

+

&

(
a
b
c

)

+ , et on retrouve le fait

que

&

(
10 5 4
5 2 3
3 1 2

)

+

−1

=

&

(
1 −6 7
−1 8 −10
−1 5 −5

)

+ .
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3.5 DŽtermi nant dÕun endomorphi sme et dÕune
fami l le de vecteurs

On peut Žgalement dŽÞnir la noti on de dŽterminant dÕunendomorphisme
dÕunespacevectoriel de dimension Þnie.

Proposition 3.5.1 Soit E un espace vectoriel non nul de dimension Þnie, et
soit B une basede E. Pour u ∈ L(E ), on pose

det(u) = det(M u,B).

Cette dŽÞnition est indŽpendante du choix de la baseB, et u est inversible
si et seulement si det(u) += 0. DÕautre part det(u ◦ v) = det(u)det(v) pour
u, v ∈ L(E ).

DŽmonstration : Si B1 est une autre basede E, on a M u,B1 = P−1M u,BP,
o• P = PB,B1 est la matrice de passagede B ˆ B1. Donc det(M u,B1 ) =
det(P−1)det(M u,B)det(P) = det(P)−1det(P)det(M u,B) = det(I n)det(M u,B) =
det(M u,B), et la dŽÞnition de det(u) est indŽpendante du choix de la baseB. Le
fait que det(u ◦ v) = det(u)det(v) pour u, v ∈ L(E ) est alors une consŽquence
immŽdiate de la proposition 2.6 et du thŽor•me 3.2.♣

DÕautrepart on peut dŽÞnir le dŽterminant dÕunefamille B de n ŽlŽments
dÕunespacevectoriel E de dimension Þnie n ≥ 1 dans une base donnŽe B0 de
E.

Proposition 3.5.2 Soit E un espace vectoriel de dimension Þnie n ≥ 1 sur
un corps K , soit B0 une base de E, et soit F = {f 1, . . . , f n} une famil le de n
ŽlŽmentsde E. On dŽÞnit le dŽterminant detB0 (F) deF dans la baseB0 par la
formule

detB0 (F) = det(PB0 ,F ).

Alors F est une basede E si et seulement si detB0 (F) += 0.
De plus lÕapplication # : E n −→ K dŽÞniepar la formule #(F) = detB0 (F)

est une "forme multil inŽaire alternŽe" de E n dans K :
si Fi,j dŽsignela famil le obtenueen Žchangeant f i et f j , avec 1≤ i < j ≤ n,

alors #(Fi,j) = −#(F), et si F(i, x) dŽsignela famil le obtenueen remplacant
f i par x ∈ E, alors lÕapplication x −→ #(Fi,x) est une application linŽaire de E
dans K pour 1≤ i ≤ n.

DŽmonstration : Ceci rŽsulte de la dŽÞnition de la matrice PB0 ,F , de la
proposition 2.10 et de la proposition 3.5.♣
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3.6 Rang dÕune matri ce

Les dŽterminants sont Žgalement utiles pour calculer le rang dÕunematrice,
qui sedŽÞnit de la mani•re suivante.

Définition 3.6.1 Soit B = (bi,j)1# i # m
1# j # n

∈ Mn(K ). On appelle rang de B , et

on note r g(B ), la dimension du sous-espace vectoriel de K n engendrŽ par les
colonnesde B .

Soient p,m, n trois entiers, avec 1 ≤ p ≤ inf (m, n). On dit quÕunematrice
A ∈Mp(K ) est une matrice extraite dÕunematrice B ∈Mm,n(K ) si A est une
matrice obtenue en retirant ˆ B m−p de sesligneset n−p de sescolonnes.On
a alors le rŽsultat suivant.

Proposition 3.6.2 Soit B ∈Mm,n(K ) une matrice non nulle. Alors le rang de
B est Žgal au plus grand entier p≥ 1 pour lequel il existe une matrice ˆ p lignes
et p colonnes extraite de B dont le dŽterminant soit non nul. En particulier
le rang de B est Žgal ˆ celui de sa transposŽe,cÕest̂ dire ˆ la dimension du
sous-espace vectoriel de K m engendrŽ par les lignes de B .

DŽmonstration : Notons B1, . . . , Bn les colonnesde B , soit E le sous-espace
vectoriel de K n engendrŽpar les colonnesde B et soit p le rang de B . Il existe
des entiers i 1 < i 2 . . . < ip tels que (B i1 , . . . , B ip ) soit une base de E. Soit
C = (ci,j)1# i # m

1# j # p
∈Mm,p(K ) la matrice dont les colonnessont B i1 , . . . , B ip , soit

F le sous-espacevectoriel de K p engendrŽpar les lignesL 1, . . . , Lm de C, et soit
q≤ p la dimension de F. Il existe un sous-ensemble S de {1, . . . , m} possŽdant
q ŽlŽments tel que (L j)j∈S soit une basede F.

Soit X =

&

'
(

x1

.

.
xp

)

*
+ ∈ K p tel que L jX = 0 pour j ∈ S, et soit k ≤ m. Il

existe une famille (! j)j∈S dÕŽlŽments de K telle que Lk =
"

j∈S ! jL j . On a
alors LkX =

"
j∈S ! jL jX = 0, cequi prouve que CX = 0. Commelescolonnes

de C forment une famille libre, on a X = 0. Soient j 1, . . . , j q les ŽlŽments de
S, et soit D ∈ Mq,p(K ) la matrice dont les lignes sont L j1 , . . . , L jq . Il rŽsulte
de ce qui prŽc•de que les p colonnesde D forment une famille libre de K q, ce
qui prouve que q ≥ p. Donc q = p. Comme lÕŽquationDX = 0 admet 0 pour
unique solution dans K p, on a det(D ) += 0, et D est une matrice ˆ p lignes et p
colonnesextraite de B dont le dŽterminant est non nul.

Supposonsmaintenant quÕilexiste une matrice U ˆ r lignes et r colonnes
extraite de B telle que det(U) += 0. Il existe un sous-ensemble R de {1, . . . , m}
possŽdant r ŽlŽments et un sous-ensemble T de {1, . . . , n} possŽdant aussi r
ŽlŽments tels que U = (bi,j) i $ S

j $ T
. Soient j 1 < . . . < j r les ŽlŽments de T, et soit

V ∈ Mm,r la matrice dont les colonnessont Bj1 , . . . , Bjr . Si X ∈ K r vŽriÞe
VX = 0, on a ˆ fortiori UX = 0, donc X = 0 et (Bj)j∈T est une famille libre de
K m. Donc r ≤ r g(B ), et le rang de B est Žgalau plus grand entier p pour lequel
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il existe une matrice ˆ p lignes et p colonnesextraite de B dont le dŽterminant
soit non nul. Comme le dŽterminant dÕunematrice carrŽeest Žgal ˆ celui de sa
transposŽe,ceci montre que r g(B ) = r g(B t), cÕest̂ dire que le rang de B est
Žgal ˆ la dimension du sous-espacevectoriel de K m engendrŽpar les lignes de
B . ♣

En fait on utilise rarement en pratique lesdŽterminants pour calculer le rang
dÕunematrice. En e!et le rang dÕunematrice B ne changepassi on ajoute ˆ une
ligne de B une combinaison linŽaire desautres, ou si on ajoute ˆ une colonnede
B une combinaison linŽaire desautres. Il ne changepasnon plus si on intervertit
lÕordredes lignes ou lÕordredes colonnesde B , ou si on multiplie une ligne ou
une colonnede B par un coe"cien t non nul. On va calculer ˆ titre dÕexemplele
rang de la matrice suivante

B =

&

'
(

5 6 7 11 4 18
2 1 3 3 0 6
1 3 2 4 2 6
−1 1 2 0 −2 2

)

*
+ .

L 1 −→ L 1 − 5L 3, L 2 −→ L 2 − 2L 3, L 4 −→ L 4 + L 3.

&

'
(

0 −9 −3 −9 −6 −12
0 −5 −1 −5 −4 −6
1 3 2 4 2 6
0 4 4 4 0 8

)

*
+ .

C2 −→ C2 − 3C1, etc. . .

&

'
(

0 −9 −3 −9 −6 −12
0 −5 −1 −5 −4 −6
1 0 0 0 0 0
0 4 4 4 0 8

)

*
+ .

L 1 −→ − 1
3 L 1, L 2 −→ −L 2, L 4 −→ 1

4 L 4.

&

'
(

0 3 1 3 2 4
0 5 1 5 4 6
1 0 0 0 0 0
0 1 1 1 0 2

)

*
+ .

L 1 −→ L 1 − 3L 4, L 2 −→ L 2 − 5L 4.

&

'
(

0 0 −2 0 2 −2
0 0 −4 0 4 −4
1 0 0 0 0 0
0 1 1 1 0 2

)

*
+ .

C3 −→ C3 − C2, etc. . .
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&

'
(

0 0 −2 0 2 −2
0 0 −4 0 4 −4
1 0 0 0 0 0
0 1 0 0 0 0

)

*
+ .

L 2 "−→ L 2 − 2L 1.

&

'
(

0 0 −2 0 2 −2
0 0 0 0 0 0
1 0 0 0 0 0
0 1 0 0 0 0

)

*
+ .

L 1 "−→ − 1
2 L 1.

&

'
(

0 0 1 0 −1 1
0 0 0 0 0 0
1 0 0 0 0 0
0 1 0 0 0 0

)

*
+ .

C5 "−→ C5 + C3, C6 "−→ C6 − C3.

&

'
(

0 0 1 0 0 0
0 0 0 0 0 0
1 0 0 0 0 0
0 1 0 0 0 0

)

*
+ .

Donc le rang de

&

'
(

5 6 7 11 4 18
2 1 3 3 0 6
1 3 2 4 2 6
−1 1 2 0 −2 2

)

*
+ est Žgalˆ 3 (on peut montrer

que les opŽrations ci-dessuspermettent toujours dÕaboutir ˆ une matrice dont
tous les coe"c ients sont Žgauxˆ 0 ou 1 qui poss•de au plus un coe" cient Žgal
ˆ 1 sur chaque ligne et chaquecolonne).

On a, dÕapr•sla r•gle de Sarrus,

:
:
:
:
:
:

5 6 7
2 1 3
1 3 2

:
:
:
:
:
:

= 10+ 42+ 18− 7− 45− 24 =

70− 76 = −6. Donc le dŽterminant de la matrice B ∈ M3(K ) obtenue en
retirant ˆ A sesdeux derni•res ligneset sestrois derni•res colonnesest non nul.
Pour montr er que le rang de A est Žgalˆ 3 par cette mŽthode il faudrait encore
vŽriÞerque le dŽterminant de toutes les matrices obtenuesen retirant ˆ A une
ligne et deux colonnesest nul, ce que nous feronsplus loin en utilisant Mupad.

3.7 Rang dÕune fami l le de vecteurs, rang dÕune
appl icati on linŽaire
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On peut Žgalement dŽÞnir le rang dÕunefamille de vecteursou dÕuneappli-
cation linŽaire.

Définition 3.7.1 1) Soit E un espace vectoriel de dimension, et soit F une
famil le Þnie dÕŽlŽmentsde E. Le rang de F est la dimension du sous-espace
vectoriel de E engendrŽ par F .

2) Soient E et F deux espaces vectoriels de dimension Þnie et soit u ∈
L(E , F ). Le rang de u est Žgal ˆ la dimension de u(E).

Proposition 3.7.2 1) Soit E un espace vectoriel de dimension Þnie m ≥ 1,
soit B une basede E et soit F une famil le Þnie dÕŽlŽmentsde E. Alors le rang
de F est Žgal au rang de la matrice PB,F .

2) Soient E et F deux espaces vectoriels non nuls de dimension Þnie, soit
B une basede E, soit B′ une basede F et soit u ∈ L(E , F ). Alors le rang de u
est Žgal ˆ celui de la matrice M u,B,B! .

DŽmonstration : 1) Pour x ∈ E notons [x]B le vecteur colonne formŽ des
coordonnŽesde x dans la baseB. LÕapplication, : x "−→ [x]B est une bij ection
linŽaire de E sur K m.

Soit F le sous-espacevectoriel de E engendrŽpar F . Alors F et , (F ) ont la
m•me dimension.Comme, (F ) est le sous-espacevectoriel de K m engendrŽpar
les colonnesde PB,F , on voit que le rang de F est Žgalau rang de PB,F .

2) Soient e1, . . . , en lesŽlŽments dela baseB. Posonsu(B) = (u(e1), . . . , u(en)) .
LÕespacevector iel u(E) est le sous-espacevectoriel deF engendrŽpar u(B). Donc
r g(u) = r g(PB! ,u(B) ) = r g(M u,B,B! ).

3.8 Annexe au Chapi tre 3 : In tro ducti on aux
notati ons indi cielles de la Physique

On utilise souvent en Physique la convention de sommation de l’indice
répété : par exemplesi i varie de 1 ˆ n, alors la somme

"
1# i # n

xi,i seranotŽe
xi,i.

Dans le cas dÕunindice rŽpŽtŽ j coexistant avec un indice non rŽpŽtŽ i,
lÕindicei est appelŽ indice libre et lÕindicerŽpŽtŽ est appelŽ indice muet. On
peut changer le nom de lÕindicemuet sanschanger la valeur de lÕexpression: si
j varie entre 1 et n, on a ai,jxj = ai,kxk car

"
1≤j≤n ai,jxj =

"
1≤k≤n ai,kxk.

Saufmention expressedu contraire, lÕindicelibre prend lesm•mesvaleursque
lÕindicemuet. Par exemplesi n = 4, Žcrire ai,jxj = bi est une facon concentrŽe
dÕŽcrirele syst•me
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2
?3

?4

a1,1x1 + a1,2x2 + a1,3x3 + a1,4x4 = b1

a2,1x1 + a2,2x2 + a2,3x3 + a2,4x4 = b2

a3,1x1 + a3,2x2 + a3,3x3 + a3,4x4 = b3

a4,1x1 + a4,2x2 + a4,3x3 + a4,4x4 = b4

Pour n quelconque,enintro duisant lescofacteursdela matrice A = (ai,j) 1# i # n
1# j # n

,

les formules de Cramer donnent pour det(A) += 0

ai,jxj = bi ⇐⇒ bi = (−1)i+ jCj,i(A)bj .

La convention de lÕindicerŽpŽtŽsÕŽtendpour plusieurs indices. Par exemple
si les indices varient de 1 ˆ n,

ai,kbk,lcl,j =
!

1≤k≤n

!

1≤l≤n

ai,kbk,lcl,j =
!

1≤k≤n

ai,k

&

(
!

1≤l≤n

bk,lcl,j

)

+

=
!

1≤l≤n

&

(
!

1≤k≤n

ai,kbk,l

)

+ cl,j .

Notons que ceci montre au passageque ai,k(bk,lcl,j) = (ai,kbk,l)cl,j . Compte
tenu dela dŽÞnitiondu produit matriciel, on endŽduit notamment que(AB )C =
A(B C) pour A, B , C ∈Mn(K ).

Ces conventions posent des probl•mes de substitution. Par exemple si on
consid•re lÕexpression A = ai,jxiyj , avec xi = bi,jzj , les indices variant de 1 ˆ
n, lÕindicei est muet dans le premier cas, mais pas dans le second,tandis que
lÕindicej est muet dans lesdeux cas.I l faut donc dans la substitution remplacer
j par un autre symbole, tout en gardant i. On Žcrira donc xi = bi,kzk, ce qui
donne

A = ai,jbi,kzkyj =
n!

i=1

&

(
n!

j=1

ai,j

7
n!

k=1

bi,kzk

8

yj

)

+ .

On place souvent en Physique des indices placŽsplus haut que la variable
concernŽe.Ces le cas des coordonnŽesdÕunvecteur dans une base. On note
souvent en caractères gras les vecteurs. Par exemple si ((e1 , . . . , en ) est
une basedÕunespacevectoriel E , on notera souvent x1, . . . , xn les coordonnŽes
dÕunvecteur x dans cette base.Ceci se traduit par la formule

x = xiei .

Les exposants seront alors notŽs avec des parenth•ses. Par exemple (x3)2

reprŽsentera le carrŽde la troisi•me coordonnŽe du vecteur x. Si E est un espace
vecorieleuclidien, et si (e1 , . . . , en ) est une baseorthonormale de E (cesnotions
seront dŽtaillŽesau Chapitre 7), la norme euclidiennedÕunvecteur x est donnŽe

par la formule ‖x‖ =
@"

1≤i≤n(xi)2 (on pourrait aussiŽcrire ‖x‖2 = xixi).
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Nous terminons cette br•v e prŽsentation en intro duisant les symbolesdÕanti
symŽtrie. Soient i 1, . . . , in des entiers compris entre 0 et n. Si ces entiers ne
sont pas tous distincts le symbole dÕantisymŽtrie )i1 ,...,in est nul. Si les entiers
i 1, . . . , in sont tous distincts le symbole dÕantisymŽtrie )i1 ,...,in est Žgal ˆ la
signature )(( ) de la permutation

( =
1 2 . . . n
i 1 i 2 . . . in

En particulier le symbole dÕantisymŽtrie est Žgal ˆ 1, 0 ou −1, et il change
de signesi on permute ip et i q avec p += q.

Quand on a deux indices variant entre 1 et 2, on obtient

)1,1 = )2,2 = 0, )1,2 = 1, )2,1 = −1. On a alors, si A =
=

a1,1 a1,2

a2,1 a2,2

>

det(A) = )i,jai,1aj,2 = )i,ja1,ia2,j

que lÕonpeut aussiŽcrire sousla forme

det(aij) = )ijai1aj2 = )ija1ia2j

3.9 Chapi tre 3 sous MUP AD

On a vu au chapitr e prŽcŽdent comment calculer lÕinversedÕunematrice avec
MUPAD. On peut Žvidemment aussicalculer lesdŽterminants avecMUPAD,en
utilisant la commandelinalg : :det() ;

M:=Dom::Matrix();
A:=M([[1,2,3,4,5], [1,2,1,2,1],[1,-1,4,3,-1],[2,-1,3,1,4], [5,-2,3,-1,3]]);
linalg::det(A);

Dom::Matrix(Dom::Exp ressionField(id, iszero))

+- -+
| 1, 2, 3, 4, 5 |
| |
| 1, 2, 1, 2, 1 |
| |
| 1, -1, 4, 3, -1 |
| |
| 2, -1, 3, 1, 4 |
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| |
| 5, -2 , 3, -1, 3 |
+- -+

56

Donc

:
:
:
:
:
:
:
:
:

1 2 3 4 5
1 2 1 2 1
1 −1 4 3 −1
2 −1 3 1 4
5 −2 3 −1 3

:
:
:
:
:
:
:
:
:

= 56.

M:=Dom::Matrix();
A:=M([[5,6,7,11,4,18] ,[2,1,3,3,0,6],[1,3,2,4,2,6],[-1,1,2,0 ,-2,2]]);
linalg::rank(A);

Dom::Matrix(Dom::Ex pressionField(id, iszero))

+- -+
| 5, 6, 7, 11, 4, 18 |
| |
| 2, 1, 3, 3, 0, 6 |
| |
| 1, 3, 2, 4, 2, 6 |
| |
| -1, 1, 2, 0, -2, 2 |
+- -+

3

On peut Žgalement utiliser Mupad pour ajouter a une ligne dÕunematrice
un multiple dÕuneautre.Par exemple L 1 → L 1 − 5L 3 (retrancher 5 fois la
troisi•me ligne ˆ la premi•re) se traduit pour la matrice A par la commande
linalg : :addRow(A,3,1,-5), et C3 → C2 − 3C1 (Retrancher deux fois la pre-
mi•re colonneˆ la deuxi•me) setraduit pour la matrice A par la commandeli-
nalg : :addCol(A,1,2,-3). On peut ainsi e!ectuer sousMupad le dŽbut descalculs

faits plus haut pour calculer le rang dela matrice A =

&

'
(

5 6 7 11 4 18
2 1 3 3 0 6
1 3 2 4 2 6
−1 1 2 0 −2 2

)

*
+ .
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M:=Dom::Matrix ():
A:=M([[5,6,7,11,4,18], [2,1,3,3,0,6],[1,3,2,4,2,6],[-1,1,2,0, -2,2]]);
A1:=linalg::addRow(A,3 ,1,-5):
A2:=linalg::addRow(A1, 3,2,-2):
A3:=linalg::addRow(A2, 3,4,1);
A4:=linalg::addCol(A3, 1,2,-3):
A5:=linalg::addCol(A4, 1,3,-2):
A6:=linalg::addCol(A5, 1,4,-4):
A7:=linalg::addCol(A6, 1,5,-2):
A8:=linalg::addCol(A7, 1,6,-6);

+- -+
| 5, 6, 7, 11, 4, 18 |
| |
| 2, 1, 3, 3, 0, 6 |
| |
| 1, 3, 2, 4, 2, 6 |
| |
| -1, 1, 2, 0, -2, 2 |
+- -+

+- -+
| 0, -9 , -3, -9, -6, -12 |
| |
| 0, -5 , -1, -5, -4, -6 |
| |
| 1, 3, 2, 4, 2, 6 |
| |
| 0, 4, 4, 4, 0, 8 |
+- -+

+- -+
| 0, -9 , -3, -9, -6, -12 |
| |
| 0, -5 , -1, -5, -4, -6 |
| |
| 1, 0, 0, 0, 0, 0 |
| |
| 0, 4, 4, 4, 0, 8 |
+- -+
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DÕautrepart on peut utiliser Mupad pour extraire desmatricesdÕunematrice
donnŽe.On utilise la commandelinalg : :submatrix(A, [i 1, . . . , ip], [j 1, . . . , j q]) ;
qui permet de faire apparaitre la matrice obtenueensupprimant leslignesautres
que i 1, . . . , i q et les colonnesautres que j 1, . . . , j q. A titre dÕexempleon calcule
ci-dessouslesdŽterminants de la matrice carrŽeˆ 4 ligneset 4 colonnesextraite

de la matrice A =

&

'
(

5 6 7 11 4 18
2 1 3 3 0 6
1 3 2 4 2 6
−1 1 2 0 −2 2

)

*
+ en gardant les coe"cien ts ap-

partenant ˆ la fois ˆ unedesquatre premi•res ligneset ˆ unedesquatre derni•res
colonnesde A.

M:=Dom::Matrix():
A:= M([[5,6,7,11, 4,18],[2,1,3,3,0,6],[1,3,2,4,2,6],[-1, 1,2,0,-2,2]]);
A1:=linalg::submatrix (A,[1,2,3,4],[3,4,5,6]);

+- -+
| 5, 6, 7, 11, 4, 18 |
| |
| 2, 1, 3, 3, 0, 6 |
| |
| 1, 3, 2, 4, 2, 6 |
| |
| -1, 1, 2, 0, -2, 2 |
+- -+

+- -+
| 7, 11, 4, 18 |
| |
| 3, 3, 0, 6 |
| |
| 2, 4, 2, 6 |
| |
| 2, 0, -2, 2 |
+- -+
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0n peut enÞnutilis er Mupad pour rŽsoudredes syst•mes linŽaires. On doit
ramener le systemeˆ un syst•me de la forme AX = B , avec A ∈ Mm,n(K ),
B ∈ K n.

0n traite ci-dessouslÕexempledu syst•me2
3

4

5x + 6y + 7z = 4
2x + y + 3z = 5
x + 3y + 2z = 1

M:=Dom::Matrix():
A:=M([[5,6,7],[2,1,3] ,[1,3,2]]);
B:=M([4,5,1]);
linalg::matlinsolve(A ,B);

+- -+
| 5, 6, 7 |
| |
| 2, 1, 3 |
| |
| 1, 3, 2 |
+- -+

| 4 |
| |
| 5 |
| |
| 1 |
+- -+

+- -+
| -14/3 |
| |
| -5/3 |
| |
| 16/3 |
+- -+

On a donc une solution unique x = −14/ 3, y = −5/ 3, z = 16/ 3.

On consid•re maintenant le syst•me
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2
?3

?4

5x + 6y + 7z + 11t = 1
2x + y + 3z + 3t = 1
x + 3y + 2z + 4t = 1
−x + y + 2z = 1

A1:=M([[5,6,7,11],[2 ,1,3,3],[1,3,2,4],[-1,1,2,0]]);
B1:=M([1,1,1,1]);
linalg::matlinsolve( A1,B1);

+- -+
| 5, 6, 7, 11 |
| |
| 2, 1, 3, 3 |
| |
| 1, 3, 2, 4 |
| |
| -1, 1, 2, 0 |
+- -+

+- -+
| 1 |
| |
| 1 |
| |
| 1 |
| |
| 1 |
+- -+

[]

Ceci veut dire que le syst•me n’a pas de solution.

ConsidŽronsmaintenant le syst•me2
?3

?4

5x + 6y + 7z + 11t = 29
2x + y + 3z + 3t = 9
x + 3y + 2z + 4t = 10
−x + y + 2z = 2

B2:=M([29,9,10,2]);
linalg::matlinsolve( A1,B2);
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+- -+
| 29 |
| |
| 9 |
| |
| 10 |
| |
| 2 |
+- -+

-- +- -+ -- +- -+ -- --
| | 2 | | | -1 | | |
| | | | | | | |
| | 2 | | | -1 | | |
| | |, | | | | |
| | 1 | | | 0 | | |
| | | | | | | |
| | 0 | | | 1 | | |
-- +- -+ -- +- -+ -- --

Ceci veut dire que le syst•me a une infinité de solutions. Mupad donne
dÕabord une solution particuli•re, puis une basedu sous-espacevectoriel de K n

dŽÞnipar lÕŽquationAX = 0. La solution gŽnŽraledu syst•me est donc2
?3

?4

x = 2− !
y = 2− !

z = 1
t = !

, o• ! ∈ R .

3.10 Exerci ces sur le Chapi tre 3

exercice 1
On consid•re la matrice

A =

&

(
1 2 3
3 4 1
2 1 3

)

+

Calculer det(A). La matrice A est-elle inversible?
En dŽduire que le syst•me ci-dessousadmet une solution unique, et trouver

cette solution en utilisant les formules de Cramer.
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2
3

4

x + 2y + 3z = 5
3x + 4y + z = 2
2x + y + 3z = 1

exercice 2 (Matrices nilpotentes)
Soit A ∈Mn(R ) telle que An = 0, avec n ≥ 2. Montrer que det(A) = 0.

exercice 3 (Matrices antisymŽtriques)
Soit n un entier positif impair et soit A ∈M(R ) telle que tA = −A. Montrer

que det(A) = 0.

exercice 4
Calculer les dŽterminants suivants :

:
:
:
:
:
:

4 −1 10
2 5 −3
1 6 2

:
:
:
:
:
:
,

:
:
:
:
:
:
:

1 2 3 −5
0 1 0 4
7 3 −2 1
−3 −5 1 2

:
:
:
:
:
:
:
,

:
:
:
:

a c + id
c− id b

:
:
:
: ,

:
:
:
:
a− 1 1

a3 a2 + a + 1

:
:
:
: ,

:
:
:
:
:
:

a b c
b c a
c b a

:
:
:
:
:
:
,

:
:
:
:
:
:

1 a b+ c
1 b c + a
1 c a + b

:
:
:
:
:
:
,

:
:
:
:
:
:
:

1 1 1 1
1 i −1 −i
1 −1 1 −1
1 −i −1 i

:
:
:
:
:
:
:
,

:
:
:
:
:
:
:

a 1 1 −1
1 a 1 1
1 1 a 1
1 1 1 a

:
:
:
:
:
:
:
.

exercice 5

DŽterminer les racinesdu polyn™mep(x) =

:
:
:
:
:
:
:

x 2 3 4
2 x 3 4
3 4 x 2
4 3 2 x

:
:
:
:
:
:
:
.

exercice 6
a) DŽterminer en fonction de a et b les coe"cien ts de la matrice

A =

&

(
1 a b
−1 a b

a + b+ 1 1 1

)

+ .

b) RŽsoudredans R 3 le syst•me AX = B , avec X =

&

(
x
y
z

)

+ et B =

&

(
u
v
w

)

+ .

exercice 7
Soit - une racine cubique de lÕunitŽ.RŽsoudre dans C le syst•me2
3

4

x + y + z = a
x + - y + - 2z = b
x + - 2y + - z = c

exercice 8
a) RŽsoudrele syst•me
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2
???3

???4

x + y + z + t = 3
x + 2y + z + t = 1
x + y + 2z + t = 2
x + y + z + 2t = 4
x − y + z − t = 0

b)Discuter selon les valeurs de a lÕensemble dessolutions du syst•me2
3

4

2(a + 1)x + 3y + az = a + 4
(4a− 1)x + (a + 1)y + (2a− 1)z = 2a + 4
(5a− 4)x + (a + 1)y + (3a− 4)z = a− 1

exercice9
Utiliser la convention de sommation pour Žcrire les relations suivantes
a) a1,1x1 + a2,2x2 + a3,3x3 + a4,4x4 = 8.
b) B1,1y1,1 + B2,1y1,2 + B3,1y1,3 = A.

exercice 10
Exprimer le produit de deux matrices A = (aij) ∈ Mn(K ) et B = (bij) ∈

Mn(K ) en utilisant la convention de lÕindice rŽpŽtŽ.

exercice 11
Ecrire la dŽÞnition de lÕindŽpendancelinŽaire dÕunefamille (e1 , . . . , en ) de

vecteursen utilisant la convention de lÕindicerŽpŽtŽ.

exercice 12
DŽvelopper lÕexpressionai,jbk,j,i, avec n = 3.

exercice 13
Calculer aj,ixiyj , avec xi = bi,juj , yj = ci,jvi, n = 2.

exercice 14
a) Calculer tous les symbolesdÕantisymŽtrie )ijk pour i, j , k ∈ {1, 2, 3}.
b) Soit A = (aij) ∈ M3(K ). Exprimer det(A) en utilisant les symboles

dÕantisymŽtrie et la convention de lÕindice rŽpŽtŽ.

exercice 15(sousMupad)

1) Calculer le dŽterminant dela matrice

&

'
'
'
'
'
'
'
(

2 4 −1 7 1 3 4
5 −1 6 9 −2 6 2
7 −5 −2 6 1 5 1
5 1 1 −6 2 −9 4
1 4 6 7 2 3 2
3 2 1 1 −1 4 2
5 6 2 3 −6 −1 3

)

*
*
*
*
*
*
*
+

.

2) RŽsoudrele syst•me
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2
???????3

???????4

2x1 + 4x2 − x3 + 7x4 + x5 + 3x6 + 4x7 = 2
5x1 − x2 + 6x3 + 9x4 − 2x5 + 6x6 + 2x7 = −3
7x1 − 5x2 − 2x3 + 6x4 + x5 + 5x6 + x7 = 12
5x1 + x2 + x3 − 6x4 + 2x5 − 9x6 + 4x7 = −1
x1 + 4x2 + 6x3 + 7x4 + 2x5 + 3x6 + 2x7 = −4

3x1 + 2x2 + x3 + x4 − x5 + 4x6 + 2x7 = 2
5x1 + 6x2 + 2x3 + 3x4 − 6x5 − x6 + 3x7 = 6

exercice 16(sousMupad)

1) DŽterminer le rang dela matrice A =

&

'
'
'
'
'
(

2 4 −1 7 1 3 16
5 −1 6 9 −2 6 23
7 −5 −2 6 1 6 13
5 1 1 −6 2 −9 −6
1 4 6 7 2 3 23
20 3 10 23 4 9 69

)

*
*
*
*
*
+

.

2) Retrouver cerŽsultat en calculant le dŽterminant des7 matrices ˆ 6 lignes
et 6 colonnes extraites de A et en calculant le dŽterminant dÕune des matrices
ˆ 5 lignes et 5 colonnesextraites de A.

3) RŽsoudrele syst•me2
?????3

?????4

2x1 + 4x2 − x3 + 7x4 + x5 + 3x6 + 16x7 = 2
5x1 − x2 + 6x3 + 9x4 − 2x5 + 6x6 + 23x7 = −3
7x1 − 5x2 − 2x3 + 6x4 + x5 + 6x6 + 13x7 = 12
5x1 + x2 + x3 − 6x4 + 2x5 − 9x6 − 6x7 = −1

x1 + 4x2 + 6x3 + 7x4 + 2x5 + 3x6 + 23x7 = −4
20x1 + 3x2 + 10x3 + 23x4 + 4x5 + 9x6 + 69x7 = 2

4) RŽsoudrele syst•me2
?????3

?????4

2x1 + 4x2 − x3 + 7x4 + x5 + 3x6 + 16x7 = 1
5x1 − x2 + 6x3 + 9x4 − 2x5 + 6x6 + 23x7 = 1
7x1 − 5x2 − 2x3 + 6x4 + x5 + 6x6 + 13x7 = 1
5x1 + x2 + x3 − 6x4 + 2x5 − 9x6 − 6x7 = 1

x1 + 4x2 + 6x3 + 7x4 + 2x5 + 3x6 + 23x7 = 1
20x1 + 3x2 + 10x3 + 23x4 + 4x5 + 9x6 + 69x7 = 1
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Chapitre 4

Valeurs propres,vecteurs
propres,diagonalisation

4.1 In tro ducti on ˆ la di agonal isati on des matri ces

Dans tout ce chapitre K dŽsigneun corps quelconque,et Mn(K ) dŽsigne
lÕensemble desmatrices carrŽeŝ n ligneset n colonneŝ coe"en ts dansK . LÕes-
pacevectoriel K n est identiÞŽ ˆ lÕespacevectorielMn,1 desmatrices unicolonnes
ˆ n lignes.

Définition 4.1.1 Soit A ∈Mn(K ), et soit ! ∈ K . On dit que! est une valeur
propre de A sÕilexiste un ŽlŽment non nul X de K n tel que AX = !X . Dans
ce cas on dit que X est un vecteur propre associŽ ˆ la valeur propre !.

Si ! est une valeur propre de A, lÕensemble Eλ(A) = {X ∈ K n | AX = !X }
est appellŽ le sous-espace propre associŽ ˆ la valeur propre !.

AÞn dÕallŽgerles notations, on Žcrira Eλ au lieu de Eλ(A) si aucuneconfusion
nÕest̂ craindre. Soit u : K n → K n lÕapplicationlinŽaire dŽÞniepar la formule
u(X ) = AX et soit In lÕapplicationidentitŽ sur K n. Il est clair que si ! est une
valeur propre de A alors Eλ = K er(u − ! In), et par consŽquent le sous-espace
propre Eλ est un sous-espacevectoriel non nul de K n.

Définition 4.1.2 Soit p = a0 + a1x . . . + amxm ∈ K [x], et soit A ∈ Mn(K ).
On posep(A) = a0I n + a1A + . . . + amAm.

Autrement dit p(A) est la matrice obtenue en remplacant xk par Ak dans
lÕexpressionde p, avec la convention A0 = I n. On a les propriŽtŽs Žvidentes
suivantes.

59
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(4.1) (p + q)(A) = p(A) + q(A) ∀p ∈ K [x], ∀q ∈ K [x], ∀A ∈Mn(K ).

(4.2) (!p )(A) = !p (A) ∀! ∈ K , ∀p ∈ K [x], ∀A ∈Mn(K ).

(4.3) (pq)(A) = p(A)q(A) ∀p ∈ K [x], ∀q ∈ K [x], ∀A ∈Mn(K ).

Autrement dit si on Þxe A ∈ Mn(K ), alors lÕapplicationp "−→ p(A) est ˆ
la fois une application linŽaire et un homomorphismedÕanneaux de K [x] dans
Mn(K ). Notons que lÕondŽduit de (4.3) la propriŽtŽ suivante.

(4.4) q(A)p(A) = p(A)q(A) ∀p ∈ K [x], ∀q ∈ K [x], ∀A ∈Mn(K ).

Si E1, . . . , Ep sont des sous-espacesvectoriels dÕunespacevectoriel E on
dŽÞnit lÕespace somme E1 + . . . + Ep comme Žtant lÕensemble des x ∈ E qui
peuvent sÕŽcriresousla forme x =

" p
i=1 x j avec x i ∈ Ei pour 1 ≤ i ≤ p. Il est

clair que E1 + . . . + Ep est un sous-espacevectoriel de E .

Lemme 4.1.3 Soit A ∈Mn(K ), soit ! une valeur propre deA et soit p ∈ K [x].
Alors p(A)X = p(! )X pour tout X ∈ Eλ.

DŽmonstration : Soit X ∈ Eλ. On a I X = X , et une rŽcurrence immŽdiate
montre queAkX = ! kX pour k ≥ 1. Soit maintenant p = a0 + a1x . . .+ amxm ∈
K [x]. On a p(A)X = a0X + a1!X + . . . + am! mX = p(! )X . ♣

Proposition 4.1.4 Soit A ∈ Mn(K ), soient ! 1, . . . , ! p des valeurs propres
distinctes de A et soit Bi une basede Eλi pour 1 ≤ i ≤ p. Alors B = ∪1≤i≤pBi

estune basedeEλ1 + . . .+ Eλp . En particul ier dim (Eλ1 + . . .+ Eλp ) = dim (Eλ1 )+
. . . + dim (Eλp ).

DŽmonstration : Il est clair queB est une famille gŽnŽratricede Eλ1 + . . .+ Eλp .
PosonsBi = (fi,1, . . . , fi,q(i) ), et soit (%i,j)1# j # q ( i )

1# i # p

une famille dÕŽlŽments de K

telle que
"

1# j # q ( i )
1# i # p

%i,j fi,j = 0.

Posonsgi =
"

1≤j≤q(i) %i,j fi,j , de sorte que fi ∈ Eλi pour 1≤ i ≤ p.
On a

"
1≤k≤p gk = 0. Posonspi =

A
1# k # p

k %= i
(x − ! k) pour 1≤ i ≤ p.

On a pi(A)(gk) = pi(! k)gk pour 1≤ k ≤ n, donc
"

1≤k≤n pi(! k)gk

= pi(A)(0) = 0. Comme pi(! k) = 0 pour k += i, et comme pi(! i) += 0, on a"
1≤j≤k(j) %i,j fi,j = 0 pour 1≤ i ≤ p. CommeBi est libre, on obtient %i,j = 0

pour 1≤ j ≤ q(i ), 1≤ i ≤ p, cequi prouve queB est libre. Donc B est une base
de Eλ1 + . . . + Eλp , et dim (Eλ1 + . . . + Eλp ) = dim (Eλ1 ) + . . . + dim (Eλp ). ♣
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4.2 Polyn™mecaractŽri sti que dÕune matri ce

On va maintenant donner un moyen pratique de trouver les valeurs propres
de A.

Définition 4.2.1 Soit A ∈Mn(K ). Le polyn™mepA = det(xI n−A) = (−1)ndet(A−
xI n) est appelŽ le polynôme caractéristique de A.

Soit p ∈ K [x] un polyn™menon nul. RappelonsquÕondit que ! ∈ K est une
racine de p quand p(! ) = 0. On sait que ! est une racine de p si et seulement
si p est divisible par x − !. Dans ce cas le plus grand entier k tel que p soit
divisible par (x − ! )k est appelŽ l’ordre de multiplicité de la racine !.

Proposition 4.2.2 Soit A ∈ Mn(K ) et soit ! ∈ K . Alors ! est valeur propre
de A si et seulement si det(!I n − A) = 0. Autrement dit lÕensemble desvaleurs
propres de A coincide avec lÕensemble des racines de son polyn™mecaractŽris-
tique pA.

DŽmonstration : Il est clair que ! est valeur propre de A si et seulement si il
existe un ŽlŽment non nul X ∈ K n tel que (!I n − A)X = 0. Il rŽsulte alors du
corollaire 3.8 que cette condition est vŽriÞŽesi et seulement si det(!I n−A) = 0.
♣

Exemple 4.2.3 Soit A =

&

(
1/ 2 1/ 2 1/ 2
1/ 4 1/ 2 0
1/ 4 0 1/ 2

)

+ . Alors pA = x(x − 1
2 )(x − 1), et

les valeurs propres de A sont 0, 1
2 et 1.

En e!et pA = −

:
:
:
:
:
:

1/ 2− x 1/ 2 1/ 2
1/ 4 1/ 2− x 0
1/ 4 0 1/ 2− x

:
:
:
:
:
:
.

En dŽveloppant par rapport ˆ la derni•re colonneon obtient

−pA = − 1
2

:
:
:
:
1/ 4 1/ 2− x
1/ 4 0

:
:
:
:−

;
1
2 − x

<
:
:
:
:
1/ 2− x 1/ 2

1/ 4 1/ 2− x

:
:
:
: = − 1

2

B
− 1

4

;
1
2 − x

<C

−
;

1
2 − x

<D;
1
2 − x

<2 − 1
8

E
= 1

4

;
1
2 − x

<
−

;
1
2 − x

<3
= −

;
1
2 − x

<D;
1
2 − x

<2 − 1
4

E

= x
;

1
2 − x

<
(1− x) = x

;
x − 1

2

<
(x − 1) .

Si A ∈ Mn(K ), on dŽÞnit la trace de A, notŽe Tr (A), comme Žtant la
sommedescoe"cien ts situŽssur la diagonale.Autr ement dit on a la formule

(4.5) Tr
=

(ai,j) 1# i # n
1# j # n

>
=

n!

i=1

ai,i.

Il rŽsulte de la dŽÞnition desdŽterminants que le terme de plus haut degrŽ
du polyn™me caractŽristique de A ∈ Mn(K ) est Žgal ˆ 1, que le coe"cien t de
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son mon™mede degrŽn − 1 est Žgal ˆ −Tr (A), et que son terme constant est
Žgal ˆ (−1)ndet(A). On a alors le rŽsultat suivant.

Proposition 4.2.4 Soit A ∈ Mn(K ). Alors la sommesdesvaleurs propres de
A, rŽpŽtŽes selon leurs multipl icitŽs, est Žgale ˆ Tr (A), et le produit desvaleurs
propres de A, rŽpŽtŽes selon leurs multipl icitŽs, est Žgal ˆ det(A).

4.3 Matri ces semblables

On va maintenant intro duire la notion de similaritŽ.

Définition 4.3.1 Soient A, B ∈Mn(K ). On dit queB est semblable ˆ A sÕil
existe une matrice inversible P telle que B = P−1AP.

Cette relation est ce quÕonappelle une relation dÕŽquivalence, car on a les
trois propriŽtŽssuivantes :

1) A est toujours semblable ˆ A, car A = I −1
n AI n.

2) Si B = P−1AP est semblable ˆ A, alors A = PB P−1 est semblable ˆ B ,
car P = (P−1)−1.

3) Si B = P−1AP est semblable ˆ A, et si C = Q−1B Q est semblable ˆ B ,
alors C = Q−1P−1AP Q est semblable ˆ A, car Q−1P−1 = (PQ)−1.

On a les propriŽtŽssuivantes.

Proposition 4.3.2 Soit A ∈ Mn(K ), et soit B = P−1AP ∈ Mn(K ) une
matrice semblable ˆ A. Alors A et B ont le m•me polyn™mecaractŽristique. De
plus q(A) = Pq(B )P−1 pour tout q ∈ K [x], et en particul ier Am = PB mP−1

pour m ≥ 1.

DŽmonstration : On a pB = det(xI n − B ) = det(P−1(xI n)P − (P−1AP )) =
det(P−1(xI n − A)P) = det(P−1)det(xI n − A)det(P) = det(P)−1pAdet(P) =
det(I n)pA = pA.

DÕautrepart on a A = PB P−1. SupposonsqueAm = PB mP−1, avecm ≥ 1.
Alors Am+1 = (PB mP−1)(PB P−1) = PB m(P−1P)B P−1 = PB m+1 P−1. On
voit donc par rŽcurrenceque Am = PB mP−1 pour m ≥ 1. CommeI n = PP−1,
on voit que si q = b0 + . . . + bkxk ∈ K [x], alors q(A) = b0PI nP−1 + . . . +
bmPB mP−1 = P(b0I n)P−1 + . . . + P(bmB m)P−1 = Pq(B )P−1. ♣

Corollaire 4.3.3 Soient A, B ∈ Mn(K ). Si A et B sont semblables, alors
Tr (A) = Tr (B ).
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4.4 Di mension dÕun sous-espace propre et ordre
de mul ti pl icitŽ dÕune valeur propre

On va maintenant comparer lÕordrede multiplicitŽ dÕunevaleur propre et la
dimension du sous-espacepropre associŽ ˆ cette valeur propre.

Proposition 4.4.1 Soit A ∈ Mn(K ), soit ! une valeur propre de A de multi-
plicitŽ n(! ). Alors dim (Eλ) ≤ n(! ).

DŽmonstration : Soit (f1 , . . . , fp ) une basede Eλ. DÕapr•sle thŽor•me de la base
incompl•te il existe fp+1 , . . . , fn ∈ K n tels que B = (f1, . . . , fp) soit une basede
K n.

Soit B0 = (e1, . . . , en ) la basecanoniquede K n, dŽÞnieˆ lÕexemple2.4, et
soit u lÕendomorphismede K n dŽÞnipar la formule u(X ) = AX pour X ∈ K n.
On a vu ˆ lÕexemple2.4 que Mu,B0 = A. PosonsB = MB. Il rŽsulte de la
formule de changement de base que A et B sont semblables,donc pA = pB .
Comme u(fj) = ! fj pour 1≤ j ≤ p, on a

B =

u(f1) . . . . . u(fn)
f1

.

.

.
fn

&

'
'
'
(

)

*
*
*
+

=
=

!I p C
0n−p,p D

>
,

o• 0n−p,p dŽsignela matrice ˆ n − p lignes et p colonnesdont tous les coef-
Þcients sont nuls, et o• C ∈Mp,n−p(K ) et D ∈Mn−p(K ).

En utilisant le dŽveloppement des dŽterminants par rapport ˆ la premi•re
colonne,on obtient par une rŽcurrenceÞnie immŽdiate, pour 1≤ k ≤ p− 1,

pB = (−1)n
:
:
:
:
(! − x)I p C

0n−p,p D − xI n−p

:
:
:
: = (−1)n(! −x)k

:
:
:
:
(! − x)I p−k Ck

0n−p+ ,p−k D − xI n−p

:
:
:
: ,

avec Ck ∈Mp−k,n−p.

Donc pA = pB = (−1)n(! − x)p−1

:
:
:
:

! − x Cp−1

0n−p,1 D − xI n−p

:
:
:
: = (−1)n−p(x −

! )pdet(D − xI n−p) = (x − ! )ppD.
Ceci montr e que n(! ) ≥ p = dim (Eλ), n(! ) dŽsignant lÕordre de multiplicitŽ

de la valeur propre !. ♣

4.5 Matri ces diagonal isables

On dit quÕunematrice D = (di,j) 1# i # n
1# j # n

est diagonale si di,j = 0 pour i += j .

On a lespropriŽtŽsŽvidentes suivantes
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(4.6) Si D =

&

'
'
'
'
'
(

d1,1 0 . . . . . . . . . 0
0 d2,2 0 . . . . . . 0

. . . . . . . . . . . . . . . . . .
0 0 . . . dj,j . . . 0

. . . . . . . . . . . . . . . . . .
0 0 . . . . . . 0 dn,n

)

*
*
*
*
*
+

est diagonale,alors pD =

(x − d1,1) . . . (x − dn,n).

(4.7) Si D =

&

'
'
'
'
'
(

d1,1 0 . . . . . . . . . 0
0 d2,2 0 . . . . . . 0

. . . . . . . . . . . . . . . . . .
0 0 . . . dj,j . . . 0

. . . . . . . . . . . . . . . . . .
0 0 . . . . . . 0 dn,n

)

*
*
*
*
*
+

est diagonale, et si p ∈

K [x], alors p(D) est diagonale,et

p(D) =

&

'
'
'
'
'
(

p(d1,1) 0 . . . . . . . . . 0
0 p(d2,2) 0 . . . . . . 0

. . . . . . . . . . . . . . . . . .
0 0 . . . p(dj,j) . . . 0

. . . . . . . . . . . . . . . . . .
0 0 . . . . . . 0 p(dn,n)

)

*
*
*
*
*
+

.

On voit en particulier que si D =

&

'
'
'
'
'
(

d1,1 0 . . . . . . . . . 0
0 d2,2 0 . . . . . . 0

. . . . . . . . . . . . . . . . . .
0 0 . . . dj,j . . . 0

. . . . . . . . . . . . . . . . . .
0 0 . . . . . . 0 dn,n

)

*
*
*
*
*
+

est

diagonale, alors D p =

&

'
'
'
'
'
(

dp
1,1 0 . . . . . . . . . 0
0 dp

2,2 0 . . . . . . 0
. . . . . . . . . . . . . . . . . .
0 0 . . . dp

j,j . . . 0
. . . . . . . . . . . . . . . . . .
0 0 . . . . . . 0 dp

n,n

)

*
*
*
*
*
+

pour p≥ 1.

Définition 4.5.1 Soit A ∈ Mn(K ). On dit que A est diagonalisable quand
A est semblable ˆ une matrice diagonale.

Proposition 4.5.2 Soit A ∈ Mn(K ), et soit P ∈ Mn(K ) une matrice inver-
sible. Alors P−1AP est diagonale si et seulement si les colonnes p1, . . . , pk de
P sont desvecteurs propres de A.

DŽmonstration : Soient p1, . . . , pn les colonnesde D. Comme P est de rang n,
B = (p1, . . . , pn) est une basede K n. Soit B0 la basecanoniquede K n, et soit
u lÕendomorphismede K n dŽÞni par la formule u(X ) = AX . On a PB0 ,B = P,
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donc dÕapr•sla formule de changement de baseson a Mu,B = P−1
B0 ,BAPu,B0 ,B =

P−1AP. Comme la j e colonnedeMu,B est formŽedescoordonnŽesde pj dans
la baseB = (p1, . . . , pn), on voit que P−1AP est diagonale si et seulement si
pj est un vecteur propre de A pour 1≤ j ≤ n.

Corollaire 4.5.3 Soit A ∈Mn(K ). Alors A est diagonalisable si et seulement
si il existe une basede K n formŽe de vecteurs propres de A.

DŽmonstration : Si A est diagonalisable, il existe une matrice inversible P ∈
Mn(K ) telle que P−1AP est diagonale,et les colonnesde P forment une base
de K n formŽede vecteurs propres de A. RŽciproquement soit B = (f1, . . . , fn)
unebasedeK n formŽedevecteurspropresdeA, et soit P = PB0 ,B, B0 dŽsignant
la basecanonique de K n. Alors P est inversible,et lescolonnesde P sont Žgales
ˆ f1, . . . , fn. Il rŽsulte alors de la proposition que P−1AP est diagonale , donc
A est diagonalisable.

On dira quÕunpolyn™mep ∈ K [x] de degrŽsupŽrieur ou Žgalˆ 1 est scindé
sÕilse factorise dans K [x] en produit de polyn™mesde degrŽ1. On a alors le
thŽor•me suivant.

Théorème 4.5.4 Soit A ∈Mn(K ). Alors A est diagonalisable si et seulement
si les deux conditions suivantessont vŽriÞŽes

(i) Le polyn™mecaractŽristique pA de A est scindŽ.
(ii) LÕordre de multipl icitŽ de chaquevaleur propre de A est Žgal ˆ la dimen-

sion du sous-espace propre correspondant.

DŽmonstration : Supposons que A est diagonalisable, et soit D une matrice
diagonale semblable ˆ A. Il rŽsulte de la proposition 4.3.2 appliquŽe ˆ D que
pA = pD est scindŽ. Soient ! 1, . . . , ! p lesvaleurspropresdistinctes de A et pour
1 ≤ j ≤ p soit nj lÕordrede multiplicitŽ de ! j . Comme pA est scindŽ , on a
pA = (x − ! 1)n1 . . . (x − ! p)np , et

"
1≤j≤n nj = n. PuisquÕilexiste une base

de K n formŽe de vecteurs propres de A, on a K n = Eλ1 + . . . + Eλp , donc
n = dim (Eλ1 + . . . + Eλp ) = dim (Eλ1 ) + . . . + dim (Eλp ) ≤ n1 + . . . + np = n.
Donc

"
1≤j≤p(nj − dim (Eλj )) = 0. Comme nj ≥ dim (E(! j) on voit que nj =

dim (Eλj ) pour 1≤ j ≤ p, et les conditions 1) et 2) sont vŽriÞŽes.
RŽciproquement supposonsque A satifait 1) et 2). Soient ! 1, . . . , ! p les va-

leurs propres distinctes de A et pour 1≤ j ≤ p soit nj lÕordrede multiplicitŽ de
! j .

Comme pA est scindŽ, on a de nouveau
"

1≤j≤n nj = n. Soit Bj une base
de
Eλj pour 1 ≤ j ≤ p. Alors B = ∪1≤j≤pBj est libre dÕapr•sla proposition 4.1.
CommeBj poss•denj ŽlŽments pour 1 ≤ j ≤ p, B poss•den ŽlŽments et cÕest
donc une basede K n formŽede vecteurspropres de A, ce qui montre que A est
diagonalisable. ♣

On dit quÕunevaleur propre ! de A ∈Mn(K ) est simple quand elle est sa
multiplicitŽ n(! ) est Žgaleˆ 1. Comme 1 ≤ dim (Eλ) ≤ n(! ), on a dans ce cas
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dim (Eλ) = 1 = n(! ). Comme tout polyn™mep ∈ C[x] est scindŽdans C[x], on
a alors le corollaire suivant.

Corollaire 4.5.5 Soit A ∈ Mn(K ). Si le polyn™mecaractŽristique de A est
scindŽ, et si toutes les valeurs propres de A sont simples, alors A est diagona-
lisable. En particul ier une matrice A ∈ Mn(C) dont toutes les valeurs propres
sont simples est diagonalisable.

Exemple 4.5.6 La matrice A =

&

(
1/ 2 1/ 2 1/ 2
1/ 4 1/ 2 0
1/ 4 0 1/ 2

)

+ est diagonalisable sur R .

En e!et on a vu que pA = x(x − 1
2 )(x − 1). Donc pA est scindŽdans R [x],

et les valeurs propres 0, 1
2 et 1 de A sont toutes desvaleurs propres simples.

On va maintenant diagonaliser A, cestˆ dire trouver une matrice inversible
P telle que P−1AP soit diagonale . Pour cela il faut trouver une basede K 3

formŽede vecteurspropres de A.
Les ŽlŽments du sous-espace propre E0 sont les solutions du syst•me
2
3

4

x/ 2 + y/ 2 + z/ 2 = 0
x/ 4 + y/ 2 = 0
x/ 4 + y/ 2 = 0

En additionnant membre ˆ membre les deux derni•res Žquationson obtient
la premõ•re. On peut donc retirer la premi•re Žquation et on est ramenŽ au
syst•me

F
x = −2y
x = −2z

On voit donc que E0 est lÕespacevectoriel de dimension 1 engendrŽpar

f1 =

,

.
−2
1
1

/

1 .

Les ŽlŽments du sous-espace E1/2 sont les solutions du syst•me
2
3

4

x/ 2 + y/ 2 + z/ 2 = x/ 2
x/ 4 + y/ 2 = y/ 2
x/ 4 + z/ 2 = z/ 2

La deuxi•me et la tr oisi•me Žquation donnent x = 0, et on est ramenŽau
syst•me

F
x = 0

z = −y
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On voit donc que E1/2 est lÕespacevectoriel de dimension 1 engendrŽpar

f2 =

,

.
0
1
−1

/

1 .

Les ŽlŽments du sous-espacevectoriel E1 sont les solutions du syst•me
2
3

4

x/ 2 + y/ 2 + z/ 2 = x
x/ 4 + y/ 2 = y
x/ 4 + z/ 2 = z

La deuxi•me Žquation donne x = 2y, la tr oisi•me Žquation donne x = 2z,
ce qui implique que y = z, x/ 2 + y/ 2 + z/ 2 = 2y = x. On est donc ramenŽau
syst•me

F
x = 2y
y = z

On voit donc que E1 est lÕespacevectoriel de dimension 1 engendrŽpar

f3 =

,

.
2
1
1

/

1 .

Donc (f1, f2, f3) est une basede K 3 formŽede vecteurs propres de A et on
peut prendre

P =

&

(
−2 0 2
1 1 1
1 −1 1

)

+ .

Pour les applications, on aura besoin de calculer P−1. Pour cela on resout
le syst•me suivant.

2
3

4

−2x + 2z = a
x + y + z = b
x − y + z = c

L 3 "−→ L 3 + L 2 + L 1.
2
3

4

−2x + 2z = a
x + y + z = b
+4z = a + b+ c

On obtient z = a
4 + b

4 + c
4 , x = z− a

2 = −a
4 + b

4 + c
4 , et y = x + z−c = b

2 −
c
2 .

Commele syst•me ci-dessusa pour solution

&

(
x
y
z

)

+ = P−1

&

(
a
b
c

)

+ , on obtient

P−1 =

&

(
−1/ 4 1/ 4 1/ 4

0 1/ 2 −1/ 2
1/ 4 1/ 4 1/ 4

)

+ .
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PosonsD =

&

(
0 0 0
0 1/ 2 0
0 0 1

)

+ . On a P−1AP = D, et on obtient pour n ≥ 1

An = PD nP−1 = P =

&

(
−2 0 2
1 1 1
1 −1 1

)

+

&

(
0 0 0
0 1/ 2n 0
0 0 1

)

+

&

(
−1/ 4 1/ 4 1/ 4

0 1/ 2 −1/ 2
1/ 4 1/ 4 1/ 4

)

+

=

&

(
−2 0 2
1 1 1
1 −1 1

)

+

&

(
0 0 0
0 1/ 2n+1 −1/ 2n+1

1/ 4 1/ 4 1/ 4

)

+ =

&

(
1/ 2 1/ 2 1/ 2
1/ 4 1/ 4 + 1/ 2n+1 1/ 4− 1/ 2n+1

1/ 4 1/ 4− 1/ 2n+1 1/ 4 + 1/ 2n+1

)

+

Exemple 4.5.7 Soit B =

&

(
2 1 1
2 1 −2
−1 0 −2

)

+ . Alors pB = (x − 3)(x + 1)2, et B

nÕestdiagonalisable ni sur R , ni sur C.

En ajoutant aux deux premi•res colonnesun multiple de la tr oisi•me on
obtient

pB = −

:
:
:
:
:
:

2− x 1 1
2 1− x −2
−1 0 −2− x

:
:
:
:
:
:

= −

:
:
:
:
:
:

0 0 1
2 + 2(2− x) 3− x −2

−1 + (2− x)(2 + x) 2 + x −2− x

:
:
:
:
:
:

= (x − 3)

:
:
:
:

2 1
3− x2 2 + x

:
:
:
: = (x − 3)(x2 + 2x + 1) = (x − 3)(x + 1)2.

Les ŽlŽments du sous-espace propre E−1 sont les solutions du syst•me
2
3

4

2x + y + z = −x
2x + y − 2z = −y
−x − 2z = −z

⇐⇒

2
3

4

2x + y + z = −x
2x + y − 2z = −y
−x − 2z = −z

⇐⇒

2
3

4

3x + y + z = 0
x + y − z = 0
x + z = 0

⇐⇒
F

2x + y = 0
x + z = 0

Dans R 3 ou C3, on obtient lÕespacevectoriel de dimension 1 engendrŽpar&

(
1
−2
−1

)

+ . Donc dim (E−1) = 1. Comme −1 est une valeur propre de B de

multiplicitŽ 2, B n’est pas diagonalisable.

Exemple 4.5.8 Soit C =

&

(
1 2 −2
0 0 −1
0 1 0

)

+ . Alors C est diagonalisable sur C,

mais C nÕestpas diagonalisable sur R .

En e!et pC = −

:
:
:
:
:
:

1− x 2 −2
0 −x −1
0 1 −x

:
:
:
:
:
:

= (x − 1)((−x)2 + 1) = (x − 1)(x2 + 1).

Le polyn™mex2 + 1 nÕapasde racines rŽelles,donc il est irrŽductible dansR [x],
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pC nÕestpas scindŽdans R [x], et C nÕestpas diagonalisablesur R . Par contre
x2 + 1 = (x− i )(x + i ) et les trois valeurspropres1, i et −i de C ∈M3(C) sont
simples,donc C est diagonalisablesur C.

4.6 Endomorphi smes diagonal isables

On va maintenant considŽrerle casdesendomorphismessur un espacevec-
toriel de dimension Þnie. On intro duit les notions suivantes.

Définition 4.6.1 Soit E un espace vectoriel de dimension Þnie sur un corps
K , soit u ∈ L(E ), et soit ! ∈ K .

On dit que! est une valeur propre de u sÕilexiste x ∈ E\{0} tel queu(x) =
! x. Dans ce cas on dit que x est un vecteur propre de u associŽ ˆ la valeur
propre !, et lÕensemble Eλ(u) = {x ∈ E |u(x) = ! x} est appelŽ le sous-espace
propre associŽ ˆ la valeur propre !.

Le rŽsultat simple suivant permet de se ramener au casdesmatrices.

Proposition 4.6.2 Soit E un espace vectoriel de dimension Þnie sur un corps
K , soit B une basede E, soit u ∈ L(E ), et soit ! ∈ K .

Pour que! soit une valeur propre deu, il faut et il su! t que! soit une valeur
propre de la matrice M u,B reprŽsentantu dans la baseB. Le sous-espace propre
Eλ(u) est alors lÕensemble desŽlŽmentsx de E pour lesquels le vecteur colonne
[x]B formŽ descoordonnŽesde x dans la baseB appartient au sous-espace propre
Eλ(M u,B) associŽ ˆ !.

DŽmonstration : Soit x ∈ E. PosonsX = [x]B, et soit Y le vecteur colonne
formŽdescoordonnŽesde u(x) dans la baseB. Il rŽsulte de la formule (2.1) que
Y = M u,BX . Par consŽquent u(x) = ! x si et seulement si M u,BX = !X . La
proposition rŽsulte alors immŽdiatement de cette observation. ♣

Soit IE : x "−→ x lÕapplicationidentitŽ sur E . On dŽÞnit le polynôme
caractéristique pu de u ∈ L(E ) par la formule

(4.6) pu = det(xIE − u).

Il rŽsulte de la Proposition 3.9 que le polyn™mecaractŽristiquede u coincide
avec le polyn™mecaractŽristiquede la matrice M u,B pour toute baseB de E, et
il rŽsultede la Proposition 4.22que lÕensemble desvaleurspropresde u coincide
avec lÕensemble des racinesdu polyn™mecaractŽristique pu.

Définition 4.6.3 Soit E un espace vectoriel de dimension Þnie sur un corps
K , et soit u ∈ L(E ). On dit que u est diagonalisable sÕilexiste une base de E
formŽe de vecteurs propres de u.
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Proposition 4.6.4 Soit E un espace vectoriel de dimension Þnie sur un corps
K , soient B et B′ deux basesde E et soit u ∈ L(E ).

Alors la baseB′ est formŽe devecteurs propresdeu si et seulement la matrice
de passagePB,B! est telle que P−1

B,B! M u,BPB,B! est diagonale.
En particul ier que u soit diagonalisable, il faut et il su! t que la matrice

M u,B reprŽsentantu dans la baseB soit diagonalisable.

DŽmonstration : Il rŽsulte de la formule (2.6) que M u,B! = P−1
B,B! M u,BPB,B! .

Donc pour que B′ soit une base de E formŽede vecteurs propres de u il faut
et il su"t que P−1

B,B! M u,BPB,B! soit diagonale . Ceci prouve que M u,B est dia-
gonalisable si u est diagonalisable . RŽciproquement supposonsque M u,B est
diagonalisable,et soit P ∈ Mn(K ) une matrice inversible telle que P−1M u,BP
soit diagonale . Soient p1, . . . , pn les colonnesde P et pour 1 ≤ j ≤ n soit fj
lÕŽlŽment de E tel que le vecteur colonne formŽ des coordonnŽesde fj dans la
baseB soit Žgal ˆ pj . PosonsB′ = (f1, . . . , fn). On a PB,B! = P. Comme P est
inversible, il rŽsultede la Proposition 2.10queB′ est une basede E, et il rŽsulte
de ce qui prŽc•de que fj est un vecteur propre de u pour 1 ≤ j ≤ n, ce qui
montre que u est diagonalisable. ♣

Rappelons(voir lÕexemple1.15) que si E = F ⊕G on note PF,G lÕendomor-
phisme de E qui ˆ x ∈ E associe lÕuniquey ∈ F tel que x - y ∈ G.

Exemple 4.6.5 Soit E un espace vectoriel de dimension Þnie, et soient F et
G deux sous-espaces vectoriels de E tels que E = F ⊕ G. Alors la projection
PF,G est diagonalisable.

Si F = {0} alors PF,G(x) = 0 pour tout x ∈ G, et le rŽsultat est Žvident. De
m•me si G = {0} alors PF,G(x) = x pour tout x ∈ G, et le rŽsultat est aussi
Žvident. Si F += {0} et si G += {0}, soit B1 une basede F et soit B2 une base
de G. On a vu au Chapitre 1 que B = B1 ∪ B2 est une base de E. Comme
PF,G(x) = x pour x ∈ B1, et comme PF,G(x) = 0 pour x ∈ B2 on voit que B
est une basede E formŽede vecteurspropres de PF,G, ce qui montre que PF,G

est diagonalisable(on voit Žgalement que le polyn™mecaractŽristique de PF,G

est Žgal ˆ (−1)p+ q(x − 1)pxq, o• p = dim (F ) et q = dim (G)) .

Exemple 4.6.6 Posons u(p) = (x − 1)p′ + p pour p ∈ R 2[x]. Alors u est un
endomorphismediagonalisable de R 2[x] qui a pour valeurs propres 1, 2 et 3, et
(1, x − 1, x2 − 2x + 1) est une basede R 2[x] formŽe de vecteurs propres de u.

En e!et posonsB0 = (1, x, x2). Alors B0 est une basede R 2[x]. On a u(1) =
1, u(x) = x − 1 + x = 2x − 1, u(x2) = (x − 1)2x + x = 3x2 − 2x, donc

M u,B0 =

&

(
1 −1 0
0 2 −2
0 0 3

)

+ , et pu = (x − 1)(x − 2)(x − 3). Comme u(1) =

1, u ∈ E1. LÕŽquation

&

(
1 −1 0
0 2 −2
0 0 3

)

+

&

(
a
b
c

)

+ = 2

&

(
a
b
c

)

+ donne le syst•me
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2
3

4

a− b = 2a
2b− 2c = 2b

3c = 2c
soit c = 0, a = −b.Donc

&

(
−1
1
0

)

+ convient, et x−1 ∈ E2. LÕŽqua-

tion

&

(
1 −1 0
0 2 −2

0 3

)

+

&

(
a
b
c

)

+ = 3

&

(
a
b
c

)

+ donne le syst•me

2
3

4

a− b = 3a
2b− 2c = 3b

3c = 3c
soit

b = −2a = −2c. Donc

&

(
1
−2
1

)

+ convient, x2−2x + 1 ∈ E2, et (1, x−1, x2−2x + 1)

est une basede R 2[x] formŽede vecteurspropres de u.

Exemple 4.6.7 Posons v(p) = 2p′ + p pour p ∈ R 2[x]. Alors v est un endo-
morphisme non diagonalisable de R 2[x].

En e!et considŽronsde nouveau la base B0 = (1, x, x2) de R 2[x]. On a

v(1) = 1, v(x) = x + 2, v(x2) = x2 + 4x, donc M v,B0 =

&

(
1 2 0
0 1 4
0 0 1

)

+ , donc

pv = −(x − 1)3. Si v Žtait diagonalisable, il existerait P ∈ M3(R ) inversible

telle que P−1

&

(
1 2 0
0 1 4
0 0 1

)

+ P = I 3. On aurait alors

&

(
1 2 0
0 1 4
0 0 1

)

+ = PI 3P−1 =

I 3 =

&

(
1 0 0
0 1 0
0 0 1

)

+ , ce qui est Žvidemment absurde. Donc v n’est pas diago-

nalisable.

4.7 Chapi tre 4 sous MUP AD

On peut demander ˆ Mupad de calculer le polyn™mecaractŽristique dÕune
matrice en utilisant la commande linalg : :charpoly(A,x) ;

M:=Dom::Matrix();
A:=M([[1,2,3,4,5],[1, 2,1,2,1],[1,-1,4,3,-1],[2,-1,3,1,4],[5 ,-2,3,-1,3]]);
linalg::charpoly(A,x) ;

Dom::Matrix(Dom::Ex pressionField(id, iszero))

+- -+
| 1, 2, 3, 4, 5 |
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| |
| 1, 2, 1, 2, 1 |
| |
| 1, -1, 4, 3, -1 |
| |
| 2, -1, 3, 1, 4 |
| |
| 5, -2, 3, -1, 3 |
+- -+

2 3 4 5
8 x + 60 x + 10 x - 11 x + x - 56

Si A =

&

'
'
'
(

1 2 3 4 5
1 2 1 2 1
1 −1 4 3 −1
2 −1 3 1 4
5 −2 3 −1 3

)

*
*
*
+

, on a donc pA = −x5 + 11x4 − 10x3 −

60x2 − 8x + 56.
On peut Žgalement utiliser Mupad pour calculer les valeurs propres, avec

la commande linalg : :eigenvalues(A) ; Mais le calcul symbolique bute sur les
ŽquationsalgŽbriquesde degrŽsupŽrieur ou Žgal ˆ 5.

linalg::eigenValues(A );

2 3
{RootOf(8 ____eigenValue_x + 60 ____eigenValu e_x + 10 ____eigenValu e_x -

4 5
11 ____eigenVal ue_x + ____eigenValue_x - 56, ____eigenValue_x)}

Le logiciel ne sait que rŽpŽter que les valeurs propres sont les racines du
polyn™mecaractŽristique. Il faudrait faire appel aux possibilitŽsde calcul nu-
mérique sous Mupad pour obtenir desvaleursapprochŽesdesvaleurspropres
de la matrice ci-dessus,ce que nous feronsun peu plus loin.

On a plus de succ•s avec les matrices ˆ 4 lignes et 4 colonnes,mais on se
heurte ˆ la complexitŽ des formules de Cardan-Tartaglia (voir le Cours dÕal-
g•bre).

M:=Dom::Matrix();
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A:=M([[1,2,3,4],[1,2, 1,2],[1,-1,4,3],[2,-1,3,1]]);
linalg::charpoly(A,x) ;
linalg::eigenvalues(A );

Dom::Matrix(Dom::Ex pressionField(id, iszero))

+- -+
| 1, 2, 3, 4 |
| |
| 1, 2, 1, 2 |
| |
| 1, -1, 4, 3 |
| |
| 2, -1, 3, 1 |
+- -+

2 3 4
36 x + 2 x - 8 x + x + 4

{ 1/2 1/2 1/3
{ 2 - (132 (40/9 I 3 5263 + 23264/27) +
{

1/2 1/2 2/3
9 (40/9 I 3 5263 + 23264/27) + 916)^(1/2) /

1/2 1/2 1/6
(6 (40/9 I 3 5263 + 23264/27) ) - (264

... suivent 3 pagesde formules, dont voici la Þn

1/2 1/2 1/3
132 (40/9 I 3 5263 + 23264/27) +

1/2 1/2 2/3 1/2 1/2 2/3
9 (40/9 I 3 5263 + 23264/27) + 916)^(1/2))^(1/2) / (6

1/2 1/2 1/6
(40/9 I 3 5263 + 23264/27) (
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1/2 1/2 1/3
132 (40/9 I 3 5263 + 23264/27) +

1/2 1/2 2/3 }
9 (40/9 I 3 5263 + 23264/27) + 916)^(1/4)) + 2 }

}

On voit que dans ce cas Mupad a donnŽ en plus de 3 pagesdes formules
certesexactes, mais illisibles et inutilisables.

On a dans m•me dans les cas o• le calcul symbolique fonctionne intŽr•t ˆ
tenter sachanceavec lespossibilitŽsde calcul numŽriquede Mupad, en utilisant
la commandenumeric : :eigenvalues(A) ; On applique Žgalement cette mŽthode
ˆ la premi•re desmatrices ŽtudiŽesplus haut

M:=Dom::Matrix();
A:=M([[1,2,3,4,5],[1, 2,1,2,1],[1,-1,4,3,-1],[2,-1,3,1,4],[5, -2,3,-1,3]]);
linalg::charpoly(A,x) ;
numeric::eigenvalues( A);

Dom::Matrix(Dom::Exp ressionField(id, iszero))

+- -+
| 1, 2, 3, 4, 5 |
| |
| 1, 2, 1, 2, 1 |
| |
| 1, -1, 4, 3, -1 |
| |
| 2, -1, 3, 1, 4 |
| |
| 5, -2, 3, -1, 3 |
+- -+

2 3 4 5
8 x + 60 x + 10 x - 11 x + x - 56

[- 1.313899679 + 0.4452307358 I, - 1. 313899679 - 0.4452307358 I,
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0.8958378463, 3.529623176, 9.202338336]

M:=Dom::Matrix();
B:=M([[1,2,3,4],[1,2, 1,2],[1,-1,4,3],[2,-1,3,1]]);

numeric::eigenvalues( B);

Dom::Matrix(Dom::Ex pressionField(id, iszero))

+- -+
| 1, 2, 3, 4 |
| |
| 1, 2, 1, 2 |
| |
| 1, -1, 4, 3 |
| |
| 2, -1, 3, 1 |
+- -+

[-1.75933678, -0.1 121272467, 2.914685186, 6.95677884]

On voit donc que la matrice A =

&

'
'
'
(

1 2 3 4 5
1 2 1 2 1
1 −1 4 3 −1
2 −1 3 1 4
5 −2 3 −1 3

)

*
*
*
+

poss•de2 valeurs

propres non rŽlles, approximativ ement Žgalesˆ −1.313899679+ 0.4452307358i
et −1.313899679− 0.4452307358i, et trois valeurs propres rŽelles,approximati-
vement Žgaleŝ 0.8958378463, 3.529623176, et 9.202338336.

De m•me la matrice B =

&

'
(

1 2 3 4
1 2 1 2
1 −1 4 3
2 −1 3 1

)

*
+ poss•de4 valeurspropresrŽelles,

approximativ ement Žgaleŝ −1.75933678,−0.1121272467, 2.914685186et 6.95677884.
On revient maintenant ˆ desmatrices accessiblesau calcul symbolique. Avec

la commande linalg : :eigenvectors(A), on obtient pour chaque valeur propre
lÕindicationde lÕordrede multiplicitŽ et une basedu sous-espacepropre corres-
pondant.
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M:=Dom::Matrix();
A:=M([ [2,1,1],[2, 1,-2],[-1,0,-2]]);
linalg::eigenvalues(A) ;
linalg::eigenvectors(A );

Dom::Matrix(Dom::Exp ressionField(id, iszero))

+- -+
| 2, 1, 1 |
| |
| 2, 1, -2 |
| |
| -1, 0, -2 |
+- -+

{-1, 3}

-- -- -- +- -+ -- -- -- -- +- -+ -- -- --
| | | | -1 | | | | | | -5 | | | |
| | | | | | | | | | | | | |
| | -1, 2, | | 2 | | |, | 3, 1, | | -6 | | | |
| | | | | | | | | | | | | |
| | | | 1 | | | | | | 1 | | | |

Ceci signiÞeque la matrice A =

&

(
2 1 1
2 1 −2
−1 0 −2

)

+ a -1 comme valeur propre

de multiplicitŽ 2 et 3 commevaleur propre simple, et que le sous-espacepropre

E−1 est le sous-espacevectoriel de dimension 1 de R 3 engendrŽpar

&

(
−1
2
1

)

+ ,

tandis que le sous-espacepropre E3 est le sous-espacevectoriel de dimension

1 de R 3 engendrŽpar

&

(
−5
−6
1

)

+ . On voit donc que

&

(
2 1 1
2 1 −2
−1 0 −2

)

+ n’est pas

diagonalisable.
On peut Žgalement diagonaliser des matrices rŽelles ou complexesdiago-

nalisable s sous Mupad. On utilise pour cela la commande linalg : :jordan-
form(A,All) ; On obtient deux matrices. La premi•re matrice " est triangulaire
infŽrieure, et A est diagonalisableuniquement dans le cas o• " est diagonale
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(nous expliqueronscephŽnom•neau Chapitre suivant). La deuxi•me matrice est
une matrice inversible P telle que P−1AP = " . Avec la commandelinalg : :jor-
danForm(A), on obtient seulement la matrice " . Nous donnonsdeux exemples.

M:=Dom::Matrix();
A:=M([[1,-1,0],[0,2,- 2],[0,0,3]]);
linalg::jordanForm(A, All);

Dom::Matrix(Dom::Ex pressionField(id, iszero))

+- -+
| 1, -1, 0 |
| |
| 0, 2, -2 |
| |
| 0, 0, 3 |
+- -+

-- +- -+ +- -+ --
| | 1, 0, 0 | | 1, -1, 1 | |
| | | | | |
| | 0, 2, 0 |, | 0, 1, -2 | |
| | | | | |
| | 0, 0, 3 | | 0, 0, 1 | |
-- +- -+ +- -+ --

Ceci signiÞeque la matrice

&

(
1 −1 0
0 2 −2
0 0 3

)

+ est diagonalisable, et que

&

(
1 −1 1
0 1 −2
0 0 1

)

+

−1 &

(
1 −1 0
0 2 −2
0 0 3

)

+

&

(
1 −1 1
0 1 −2
0 0 1

)

+ =

&

(
1 0 0
0 2 0
0 0 3

)

+ .

On reprend un autre exempleo• la matrice nÕestpas diagonalisable.

M:=Dom::Matrix();
A:=M([ [2,1,1],[ 2,1,-2],[-1,0,-2]]);
linalg::jordanForm(A ,All);

Dom::Matrix(Dom::Ex pressionField(id, iszero))



78CHAPITRE 4. VALEURS PROPRES,VECTEURS PROPRES,DIAGONALISA TION

+- -+
| 2, 1, 1 |
| |
| 2, 1, -2 |
| |
| -1, 0, -2 |
+- -+

-- +- -+ +- -+ --
| | -1, 0, 0 | | -1/2, -1/2, -5 | |
| | | | | |
| | 1, -1, 0 |, | 1, 1, -6 | |
| | | | | |
| | 0, 0, 3 | | 0, 1/2, 1 | |
-- +- -+ +- -+ --

La matrice triangulaire infŽrieurequi apparait enpremier nÕestpasdiagonale

, et on retrouve le fait que

&

(
2 1 1
2 1 −2
−1 0 −2

)

+ n’est pas diagonalisable.

4.8 Exerci ces sur le Chapi tre 4

exercice 1
Dans chacun des cas suivants, dŽterminer si la matrice A ∈ M3(C) est

diagonalisable. Si oui, trouver une basede C3 formŽede vecteurspropres de A
et calculer An pour n ∈ N .

a) A =

&

(
5 −3 2
6 −4 4
4 −4 5

)

+ .

b) A =

&

(
−1 1 0
0 −1 1
1 0 −1

)

+ .

c) A =

&

(
−2 −2 1
−2 1 −2
1 −2 −2

)

+ .

d) A =

&

(
0 1 0
−4 4 0
−2 1 2

)

+ .
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exercice 2
Soit A ∈Mn(K ).
a) Montrer que si ! est valeur propre de A alors ! k est valeur propre de

Ak pour k ≥ 1. b) Soit p = a0 + a1x + . . . + apxp ∈ K [x]. On pose p(A) =
a0I n + a1A + . . . + apAp. Montrer que si ! est valeur propre de A alors p(! ) est
valeur propre de p(A).

c) On supposede plus que A est inversible. On poseA−n = (A−1)n pour
n > 0. Montrer que si ! est valeur propre de A, alors ! n est valeur propre de
An pour n ∈ Z\{0}.

exercice 3
Soit A ∈Mn(K ) une matrice inversible.
a) Trouver une relation entre le polyn™mecaractŽristique de A et celui de

A−1.
b) En dŽduire que si ! est valeur propre de A alors ! −1 est valeur propre de

A−1 avec le m•me ordre de multiplicitŽ.
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exercice 4
a) Soit D : p "−→ p′ lÕopŽrateur de dŽrivation sur R n[x]. DŽterminer les

valeurs propres de D et les sous-espacespropres associŽs.LÕendomorphismeD
est-il diagonalisable ?

b) Soit E = C∞(R ) lÕespacevectoriel des fonctions indŽÞniment dŽrivables
de R dans R . On pose d(f ) = f ′ pour f ∈ C∞(R ). Montrer que d est un
endomorphismede E. DŽterminer les valeurs propres de d et les sous-espaces
propres correspondants.

exercice 5
Soit F le sous-espacevectoriel de R 3 dŽÞnipar lÕŽquationx + y− 7z = 0 et

soit G le sous-espacevectoriel de dimension 1 de R 3 engendrŽpar

&

(
1
3
2

)

+ .

1) Montrer que R3 = F ⊕G.
2) Donner la matrice A repŽsentant u dans la basecanoniquede R 3.
3) En Žtudiant A, retrouver le fait que la projection PF,G est diagonalisable

.

exercice 6
RŽsoudrelÕexercice1 ainsi que la troisi•me question de lÕexercice5 en utili-

sant Mupad.

exercice 7 (sousMupad)

On consid•reA =

&

'
'
'
'
'
'
'
'
'
'
'
'
'
(

1 9 −9 6 7 8 −2 0 6 12
−5 6 −7 6 1 4 −12 7 16 2
4 3 2 1 9 8 7 6 5 4
1 2 3 4 5 6 5 4 3 2
1 9 −9 6 7 8 −2 0 6 12
2 4 6 8 10 12 14 16 18 20
1 −1 1 −1 1 −1 1 −1 1 −1
2 3 3 2 2 3 4 5 6 7
2 1 0 2 1 0 −1 −2 −3 −2
5 3 1 −1 −3 −5 −7 −9 −11 8

)

*
*
*
*
*
*
*
*
*
*
*
*
*
+

.

1) DŽterminer le polyn™mecaractŽristique de A.
2) DŽterminer desvaleurs approchŽesdesvaleurs propres de A.
3) En utilisant la commandenumeric : :eigenvectors(A) ; donner pour chaque

valeur propre ! de A une valeur approchŽedÕunvecteur propre xλ ainsi quÕune
estimation de la di!Žrence Axλ − ! xλ.



Chapitre 5

Polyn™meminimal,
dŽcomposition de Jordan

Le rŽsulta t principal de ce Chapitre est le thŽor•me de dŽcomposition de
Jordan : si le polyn™mecaractŽristiquedeA ∈Mn(K ) estscindŽalorsA poss•de
une unique dŽcomposition de la forme A = D + N, avec D diagonalisable, N
nilpotente vŽriÞant DN = N D.

5.1 ThŽor•me de Cayl ey-Hami lton

Nous allons commencer par dŽmontrer lÕimportant thŽor•me de Cayley-
Hamilton .

Théorème 5.1.1 Soit K un corps, et soit A ∈Mn(K ). Alors pA(A) = 0.

DŽmonstration : Soit B un anneau commutatif . On peut munir lÕensemble
Mn(B) des matrices carrŽesˆ n lignes et n colonnesˆ coe"cie nts dans B de
lÕadditionet de la multiplication usuellesdes matrices, et on obtient ainsi un
anneau.

Pour B = (bi,j) 1# i # n
1# j # n

∈ Mn(B), on dŽÞnit le déterminant de B par la

formule

det(B ) =
!

σ∈Sn

)(( )bσ(1 ) ,1 . . . bσ(n) ,n.

On a des propriŽtŽs analoguesˆ celles des dŽterminants dÕunematrice ˆ
coe"cien ts dansun corps.En particulier si on note Ci,j(B ) le dŽterminant de la
matrice obtenue en retirant ˆ B sa i e ligne et sa j e colonne,on a pour 1≤ i ≤ n
la formule

81
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(5.1) det(B ) =
n!

j=1

(−1)i+ jbi,jCi,j(B )bi,j .

En appliquant cette formule ˆ la matrice obtenueenremplacant la ke colonne
deB par la i e, qui est dedŽterminant nul, on obtient, pour 1≤ i ≤ n, 1≤ k ≤ n,
k += i

(5.2) det(B ) =
n!

j=1

(−1)i+ jCk,j(B )bi,j .

Soit maintenant A = (ai,j) 1# i # n
1# j # n

∈ Mn(K ). On a pA = det(xI n − A) =

%0 + a1x + . . . + %n−1xn−1 + xn, avec %0, . . . , %n−1 ∈ K (on notera que %0 =
(−1)ndet(A) et que %n−1 = −Tr (A)) . Soit B = {q(A)}q∈K[x] . Il est clair queB
est un anneaucommutatif . CommepA(A) = %0I n + %1A + . . .+ %n−1xn−1 + xn,
il rŽsulte de la dŽÞnition des dŽterminants que si on poseB = (B i,j) 1# i # n

1# j # n
, avec

B i,j = −ai,j I n pour 1 ≤ i ≤ n, 1 ≤ j ≤ n, i += j , et B i,i = A − ai,iI n pour
1≤ i ≤ n, alors pA(A) = det(B ).

Soit (e1, . . . , en) la basecanonique de K n. On sait que la i e colonne de A
est Žgaleˆ Aei pour 1≤ i ≤ n. 0n a B i,jei = −ai,j I nei = −ai,jei pour i += k, et
Bj,jej = Aej − aj,j I nej = Aej − aj,jej . On obtient, pour 1≤ j ≤ n

n!

i=1

B i,jei = Aej −
n!

i=1

ai,jei =

&

'
(

a1,j

.

.
an,j

)

*
+ −

&

'
(

a1,j

.

.
an,j

)

*
+ =

&

'
(

0
.
.
0

)

*
+ .

On obtient donc le syst•me dÕŽquations

2
???3

???4

B1,1e1 + . . . + B1,nen = 0
. . . . . . . . .

B i,1e1 + . . . + B i,nen = 0
. . . . . . . . .

Bn,1e1 + . . . + Bn,nen = 0

Ceci peut sÕŽcriresousla forme matricielle B

&

'
(

e1

.

.
en

)

*
+ =

&

'
(

0
.
.
0

)

*
+ , o• 0 dŽsigne

dansle secondmembre la matrice unicolonnedont tous lescoe"cien ts sont nuls.
Soit maintenant C ∈ Mn(B). LÕassociativitŽ du produit matriciel reste va-

lable dans ce contexte, et on a

CB

&

'
(

e1

.

.
en

)

*
+ = C

&

'
( B

&

'
(

e1

.

.
en

)

*
+

)

*
+ = C

&

'
(

0
.
.
0

)

*
+ =

&

'
(

0
.
.
0

)

*
+ .



5.2. POLYNïME MINIMAL 83

Posonsmaintenant C = ((−1)i+ jCj,i(B) 1# i # n
1# j # n

∈ Mn(B), et soit D = CB .

Il resulte desformules (5.1) et (5.2) que, de m•me que dans le casdesmatrices
ˆ coe"cien ts dans K , la matrice D est une matrice diagonale : si on poseD =
(D i,j) 1# i # n

1# j # n
, alors D i,i = det(B ) pour 1 ≤ i ≤ n, et D i,j = 0 pour 1 ≤ i ≤ n,

1≤ j ≤ n, i += j .

On a alors

&

'
(

det(B )e1

.

.
det(B )en

)

*
+ = C

&

'
( B

&

'
(

e1

.

.
en

)

*
+

)

*
+ = C

&

'
(

0
.
.
0

)

*
+ =

&

'
(

0
.
.
0

)

*
+ . Donc

det(B )ej = 0 pour 1≤ j ≤ n, et pA(A) = det(B ) = 0. ♣

La thŽor•me de Cayley-Hamilton permet notamment de calculer simplement
lÕinverse dÕune matrice inversibleA ∈Mn(K ) : en Žcrivant pA = (−1)ndet(A) +
%1x + . . . + %n−1xn−1 + xn, on a 0 = pA(A) = (−1)ndet(A)I n + A(%1I n + . . . +

%n−1An−2 + An−1), donc A−1 = (−1)n +1

det(A) (%1I n + . . . + %n−1An−2 + An−1) si
det(A) += 0.

5.2 Polyn™memi nimal

Rappelons(voir la DŽÞnition 3.7 du Cours dÕAlg•bre) quÕondit queI ⊂ K [x]
est un idŽal de K [x] quand les deux conditions suivantes sont vŽriÞŽes

(i) I est un sous-groupe de (K [x], +) ,
(ii) PQ ∈ I ∀P ∈ I , ∀Q ∈ K [x].
DÕautrepart on sait dÕapr•sle thŽor•me 3.8 du Cours d’algèbre[?] que

pour tout idŽal I de K [x] non rŽduit ˆ {0} il existe un unique polyn™meunitaire
B ∈ K [x] tel que I = B K [x]. Ceci permet dÕintro duire la notion de polyn™me
minimal.

Proposition 5.2.1 Soit A ∈ Mn(K ). LÕensemble IA = {q ∈ K [x] | q(A) =
0} est un idŽal de K [x] non rŽduit ˆ {0}, appelŽ idéal annulateur de A. Le
polyn™meunitair e qA ∈ K [x] tel que IA = qA.K [x] est appelŽ le polynôme
minimal de A.

DŽmonstration : Comme pA ∈ IA on a IA += {0}. Si p ∈ IA, q ∈ IA on
a (p− q)(A) = p(A) − q(A) = 0, et p− q ∈ IA, ce qui prouve que IA est un
sous-groupe de (K [x], +) . DÕautrepart si p ∈ IA, q ∈ K [x] alors (pq)(A) =
p(A)q(A) = 0, et pq∈ IA. ♣

On notera que qA = qA.1 ∈ IA, donc qA(A) = 0.

Proposition 5.2.2 Soit A ∈ Mn(K ). Alors le polyn™meminimal qA de A
divise le polyn™mecaractŽristique pA de A, et toute racine de pA est racine de
qA.
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DŽmonstration : Il rŽsulte du thŽor•me de Cayley-Hamilton que pA ∈ IA =
qAK [x], donc qA divise pA.

Soit ! une valeur propre de A, et soit X += 0 un ŽlŽment de K n tel que
AX = !X . DÕapr•sle lemme 4.3 on a qA(! )X = qA(A)X = 0, donc qA(! ) = 0.
♣

Exemple 5.2.3 Soit A ∈ M4(R ) telle que pA = (x2 − 1)2. Alors qA est lÕun
des4 polyn™mes(x−1)(x + 1), (x−1)2(x + 1), (x−1)(x + 1)2, (x−1)2(x + 1)2,
et il existe desmatrices correspondant ˆ chacun desquatre cas.

En e!et il rŽsultede la proposition queqA = (x−1)a(x−2)b, avec1≤ a ≤ 2,
1 ≤ b ≤ 2, ce qui correspond bien aux quatre cas ci-dessus.Pour trouver des
exemplescorrespondant ˆ chacun des cas, on va considŽrer des matrices de

la forme A =
=

B 02

02 C

>
avec B ∈ M2(R ) triangulaire supŽrieure de termes

diagonaux Žgauxˆ 1, C ∈M2(R ) triangulaire supŽrieure de termes diagonaux

Žgaux ˆ -1, le symbole 02 dŽsignant la matrice
=

0 0
0 0

>
, ce qui garantit que

pA = (x − 1)2(x + 1)2, pB = (x − 1)2, pC = (x + 1)2. Dans cette situation on

a un "pro duit par blocs" qui donne Am =
=

B m 02

02 Cm

>
pour m ≥ 0, avec la

convention A0 = I 4, B 0 = C0 = I 2, et par consŽquent p(A) =
=

p(B ) 02

02 p(C)

>

pour p ∈ R [x]. Donc IA = IB ∩ IC , ce qui montre que qA est Žgal au p.p.c.m
de qB et qC . Notons que qB divise (x −1)2, donc qB = (x −1)a, avec1≤ a ≤ 2,
et que qC divise (x + 1)2, donc qC = (x + 1)b, avec 1≤ b≤ 2. Comme (x − 1)a

et (x + 1)b sont premiers entre eux, leur p.p.c.m est Žgal ˆ leur produit, et
qA = qBqC .

Si B =
=

1 0
0 1

>
, on a Žvidemment qB = x − 1, et si B =

=
1 1
0 1

>
on

a qB = (x − 1)2, puisque B − I 2 += 0. De m•me si C =
=
−1 0
0 −1

>
, on a

qC = x + 1, et si C =
=
−1 1
0 −1

>
on a qC = (x + 1)2, puisque C + I 2 += 0. On

obtient ainsi les exemplescherchŽs:

Si A =

&

'
(

1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 −1 0
0 0 0 −1

)

*
+ , alors pA = (x − 1)2(x + 1)2 et qA = (x − 1)(x + 1).

Si A =

&

'
(

1 1 0 0
0 1 0 0
0 0 −1 0
0 0 0 −1

)

*
+ , alors pA = (x−1)2(x + 1)2 et qA = (x−1)2(x + 1).
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Si A =

&

'
(

1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 −1 1
0 0 0 −1

)

*
+ , alors pA = (x−1)2(x + 1)2 et qA = (x−1)(x + 1)2.

Si A =

&

'
(

1 1 0 0
0 1 0 0
0 0 −1 1
0 0 0 −1

)

*
+ , alors pA = (x − 1)2(x + 1)2.

5.3 Nouv elle caractŽri sati on des matri ces diago-
nal isables

On va maintenant caractŽriserles matric esdiagonalisabless par une condi-
tion portant sur le polyn™meminimal .

Théorème 5.3.1 Soit A ∈Mn(K ). Alors A est diagonalisable si et seulement
si le polyn™meminimal qA de A est un polyn™mescindŽdont toutes les racines
sont simples, et dans ce cas qA = (x − µ1) . . . (x − µk) o• µ1, . . . , µk dŽsignent
les valeurs propres distinctes de A.

DŽmonstration : Supposons que A est diagonalisable . Il existe une matrice

diagonale D =

&

'
'
'
'
'
(

! 1 0 . . . . . . . . . 0
0 ! 2 0 . . . . . . 0

. . . . . . . . . . . . . . . . . .
0 0 . . . ! j . . . 0

. . . . . . . . . . . . . . . . . .
0 0 . . . . . . 0 ! n

)

*
*
*
*
*
+

et une matrice inversible P ∈

Mn(K ) telles que A = PDP−1 soit diagonale .Soient µ1, . . . , µk les valeurs
propres distinctes de A, et soit q = (x − µ1) . . . (x − µk).

On a q(D) =

&

'
'
'
'
'
(

q(! 1) 0 . . . . . . . . . 0
0 q(! 2) 0 . . . . . . 0

. . . . . . . . . . . . . . . . . .
0 0 . . . q(! j) . . . 0

. . . . . . . . . . . . . . . . . .
0 0 . . . . . . 0 q(! n)

)

*
*
*
*
*
+

. Pour 1≤ j ≤ n,

! j est une valeur propre de A donc il existe i ≤ k tel que ! j = µi, et q(! j) =
0. On a donc q(D) = 0, et q(A) = Pq(D)P−1 = 0, ce qui montre que qA

divise q. Comme toute valeur propre de A est racine de qA, qA = q = (x −
µ1) . . . (x − µk) est un polyn™mescindŽ dont toutes les racines sont simples.
Supposonsmaintenant que le polyn™meminimal de A est scindŽet que toutes
sesracinessont simples.On a qA = (x−µ1) . . . (x−µk), avecµ1, . . . , µk distincts.
Posonspi =

A
j )= i(x − µj). Comme les polyn™mesp1, . . . , pk nÕont pas de racine

commune, leur p.g.c.d. est Žgal ˆ 1. Il rŽsulte alors du thŽor•me de Bezout
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(ThŽor•me 3.9 du Cours dÕalg•bre) quÕilexiste des polyn™mesu1, . . . , uk tels
que

" k
j=1 pjuj = 1. On a alors

I n =
k!

j=1

pj(A)uj(A).

Soit X ∈ K n, et posonsX j = pj(A)uj(A)X pour 1 ≤ j ≤ n. On a (A −
! j I )pj(A) = qA(A) = 0. Par consŽquent (A − ! j I )X j = qA(A)uj(A)X = 0, et
X j appartient au sous-espacepropre Eµj associŽ ˆ µj pour 1 ≤ j ≤ n. Comme
X =

" k
i=1 X j , cecimontre que K n = Eµ1 + . . . + Eµk . Soit Bj une basede Eµj ,

et soit B = ∪1≤j≤nBj . Alors B est une partie gŽnŽratricede K n. CommeB est
libre dÕapr•sla Proposition 4.4, on voit que B est une basede K n formŽede
vecteurspropres de A, ce qui montre que A est diagonalisable. ♣

Supposons que A est diagonalisable . Avec les notations ci-dessus on a
pj(A)uj(A) = vi,j(A)(A − µiI n), o• vi,j ∈ K [x] pour i += j . Donc si Y ∈ Eµi

on a pj(A)uj(A)Y = 0 pour j += i et X =
" k

j=1 pj(A)uj(A)Y = pi(A)ui(A)Y.
Soit X ∈ K n. En appliquant ce rŽsultat ˆ Y = pi(A)ui(A)X ∈ Eµi , on voit que
[pi(A)ui(A)]2X = pi(A)ui(A)X , et par consŽquent [pi(A)ui(A)]2 = pi(A)ui(A)
pour 1≤ i ≤ n.

Soit Ui : X "−→ pi(A)X lÕendomorphismede K n associŽ ˆ pi(A) et soit " i :
X "−→ pi(A)ui(A)X lÕendomorphismede K n associŽ ˆ pi(A)ui(A). Il rŽsulte
de ce qui prŽc•de que I m(" i) = Eµi . Si X ∈ Eµj avec j += i on a " i(X ) =
vj,i(A)(A − µj I n)X = 0, donc

"
j )= i Eµj ⊂ K er(" i). RŽciproquement si X ∈

K er(" i) on a X =
"

j )= i pj(A)uj(A)X ∈
"

j )= i Eµj , et on voit que K er(" i) ="
j )= i Eµj . Il est clair que I m(Ui) ⊂ I m(" i) = Eµi . RŽciproquement si X ∈

I m(Ui) on a X = pj(A)Y, avec Y ∈ K n, et (A − ! i)X = (A − ! i)pi(A)Y =
qA(A)Y = 0, donc X ∈ Eµi , ce qui montre que Eµi = I m(Ui) coincide avec
le sous-espacevectoriel de K n engendrŽpar les colonnesde A. On a donc le
rŽsultat suivant.

Théorème 5.3.2 Soit A ∈Mn(K ) une matrice diagonalisable , et soient µ1, . . . , µk

lesvaleurs propresdistinctes de A. On posepi =
A

1# j # k
i %= j

(x−µj) pour 1≤ i ≤ k.

(i) Pour 1 ≤ i ≤ k, le sous-espace propre associŽ ˆ µi est le sous-espace
vectoriel de K n engendrŽ par les colonnesde pi(A).

(ii) Si u1, . . . , uk est une famil le de polyn™meŝ coe! cients dansK telle que"
1≤i≤k uipi = 1, alors lÕapplication " i : X "−→ pi(A)ui(A)X est la projection

de K n sur Eµi parall•l ement ˆ
"

1# j # k
j %= i

Eµj .

Ce rŽsultat permet desimpliÞer lescalculspermettant de trouver unebasede

K n formŽede vecteurspropresde A. Par exemplesi A =

&

(
1/ 2 1/ 2 1/ 2
1/ 4 1/ 2 0
1/ 4 0 1/ 2

)

+ on
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a vu au Chapitre prŽcŽdent quepA = −x(x− 1
2 )(x−1), doncA est diagonalisable

. On a A − 1
2 I 3 =

&

(
0 1/ 2 1/ 2

1/ 4 0 0
1/ 4 0 0

)

+ , A − I 3 =

&

(
−1/ 2 1/ 2 1/ 2
1/ 4 −1/ 2 0
1/ 4 0 −1/ 2

)

+ .

On obtient A(A − I 3) =

&

(
1/ 2 1/ 2 1/ 2
1/ 4 1/ 2 0
1/ 4 0 1/ 2

)

+

&

(
−1/ 2 1/ 2 1/ 2
1/ 4 −1/ 2 0
1/ 4 0 −1/ 2

)

+ =

&

(
0 0 0
0 −1/ 8 1/ 8
0 1/ 8 1/ 8

)

+ . Donc le vecteur

,

.
0
1
−1

/

1 engendreE1/2.

On a aussi A(A − 1
2 I 3) =

&

(
1/ 2 1/ 2 1/ 2
1/ 4 1/ 2 0
1/ 4 0 1/ 2

)

+

&

(
−1/ 2 1/ 2 1/ 2
1/ 4 −1/ 2 0
1/ 4 0 −1/ 2

)

+ =

&

(
1/ 4 1/ 4 1/ 4
1/ 8 1/ 8 1/ 8
1/ 8 1/ 8 1/ 8

)

+ . Donc le vecteur

,

.
2
1
1

/

1 engendreE1.

EnÞn (A− 1
2 I 3)(A− I 3) ==

&

(
0 1/ 2 1/ 2

1/ 4 0 0
1/ 4 0 0

)

+

&

(
−1/ 2 1/ 2 1/ 2
1/ 4 −1/ 2 0
1/ 4 0 −1/ 2

)

+ =

&

(
1/ 4 −1/ 4 −1/ 4
−1/ 8 1/ 8 1/ 8
−1/ 8 1/ 8 1/ 8

)

+ . Donc le vecteur

,

.
−2
1
1

/

1 engendreE0, et on a obtenu

une basede K n formŽede vecteurspropres de A.
Soit E est un espacevectoriel non nul de dimension Þnie sur un corps K et

soit u ∈ L(E ). Pour p = %0+ . . .+ %nxn ∈ K [x] on posep(u) = %0IE+ . . .+ %nun,
o• la puissancene un est calculŽeau sens de la composition des applications.
Il est clair que lÕapplicationp "−→ p(u) est un homomorphismedÕanneauxde
K [x] dansL(E ). On dŽÞnit alors le polynôme minimal qu de u commeŽtant
lÕuniquepolyn™meunitaire q tel queIu = qK [x], o• Iu = {p ∈ K [x] | p(u) = 0}.

Soit B unebasedeE. Il rŽsultede la Proposition 3.9quele polyn™meminimal
de u coincide avec celui de la matrice Mu,B reprŽsentant u dans la baseB. On
dŽduit alors de la Proposition 4.2.4 et du ThŽor•me 5.5 le rŽsultat suivant.

Théorème 5.3.3 Soit E += {0} un espace vectoriel de dimension Þnie, et soit
u ∈ L(E ). Alors u est diagonalisable si et seulement si le polyn™meminimal de
u est un polyn™mescindŽdont toutes les racines sont simples.

On dit quÕunsous-espacevectoriel F dÕunespacevectoriel E est invariant
pour u ∈ L(E ) si u(x) ∈ F pour tout x ∈ F. Dans cecason appelle restriction
de u à F lÕendomorphismev de F dŽÞnipar la formule v(x) = u(x) pour x ∈ F.
On a alors le corollaire suivant.

Corollaire 5.3.4 Soit E += {0} un espace vectoriel de dimension Þnie, soit
u ∈ L(E ), et soit F += {0} un sous-espace vectoriel de E invariant pour u. Si u
est diagonalisable, alors la restriction de u ˆ F est diagonalisable.
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DŽmonstration : Soit v la restriction de u ˆ F. Pour x ∈ F on a qu(v)(x) =
qu(u)(x) = 0. Donc qu(v) = 0, et qv divise qu. Par consŽquent qv estun polyn™me
scindŽdont toutes les racinessont simples,et v est diagonalisable. ♣

Corollaire 5.3.5 Soient A ∈Mn(K ) et B ∈Mn(K ) deuxmatricesdiagonali-
sables. Si AB = B A, alors il existe une basede K n formŽe de vecteurs propres
communs ˆ A et B . En particul ier A − B est diagonalisable.

DŽmonstration : Soit µ une valeur propre de A, soit Eµ le sous-espacepropre
correspondant, et soit v : X "−→ B X lÕendomorphismede K n associŽ ˆ B . Pour
X ∈ Eµ, on a Av(X ) = AB X = B AX = v(µX ) = µv(X ). Donc v(X ) ∈ Eµ, et
Eµ est invariant pour V. Comme B est diagonalisable, la restriction de V ˆ Eµ

est diagonalisable,ce qui signiÞequÕilexiste une basede Eµ formŽede vecteurs
propres de B . Soient maintenant µ1, . . . , µk les valeurs propres distinctes de A.
DÕapr•scequi prec•de on peut trouver pour i ≤ n une baseBi de Eµi formŽede
vecteurspropres de B . PosonsB = ∪1≤i≤nBi. Puisque A est diagonalisable, B
est unebasedeK n, et tous lesŽlŽments deB sont desvecteursproprescommuns
ˆ A et B , cÕest̂ dire aussidesvecteurspropres de A −B . En particulier A −B
est diagonalisable.

5.4 Matri ces ni lpotentes

On va maintenant sÕintŽresserˆ une classeparticuli•re de matrices.

Définition 5.4.1 Soit A ∈Mn(K ). On dit queA estnilpotente sÕilexistep≥ 1
telle que Ap = 0.

Par exemplela matrice A =
=

0 1
0 0

>
est une matrice nilpotente non nulle,

car A2 = 0. Une matrice nilpotente non nulle n’est pas diagonalisable . En
e!et si A est nilpotente et diagonalisable, il existe p ≥ 1 tel que Ap = 0, et
il existe P inversible telle que D = P−1AP est diagonale . On a alors D p =
P−1ApP = 0. Comme D est diagonale, on a D = 0, et A = PDP−1 = 0.

Proposition 5.4.2 Soient A ∈ Mn(K ) et B ∈ Mn(K ) deux matrices nilpo-
tentes. Si AB = B A, alors A − B est nilpotente.

DŽmonstration : Soient p ≥ 1 et q ≥ 1 deux entiers tels que Ap = B q = 0.
CommeAB = B A, on peut calculer (A−B )p+ q enutilisant le bin™medeNewton
(voir la formule (1.7) du Cours dÕAlg•bre) et on obtient

(A − B )p+ q =
p+ q!

k=0

(−1)p+ q−kCk
p+ qAkB p+ q−k.

Si p ≤ k ≤ p + q, on a Ak = 0. Si 0 ≤ k ≤ p, on a p + q− k ≥ q, et
B p+ q−k = 0. Donc (A − B )p+ q = 0. ♣
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Si A est nilpotente, il est clair que toutes lesvaleurspropresde A sont nulles.
En particulier si A ∈ Mn(C) est nilpotente, alors pA = xn. Ce rŽsultat est en
fait vrai pour un corps quelconque.

Proposition 5.4.3 Soit A ∈ Mn(K ) une matrice nilpotente. Alors pA = xn.
En particul ier An = 0.

DŽmonstration : Le rŽsultat est trivial si n = 1. Supposonsque ce rŽsultat
est vrai pour n ≥ 1, et soit A ∈ Mn+1 (K ) une matrice nilpotente. Si A = 0,
pA = (−1)n+1 xn+1 . Si A += 0, soit p ≥ 2 le plus petit entier positif tel que
Ap = 0, et soit X 1 ∈ K n+1 tel que Ap−1X 1 += 0. PosonsY1 = Ap−1X 1, et soit
(Y2, . . . , Yn+1 ) une famille dÕŽlŽments de K n telle que B = (Y1, . . . , Yn+1 ) soit
une basede K n+1 . Soit u : X "−→ AX lÕendomorphismede K n+1 associŽˆ A, et
soit B = Mu,B. Comme A = Mu,B0 , B0 dŽsignant la basecanoniquede K n+1 ,
B est semblable ˆ A et pA = pB . Comme u(Y1) = 0, la premi•re colonnede B
est nulle, et on peut Žcrire

B =
=

0 L 1

0n C

>
,

avecL 1 ∈M1,n(K ) et C =∈Mn(K ), 0n dŽsignant lÕŽlŽment nul deMn,1(K ).
Une rŽcurrenceimmŽdiate montre que pour p ≥ 1 la matric e B p est de la

forme

B p =
=

0 L p

0n Cp

>
,

avec L p ∈ M1,n(K ). Donc C est nilpotente, et pC = xn. En dŽveloppant par
rapport ˆ la premi•re colonne on obtient pB = xpC = xn+1 , et on voit par
rŽcurrencesur n que pA = xn si A ∈Mn(K ) est nilpotente. Le fait que dans ce
casAn = 0 rŽsulte alors du thŽor•me de Cayley-Hamilton . ♣

Corollaire 5.4.4 Soit D ∈ Mn(K ) une matrice diagonalisable, et soit N ∈
Mn(K ) une matrice nilpotente telle que DN = N D. Alors D et D + N ont
m•me polyn™mecaractŽristique.

DŽmonstration : On va procŽder par rŽcurrencesur le nombre de valeurs
propres de D. Si D poss•deune seulevaleur propre µ, il existe P ∈ Mn(K )
inversible telle que D = P(µI n)P−1. Donc D = µI n et pD+ N = det((x −
µ)I n − N ) = (x − µ)n = pµIn = pD. Supposonsmaintenant que le rŽsultat
est vrai quand D poss•dek valeurs propres distinctes, soit D ∈ Mn(K ) une
matrice diagonalisablepossŽdant k + 1 valeurs propres distinctes µ1, . . . , µk+1

de multiplicitŽs n1, . . . , nk. Soit u : X "−→ DX lÕendomorphismede K n associŽ
ˆ D et soit v : X "−→ N X lÕendomorphismede K n associŽˆ N . Notons que si A

est de la forme A =
=

B 0m,n−m

0n−m,m C

>
, avec B ∈Mm(K ), C ∈Mn−m(K ),

0p,q dŽsignant la matrice ˆ p lignes et q colonnesdont tous les coe"cien ts sont
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nuls, on a det(A) = det(B )det(C). Ceci montre en particulier que dans ce cas
on a pA = pBpC .

Soit Bi une base du sous-espacepropre Eµi associŽ ˆ µi et posonsB =
∪1≤j≤k+1 Bj , C = ∪2≤j≤k+1 Bj . La matrice " reprŽsentant u dans la baseB est

une matrice diagonale de la forme " =
=

" 1 0m1 ,n−m1

0n−m1 ,m1 " 2

>
, avec " 1 =

µ1I m1 , " 2 ∈ Mn−m1 diagonale , et on a p! 1 = (x − µ1)m1 et p! 2 = (x −
µ2)m2 . . . (x − µk+1 )mk +1 . Si X ∈ Eµj on a de m•me que plus haut DN X =
N DX = µjN X , donc N X ∈ Eµj . Donc la matrice R reprŽsentant v dans la

baseB est de la forme R =
=

R1 0m1 ,n−m1

0n−m1 ,m1 R2

>
, avec R1 ∈ Mm1 (K ) et

R2 ∈ Mn−m1 (K ). Comme N1 est la matrice reprŽsentant la restriction de v
ˆ Eµ1 , N1 est nilpotente, et N1 commute Žvidemment avec " 1. DÕautrepart
commeN2 est la matrice reprŽsentant la restriction dev ˆ Eµ2 , N2 estnilpotente,
et comme" 2 est la matrice reprŽsentant la restriction de u ˆ " 2, N2 commute
avec " 2.

On sait que p! 1 = p! 1 + N1 , et dÕapr•slÕhypoth•se de rŽcurrenceon a p! 2 =
p! 2 + N2 . Donc pD+ N = p!+ R = p! 1 + N1 p! 2 + N2 = (x−µ1)n1 . . . (x−µk)nk = pD,
et le rŽsultat est dŽmontrŽ par rŽcurrence.♣

5.5 ThŽor•me de dŽcompositi on de Jorda n

Nous sommesmaintenant en mesurede dŽmontrer le thŽor•me de dŽcompo-
sition de Jordan.

Théorème 5.5.1 (ThŽor•me de dŽcomposition de Jordan)

Soit A ∈ Mn(K ) une matrice dont le polyn™mecaractŽristique est scindŽ.
Alors il existe un unique couple (D , N ) dÕŽlŽmentsdeMn(K ) vŽriÞant les pro-
priŽtŽs suivantes

(1) A = D + N.

(2) D est diagonalisable.

(3) N est nilpotente.

(4) DN = N D.

De plus A et D ont m•me polyn™mecaractŽristique,et si µ1, . . . , µk dŽsignent
les valeurs propres distinctes de A, de sorte quepA = (x − µ1)n1 . . . (x − µk)nk ,
avec n1 ≥ 1, . . . , nk ≥ 1, on a D = p(A), o• p ∈ K [x] estune solution quelconque
du syst•me dÕŽquations de congruence
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2
???????3

???????4

p≡ µ1 mod(x − µ1)n1

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
p≡ µj mod(x − µj)nj

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
p≡ µk mod(x − µk)nk

DŽmonstration : Comme µ1, . . . , µk sont distincts, (x − µi)ni et (x − µj)nj sont
premiers entre eux pour i += j . Il rŽsulte alors du thŽor•me chinois ( ThŽor•me
3.17 du Cours dÕAlg•bre) que le syst•me dÕŽquationsde congruenceci-dessus
admet bien une solution p ∈ K [x].

Pour 1 ≤ j ≤ k, on a p− µj = (x − µj)nj uj , avec uj ∈ K [x]. Donc (p−
µ1) . . . (p−µk) = pAu, avecu = u1 . . . uk ∈ K [x]. Posonsq = (x−µ1) . . . (x−µk),
et posonsD = p(A). On a q(D) = (p(A) − µ1I n) . . . (p(A) − µkI n) = [(p −
µ1) . . . (p − µk)](A) = pA(A)u(A) = 0. Donc le polyn™meminimal qD de D
divise q, et qD est un polyn™mescindŽ dont toutes les racines sont simples. Il
rŽsulte alors du thŽor•me 5.1 que D est diagonalisable.

PosonsN = A − p(A). On a N D = DN, A = D + N, et si on posev = x − p
on a N = v(A). Pour 1 ≤ j ≤ k on a v = x − p = x − µj + (x − µj)nj uj =
(x−µj)(1+ (x−µj)nj −1uj) = (x−µj)wj , avecwj = (1+ (x−µj)nj −1uj) ∈ K [x].

Comme n = n1 + . . . + nk, on a qn = (x − µ1)n1 . . . (x − µk)nk wn1
1 . . . wnk

k =
pAw, avec w = wn1

1 . . . wnk
k ∈ K [x]. On a donc N n = qn(A) = pA(A)w(A) = 0,

et N est nilpotente, ce qui prouve lÕexistencede la dŽcomposition cherchŽe.
Soit (D1, N1) un autre couple de matrices vŽriÞant les quatre conditions du

thŽor•me. On a D1A = D 2
1+ D1N1 = D 2

1+ N1D1 = AD 1 et N1A = N1D1+ D 2
1 =

D1N1 + D 2
1 = AN 1. Donc D1q(A) = q(A)D1 et N1q(A) = q(A)N1 pour tout

polyn™meq ∈ K [x]. En particulier D1 commute avec D = p(A) et N1 commute
avec N = v(A).

On a D1−D = N −N1. Il rŽsultealors du Corollaire 5.9 et de la Proposition
5.11 que D − D1 est ˆ la fois diagonalisableet nilpotente. Donc D − D1 = 0,
D = D1, N = N1 et la dŽcomposition de Jordan est unique. Le fait que pA = pD

rŽsulte du corollaire 5.4.4.♣

Notons que le thŽor•me ci-dessus donne un moyen effectif de calculer la
dŽcomposition de Jordan dÕunematrice quand on a pu calculer e!ectiv ement
sesvaleurs propres. La situatio n est particu li•rement simple dansM2(C). En
e!et dans ce cas ou bien A poss•de deux valeurs propres distinctes, ce qui
implique que A est diagonalisable,et la dŽcomposition de Jordan est alors la
dŽcomposition triviale D = A, N = 0, ou bien A poss•de une valeur propre
double ! 1. Dans ce casD = p(A), o• p ∈ C[X ] est une solution quelconque de
lÕŽquationde congruence

p≡ ! 1 mod(x − ! 1)2 (5.1)

on peut donc prendre p = ! 1, ce qui donne
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D = ! 1I 2 =
G

! 1 0
0 ! 1

H
, N = A − ! 1I 2 = A −

G
! 1 0
0 ! 1

H
(5.2)

Exemple 5.5.2 DŽcomposition de Jordan de A =
G

3 1
−1 1

H
.

On a det(A) = 4, Tr (A) = 4, donc pA = x2 − 4x + 4 = (x − 2)2. Donc A
poss•de2 commevaleur propre double.

On a donc dÕapr•sla formule ci-dessus

D = 2I 2 =
G

2 0
0 2

H
, N = A − 2I 2 =

G
3 1
−1 1

H
−

G
2 0
0 2

H
=

G
1 1
−1 −1

H
.

Pour les matrices 3× 3, on dŽduit du thŽor•me 5-5-1 le rŽsultat suivant.

Corollaire 5.5.3 Soit A ∈ M3(C), et soit pA = (x − ! 1)(x − ! 2)(x − ! 3) le
polyn™mecaractŽristique de A, et soit A = D + N, avec D diagonalisable, N
nilpotente, N D = DN la dŽcomposition de Jordan de A.

(i) Si les trois valeurs propres ! 1, ! 2, ! 3 sont distinctes, alors D = A et
N = 0.

(ii) Si les trois valeurs propres ! 1, ! 2, ! 3 sont Žgales, alors D = ! 1I , et
N = A − ! 1I .

(iii) Si ! 3 = ! 2 += ! 1, alors D = ! 2I + 1
λ1−λ2

(A − ! 2I )2, et N = A − D =
1

λ2−λ1
(A − ! 1I )(A − ! 2I ).

DŽmonstration : (i) Il est clair que siA admet trois valeurspropresdistinctes,
alors A est diagonalisable,ce qui donne D = A et N = A − A = 0.

(ii) Si ! 1 est valeur propre de A de multiplicitŽ 3, alors le polyn™meconstant
p = ! 1 vŽriÞetriv ialement p≡ ! 1 (mod (x − ! 1)3).

DÕapr•sle thŽor•me 5-5-1, on a alors D = ! 1I , N = A − ! 1I .
(iii) Supposonsmaintenant que ! 3 = ! 2 += ! 1. Il rŽsulte du thŽor•me 5-5-1

que N = p(A), o• p ∈ C[x] est une solution quelconquedu syst•me dÕŽquations
de congruence

F
p≡ ! 1 (mod (x − ! 1))
p≡ ! 2 (mod (x − ! 2)2)

Ce type dÕŽquationsest ŽtudiŽ dans le Chapitre 3 du Cours dÕalg•bre [?]. Il
est plus simple ici de parti r de la secondeŽquation, dont la solution gŽnŽraleest

p = ! 2 + q(x − ! 2)2, avec q ∈ C[x].
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La premi•re Žquation est alors vŽriÞŽesi et seulement si p− ! 1 = ! 2 − ! 1 +
q(x − ! 2)2 est divisible par x − ! 1, ce qui Žquivaut au fait que ce polyn™me
admet ! 1 pour racine. On obtient

0 = p(! 1) − ! 1 = ! 2 − ! 1 + q(! 1)( ! 1 − ! 2)2.

En simpliÞant par ! 1 − ! 2, on obtient q(! 1) = 1
λ1−λ2

, et il su"t de prendre

q constant, q = 1
λ1−λ2

, ce qui donne p = ! 2 + (x−λ2 )2

λ1−λ2
. On obtient

D = p(A) = ! 2I +
1

! 1 − ! 2
(A−! 2I )2, N = A−D = A−! 2I − 1

! 1 − ! 2
(A−! 2I )2

=
1

! 2 − ! 1
(A − ! 1I )(A − ! 2I ).

♣

Exemple 5.5.4 DŽcomposition de Jordan de A =

,

.
0 2 −1
−1 4 −2
−1 4 −2

/

1 .

On voit tout de suite que det(A) = 0, puisqueles deux derni•res lignes de A
sont Žgales.On obtient, en retirant la secondeligne ˆ la troisi•me dans le calcul
du dŽterminant ci -dessous,puis en ajoutant la tro isi•me colonneˆ la seconde

pA = −

:
:
:
:
:
:

−x 2 −1
−1 4− x −2
−1 4 −2− x

:
:
:
:
:
:

= −

:
:
:
:
:
:

−x 2 −1
−1 4− x −2
0 x −x

:
:
:
:
:
:

= −

:
:
:
:
:
:

−x 1 −1
−1 2− x −2
0 0 −x

:
:
:
:
:
:

= x(x(x − 2) + 1) = x(x − 1)2.

On voit donc que A admet 0 pour valeur propre simple et 1 pour valeur
propre double. DÕaprÔesle corollaire prŽcŽdent, on a

D = I − (A − I )2, N = A(A − I ). Ici A − I =

,

.
−1 2 −1
−1 3 −2
−1 4 −3

/

1 , (A − I )2 =

,

.
−1 2 −1
−1 3 −2
−1 4 −3

/

1

,

.
−1 2 −1
−1 3 −2
−1 4 −3

/

1 =

,

.
0 0 0
0 −1 1
0 −2 2

/

1 .

On obtient

D = I −

,

.
0 0 0
0 −1 1
0 −2 2

/

1 =

,

.
1 0 0
0 2 −1
0 2 −1

/

1 ,

N = A − D =

,

.
0 2 −1
−1 4 −2
−1 4 −2

/

1 −

,

.
1 0 0
0 2 −1
0 2 −1

/

1 =

,

.
−1 2 −1
−1 2 −1
−1 2 −1

/

1 .
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5.6 Un algori thme de calcul rapi de pour la dŽ-
comp ositi on de Jorda n

Soit K un corps,et soit 1 lÕŽlŽment unitŽ de K . On dŽÞnit n.1 pour n entier,
n ≥ 1, par la formule n.1 := 1 + ... + 1 (n fois) et on dira que le corps K est
de caractéristique nulle quand n.1 += 0 pour tout n ≥ 1. Si K nÕestpas de
caractŽristique nulle on appelle caractŽristique de K le plus petit entier n ≥ 1
tel que n.1 = 0.

Définition 5.6.1 Soit K un corps, et soit p ∈ K [x] un polyn™menon nul. On
pose

÷p =
p

p.g.c.d.(p,p′)
. (5.3)

Nous commen•ons par lÕobservation suivante.

Proposition 5.6.2 Soit K un corps de caractŽristique nulle, soit p = (x −
! 1)n1 ...(x − ! k)nk un polyn™mescindŽ sur K , avec nj ≥ 1 pour 1 ≤ j ≤ k et
! i += ! j pour i += j . Alors ÷p = (x − ! 1)...(x − ! k).

DŽmonstration : On a p′ =
" k

j=0 nj(x − ! j)nj −1# i )= j(x − ! i)ni . Par consŽ-
quent (x − ! j)nj −1 divise p′. Comme(x − ! i)ni −1 et (x − ! j)nj −1 sont premiers
entre eux deux ˆ deux pour i += j , p′ estdivisible par le produit (x−! 1)n1−1...(x−
! k)nk −1, et il existe u ∈ K [x] tel que lÕonait

p′ = (x − ! 1)n1−1...(x − ! k)nk −1u.

Comme nj .1 += 0, on a u(! j) += 0 et u est premier avec (x − ! j) pour
1≤ j ≤ k. Donc u est premier avec q := (x − ! 1)...(x − ! k). On a alors

p = (x − ! 1)n1−1...(x − ! k)nk −1q,

avecq premier avecu, cequi montre que p.g.c.d.(p,p′) = (x− ! 1)n1−1...(x−
! k)nk −1. Donc ÷p = p

p.g.c.d.(p,p! ) = (x − ! 1)...(x − ! k). ♣

Ce rŽsultat a une premi•re consŽquenceimportante : dans la situation ci-
dessus,le calcul de (x − ! 1)...(x − ! k) ne nŽcessitepas de connaitre les valeurs
propres, il su"t dÕappliquerlÕalgorithmedÕEuclidepour obtenir le p.g.c.d. q(p)
de p et p′ et de diviser p par q(p).

On admettra que pour tout corps K il existe un corps ÷K contenant K et
possŽdant les deux propriŽtŽssuivantes

(i) Tout ŽlŽment de ÷K est racine dÕunpolyn™mê coe"cien ts dans K .
(ii) Tout polyn™mê coe"cie nts dans ÷K est scindŽsur ÷K .
On notera que ÷R = C, dÕapr•sle thŽor•me de dÕAlembert.
On a le corollaire suivant.
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Corollaire 5.6.3 Soit K un corps de caractŽristique nulle, et soit p ∈ K [x] un
polyn™menon constant. Alors p et ÷p′ sont premiers entre eux, et il existe un
polyn™meup ∈ K [x] tel que ÷p′up ≡ 1 (mod p).

DŽmonstration : Il rŽsulte de la proposition que ÷p = (x − ! 1)...(x − ! k),
! 1, ..., ! k dŽsignant les racines distinctes de p dans ÷K . Comme ÷p est scindŽ ˆ
racinessimples sur ÷K , on a ÷p′(! j) += 0 pour 1 ≤ j ≤ k. Comme tout polyn™me
non constant ˆ coe"cien ts dans K est scindŽ sur ÷K , ceci montre que p et ÷p′

sont premiers entre eux, et il rŽsulte du thŽor•me de Bezout quÕilexiste deux
polyn™mesup et vp ˆ coe"cien ts dans K tels que ÷p′up + pvp = 1. ♣

On va maintenant donner un algorithme e"cace pour obtenir la dŽcomposi-
tion de Jordan dans ÷K dÕunematrice A ∈ Mn(K ) quand K est de caractŽris-
tique nulle. On notera que cette mŽthode est directement inspirŽede la mŽthode
de Newton, qui fournit un schŽma dÕapproximation dÕuneracine de lÕŽquation
f (x) = 0. Cette mŽthode consisteˆ choisir convenablement x0 et ˆ poser,pour
m ≥ 0,

xm+1 = xm −
f (xm)
f ′(xm)

.

Certaineshypoth•ses,quenousnedŽtailleronspasici, permettent degarantir
que la suite (xm)m≥0 converge vers une solution x de lÕŽquationf (x) = 0.

LÕidŽequi sous-tendlÕalgorithmeci-dessousest de trouver une solut ion non
triviale D de lÕŽquationmatricielle ÷pA(D ) = 0, qui se trouve •tre la partie dia-
gonalisable(sur ÷K ) dÕunematrice donnŽeA ∈Mn(K ). Il nÕya aucun probl• me
de convergenceici, car la suite obtenue est stationnaire : on a Dm = D pour
m assezgrand.

Cette utilisation la mŽthode de Newton est due au grand mathŽmaticien
contemporain Alexandre Grothendieck, qui lÕaintro duite dans les annŽes60,
et elle joue un r™leimportant dans la thŽorie desgroupes algŽbriques.Le choix
pŽdagogiqueconsistant ˆ considŽrerla dŽcomposition de Jordan dÕunematrice
carrŽecommele rŽsulta t centra l de lÕalg•brelinŽaire classiqueŽtŽsuggŽrŽau se-
cond auteur par lestravaux de sonŽl•ve Danielle Couty [2], o• la dŽcomposition
de Jordan joue un r™leessentiel. Le caract•re e!ectif de la procŽdureprŽsentŽe
ci-dessousconforte lÕidŽeque la dŽcomposition de Jordan est bien un rŽsultat
central. On peut toujours la calculer, alors que le calcul de la forme de Jordan
(de m•me que la trigonalisation) dÕunematrice carrŽenŽcessitela connaissance
dessesvaleurspropres, cequi m•ne ˆ un calcul impossibleˆ rŽalisersauf valeur
propre Žvidente pour A ∈ Mn(K ), n ≥ 5. Notons que cet algorithme, sÕilest
bien connu (on le trouvera par exempleproposŽen exercice p.62-63de lÕouvrage
rŽcent de A.Boyer et J.Risler [1]), reste curieusement tr•s peu enseignŽ.

Nous utiliserons le rŽsultat suivant, qui est une consŽquenceimmŽdiate de
la formule du bin™mede Newton (voir le Chapitre 1 du Cours dÕalg•bre [?]).

Lemme 5.6.4 Soit K un corps, soit q ∈ K [x], et soit A un anneau commutatif.
On a alors, pour U, V ∈ A,



96CHAPITRE 5. POLYNïME MINIMAL, DƒCOMPOSITION DE JORDAN

q(U + V) − q(U) ∈ VA, q(U + V) − q′(U)V ∈ V 2A.

DŽmonstration : Pour j ≥ 1, on a

(U + V)j − Uj − j Uj−1V =
j!

i=0

Ci
jUiV j−i − Uj − j Uj−1V

=
j!

i=2

Ci
jUj−iV i ∈ V 2A,

ce qui implique par linŽaritŽ la seconderelation, et la premi•re sÕendŽduit.
♣

Théorème 5.6.5 Soit K un corps de caractŽristique nulle, soit A ∈ Mn(K ),
soit p = pA le polyn™mecaractŽristiquede A, soit n(p) un entier positif tel quep
divise ÷pn(p) , et soit up ∈ K [x] tel queup ÷p′ ≡ 1 (mod p).On dŽÞnit par rŽcurrence
une suite (Dm)p≥0 dÕŽlŽmentsdeMn(K ) en posant

F
D0 = A,

Dm+1 = Dm − ÷p(Dm)up(Dm) pour m ≥ 0.

Alors pDm = p,p(Dm) = 0, et ÷p′(Dm) est inversible dÕinverseŽgal ˆ up(Dm)
pour m ≥ 0. De plus ÷p(Dm) = 0 et Dm coincide avec la partie diagonalisable
sur ÷K de A pour 22m ≥ n(p).

DŽmonstration : Soit A := {h(A)}h∈K[x] , de sorte que A est commutativ e.
Il est clair que Dm ∈ A pour m ≥ 0. Il rŽsultedu thŽor•m e de Cayley-Hamilton
que p(A) = 0. On a ÷p(Dm+1 ) = ÷p(Dm − ÷p(Dm)u(Dm)) = ÷p(Dm)− ÷p(Dm)Um =
÷p(Dm)( I + Um), avec Um ∈ A. Une rŽcurrence immŽdiate montre alors que
÷p(Dm) ∈ ÷p(A)A, et ÷p(Dm)n(p) = 0 pour m ≥ 0. Donc ÷p(Dm)up(Dm) est nil-
potent et il rŽsultedu corollaire 5.4.4et de lÕexistencedela dŽcomposition deJor-
dan de Dm sur ÷K queDm et Dm+1 ont le m•me polyn™mecaractŽristique. Donc
pDm = pA = p,p(Dm) = 0, et up(Dm) ÷p′(Dm) = ÷p′(Dm)up(Dm) = I n, ÷p′(Dm)
est inversible, et [÷p′(Dm)]−1 = up(Dm). On voit donc que la suite (Dm)m≥0

vŽriÞela relation

Dm+1 = Dm − ÷p(Dm)[ ÷p′(Dm)]−1,

cequi est la formule de lÕalgorithmede Newton appliquŽeˆ ÷p, considŽrŽecomme
une fonction opŽrant sur Mn(K ).

On a D0 = A et, pour m ≥ 1,

A − Dm =
m−1!

j=0

÷p(D j)u(D j),
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ce qui prouve que (A − Dm)n(p) = 0 pour m ≥ 0. DÕautrepart, comme
÷p(U + V)− ÷p(U)− ÷p′(U)(U−V) ∈ (U−V)2A pour U, V ∈ A, il existe Wm ∈ A
vŽriÞant, pour m ≥ 0,

÷p(Dm+1 ) = ÷p(Dm − ÷p(Dm)u(Dm))

= ÷p(Dm) − ÷p(Dm)u(Dm) ÷p′(Dm) + ÷p(Dm)2u(Dm)2Wm

= ÷p(Dm)2u(Dm)2Wm ∈ [÷p(Dm)]2A.

Une rŽcurrenceimmŽdiate montre alors que lÕona, pour m ≥ 0,

÷p(Dm) ∈ [÷p(A)]2m
A. (5.4)

Donc ÷p(Dm) = 0 si 2m ≥ n(p). Dans ce cas Dm est diagonalisablesur ÷K ,
puisque ÷p est scindŽˆ racines simples sur ÷K . Comme A − Dm est nilpotent et
commute avec Dm, on voit que Dm = D, o• D est la partie diagonalisablesur
÷K de A. ♣

Notons que la dŽmonstration ci-dessusfournit une preuve directe de lÕexis-
tence dÕunedŽcomposition de Jordan (avec la partie diagonalisableD diagona-
lisable sur ÷K ) pour A ∈ Mn(K ) quand le corps K est de caractŽristique nulle.
On a au dŽbut de la dŽmonstration utilisŽ lÕexistencede la dŽcomposition de
Jordan, mais cette rŽfŽrenceˆ la dŽcomposition de Jordan peut •tr e ŽvitŽeen
rempla•ant up par un polyn™meu tel que u÷p′− 1 soit divisible par ÷pnp . DÕautre
part cet algorithme fonctionne sansmodiÞcation pour un corps de caractŽris-
tique %> 0 quand aucunedes racinesdans ÷K du polyn™mecaractŽristique pA

nÕestde multiplicitŽ de la forme m%avec∈ N .
Notons Žgalement que le plus petit entier n(p) tel que p divise ÷pn(p) peut

se calculer sans connaitre les racines de p. Ce nombre est Žgal au plus grand
ordre de multiplicitŽ desracinesde p dans ÷K , voir lÕexercice10. . On voit donc
quÕuneseuleitŽration va su"re si toutes lesvaleurspropresde A dans ÷K sont de
multiplicitŽ au plus 2, quedeux itŽrations vont su"re si toutes lesvaleurspropres
de A dans ÷K sont de multiplicitŽ au plus 4, et que trois itŽrations vont su"re
si toutes les valeurs propres de A sont de multiplicitŽ au plus 8. La formule 5.4
est donc une trŽs bonne version algŽbriquedes majorations dÕerreursobtenues
en Analyse pour la mŽthode de Newton pour les fonctions dont on contr™leles
deux premi•res dŽrivŽes.

Exemple 5.6.6 DŽcomposition de Jordan de A =
G

3 1
−1 1

H
par lÕalgorithme

rapide.

Posonsp = pA = x2 − 4x + 2. On a p′ = 2x − 4, et p.g.c.d.(p,p′) = x − 2. Donc
÷p = p

x−2 = x−2, et ÷p′ = 1. Il est clair que n(p) = 2, et on a ÷p×0+ ÷p′ = 1. Pour
appliquer lÕalgorithmeon peut donc prendre u = 1, et on a

D0 = A, D1 = A − ÷p(A) = A − (A − 2I ) = 2I .
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La dŽcomposition de Jordan de A est donc A = D + N, avec D = 2I

diagonalisable(en fait diagonale), et N = A − 2I =
G

1 1
−1 −1

H
nilpotente.

Exemple 5.6.7 DŽcomposition de Jordan de A =

,

.
0 2 −1
−1 4 −2
−1 4 −2

/

1 par lÕalgo-

rithme rapide.

Posonsp = pA = x3−2x2 + x. On a p′ = 3x2−4x + 1, donc p.g.c.d.(p,p′) = x−1,
et ÷p = p

x−1 = x2−x. Donc ÷p′ = 2x−1, et on vŽriÞebien que ÷p et ÷p′ sont premiers
entre eux. Comme pÓ= 6x − 4 est premier avec p, on peut prendre n(p) = 2.
La partie diagonalisableD de A est donc donnŽepar la formule

D = D1 = A − ÷p(A)[ ÷p′(A)−1] = A − (A2 − A)(2A − I )−1.

On a

A − I =

,

.
−1 2 −1
−1 3 −2
−1 4 −3

/

1 ,

A(A − I ) =

,

.
0 2 −1
−1 4 −2
−1 4 −2

/

1

,

.
−1 2 −1
−1 3 −2
−1 4 −3

/

1 =

,

.
−1 2 −1
−1 2 −1
−1 2 −1

/

1 ,

2A − I =

,

.
−1 4 −2
−2 7 −4
−2 8 −5

/

1 , (2A − I )−1 =

,

.
−3 4 −2
2 −1 0
2 0 −1

/

1 ,

A(A − I )(2A − I )−1 =

,

.
−1 2 −1
−1 2 −1
−1 2 −1

/

1

,

.
−3 4 −2
2 −1 0
2 0 −1

/

1

=

,

.
−1 2 −1
−1 2 −1
−1 2 −1

/

1 ,

D = A − A(A − I )(2A − I )−1 =

,

.
1 0 0
0 2 −1
0 2 −1

/

1 ,

N = A − D =

,

.
−1 2 −1
−1 2 −1
−1 2 −1

/

1 .

LÕalgorithmerapide est Žvidemment tr•s performant pour les grossesma-
trices, et il prŽsente le tr•s gros intŽr•t de ne pas demanderle calcul desvaleurs
propres. On peut le programmer sousMupad (cÕestproposŽˆ lÕexercice12).
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5.7 Chapi t re 5 sous Mupad

La commmande "linalg : :minpoly(A,x)" permet dÕobtenirle polynome mi-
nimal, exprimŽ en fonction de lÕindŽterminŽex, dÕunematrice carrŽeA donnŽe.

Par exemplesi A =

,

.
0 2 −1
−1 4 −2
−1 4 −2

/

1 est la matrice ŽtudiŽeci-dessus,on obtient

qA = x3 − 2x2 + x = x(x − 1)2. Par contre Mupad ne donne pas spontanŽment
la dŽcomposition de Jordan , commeon va le voir ci-dessous.

Avec la commande"linalg : :jordanForm(A,All)," Mupad donne deux ma-
trices. La prem“ereest une "f orme de Jordan" B de A cÕest̂ dire une matrice
semblable ˆ A qui est somme dÕunematrice diagonale DB et dÕunematrice
NB dont tous les termes sont nuls, sauf ceux situŽs au dessusde la diagonale
qui sont Žgaux ˆ 0 ou 1, et quivŽriÞent DB .NB = NB .DB . Il est clair que
NB est nilpotente, donc la dŽcomposition de Jordan de B est la dŽcomposi-
tion triviale B = DB + NB . La deuxi•me matrice est une matrice P telle que
A = PB P−1. Pour rŽcupŽrer la dŽcomposition de Jordan de A il su"t de cal-
culer D = PDBP−1 et N = PNBP−1, que lÕona notŽsci-dessusD1 et N 1 car
le symbole D est dŽĵ reservŽ sousMupad.

On va ma maintenant utiliser lÕalgorithmerapide pour calculer la dŽcompo-
sition de Jordan de la matrice

B :=

,

-
-
-
-
-
.

−1 −2 5 −2 0 1
−5 −2 10 −4 0 2
−6 −7 17 −6 0 3
−11 −19 36 −13 0 8
−15 −23 47 −21 3 10
−17 −25 52 −23 1 13

/

0
0
0
0
0
1

.

Il sÕagitcertesdÕunexemplequelquepeu acadŽmique,puisquecette matrice
admet 3 et 4 commeracinesdoubleset 1 et 2 commeracinessimples (on peut
voir que lesracinesdoublessont 3 et 4 en observant dansle calcul ci-dessous que
pgcd(pB , p′B) = x2−7x+ 12). Cecidit il sÕagitdÕunematrice 6×6 pour laquelle le
calcul desvaleurs propres sousMupad nÕestpas possible.On voit que n(p) = 2,
donc il su"t dÕuneseule itŽration pour obtenir la dŽcomposition de Jordan.
Le rŽsultat est vŽriÞŽˆ la Þn : la matrice D1 obtenue est bien diagonalisable,
puisque ÷p(D1) = 0, avec ÷p ˆ racinessimples,elle commute avec B , et si on pose
N = B − D1 on a N 2 = 0.

On notera le calcul dÕexpressionsdu type q(B ), o• p est un polyn™meet
B une matrice carrŽe,est e!ectuŽ ci-dessousde mani•re tr•s naive : on calcule
q(B ) en posant

q(B ) = coeff (q, x, 0)∗B 0+ coeff (q, x, 1)∗B + coeff (q, x, 2)∗B 2...+ coeff (q, x, n)∗B n,

ce qui imposedÕŽcriremanuellement une somme de n + 1 termes, n dŽsignant
le degrŽde q. Une mŽthode plus performante sera proposŽedans la prochaine
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Ždition de ce cours. Nous proposonsˆ lÕexercice11 un calcul de dŽcomposition
de Jordan pour une matrice non diagonalisablesansvaleur propres calculables.
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M: =Dom: : Mat r i x( ) ;
A: =M( [ [ 0, 2, - 1] , [ - 1, 4, - 2] , [ - 1, 4, - 2] ] ) ;
q: =l i nal g: : mi npol y( A, x) ;

Dom::Matrix()
!
"
#
0 2 ! 1

! 1 4 ! 2
! 1 4 ! 2

$
%
&

x
3 ! 2 " x2 + x

u: =l i nal g: : j or danFor m( A, Al l ) ;

'

()

!
"#
1 1 0

0 1 0

0 0 0

$
%&,

!
"#
1 ! 2 0
1 ! 1 1
1 ! 1 2

$
%&

*

+,

P: =op( u, 2) ; D1: =P* M( [ [ 1, 0, 0] , [ 0, 1, 0] , [ 0, 0, 0] ] ) * ( 1/ P) ;
N1: =P* M( [ [ 0, 1, 0] , [ 0, 0, 0] , [ 0, 0, 0] ] ) * ( 1/ P) ;

!
"
#
1 ! 2 0
1 ! 1 1
1 ! 1 2

$
%
&

!
"
#
1 0 0

0 2 ! 1
0 2 ! 1

$
%
&

!
"
#

! 1 2 ! 1
! 1 2 ! 1
! 1 2 ! 1

$
%
&
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M:=Dom::Matrix();
B:=M([[-1,-2,5,-2,0,1],[-5,-2,10,-4,0,2],
[-6,-7,17,-6,0,3],[-11,-19,36,-13,0,8],
[-15,-23,47,-21,3,10],[-17,-25,52,-23,1,13]]);

Dom::Matrix()
!

""
"""
""#

! 1 ! 2 5 ! 2 0 1
! 5 ! 2 10 ! 4 0 2
! 6 ! 7 17 ! 6 0 3
! 11 ! 19 36 ! 13 0 8
! 15 ! 23 47 ! 21 3 10
! 17 ! 25 52 ! 23 1 13

$

%%
%%%
%%&

linalg::eigenValues(B);

Fail

p:=linalg::charpoly(B,x);

x6 ! 17 " x5
+ 117 "x4 ! 415" x3

+ 794"x2 ! 768" x+ 288

pprime:=diff(p,x);

6" x5 ! 85" x4
+ 468" x3 ! 1245"x2

+ 1588" x ! 768

p1:=gcd(p,pprime);
tildep:=p/p1;tildepprime:=diff(tildep,x);

x2 ! 7 " x+ 12

x4 ! 10 " x3
+ 35"x2 ! 50"x + 24

4" x3 ! 30" x2
+ 70" x ! 50

tildep^2/p;
C:=coeff(tildep,x,0)*B^0+coeff(tildep,x,1)*B^1
+coeff(tildep,x,2)*B^2+coeff(tildep,x,3)*B^3
+coeff(tildep,x,4)*B^4;

x2 ! 3 " x+ 2
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!

""
"""
""
#

! 26 ! 11 52 ! 23 4 4
! 64 ! 27 128 ! 57 10 10
! 85 ! 36 170 ! 75 13 13
! 224 ! 95 448 ! 197 34 34
! 245 ! 104 490 ! 215 37 37
! 283 ! 120 566 ! 249 43 43

$

%%
%%%
%%
&

u: =gcdex( p, t i l deppr i me, x) ;

1, ! 8 " x2

27
' ' '' + 94" x

27
' ' ' ' ! 121

27
' ' ' , 2 " x5

27
' ' '' ! 85"x4

54
' ' ' '' + 310" x3

27
' ' ' ' ' ! 1000"x2

27
' ' ' ' ' ' + 949"x

18
' ' ' '' ! 155

6
' ' '

v: =op( u, 3) ;

2" x5

27
' ' '' ! 85" x4

54
' ' ' '' + 310" x3

27
' ' ' ' ' ! 1000" x2

27
' ' ' ' ' ' + 949" x

18
' ' ' '' ! 155

6
' ' '

C1: =_pl us( coef f ( v, x, i ) * B^ i  $ i =0. . 5) ;!

""
"""
""
""""#

145
27
' ' 7

6
' ! 517

54
' ' 4 ! 41

54
'' ! 10

27
''

391
27
' ' 8

3
' ! 1339

54
' ' ' 21

2
'' ! 55

27
'' ! 53

54
''

965
54
' ' 25

6
'' ! 1705

54
' ' ' 13 ! 61

27
'' ! 37

27
''

1222
27

' ' ' 67
6
'' ! 4339

54
' '' 33 ! 148

27
' ' ! 203

54
' '

1237
27

' ' ' 35
3
'' ! 2213

27
' '' 34 ! 145

27
' ' ! 233

54
' '

2993
54

' '' 38
3
'' ! 2624

27
' '' 81

2
'' ! 193

27
' ' ! 239

54
' '

$

%%
%%%
%%
%%%%&

D1: =B- C* C1; !

""
"""
""
""""#

14
3
'' 1

2
' ! 19

3
'' 5

2
' ! 2

3
' 1

3
'

29
3
'' 9

2
' ! 58

3
'' 15

2
'' ! 5

3
' 1

3
'

73
6
'' 1 ! 58

3
'' 17

2
'' ! 13

6
'' 5

6
'

107
3

' ' 3
2
' ! 172

3
' ' 49

2
'' ! 17

3
'' 7

3
'

211
6

' ' ! 1 ! 160
3

' ' 39
2
'' ! 19

6
'' 23

6
''

253
6

' ' 1 ! 199
3

' ' 49
2
'' ! 37

6
'' 35

6
''

$

%%
%%%
%%
%%%%&

N: =B- D1;
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!

""
"""
""
""""#

! 17
3
$$ ! 5

2
$ 34

3
$$ ! 9

2
$ 2

3
$ 2

3
$

! 44
3
$$ ! 13

2
$$ 88

3
$$ ! 23

2
$$ 5

3
$ 5

3
$

! 109
6

$$ ! 8 109
3

$$ ! 29
2
$$ 13

6
$$ 13

6
$$

! 140
3

$$ ! 41
2
$$ 280

3
$$ ! 75

2
$$ 17

3
$$ 17

3
$$

! 301
6

$$ ! 22 301
3

$$ ! 81
2
$$ 37

6
$$ 37

6
$$

! 355
6

$$ ! 26 355
3

$$ ! 95
2
$$ 43

6
$$ 43

6
$$

%

&&
&&&
&&
&&&&'

N̂ 2; !

""
"""
""#

0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0

%

&&
&&&
&&'

_pl us( coef f ( t i l dep, x, i ) * D1^ i  $i =0. . 5) ;!

""
"""
""#

0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0

%

&&
&&&
&&'

B* D1- D1* B; !

""
"""
""#

0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0

%

&&
&&&
&&'
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5.8 Exerci ces sur le Chapi tre 5

exercice 1
Soit A ∈M3(R ) dŽÞniepar

A =

&

(
3 2 −2
−1 0 1
1 1 0

)

+

a) DŽterminer le polyn™mecaractŽristique de A.
b) DŽterminer le polyn™meminimal de A.
c) La matrice A est-ellediagonalisable ?

exercice 2
Soit P ∈ Mn(R ) telle que P2 = P ; montrer que P est une matrice diago-

nalisable .

exercice 3
Calculer p(A) = 2A8 − 3A5 + A4 + A2 − 4I 3, o• A est lÕŽlŽment de M3(R )

dŽÞnipar

A =

&

(
1 0 2
0 −1 1
0 1 0

)

+

exercice 4
Pour A ∈ Mk(C) on note A ∈ Mk(C) la matrice dont les coe"cien ts sont

les conjuguŽsdescoe"cien ts de A.

1) VŽriÞer que AB = A.B pour A, B ∈Mk(C).

2) En dŽduireque si A ∈Mk(C) est diagonalisablesur C, alors A lÕestaussi.

3) Montr er Žgalement que si A ∈Mk(C) est nilpotente, alors A lÕestaussi.

4) Soit A ∈Mk(R ) et soit A = D + N, avec D ∈Mk(C) diagonalisablesur
C, N ∈ Mk(C) nilpotente, N D = DN la dŽcomposition de Jordan de A dans
Mk(C). Montrer que D ∈Mk(R ) et N ∈Mk(R ).

exercice 5
CaractŽriser toutes les matrices A ∈ M2(C) dont le polyn™meminimal est

x2 + 1.

exercice 6 Soit E un espacevectoriel de dimensonÞniesur C ; on consid•re
un endomorphismef deE pour lequel il existeun entier n ≥ 1 vŽriÞant f n = I E .
Montrer que f est diagonalisable.
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exercice 7

On consid•re la matrice A =

&

(
3 1 −1
2 2 −1
2 2 0

)

+

a) Calculer le polyn™mecaractŽristique de A.
b) DŽterminer la dimension du sous-espacepropre associŽ ˆ la valeur propre 2.
La matrice A est-ellediagonalisable ?
c) Quel est le polyn™meminimal de A ?
d) Calculer la partie diagonalisableD(A) et la partie nilpotente N (A) de A.
e) DŽterminer une matrice P inversible telle que

P−1D (A)P =

&

(
2 0 0
0 2 0
0 0 1

)

+

exercice 8
On consid•re les matrices rŽelles suivantes :

B =

&

(
0 1 0
−1 2 0
−1 −1 2

)

+ ; C =

&

'
'
(

3 3 2 1
0 1 0 0
−2 3 −1 2
0 0 0 1

)

*
*
+

Pour chacunedÕelles,on rŽpondra aux deux questionssuivantes :
a) Est-elle diagonalisable ?
b) Si la rŽponseest non donner sa dŽcomposition de Jordan .

exercice 9
a) Montrer que lesmatrices A et B deM3(C) dŽÞniesci-dessoussont sem-

blables.

A =

&

(
0 1 0
0 0 1
0 0 0

)

+ ; B =

&

(
0 0 0
1 0 0
0 1 0

)

+

b) En dŽduireque toute matrice appartenant ˆ M3(C) est semblable ˆ satrans-
posŽe.
c) GŽnŽraliserce rŽsultat pour des matrices carrŽesˆ coe"cien ts complexes
quelconques.

exercice 10
Soit K un corps de caractŽristique nulle, et soit p ∈ K [x] un polyn™menon

nul. Montrer que le plus petit entier m ≥ 1 tel que p divise ÷pm est Žgalˆ la plus
grande multiplicitŽ desracinesde p dans ÷K .

exercice 11 (sousMupad, exclusivitŽ ESTIA)
a) DŽterminer le polyn™mecaractŽristique p := pB de la matrice
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,

-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
.

−240 −220 −202 −183 −165 −150 −135 −120 −105 −90 −75 −60 −45 −30 −15
22 21 21 17 11 10 9 8 7 6 5 4 3 2 1
612 560 518 478 440 400 360 320 280 240 200 160 120 80 40
−416 −392 −379 −356 −330 −300 −270 −240 −210 −180 −150 −120 −90 −60 −30
183 194 201 190 176 150 125 102 82 66 55 44 33 22 11
−326 −328 −324 −311 −297 −275 −234 −197 −162 −132 −110 −88 −66 −44 −22

17 17 17 17 17 17 16 16 12 6 5 4 3 2 1
412 412 412 412 412 412 360 318 278 240 200 160 120 80 40
−266 −266 −266 −266 −266 −266 −242 −229 −206 −180 −150 −120 −90 −60 −30
128 128 128 128 128 128 139 146 135 121 95 70 47 27 11
−216 −216 −216 −216 −216 −216 −218 −214 −201 −187 −165 −124 −87 −52 −22

12 12 12 12 12 12 12 12 12 12 12 11 11 7 1
212 212 212 212 212 212 212 212 212 212 212 160 118 78 40
−116 −116 −116 −116 −116 −116 −116 −116 −116 −116 −116 −92 −79 −56 −30

33 33 33 33 33 33 33 33 33 33 33 44 51 40 26

/

0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
1

.

b) Calculer le pgcd q de p et p′ ainsi que le polyn™me÷p := p/q. VŽriÞer que
÷p3 = p.

c) En suivant lÕalgorithmerapide proposŽdans le cours, dŽterminer la dŽ-
composition de Jordan de la matrice B .

exercice 12
Ecrire un programme permettant de calculer sousMupad la dŽcomposition

de Jordan dÕunematrice carrŽeˆ coe"cien ts complexesquelconque.
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Chapitre 6

ItŽration, syst•mes
di!Žren tiels linŽaires

6.1 Cal cul des pui ssances dÕune matri ce

Le rŽsultat suivant donne un moyen e!ectif de calculer les puissancesdÕune
matrice dont le polyn™mecaractŽristiqueest scindŽquand on connait sesvaleurs
propres.

Proposition 6.1.1 Soit A ∈ Mn(K ) une matrice dont le polyn™mecaractŽ-
ristique est scindŽ, et soit A = D + N, avec D diagonalisable, N nilpotente,
N D = DN la dŽcomposition de Jordan de A. On a alors, pour p≥ 1,

Ap =
p!

k=0

Ck
p D p−kN k =

min(m−1,p)!

k=0

Ck
p D p−kN k

o• Ck
p = p(p−1) ...(p−k+1 )!

k! = p!
k!( p−k)! pour 0 ≤ k ≤ p, avec les conventions

0! = 1! = 1, et o• m est le plus petit entier ≥ 1 tel que N m = 0.

DŽmonstration : CommeN D = DN, ceci rŽsulte immŽdiatement du bin™me
de Newton, voir par exemple le Chapitre 1 du Cours dÕalg•bre [?]. Le fait que
lÕonpeut arr•ter la sommation ˆ m−1 si m−1≤ p provient du fait que N k = 0
pour k ≥ m. ♣

Le calcul de D p se fait en diagonalisant D : il existe " diagonale et P ∈
Mn(K ) inversibles telles que " = P−1DP, soit D = P" P−1. Une rŽcurrence
immŽdiate montre que lÕona, pour p≥ 1,

D p = P" pP−1 (6.1)

109
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DÕautrepart si " =

&

'
'
'
'
'
(

"1,1 0 . . . . . . . . . 0
0 "2,2 0 . . . . . . 0

. . . . . . . . . . . . . . . . . .
0 0 . . . "j,j . . . 0

. . . . . . . . . . . . . . . . . .
0 0 . . . . . . 0 "n,n

)

*
*
*
*
*
+

est diagonale, on a

pour p≥ 1

" p =

&

'
'
'
'
'
(

" p
1,1 0 . . . . . . . . . 0
0 " p

2,2 0 . . . . . . 0
. . . . . . . . . . . . . . . . . .
0 0 . . . " p

j,j . . . 0
. . . . . . . . . . . . . . . . . .
0 0 . . . . . . 0 " p

n,n

)

*
*
*
*
*
+

,

ce qui permet de calculer e!ecti vement D p.

Exemple 6.1.2 On a, pour p≥ 0,
G

1 −1
1 3

Hp

=
G

2p − p2p−1 −p2p−1

p2p−1 2p + p2p−1

H
.

En e!et posons A =
G

1 −1
1 3

H
. On a pA = x2 − Tr (A)x + det(A) = x2 −

4x + 4 = (x−2)2, donc A poss•deune valeur propre double Žgale ˆ 2. Comme le
polyn™meconstant p = 2 vŽriÞetrivialement lÕŽquationp≡ 2 (mod (x − 2)2),
la dŽcomposition de Jordan A = D + N de A donne D = p(A) = 2I , N =

A − 2I =
G
−1 −1
1 1

H
. On a N 2 = 0, et on obtient, pour p≥ 0,

Ap = 2pI + p2p−1N =
G

2p − p2p−1 −p2p−1

p2p−1 2p + p2p−1

H
.

Exemple 6.1.3 On a, pour p≥ 1,
,

.
0 2 −1
−1 4 −2
−1 4 −2

/

1

p

=

,

.
1− p 2p −p
−p 2 + 2p −1− p
−p 2 + 2p −1− p

/

1 .

En e!et on connait la dŽcomposition de Jordan A = D + N de A =,

.
0 2 −1
−1 4 −2
−1 4 −2

/

1 , qui est

D =

,

.
1 0 0
0 2 −1
0 2 −1

/

1 , N =

,

.
−1 2 −1
−1 2 −1
−1 2 −1

/

1 .

Les polyn™mescaractŽrisquespA et pD de A coincident, et dÕapr•sun cal-
cul e!ectuŽ au chapitre prŽcŽdent on a pD = pA = x(x − 1)2. Comme D est
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diagonalisablele sous-espaceE0 associŽ ˆ la valeur propre 0 de D est engendrŽ

par les colonnesde D − I =

,

.
0 0 0
0 1 −1
0 2 −2

/

1 et le sousespacepropre associŽ ˆ la

valeur propre 1 de D est engendrŽ par lescolonnesde D =

,

.
1 0 0
0 2 −1
0 2 −1

/

1 . Donc

si on poseP =

,

.
1 0 0
0 1 1
0 1 2

/

1 , on obtient une matrice inversible dont lescolonnes

sont desvecteurspropres de D associŽsaux valeurs propres 1, 1 et 0 de D. On

obtient P−1DP =

,

.
1 0 0
0 1 0
0 0 0

/

1 , soit pour p≥ 1,

D p = P

,

.
1 0 0
0 1 0
0 0 0

/

1

p

P−1 = P

,

.
1p 0 0
0 1p 0
0 0 0p

/

1 P−1 = P

,

.
1 0 0
0 1 0
0 0 0

/

1 P−1 = D .

DÕautrepart on a

N 2 =

,

.
−1 2 −1
−1 2 −1
−1 2 −1

/

1

,

.
−1 2 −1
−1 2 −1
−1 2 −1

/

1 =

,

.
0 0 0
0 0 0
0 0 0

/

1 ,

N D = DN =

,

.
1 0 0
0 2 −1
0 2 −1

/

1

,

.
−1 2 −1
−1 2 −1
−1 2 −1

/

1 =

,

.
−1 2 −1
−1 2 −1
−1 2 −1

/

1 = N,

et on obtient, pour p≥ 1,

Ap = D p + pDp−1N = D + pN =

,

.
1− p 2p −p
−p 2 + 2p −1− p
−p 2 + 2p −1− p

/

1 .

Un exemple classiquedÕapplicationde lÕitŽrationdesmatrices est donnŽpar
le calcul dessuites rŽcurrentes, que nous dŽcrivons ci-dessous.

Exemple 6.1.4 On consid•re une suite rŽcurrente (un)n≥0, vŽriÞant pour n ≥
k la formule

un = a1un−1 + a2un−2 + ... + akun−k (6.2)

Alors si on poseUn =

,

.
un

un+1

un+ k−1

/

1 on a Un = AnU0, o•
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A =

,

-
-
-
-
-
-
-
.

0 1 0 ... ... ... 0
0 0 1 0 ... ... 0
... ... ... ... ... ... ...
... ... ... ... ... ... ...
0 0 ... ... 0 1 0
0 0 ... ... ... 0 1
ak ak−1 ... ... ... a2 a1

/

0
0
0
0
0
0
0
1

,

En e!et il rŽsulte de la formule 6.2 que Un+1 = AUn pour n ≥ 0, et la
formule Un = AnU0 sÕobtient par une rŽcurrenceimmŽdiate.

ConsidŽronspar exemplela suite de Fibonacci (un)n≥0, avecu0 = 0, u1 = 1,
qui vŽriÞepour n ≥ 2 la relation

un = un−1 + un−2. (6.3)

On obtient, pour n ≥ 0,

G
un

un+1

H
=

G
0 1
1 1

Hn G
u0

u1

H
.

PosonsA =
G

0 1
1 1

H
. On a

pA = x2−Tr (A)x + detA = x2−x−1, donc A poss•dedeux valeurspropres
distinctes ! 1 = 1−

√
5

2 et ! 2 = 1+
√

5
2 . On a

A − ! 2I =
G

0 1
1 1

H
−

I
1+
√

5
2 0

0 1+
√

5
2

J

=

I
− 1+

√
5

2 1

1 1−
√

5
2

J

,

A − ! 1I =
G

0 1
1 1

H
−

I
1−
√

5
2 0

0 1−
√

5
2

J

=

I
− 1−

√
5

2 1

1 1+
√

5
2

J

.

Les matrices A − ! 2I et A − ! 1I sont de rang 1, et les colonnesde A − ! 2I
engendrent le sous-espacepropre Eλ1 de A associŽ ˆ ! 1 tandis que les colonnes
de A − ! 2I engendrent le sous-espacepropre Eλ1 de A associŽ ˆ ! 1. Donc si on
pose

P =

I
1+
√

5
2 1

−1 1+
√

5
2

J

,

on voit que les colonnesde P donnent une basede R 2 formŽede vecteurs
propres de A et on a

P−1AP =

I
1−
√

5
2 0

0 1+
√

5
2

J

, A = P

I
1−
√

5
2 0

0 1+
√

5
2

J

P−1.

On obtient, pour p≥ 0,
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Ap = P

I
( 1−

√
5

2 )p 0

0 ( 1+
√

5
2 )p

J

P−1.

On a det(P) = (1+
√

5)2

4 + 1 = 3+
√

5
2 + 1 = 5+

√
5

2 , 1
det(P ) = 2

5+
√

5
= 2(5−

√
5)

25−5 =
√

5−1
2
√

5
. On a donc

P−1 =

√
5− 1

2
√

5

I
1+
√

5
2 −1

1 1+
√

5
2

J

=
1√
5

I
1 1−

√
5

2√
5−1
2 1

J

.

On obtient, comme
√

5−1
2

√
5+1
2 = 1,

Ap =
1√
5

I
1+
√

5
2 1

−1 1+
√

5
2

J I
( 1−

√
5

2 )p 0

0 ( 1+
√

5
2 )p

J I
1 1−

√
5

2√
5−1
2 1

J

=
1√
5

I
1+
√

5
2 1

−1 1+
√

5
2

J I
( 1−

√
5

2 )p ( 1−
√

5
2 )p+1

( 1+
√

5
2 )p−1 ( 1+

√
5

2 )p

J

=
1√
5

I
( 1+

√
5

2 )p−1 − ( 1−
√

5
2 )p−1 ( 1+

√
5

2 )p − ( 1−
√

5
2 )p

( 1+
√

5
2 )p − ( 1−

√
5

2 )p ( 1+
√

5
2 )p+1 − ( 1−

√
5

2 )p+1

J

.

En revenant ˆ la suite de Fibonacci, on obtient, pour n ≥ 0,

G
un

un+1

H
=

1√
5

I
( 1+

√
5

2 )n−1 − ( 1−
√

5
2 )n−1 ( 1+

√
5

2 )n − ( 1−
√

5
2 )n

( 1+
√

5
2 )n − ( 1−

√
5

2 )n ( 1+
√

5
2 )n+1 − ( 1−

√
5

2 )n+1

J G
0
1

H
,

un =
1√
5

7
1 +

√
5

2

8 n

− 1√
5

7
1−

√
5

2

8 n

.

Notons quÕilexiste une mŽthode bien connue plus simple pour calculer les
termes de la suite de Fibonacci : si a et b sont deux rŽels,on vŽriÞeimmŽdiate-
ment que si on posevn = a! n

1 + b! n
2 pour n ≥ 0, alors la suite (vn)n≥0 vŽriÞela

relation de rŽcurrence6-3. Comme une suite vŽriÞant cette relation est dŽter-
minŽede mani•re unique par la donnŽede sesdeux premiers termes, on a, pour
n ≥ 0,

un = a! n
1 + b! n

2 ,

o• a et b vŽriÞent le syst•me

G
a + b = 0

a! 1 + b! 2 = 1
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On obtient a =

:
:
:
:
0 1
1 ! 2

:
:
:
:

:
:
:
:

1 1
! 1 ! 2

:
:
:
:

= −1
λ2−λ1

= − 1√
5

et b =

:
:
:
:

1 0
! 1 1

:
:
:
:

:
:
:
:

1 1
! 1 ! 2

:
:
:
:

= 1
λ2−λ1

= 1√
5
.

Donc un = λn
2 −λn

1√
5

pour n ≥ 0, et on retrouve le rŽsultat prŽcŽdent. On peut
en fait appliquer la mŽthode dessuites rŽcurrentes pour calculer les puissances
successivesdÕunematrice carrŽe A. En e!et soit qA = a0 + a1x+ ...+ an−1xm−1 +
xm le polyn™meminimal de A. Comme qA(A) = 0, on a pour n ≥ m,

An = −am−1An−1 − am−2An−2 − ...− a0An−m,

et on obtient une suite rŽcurrente ˆ valeurs matricielles.
Soient ! 1, ..., ! k les racines distinctes de qA et soient p1, ..., pk leurs ordres

de multiplicitŽ. On vŽriÞe,avec la convention 00 = 1, que la suite (np! n
j )n≥0

vŽriÞela forme scalaire de la relation de rŽcurrenceci-dessuspour 1 ≤ j ≤ k,
0≤ p≤ pj . On a donc, pour n ≥ 0,

An =
k!

j=1

7 pj −1!

p=0

np! n
j Bp,j

8

,

ˆ condition que les matrices Bp,j vŽriÞent le syst•me

2
???????????????????3

???????????????????4

" k
j=1 B0,j = I

" k
j=1

5" pj −1
p=0 ! jBp,j

6
= A

... ... ... ... ...

... ... ... ... ...

" k
j=1

5" pj −1
p=0 sp! s

jBp,j

6
= As

... ... ... ... ...

... ... ... ... ...

" k
j=1

5" pj −1
p=0 (m − 1)p! m−1

j Bp,j

6
= Am−1

On obtient un syst•me de Cramer ˆ inconnues matricielles, qui admet une
solution unique permettant dÕobtenirune formule explicite pour le calcul de An.
Nous illustrons ceci sur les exemplesŽtudiŽsplus haut.

Si A =
G

1 −1
1 3

H
, qui poss•deune valeur propre double Žgaleˆ 2, on rŽsout

le syst•me

F
B = I

2B + 2C = A

qui a pour solution B = I , C = A−2I
2 , et on obtient, pour p≥ 0,
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Ap = 2pI + p2p A − 2I
2

= 2pI + 2p−1
G
−1 −1
1 1

H
=

G
2p − p2p−1 −p2p−1

p2p−1 2p + p2p−1

H
.

Soit maintenant A =
G

0 1
1 1

H
, dont les valeurs propres sont ! 1 = 1−

√
5

2 et

! 2 = 1+
√

5
2 . On rŽsout le syst•me

F
B + C = I

! 1B + ! 2C = A

On obtient ! 1B + ! 2(I − B ) = A, soit B = − 1√
5

(A − ! 2I ) , et ! 1(I −C) +

! 2C = A, soit C = 1√
5

(A − ! 1I ) . On obtient, pour p ≥ 0, en remarquant que

! 1! 2 = 1, et que ! 1 et ! 2 sont solutions de lÕŽquationxp+1 = xp + xp−1.

G
0 1
1 1

Hp

= − ! p
1√
5

(A − ! 2I ) +
! p

2√
5

(A − ! 1I ) =
! p

2 − ! p
1√

5
A − ! p−1

2 − ! p−1
1√

5
I =

=
1√
5

I
( 1+

√
5

2 )p−1 − ( 1−
√

5
2 )p−1 ( 1+

√
5

2 )p − ( 1−
√

5
2 )p

( 1+
√

5
2 )p − ( 1−

√
5

2 )p ( 1+
√

5
2 )p + ( 1+

√
5

2 )p−1 − ( 1−
√

5
2 )p − ( 1−

√
5

2 )p−1

J

=
1√
5

I
( 1+

√
5

2 )p−1 − ( 1−
√

5
2 )p−1 ( 1+

√
5

2 )p − ( 1−
√

5
2 )p

( 1+
√

5
2 )p − ( 1−

√
5

2 )p ( 1+
√

5
2 )p+1 − ( 1−

√
5

2 )p+1

J

.

Posonsmaintenant A =

,

.
0 2 −1
−1 4 −2
−1 4 −2

/

1 . On a vu que pA = x(x−1)2 = pD,

o• A = D + N est la dŽcomposition de Jordan de A. On a donc qD = x(x − 1)
et D 2 − D = qD(D ) = 0. Donc D p = D pour tout p≥ 1, ce qui donne

Ap = D + pDN = D + pN =

,

.
1− p 2p −p
−p 2 + 2p −1− p
−p 2 + 2p −1− p

/

1 .

En r•gle gŽnŽralequand une matrice carrŽeˆ 3 lignes et 3 colonnesposs•de
unevaleur propre simple ! 1 et unevaleur propre double ! 2, le polyn™meminimal
qD est Žgal ˆ (x−! 1)(x−! 2), A = D + N dŽsignant la dŽcomposition de Joprdan
de A, et on a D p = ! p

1B + ! p
2C, o• B et C sont les solutions du syst•me

F
B + C = I

! 1B + ! 2C = D

On voit donc que dans ce cas il est inutile de diagonaliser D pour calculer
D p.
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6.2 Rapp el sur lesŽquati ons di ! Žrenti elles linŽaires
du premier ordre

On Žtudie en Terminale les Žquationsdi!Žrentielles du type

y′(t) = ay(t),

o• a ∈ R . Il est bien connu que la solution gŽnŽraledÕunetelle Žquation est
de la forme

y(t) = !e ta,

o• ! est une constante rŽelle,Žvidemment Žgaleˆ y(0).
On sÕintŽresseplus gŽnŽralement aux Žquationsdi!Žrentielles du type

y′t) = ay(t) + g(t),

o• g est une fonction continue sur un intervalle ouvert I de R . On dispose
de deux mŽthodes. La premi•re, basŽe sur le princip e de la "variation de la
constante", donne une formule tr•s gŽnŽrale.

Théorème 6.2.1 Soit I un interval le de R , soit g : I → R une fonction conti-
nue et soit a ∈ R . On consid•re lÕŽquation di"Žr entielle

(∗) y′(t) = ay(t) + g(t).

Alors pour tout t0 ∈ I et pour tout b∈ R il existe sur I une unique solution
y de lÕŽquation (*) vŽriÞant y(t0) = c, qui est donnŽe par la formule

(6.1) y(t) = e(t−t0 )ac +
# t

t0

e(t−s)ag(s)ds = et−t0 )ay(t0) +
# t

t0

e(t−s)ag(s)ds.

Preuve : Soit y : t "−→ y(t) une fonction dŽrivable sur I , et posons ! (t) =
y(t)e−ta. Alors y(t) = ! (t)eta (dÕo• le nom de "variation de la constante"),
y′(t) = ! ′(t)eta + a! (t)eta = ! ′(t)eta + ay(t), donc y est solution de lÕŽquation
(∗) si et seulement si on a, pour tout t ∈ I ,

! ′(t)eta = g(t), ! ′(t) = e−tag(t).

DÕautrepart y(t0) = c si et seulement si ! (t0) = e−t0 ac. Les deux conditions
ci-dessuscaractŽrisent lÕuniqueprimitiv e sur I de la fonction t "−→ e−tag(t) qui
prend la valeur e−t0 ac en t0. Cette fonction est dŽÞniesur I par la formule

! (t) = e−t0 ac +
# t

t0

e−sag(s)ds.

On obtient une unique solution y, dŽÞniesur I par la formule



6.2. RAPPEL SUR LES ƒQUA TI ONSDIFFƒRENTIELLES LINƒAIRES DU PREMIER ORDRE117

y(t) = eta! (t) = e(t−t0 )ac +
# t

t0

e(t−s)ag(s)ds = et−t0 )ay(t0) +
# t

t0

e(t−s)ag(s)ds.

♣

Exemple 6.2.2 RŽsoudre lÕŽquation di"Žr entielle

y′(t) = 2y(t) + 1,

avec la condition initial e y(0) = 1.

On a la condition initiale y(0) = 1, et ici g(t) ≡ 1, a = 2. On obtient, en
appliquant la formule (6.1) :

y(t) = e2t +
# t

0
e2(t−s) ds = e2t + e2t

G
−e−2s

2

Ht

0
= e2t

G
1− e−2t

2
+

1
2

H

=
3
2

e2t − 1
2

.

La deuxi•me mŽthode, plus empirique, est basŽesur le "princip e de superpo-
sition" suivant, qui permet de simpliÞer lescalculsquand on a un moyen simple
de trouver une solution particuli•re .

Proposition 6.2.3 Soit I un interval le de R , soit g : I → R une fonction
continue et soit a ∈ R . On consid•re lÕŽquation di"Žr entielle

(∗) y′(t) = ay(t) + g(t).

Si y0 : I → R est une solution particul i•r e de lÕequation (*), alors la solution
gŽnerale de cette Žquation est donnŽe par la formule

y(t) = y0(t) + !e ta,

o• ! est une constante rŽelle.

Preuve : Soit t "−→ y(t) une fonction dŽrivable sur I , et posons u(t) =
y(t) − y0(t).

On a y′(t)−ay(t)−g(t) = u′(t)−au(t) + y′0(t)−ay0(t)−g(t) = u′(t)−au(t).
Par consŽquent y est solution de lÕŽquation(*) si et seulement si u est solution
de lÕŽquationhomog•ne associŽe

(∗∗) u′(t) = au(t),

cequi donneu(t) = !e ta, y(t) = y0(t) + !e ta, o• ! est une constante rŽelle.♣
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Exemple 6.2.4 La solution gŽnŽrale de lÕŽquation di"Žr entielle y′(t) = 2y(t)+ 1
est donnŽe par la formule

y(t) = !e 2t − 1
2

,

o• ! est une constante rŽelle.

En e!et on peut chercher une solution particuli•re constante de la forme
y0(t) ≡ b. On obtient 0 = y′0(t) = 2b + 1, soit b = − 1

2 . On dŽduit alors du
princip e de superposition que la solution gŽnŽralede lÕŽquationproposŽeest
donnŽepar la formule y(t) = !e 2t − 1

2 , o• ! est une constante rŽelle. Avec la
condition y(0) = 1 on obtient ! = 3

2 , et on retrouve le rŽsultat de lÕexemple
6.1.2.

6.3 Syst•mes di ! Žrenti els l inŽaires et exponen-
ti elles de matri ces

.
Un syst•me di!Žrentiel linŽaire ˆ coe"cien ts constants est un syst•me de la

forme

2
???3

???4

y′1(t) = a1,1y1(t) + ... + a1,kyk(t) + g1(t)
..................................................................
..................................................................
.................................................................
y′k(t) = ak,1y1(t) + ... + ak,kyk(t) + gk(t)

(6.4)

o• les coe"cien ts ai,j sont desnombres rŽelsou complexes, et o• les fonctions
t "−→ g1(t), ..., t "−→ gk(t) sont dŽÞnieset continues sur un intervalle ouvert I
de R .

On va maintenant interprŽter un syst•me di!Žrentiel linŽaire ˆ coe"cien ts
constants en faisant intervenir desfonctions ˆ valeurs matricielles. Nous utilise-
rons (principalement dans le casparticulier desmatrices ˆ coe"cien ts rŽels) les
notions naturelles suivantes.

Définition 6.3.1 Soient p et q deuxentiers , et soit Mp,q(C) lÕespace vectoriel
desmatrices ˆ p lignes et q colonnes ˆ coe! cients dans C.

1) On dit quÕunesuite (Un)n≥0 =
=

(ui,j,n) 1# i # p
1# j # q

>

n≥0
dÕŽlŽmentsdeMp,q(C)

converge vers U = (ui,j) 1# i # p
1# j # q

∈ Mp,q(C) quand limn→+ ∞ui,j,n = ui,j pour

1≤ i ≤ p,1≤ j ≤ q.

2) On dit quÕunesŽrie
+ ∞"

n=0
Un =

+ ∞"

n=0
(ui,j,n) 1# i # p

1# j # q
dÕŽlŽmentsdeMp,q(C) est

convergente quand la sŽrie
+ ∞"

n=0
ui,j,n est convergente pour 1 ≤ i ≤ p,1 ≤ j ≤ q,
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et dans ce cas on pose

+ ∞!

n=0

Un =

7
+ ∞!

n=0

ui,j,n

8

1# i # p
1# j # q

.

3) On dit quÕunefonction F : t "−→ (f i,j(t)) 1# i # p
1# j # q

dŽÞniesur un interval le

ouvert I de R et ˆ valeurs dans Mp,q(C) est continue sur I quand f i,j est
continue sur I pour 1≤ i ≤ p,1≤ j ≤ q, et dans ce cas on pose, pour a, b∈ I ,

# b

a
F (t)dt =

7 # b

a
f i,j(t)dt

8

1# i # p
1# j # q

.

4) On dit quÕunefonction F : t "−→ (f i,j(t)) 1# i # p
1# j # q

dŽÞniesur un interval le

ouvert I de R et ˆ valeurs dans Mp,q(C) est dŽrivable sur I quand f i,j est
dŽrivable sur I pour 1≤ i ≤ p,1≤ j ≤ q, et dans ce cas on pose, pour t ∈ I ,

F ′(t) =
;
f ′i,j(t)

<
1# i # p
1# j # q

.

Revenonsˆ un syst•medi!Žrentiel linŽaireˆ coe"cien ts constants de la forme
(6.1) et posons

A = (ai,j) 1# i # k
1# j # k

, Y (t) =

,

-
-
-
-
-
.

y1(t)
.
.
.
.

yk(t)

/

0
0
0
0
0
1

, G(t) =

,

-
-
-
-
-
.

g1(t)
.
.
.
.

gk(t)

/

0
0
0
0
0
1

.

Compte tenu de la dŽÞnition ci-dessus,on a

Y ′(t) =

,

-
-
-
-
-
.

y′1(t)
.
.
.
.

y′k(t)

/

0
0
0
0
0
1

.

Le syst•me prend la forme

Y ′(t) = AY (t) + G(t).

On va maintenant rŽsoudrece syst•me en utilisant une forme appropriŽe
de la mŽthode de la variation de la constante. On va utilis er le rŽsultat simple
suivant.



120CHAPITRE 6. ITƒRA TION, SYSTéMES DIFFƒRENTIELS LINƒAIRES

Proposition 6.3.2 Soit I un interval le ouvert de R .
(i) Soit t0 ∈ I , et soit F : I →Mp,q(C) une application continue. Posons,

pour t ∈ I ,

G(t) =
# t

t0

F (s)ds.

Alors G(t0) est la matrice nulle, G est dŽrivable sur I et G′t) = F (t) pour
tout t ∈ I .

(ii) Soient F : I → Mp,q(C) et G : I → Mq,r(C) deux applications dŽ-
rivables sur I . Alors F G : t "−→ F (t)G(t) est dŽrivable sur I , et on a pour
t ∈ I

(F G)′(t) = F (t)G′(t) + F ′(t)G(t). (6.5)

Preuve : (i) rŽsulte immŽdiatement du rŽsultat analoguepour les fonctions
continuesˆ valeursrŽellesou complexeset de la dŽÞnition 6.2.1.Pour dŽmontrer
(ii) notons f i,k(t) le coe"cien t dÕindicei, k de F (t) pour 1 ≤ i ≤ p, 1 ≤ k ≤ q,
notons gk,j(t) le coe"cien t dÕindicek, j de G(t) pour 1 ≤ k ≤ q, 1 ≤ j ≤ r, et
notons (f g)i,j(t) le coe"cien t dÕindicei, j deF (t)G(t) pour 1≤ i ≤ p, 1≤ j ≤ r.
On a

(f g)i,j(t) =
q!

k=1

f i,k(t)gk,j(t).

Par consŽquent (f g)i,j est dŽrivable sur I pour 1≤ i ≤ p, 1≤ j ≤ q, et on a

(f g)′i,j(t) =
q!

k=1

f i,k(t)g′k,j(t) +
q!

k=1

f ′i,k(t)gk,j(t).

Par consŽquent F G est dŽrivable sur I , et on a

(F G)′(t) = F (t)G′(t) + F ′(t)G(t). ♣
Pour a ∈ R , (voir par exemplele Chapitre 1 du Cours dÕAnalyse) [3] on a

ea =
+ ∞!

n=0

an

n!
.

Soit maintenant A ∈ Mk(C) une matric e carrŽeˆ k lignes et k colonnesˆ
coe"cien ts rŽelsou complexes.On a vu au Chapitre 4 du cours dÕanalyse[3]
que la sŽrie

" + ∞
m=0

Am

m! converge dans Mk(C). On dŽÞnit alors lÕexponentielle
de la matr ice A par la formule

eA =
+ ∞!

m=0

Am

m!
. (6.6)

On a le rŽsultat suivant (Proposition 4.5.3 de [3])
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Proposition 6.3.3 Soient A, B ∈ Mk(C). Si AB = B A, alors eA+ B = eAeB .
En particul ier eA est inversible pour toute matrice A ∈Mk(C), et on a

;
eA

<−1
= e−A. (6.7)

Il rŽsulte Žgalement du thŽor•me 4.5.4 de [3] que si on poseF (t) = etA pour
t ∈ R , avec A ∈Mk(R ), alors F est dŽrivable sur R , et que lÕona pour t ∈ R

F ′(t) = AF (t) = AetA,

ce qui peut sÕŽcriresousla forme

d(etA) = AetAdt (6.8)

Dans la suite de ce Chapitre on identiÞera Rk ˆ lÕespacevectoriel Mk,1(R )
des matrices unicolonnes ˆ k coe"cien ts rŽels. Nous sommesmaintenant en
mesuredÕadapteraux syst•mes di!Žrentiels linŽaires ˆ coe"cien ts constants la
mŽthode de la variation de la constante, ce qui am•ne au rŽsultat suivant.

Théorème 6.3.4 Soit I un interval le de R , soit A ∈ Mk(R ), et soit G : I →
R k une fonction continue. On consid•r e le syst•me di"Žr entiel

Y ′(t) = AY (t) + G(t) (6.9)

Alors pour tout t0 ∈ I et pour tout C ∈ R k il existesur I une unique solution
Y du syst•me di"Žr entiel vŽriÞant Y (t0) = C, qui est donnŽe par la formule

Y(t) = e(t−t0 )AC +
# t

t0

e(t−s)AG(s)ds = e(t−t0 )AY(t0) +
# t

t0

e(t−s)AG(s)ds.

(6.10)

Preuve : Soit Y : t "−→ Y(t) une fonction dŽrivable sur I , et posons!( t) =
e−tAY(t). Alors Y (t) = etA!( t) , Y ′(t) = etA! ′(t) + AetA!( t) = etA! ′(t) +
AY (t), donc Y est solution du syst•me proposŽsi et seulement si on a, pour
tout t ∈ I ,

etA! ′(t) = G(t), ! ′(t) = e−tAG(t).

DÕautrepart Y (t0) = C si et seulement si !( t0) = e−t0 AC. Les deux
conditions ci-dessuscaractŽrisent lÕuniqueprimitiv e sur I de la fonction t "−→
e−tAG(t) qui prend la valeur e−t0 AC en t0. Cette fonction est dŽÞniesur I par
la formule

!( t) = e−t0 AC +
# t

t0

e−sAG(s)ds.

On obtient une unique solution Y : I → R k, dŽÞniesur I par la formule
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Y(t) = etA!( t) = e(t−t0 )AC+
# t

t0

e(t−s)AG(s)ds = e(t−t0 )AY(t0)+
# t

t0

e(t−s)AG(s)ds.

♣

On a vu au chapitre 4 de [3] que si B ∈ Mk(C), et si P ∈ Mk(C) est
inversible, on a

ePBP " 1
= PeBP−1, (6.11)

DÕautrepart soit B =

&

'
'
'
'
'
(

b1,1 0 . . . . . . . . . 0
0 b2,2 0 . . . . . . 0

. . . . . . . . . . . . . . . . . .
0 0 . . . bj,j . . . 0

. . . . . . . . . . . . . . . . . .
0 0 . . . . . . 0 bk,k

)

*
*
*
*
*
+

une matr ice dia-

gonale.On a, dÕapr•sles formules 4.7 et 6.3

eB = limn→+ ∞

&

'
'
'
'
'
'
'
'
'
'
(

n"

m=0

bm
1, 1

m! 0 . . . . . . . . . 0

0
n"

m=0

bm
2, 2

m! 0 . . . . . . 0
. . . . . . . . . . . . . . . . . .

0 0 . . .
n"

m=0

bm
j ,j

m! . . . 0
. . . . . . . . . . . . . . . . . .

0 0 . . . . . . 0
n"

m=0

bm
k ,k

m!

)

*
*
*
*
*
*
*
*
*
*
+

.

On obtient

eB =

&

'
'
'
'
'
(

eb1, 1 0 . . . . . . . . . 0
0 eb2, 2 0 . . . . . . 0

. . . . . . . . . . . . . . . . . .
0 0 . . . ebj ,j . . . 0

. . . . . . . . . . . . . . . . . .
0 0 . . . . . . 0 ebk ,k

)

*
*
*
*
*
+

,

dÕo•,pour t ∈ R ,

etB =

&

'
'
'
'
'
(

etb1, 1 0 . . . . . . . . . 0
0 etb2, 2 0 . . . . . . 0

. . . . . . . . . . . . . . . . . .
0 0 . . . etbj , j . . . 0

. . . . . . . . . . . . . . . . . .
0 0 . . . . . . 0 etbk ,k

)

*
*
*
*
*
+

(6.12)

Si N ∈Mk(C) est nilpotente, on a N p = 0, avec 1≤ p≤ k, et on a
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eN =
+ ∞!

m=0

N m

m!
=

p−1!

m=0

N m

m!
,

dÕo•,pour t ∈ R ,

etN =
p−1!

m=0

tmN m

m!
. (6.13)

Soit maintenant A ∈Mk(R ), et soit A = D + N, avec D diagonalisablesur
C, N nilpotente, N D = DN, la dŽcomposition de Jordan de A vue au Chapitre
prŽcŽdent (thŽor•me 5.5.1). On a alors, pour t ∈ R ,

etA = etDetN , (6.14)

et on calcule sŽparŽment etD et etN commeindiquŽ ci-dessus.
On notera que m•me dans le caso• A ∈Mk(R ) poss•dedesvaleurspropres

complexesnon rŽelles, la partie diagonalisableD et la partie nilpotente N de
la dŽcomposition de Jordan de A dans Mk(C) appartiennent ˆ Mk(R ), voir
lÕexercice4 du Chapitre 5.

Exemple 6.3.5 RŽsoudre le syst•me di"Žr entiel
F

x ′(t) = 3x(t) + y(t) +1
y′(t) = −x(t) + y(t) −1

avec la condition initial e x(0) = 1, y(0) = 0.

Si on poseX (t) =
G

x(t)
y(t)

H
, A =

G
3 1
−1 1

H
, le syst•me devient

X ′(t) = AX (t) +
G

1
−1

H
.

Soit A = D + N la dŽcomposition de Jordan de A. On a vu au Chapitre

prŽcŽdent (exemple5.5.2) que lÕona D =
G

2 0
0 2

H
, N =

G
1 1
−1 −1

H
.

On obtient

etD =
G

e2t 0
0 e2t

H
= e2tI 2,

etN = I 2 + tN =
G

1 + t t
−t 1− t

H
,

etA = etDetN =
G

(1 + t)e2t te2t

−te2t (1− t)e2t

H
,

X (t) = etA

G
1
0

H
+

# t

0
e(t−s)A

G
1
−1

H
ds
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=
G

(1 + t)e2t

−te2t

H
+

# t

0
e2(t−s)

G
1 + (t − s) (t − s)
−(t − s) 1− (t − s)

HG
1
−1

H
ds

=
G

(1 + t)e2t

−te2t

H
+ e2t

# t

0
e−2s

G
1
−1

H
ds.

Comme
%t

0 e−2sds =
D
− e" 2s

2

Et

0
= −e2t

2 + 1
2 , on obtient

F
x(t) = (1 + t)e2t + e2t

%t
0 e−2sds = ( 3

2 + t)e2t − 1
2

y(t) = −te2t − e−2t
%t

0 e2sds = −( 1
2 + t)e2t + 1

2

Le fait que certaines matrices carrŽesrŽellessoient diagonalisablessur C
mais pas sur R peut causer quelquescomplications dans le calcul de leur expo-
nentielle, commele montre lÕexemplesuivant.

Exemple 6.3.6 RŽsoudre le syst•me di"Žr entiel
F

x ′(t) = x(t) + y(t) +1
y′(t) = −x(t) + y(t) −1

avec la condition initial e x(0) = y(0) = 0.

Si on poseX (t) =
G

x(t)
y(t)

H
, A =

G
1 1
−1 1

H
, le syst•me devient

X ′(t) = AX (t) +
G

1
−1

H
.

On a Tr(A) = det(A) = 2, donc pA = x2 − 2x + 2. On obtient deux racines
complexes ! 1 = 1 + i et ! 2 = 1 − i, donc A poss•de deux valeurs propres
distinctes et est diagonalisablesur C.

On a A
G

u
v

H
=

G
u + v
−u + v

H
. LÕŽquationA

G
u
v

H
= (1 + i )

G
u
v

H
donne

G
v = iu
−u = iv

qui se rŽduit ˆ lÕŽquation y = ix. Donc V1 =
G

1
i

H
est un vecteur propre da

A associŽ ˆ la valeur propre 1 + i. Comme les coe"cien ts de A sont rŽelsil est

clair que V2 = V 1 :=
G

1
1 + i

H
=

G
1

1− i

H
est un vecteur propre de A associŽ ˆ

la valeur propre 1 + i = 1− i.

PosonsP = [V1, V2] =
G

1 1
i −i

H
. Alors P−1AP =

G
1 + i 0

0 1− i

H
est diago-

nale, et on obtient, pour t ∈ R ,

etA = P
G

et(1+ i) 0
0 et(1−i)

H
P−1.
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Comme det(P) = −2i, on a 1
det(P ) = i

2 , P−1 = i
2

G
−i −1
−i 1

H
= 1

2

G
1 −i
1 i

H
,

et on obtient

etA =
1
2

G
1 1
i −i

HG
et(1+ i) 0

0 et(1−i)

HG
1 −i
1 i

H
=

et

2

G
1 1
i −i

HG
eit −ieit

e−it ie−it

H

=
et

2

G
eit + e−it −ieit + ie−it

ieit − ie−it eit + e−it

H
=

et

2

G
2cos(t) −i (2isin (t))

i (2isin (t)) 2cos(t)

H

= et

G
cos(t) sin (t)
−sin (t) cos(t)

H
.

La condition initiale donnŽeest x(0) = y(0) = 0, donc la solution cherchŽe

X (t) =
G

x(t)
y(t)

H
est donnŽepar la formule

X (t) =
# t

0
e(t−s)A

G
1
−1

H
ds.

En posant r = t − s, on obtient dr = −ds, donc on a

X (t) = −
# 0

t
erA

G
1
−1

H
dr =

# t

0
erA

G
1
−1

H
dr.

On peut alors procŽder ˆ un calcul direct : comme det(A) = 2, A est inver-

sible et A−1 = 1
2

G
1 −1
1 1

H
. Posons F (r ) = A−1erA

G
1
−1

H
. On a F ′(r ) =

A−1AerA

G
1
−1

H
= erA

G
1
−1

H
, et on obtient

X (t) =
# t

0
erA

G
1
−1

H
dr = [F (r )]t0 = A−1

G
etA −

G
1 0
0 1

HHG
1
−1

H

=
1
2

G
1 −1
1 1

HG
etcos(t) − 1 etsin (t)
−etsin (t) etcos(t) − 1

HG
1
−1

H

=
1
2

G
1 −1
1 1

HG
etcos(t) − etsin (t) − 1
−etcos(t) − etsin (t) + 1

H

=
G

etcos(t) − 1
−etsin (t)

H
.

Ceci donne

F
x(t) = etcos(t) − 1
y(t) = −etsin (t)
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Exemple 6.3.7 RŽsoudre le syst•me di"Žr entiel

2
3

4

x ′(t) = x(t) + 2y(t) − z(t)
y′(t) = −x(t) + 5y(t) − 2z(t)

z′(t) = −x(t) + 4y(t) − z(t) + t

avec la condition initial e x(0) = y(0) = z(0) = 0.

PosonsX (t) =

,

.
x(t)
y(t)
z(t)

/

1 , A =

,

.
1 2 −1
−1 5 −2
−1 4 −1

/

1 , et B =

,

.
0 2 −1
−1 4 −2
−1 4 −2

/

1 . Le

syst•me sÕŽcrit

X ′(t) = AX (t) +

,

.
0
0
t

/

1 .

On a A = I + B et on a vu plus haut que lÕona, pour p≥ 1,

B p = D + pN, o• D =

,

.
1 0 0
0 2 −1
0 2 −1

/

1 et N =

,

.
−1 2 −1
−1 2 −1
−1 2 −1

/

1 . On a donc

etB = I +
+ ∞!

p=1

tp

p!
D +

+ ∞!

p=1

ptp

p!
N = I − D + etD + tetN.

On obtient

etA = etetB = et

,

.
0 0 0
0 −1 1
0 −2 2

/

1 + e2t

,

.
1 0 0
0 2 −1
0 2 −1

/

1 + te2t

,

.
−1 2 −1
−1 2 −1
−1 2 −1

/

1 .

La solution cherchŽeest donc donnŽepar la formule

,

.
x(t)
y(t)
z(t)

/

1 = etA

# t

0
e−sA

,

.
0
0
s

/

1 ds =
# t

0
esA

,

.
0
0

t − s

/

1 ds.

On a

esA

,

.
0
0

t − s

/

1 = es

,

.
0

t − s
2t − 2s

/

1 + e2s

,

.
0

s− t
s− t

/

1 + se2s

,

.
s− t
s− t
s− t

/

1

= (t − s)es

,

.
0
1
2

/

1 + (s− t)e2s

,

.
0
1
1

/

1 + s(s− t)e2s

,

.
1
1
1

/

1 .

Par intŽgration par parties, on obtient
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# t

0
(t − s)esds = [(t − s)es]t0 +

# t

0
esds = [(t − s)es]t0 + [es]t0 = −1− t + et.

# t

0
(s−t)e2sds =

G
(s− t)e2s

2

Ht

0
−

# t

0

e2s

2
ds =

G
(s− t)e2s

2

Ht

0
−

G
e2s

4

Ht

0
=

1
4

+
t
2
−e2t

4
.

# t

0
s(s− t)e2sds =

G
s(s− t)e2s

2

Ht

0
−

# t

0
se2sds +

t
2

# t

0
e2sds

= −
# t

0
(s−t)e2sdt− t

2

# t

0
e2sds = −1

4
− t

2
+

e2t

4
− te2t

4
+

t
4

= −1
4
− t

4
+

e2t

4
− te2t

4
On obtient alors

2
?3

?4

x(t) = − 1
4 −

t
4 + e2t

4 − te2t

4

y(t) = −1− t + et + 1
4 + t

2 −
e2t

4 − 1
4 −

t
4 + e2t

4 − te2t

4 = −1− 3t
4 + et − te2t

4

z(t) = −2− 2t + 2et + 1
4 + t

2 −
e2t

4 − 1
4 −

t
4 + e2t

4 − te2t

4 = −2− 7t
4 + 2et − te2t

4

On verra dans [4] que lÕonpeut Žgalement rŽsoudrelessyst•mesdi!Žrentiels
linŽairesen utilisant la transformŽe de Laplace.

6.4 Chapi t re 6 sous Mupad

Il nÕexistepas de commande directe permettant de calculer sous Mupad
les puissancesdÕune matrice dont on connait les valeurs propres, et Mupad
refusedÕentrer commedonnŽesinitiales dÕunesuite rŽcurrente desmatr ices(voir
ci-dessous).Par contre Mupad acceptede rŽsoudre les relations de rŽcurrence
scalairesassociŽesau polyn™mecaractŽristiquedÕunematrice. On peut calculer

ainsi
G

0 1
1 1

Hn

et

,

.
0 2 −1
−1 4 −2
−1 4 −2

/

1

n

(on notera que Mupad ne simpliÞe pas le

premier rŽsultat).
En ce qui concerneles syst•mesdi!Žrentiels ˆ coe"cien ts constants, on dis-

posedÕunmoyendelesrŽsoudredirectement sousMupad (pourvu quelÕonpuisse
calculer les valeurs propres de la matrice associŽeau syst•me), en utilisant la
commandesolve(ode...). . Par exemple pour rŽsoudrele syst•me di!Žrenti el
de lÕexemple6.3.7 on peut utiliser la commandesolve(ode...), et rŽsoudredirec-
tement le syst•me, o• utiliser la commande exp(−x ∗ A), pour calculer e−xA,

e!ectuer le produit W = e−xA

,

.
0
0
x

/

1 , puis la commandemap(W, int, x = 0..t),

pour calculer
%t

0 e−xA

,

.
0
0
x

/

1 dx. Il su"t alors de multiplier la matrice colonne

obtenue par etA pour obtenir la solution du syst•me.
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M: =Dom: : Mat r i x( ) ;
I 1: =M( [ [ 1, 0] , [ 0, 1] ] ) ;
A: =M( [ [ 0, 1] , [ 1, 1] ] ) ;
sol ve( ( r ec( x( n+2) =x( n+1) +x( n) ,  x( n) , { x( 0) =I 1, x( 1) =A} ) ) ) ;

Dom::Matrix()
!

1 0
0 1

"

!
0 1
1 1

"

solve

!

rec

!

! x(n) ! x(n + 1) + x(n + 2), x(n),

!

x(0) =

!
1 0
0 1

"

, x(1) =

!
0 1
1 1

" " " "

u: =sol ve( ( r ec( x( n+2) =x( n+1) +x( n) ,  x( n) , { x( 0) =a, x( 1) =b} ) ) ) ;! !
1
2
# !

$ #
5

2
###

"
n

⋅

!
a
2
# + a ⋅

$ #
5

10
##### ! b ⋅

$ #
5

5
#####

"

+

! $ #
5

2
### + 1

2
#

"
n

⋅

!
a
2
# ! a ⋅

$ #
5

10
##### + b ⋅

$ #
5

5
#####

" "

u1: =1/ 2 +sqr t ( 5) / 2; u2: =1/ 2 - sqr t ( 5) / 2; v1: =1/ 2 +sqr t ( 5) / 10; v2: =1/ 2 - sqr t ( 5) / 10;
An: =( u2^n* v1+u1^n* v2) * I 1 +( u1^n- u2^n) * ( sqr t ( 5) / 5) * A;$ #

5
2

### + 1
2
#

1
2
# !

$ #
5

2
###

$ #
5

10
### + 1

2
#

1
2
# !

$ #
5

10
###

%

&&
'

#
!

$ #
5

10
## + 1

2
#
(
⋅
#$ #

5
2

## + 1
2
#
(

n
+

#$ #
5

10
## + 1

2
#
(
⋅
#

!
$ #

5
2

## + 1
2
#
(

n
$ #

5 ⋅
#

!
#

!
$ #

5
2

### + 1
2
#
(

n
+

#$ #
5

2
### + 1

2
#
(

n
(

5
#################

$ #
5 ⋅

#
!

#
!

$ #
5

2
### + 1

2
#
(

n
+

#$ #
5

2
### + 1

2
#
(

n
(

5
#################

#
!

$ #
5

10
## + 1

2
#
(
⋅
#$ #

5
2

## + 1
2
#
(

n
+

#$ #
5

10
## + 1

2
#
(
⋅
#

!
$ #

5
2

## + 1
2
#
(

n
+

$ #
5 ⋅

#
!

#
!

$ #
5

2
### + 1

2
#
(

n
+

#$ #
5

2
### + 1

2
#
(

n
(

5
#################

)

**
+

B: =M( [ [ 0, 2, - 1] , [ - 1, 4, - 2] , [ - 1, 4, - 2] ] ) ;
v: =sol ve( ( r ec( x( n+2) =2* x( n+1) - x( n) ,  x( n) , { x( 1) =a, x( 2) =b} ) ) ) ;%

&
'

0 2 ! 1
! 1 4 ! 2
! 1 4 ! 2

)
*
+

{ 2 ⋅ a ! b + n ⋅ (b ! a) }

Bn: =2* B- B^2 +n* B^2- n* B;

%
&
'

! n + 1 2 ⋅ n ! n
! n 2 ⋅ n + 2 ! n ! 1
! n 2 ⋅ n + 2 ! n ! 1

)
*
+
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M: =Dom: : Mat r i x( ) ;
A: =M( [ [ 1, 2, - 1] , [ - 1, 5, - 2] , [ - 1, 4, - 1] ] ) ;
sol ve( ode( { x' ( t ) =x( t ) +2* y( t ) - z( t ) , y' ( t ) =- x( t ) +5* y( t ) - 2* z( t ) , z' ( t ) =- x( t ) +4* y( t ) - z( t ) +t , x( 0) =0, y( 0) =0, z( 0) =0} , { x( t ) , y( t ) , z( t ) } ) ) ;

Dom::Matrix()
0
B@

1 2 ! 1
! 1 5 ! 2
! 1 4 ! 1

1
CA

! ∙
y(t) = et ! 3! t

4
ÅÅÅ ! t ! e2 ! t

4
ÅÅÅÅÅ ! 1, z(t) = 2 ! et ! 7! t

4
ÅÅÅ ! t ! e2 ! t

4
ÅÅÅÅÅ ! 2, x(t ) = e2! t

4
ÅÅÅ ! t

4
Å ! t ! e2! t

4
ÅÅÅÅÅ ! 1

4
Å
¸"

U: =exp( - x* A) ;
si mpl i f y( U) ;
V: =M( [ [ 0] , [ 0] , [ x] ] ) ;
W: =U* V;
si mpl i f y( W) ;

0

BBBB@

2 ! e! 2! x ! x!
#

! e! 2 ! x + e! 2! x

x
ÅÅÅ

´
! 4 ! e! 2! x ! x!

#
2 ! e! 2!x ! 4 ! e! 2!x

x
ÅÅÅÅ

´
2 ! e! 2 ! x ! x !

#
! e! 2! x + 2 ! e! 2!x

x
ÅÅÅÅ

´

e! 2! x ! x !
#

! e! 2!x + e! 2! x

x
ÅÅÅ

´
! e! x ! 2 ! e! 2! x ! x!

#
2 ! e! 2!x ! 4 ! e! 2!x

x
ÅÅÅÅ

´
e! x + e! 2!x ! x!

#
! e! 2 ! x + 2! e! 2!x

x
ÅÅÅÅ

´

e! 2! x ! x !
#

! e! 2!x + e
! 2! x

x
ÅÅÅ

´
! 2 ! e! x ! 2 ! e! 2!x ! x!

#
2 ! e! 2 ! x ! 4! e

! 2! x

x
ÅÅÅÅ

´
2 ! e! x + e! 2!x ! x !

#
! e! 2! x + 2 ! e

! 2!x

x
ÅÅÅÅ

´

1
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0

BB@
e! 2 ! x + x ! e! 2!x ! 2 ! x ! e! 2!x x! e! 2 ! x

x ! e! 2!x ! e! x + 2 ! e! 2 ! x ! 2 ! x! e! 2 ! x e! x ! e! 2! x + x! e! 2 ! x

x ! e! 2!x ! 2 ! e! x + 2! e! 2 ! x ! 2 ! x! e! 2 ! x 2 ! e! x ! e! 2! x + x! e! 2 ! x

1

CCA

0
B@

0
0
x

1
CA

0

BBBB@

x !
#

2 ! e! 2 ! x ! x !
#

! e! 2!x + 2 ! e! 2! x

x
ÅÅÅÅ

´´

x !
#

e! x + e! 2 ! x ! x !
#

! e! 2! x + 2 ! e! 2! x

x
ÅÅÅÅ

´´

x !
#

2! e! x + e! 2 ! x ! x !
#

! e! 2! x + 2 ! e
! 2! x

x
ÅÅÅÅ

´´

1
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0

BB@
x2 ! e! 2 ! x

x ! e! x ! x! e! 2 ! x + x2 ! e! 2! x

2 ! x ! e! x ! x! e! 2 ! x + x2 ! e! 2!x

1

CCA

H: =map( W, i nt , x=0. . t ) ;

0

BBBBBB@

! t
2
Å! t2

2
ÅÅ ! 1

4
Å

¡
et
¢
2

ÅÅÅÅÅ + 1
4
Å

! t 2

2 !
¡
et
¢

2
ÅÅÅÅ + ! t ! 1

et
ÅÅÅÅ + 1

! t 2

2 !
¡
et
¢
2

ÅÅÅÅ + ! 2! t ! 2
et

ÅÅÅÅÅ + 2

1

CCCCCCA

X: =exp( t * A) * H;
si mpl i f y( X)

ar r ay( 1. . 3,  1. . 1,
  ( 1,  1)  = ( 2* exp( 2* t )  + t * ( -  exp( 2* t )  -  2/ t * exp( 2* t ) ) ) * ( -  1/ 2* t ^2/ exp( t ) ^ \
2 + 1/ exp( t ) * ( -  2* t  -  2)  + 2)  + ( -  4* exp( 2* t )  + t * ( 2* exp( 2* t )  + 4/ t * exp( 2* \
t ) ) ) * ( -  1/ 2* t ^2/ exp( t ) ^2 + 1/ exp( t ) * ( -  t  -  1)  + 1)  + ( 2* exp( 2* t )  + t * ( -  ex\
p( 2* t )  -  1/ t * exp( 2* t ) ) ) * ( 1/ exp( t ) ^2* ( -  1/ 2* t  -  1/ 2* t ^2 -  1/ 4)  + 1/ 4) ,
  ( 2,  1)  = ( exp( t )  + exp( 2* t )  + t * ( -  exp( 2* t )  -  2/ t * exp( 2* t ) ) ) * ( -  1/ 2* t ^2/ \
exp( t ) ^2 + 1/ exp( t ) * ( -  2* t  -  2)  + 2)  + ( -  exp( t )  -  2* exp( 2* t )  + t * ( 2* exp( 2\
* t )  + 4/ t * exp( 2* t ) ) ) * ( -  1/ 2* t ^2/ exp( t ) ^2 + 1/ exp( t ) * ( -  t  -  1)  + 1)  + ( exp( \
2* t )  + t * ( -  exp( 2* t )  -  1/ t * exp( 2* t ) ) ) * ( 1/ exp( t ) ^2* ( -  1/ 2* t  -  1/ 2* t ^2 -  1/ 4\
)  + 1/ 4) ,
  ( 3,  1)  = ( 2* exp( t )  + exp( 2* t )  + t * ( -  exp( 2* t )  -  2/ t * exp( 2* t ) ) ) * ( -  1/ 2* t ^ \
2/ exp( t ) ^2 + 1/ exp( t ) * ( -  2* t  -  2)  + 2)  + ( -  2* exp( t )  -  2* exp( 2* t )  + t * ( 2* e\
xp( 2* t )  + 4/ t * exp( 2* t ) ) ) * ( -  1/ 2* t ^2/ exp( t ) ^2 + 1/ exp( t ) * ( -  t  -  1)  + 1)  + ( \
exp( 2* t )  + t * ( -  exp( 2* t )  -  1/ t * exp( 2* t ) ) ) * ( 1/ exp( t ) ^2* ( -  1/ 2* t  -  1/ 2* t ^2 - \
 1/ 4)  + 1/ 4)
)

!

0

BBBB@

! t
4
Å+ e2! t

4
ÅÅ ! t ! e2! t

4
ÅÅÅÅ ! 1

4
Å

! 3 ! t
4
ÅÅ + et ! t !e2!t

4
ÅÅÅÅ ! 1

! 7! t
4
ÅÅ + 2 ! et ! t ! e2!t

4
ÅÅÅÅ ! 2

1

CCCCA
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6.5 Exerci ces sur le Chapi tre 6

exercice 1
Soit A =

=
−6 1
−1 −8

>
.

1) DŽterminer la dŽcomposition de Jordan de A et calculer An pour n ≥ 0.
2) Calculer etA pour t ∈ R .
3) RŽsoudrele syst•me di!ŽrentielF

x ′(t) = −6x(t) − y(t) + 1
y′(t) = x(t) − 8y(t)

,

avec la condition initiale x(0) = 0, y(0) = 1.

exercice 2

Soit A =

&

(
2 1 1
2 1 −2
−1 0 −2

)

+ .

1)VŽriÞer que pA = −(X − 3)(X + 1)2 , o• pA dŽsignele polyn™mecaractŽris-
tique de A.
2)Calculer (A − 3I )(A + I ). En dŽduire que A nÕest pas diagonalisable.
3)DŽterminer la decomposition de Jordan de A et calculer An pour n ≥ 0.
4)InterprŽter le rŽsultat obtenu en appliquant la formule de la question prŽcŽ-
dente pour n < 0.

exercice 3
Tr•s dŽ•u par les rŽsultats de lÕŽlectionprŽsidentielle amŽricaine,le milliar-

daire G.SorosdŽcidede placer 108 eurosen France,en Espagneet en Allemagne.
Chaqueanneeil modiÞe son placement de la fa•on suivante : si xn est la partie
du capital placŽeen France ˆ lÕanneen , yn la partie du capital placŽeen Es-
pagneˆ lÕannŽe n et zn la partie du capital placŽeen Allemagnea lÕannŽen, on a

xn+1 =
1
2

(xn + yn + zn)

yn+1 =
1
4

xn +
1
2

yn

zn+1 =
1
4

xn +
1
2

zn.

On a Žvidemment x0 ≥ 0 , y0 ≥ 0 , z0 ≥ 0 , et x0 + y0 + z0 = 108.
1)VŽriÞer que xn + yn + zn = 108 pour tout n ≥ 0.
2)Montrer que les trois suites (xn)n≥0 , (yn)n≥0 et (zn)n≥0 sont convergentes,et
dŽterminer leurs limites.

exercice 4(Archives ESTIA, examendÕavril 2003)

On poseA =
G

0 1
−4 −4

H
.

1) DŽterminer le polyn™mecaractŽristique et le polyn™meminimal de A.
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1.pdf

C

R

L

Circuit electrique 1

2) DŽterminer la dŽcomposition de Jordan de A et calculer An pour n ≥ 0.

3) Calculer etA pour t ∈ R .
4) On consid•re lÕŽquationdi!Žrentielle

y′′(x) + 4y′(x) + 4y(x) = 4x.

avec la condition initiale y(0) = y′(0) = 0.

a) On pose Z (x) =
G

y(x)
y′(x)

H
. Montrer que Z (x) est solution du syst•me

di!Žrentiel

Z ′(x) = AZ (x) +
G

0
4x

H
,

avec Z (0) =
G

0
0

H
.

b) Exprimer Z (x) au moyen de la formule intŽgrale du cours.
c) Calculer Z (x) par la mŽthode de votre choix et en dŽduire la solution de

lÕŽquationdi!Žrentielle.

exercice 5
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On consid•re le circuit Žlectrique suivant (circuit 1) o• la rŽsistance R est
mesurŽeen ohms, la capacitŽ du condensateurC est mesurŽeen farads, et le
coe"cien t dÕinductiondu solŽnoideL est mesurŽen henrys. On rappelle lesdeux
lois de Kirc hho! :

1) La perte de voltage dans tout sous-circuit est nulle
2) La sommedes intensitŽsdescourants en chaquenoeud est nulle.
On note V la perte de voltage au travers du condensateur, I lÕintensitŽ

du courant au travers de L. On note I 1 lÕintensitŽ du courant au niveau du
condensateur,I 2 lÕintensitŽ du courant au niveau de la rŽsistance,I lÕintensitŽ
du courant au travers du solŽnoide,V la perte de voltage au niveau du conden-
sateur, V2 la perte de voltage au niveaude la rŽsistanceet V3 la perte de voltage
au travers du solŽnoide.Les voltagessont exprimŽsen volts, et les intensitŽsen
amp•res. On rappelle que lÕona

V2(t) = RI 2(t), CV ′
1 (t) = I 1(t), LI ′(t) = V3(t).

1) En utilisant leslois dephysiqueci-dessus,montrer queI 1(t)+ I 2(t)+ I (t) =
0, que V(t) = V2(t) = V3(t), et que lÕona

G
I ′(t)
V ′(t)

H
=

G
0 1

L
− 1

C − 1
RC

HG
I (t)
V (t)

H
(6.15)

2) VŽriÞer que les deux racines de la matrice ci-dessussont rŽelleset dis-
tinctes si L > 4R2C, et quÕellessont imaginaires conjuguŽessi L < 4R2C.

3) On supposeque R = 1 ohm, C = 2 farad, et L = 1 henry. DŽterminer
la solution gŽnŽraledu syst•me, et dŽterminer la solution correspondant aux
conditions initiale s I (0) = 2amp•res et V (0) = 1volt.

4) Les hypoth•ses Žtant cellesde la question 2 etudier le comportement de
I (t) et V (t) quand t → +∞. Les limites obtenues dŽpendent elles de I (0) et
V (0)?

exercice 6
On consid•re maintenant le circuit Žlectriq ue 2, et on note I lÕintensitŽ du

courant au travers de la rŽsistanceR1 et V la perte de voltage au travers du
condensateur.

1) En sÕinspirant de lÕexercice prŽcŽdent, montrer que lÕona
G

I ′(t)
V ′(t)

H
=

G
−R1

L − 1
L

1
C − 1

CR2

HG
I (t)
V (t)

H
(6.16)

2) Donner la solution gŽnŽrale de ce syst•me quand R1 = R2 = 1 ohm,
L = 1 henry et C = 2 farad, ainsi que la solution correspondant aux conditions
initiales I (0) = 2amp•res et V (0) = 5 volts.

3) Discuter en fonction desdonnŽeset desconditions initiales le comporte-
ment de I (t) et V (t) quand t → +∞.
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R1 R2

C

L

Circuit electrique 2

exercice 7
Reprendre quand cÕestpossible sousMupad les calculs demandŽsdans les

exercicesprŽcŽdents.
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Chapitre 7

Espacesvectoriels euclidiens

7.1 Pro dui t scalaire, inŽgalitŽ de Cauchy-Schwart z

Tous les espacesvectoriels considŽrŽsdansceChapitre sont desespacesvec-
toriels sur R .

Définition 7.1.1 Soit E un espace vectoriel sur R .

1) On dit quÕuneapplication # : E × E −→ R est une forme bilinŽaire
symŽtriquequand les deux conditions suivantessont vŽriÞŽes

(i) #(u, v ) = #(v , u) ∀u ∈ E,∀v ∈ E,
(ii) #(! 1u1 + ! 2u2, v ) = ! 1#(u1, v ) + ! 2#(u2, v ) ∀! 1 ∈ R ,∀! 2 ∈ R , ∀u1 ∈

E,∀u2 ∈ E, ∀v ∈ E.

2) On dit quÕuneforme bilinŽaire symŽtrique# est un produit scalaire sur E
(ou que # est dŽÞniepositive) si #(x, x) > 0 pour x ∈ E, x += 0.

3) On dit quÕuneapplication x "−→ ‖x‖ de E dans R est une norme sur E
quand les trois conditions suivantes sont vŽriÞŽes

(i) ‖x + y‖ ≤ ‖x‖ + ‖y‖ ∀x ∈ E, ∀y ∈ E.
(ii) ‖! x‖ = |! |‖x‖ ∀! ∈ R , ∀x ∈ E,
(iii) ‖x‖ > 0 pour x ∈ E, x += 0.
LÕensemble des formes bilinŽaires symŽtriquessur E sera notŽ L 2(E).

Exemple 7.1.2 1) La formule , (f , g) =
%1/2

0 f (t)g(t)dt −
%1

1/2 f (t)g(t)dt dŽÞ-
nit une forme bilinŽaire symŽtrique sur lÕespace vectoriel C(0, 1) des fonctions
continues sur [0, 1]. Ce nÕestpas un produit scalaire car , (1, 1) = 0.

135
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2) Les produits scalaires du lycŽe dans le plan vectoriel ou lÕespace vectoriel
de dimension 3 usuels sont desproduits scalaires.

3) Pour X =

,

-
.

x1

.

.
xn

/

0
1 ∈ R 3, Y =

,

-
.

y1

.

.
yn

/

0
1 ∈ R 3, posons< X , Y > = tX .Y =

"
1≤i≤n xiyi. On obtient un produit scalaire sur R 3, appelŽ le produit scalaire

canonique de R 3 (notons que lÕonidentiÞe la matrice tX .Y ∈ M1,1(R ) ˆ son
unique coe! cient).

4) La formule #(f , g) =
%b

a f (t)g(t)dt dŽÞnit un produit scalaire sur lÕespace
vectoriel C(a, b) des fonctions continues sur un interval le fermŽ bornŽ [a, b].

5) La valeur absolue est une norme sur R , et le module est une norme sur
C (considŽrŽ comme espace vectoriel sur R ).

6) Les formules‖(x, y, z)‖1 = |x|+ |y|+ |z| et ‖(x, y, z)‖∞ = sup(|x|, |y|, |z|)
dŽÞnissentdesnormes sur R 3.

7) La formule ‖f ‖∞ = maxa≤t≤b|f (t)| dŽÞnit une norme sur C(a, b).

Notons que si # est une forme bilinŽaire symŽtriquesur E alors lÕapplication
#x : y "−→ #(x, y ) est une application linŽaire de E dans R pour tout x ∈ E.
On voit par symŽtrie que lÕapplication#y : x "−→ #(x, y ) est linŽaire pour tout
y ∈ E. On obtient alors, pour ! 1, . . . , ! m ∈ R , µ1, . . . , µn ∈ R , x1, . . . , xm ∈ E,
y1, . . . , yn ∈ E

(7.1) #(
m!

i=1

! ix i,
n!

j=1

µjy j) =
m!

i=1

n!

j=1

! iµjx iy j .

On va maintenant intro duire lÕinŽgalitŽde Cauchy-Schwartz.

Théorème 7.1.3 Soit E un espace vectoriel sur R muni dÕunproduit scalaire
(u, v ) "−→< u, v > . Pour tout couple (u, v ) dÕŽlŽmentsde E, on a lÕinŽgalitŽ

| < u, v > | ≤
√

< u, u >
√

< v, v >

DŽmonstration : Si v = 0 alors < u, v > = 0 = < v , v >, et lÕinŽgalitŽest
vŽriÞŽe.Supposonsmaintenant que v += 0. Pour x ∈ R , on a

0≤ < u + xv , u + xv > = < u, u > + x < v , u > + x < u, v > + x2 < v , v >

= < u, u > +2x < u, v > + x2 < v , v > .

On reconnait un trin™mede signe constant, dont le discriminant est nŽces-
sairement nŽgatif ou nul. Ceci donne 4 < u, v > 2≤ 4 < u, u >< v , v >, et en
simpliÞant par 4 et enpassant aux racinescarrŽeson obtient lÕinŽgalitŽcherchŽe.
♣

En appliquant cette inŽgalitŽ au produit scalaire intro duit ˆ lÕexemple7.2
(4) on obtient une inŽgalitŽ classiquedu calcul intŽgral.
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Corollaire 7.1.4 Soit I = [a, b] un interval le fermŽ bornŽ de R , et soient f et
g deux fonctions continues sur I ˆ valeurs rŽelles. On a alors

:
:
:
:
:

# b

a
f (t)g(t)dt

:
:
:
:
:
≤

I # b

a
f 2(t)dt

J1/2 I # b

a
g2(t)dt

J1/2

.

Dans toute la suite on appellera espace euclidien un espacevectoriel rŽel
muni dÕunproduit scalaire.On a lÕimportant rŽsultat suivant.

Corollaire 7.1.5 Soit E un espace euclidien. LÕapplication u "−→ ‖u‖ =
√

< u, u >
est une norme sur E , appelŽe norme euclidienne.

DŽmonstration : On a Žvidemment ‖u‖ > 0 pour u ∈ E\{0}, et ‖! u‖ =
|! |‖u‖ pour ! ∈ R , u ∈ E. Soient u, v ∈ E. On a ‖u + v‖2 = < u + v , u + v > =
< u, u > +2 < u, v > + < v , v > ≤ < u, u > +2 | < u, v > |+ < v, v > =
< u, u > +2

√
< u, u >

√
< v, v > + < v , v > = (

√
< u, u > +

√
< v, v > )2 =

(‖u‖ + ‖v‖)2.
Donc ‖u + u‖ ≤ ‖u‖ + ‖v‖, et les trois conditions de la dŽÞnition 7.1 (3)

sont vŽriÞŽes.♣
Un exemple important de norme euclidienne est donnŽ par la norme ‖.‖2

associŽeau produit scalairecanoniquesur R k, qui est donnŽepar la formule

‖(x1, ..., xk)‖2 =
k!

j=1

x2
j . (7.1)

7.2 Pro cŽdŽdÕorthono rmal isati on de Gram-Sc hmi dt

Dans toute la suite on munit lesespaceseuclidiensde leur norme euclidienne.

Définition 7.2.1 On dit que deux ŽlŽments u et v dÕunespace euclidien E
sont orthogonaux, et on Žcrit u ⊥ v quand < u, v > = 0. On dit quÕunebase
B = (e1, . . . , en) de E est orthogonale si sesŽlŽmentssont orthogonauxdeux ˆ
deux, et on dit quÕunebase de E est orthonormale si elle est orthogonale et si
‖ei‖ = 1 pour 1≤ i ≤ n.

On a le "thŽor•me de Pythagore".

Proposition 7.2.2 Soit u1, . . . , un une famil le Þnie dŽlŽmentsdÕunespace eu-
clidien E orthogonauxdeux ˆ deux. On a alors

‖
n!

i=1

ui‖2 =
n!

i=1

‖ui‖2.
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DŽmonstration : Comme ui ⊥ uj pour j += i, on a dÕapr•s la formule 7.1

‖
n!

i=1

ui‖2 =
n!

i=1

n!

j=1

< ui, uj > =
n!

i=1

< ui, ui > =
n!

i=1

‖ui‖2. ♣

Notons Žgalement que lÕona lÕ"identitŽ du parallŽllogramme".

Proposition 7.2.3 Soit E un espace euclidien, et soient u, v ∈ E. On a

‖u + v‖2 + ‖u − v‖2 = 2(‖u‖2 + ‖v‖2). (7.2)

DŽmonstration : On a ‖u + v‖2 + ‖u − v‖2 = < u + v , u + v > + < u −
v , u − v > = < u, u > +2 < u, v > + < v , v > + < u, u > −2 < u, v > + <
v , v > = 2(‖u‖2 + 2‖v‖2). ♣

On va maintenant donner un procŽdŽconcret permettant de fabriquer des
basesorthonormales.

Théorème 7.2.4 (A lgorithme de Gram-Schmidt)
Soit E un espace euclidien, soit e1, . . . , ep une famil le libre dŽlŽmentsde E,

et soit F le sous-espace vectoriel deE engendrŽpar (e1, . . . , ep). On posef1 = e1

et fk = ek −
"

1≤j≤k−1
<ek ,f j >
‖f j ‖2 fj pour 2≤ k ≤ p. Alors (f1, . . . , fp) est une base

orthogonale de F, de sorte que ( f 1
‖f 1‖ , . . . , f p

‖f p ‖ ) est une baseorthonormale de F.

On va dŽmontrer par rŽcurrenceÞnie que la famille (f1, . . . , fk) est orthogo-
nale, que fk += 0, et que fk appartient au sous-espacevectoriel de E engendrŽ
par (e1, . . . , ek) pour 1 ≤ k ≤ p. CÕestŽvident si k = 1. Supposonsmaintenant
que cespropriŽtŽs sont vŽriÞŽespour un entier k tel que 1 ≤ k ≤ p− 1. Il est
clair que fk+1 += 0 et que fk+1 appartient alors au sous-espacevectoriel de E
engendrŽpar (e1, . . . , ek+1 ). DÕautrepart on a, pour i ≤ k,

< fk+1 , fi > = < ek+1 , fi > − <
!

1≤j≤k

< ek+1 , fj >
‖fj‖2 fj , fi > = < ek+1 , f i >

−
!

1≤j≤k

< ek+1 , fj >
< fj , fi >
‖fj‖2 = < ek+1 , fi > − < ek+1 , fi > = 0.

Donc (f1, . . . , fk+1 ) est orthogonale, ce qui prouve les deux propriŽtŽs par
rŽcurrenceÞnie. On voit donc que (f1, . . . , fp) est une famille orthogonale dÕŽlŽ-
ments de F.

On a fk = ek −
"

1≤j≤k−1 %jej , avec %1, . . . , %j−1 ∈ R . On voit donc que
la matrice P reprŽsentant (f1, . . . , fp) dans la base (e1, . . . , ep) de F est une
matrice triangulaire supŽrieure dont tous les termes diagonaux sont Žgaux ˆ
1. Donc det(P) = 1, P est inversible et il rŽsulte de la Proposition 2.10 que
(f1, . . . , fp) est une basede F. Donc ( f 1

‖f 1‖ , . . . , f p

‖f p ‖ ) est une baseorthonormale
de F. ♣
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Exemple 7.2.5 On munit lÕespace vectoriel E despolyn™mesde degrŽ infŽrieur
ou Žgal ˆ 2 de la baseB0 = {1, x, x2}. En appliquant le procŽdŽ dÕorthogonalisa-
tion de Gram-Schmidt #abaseB0, trouver une base de E orthonormŽe pour le
produit scalaire dŽÞni pour f , g ∈ E par la formule

< f , g > =
# 1

0
f (t)g(t)dt.

Posonse0 = 1, e1 = x et e2 = x2. On a f 0 = e0, et ‖f 0‖2 =
%1

0 dt = 1.
DÕautrepart on a

< e1, f 0 > =
# 1

0
tdt =

1
2

,

donc f 1 = e1 − <e1 ,f0 >
‖f0‖2 f 0 = x − 1

2 . On a alors

‖f 1‖2 =
# 1

0
(t2 − t +

1
4

)dt =
1
3
− 1

2
+

1
4

=
1
12

=
=

1

2
√

3

> 2

,

< e2, f 0 > =
# 1

0
t2dt =

1
3

, < e2, f 1 > =
# 1

0

=
t3 − t2

2

>
dt =

1
4
− 1

6
=

1
12

.

On obtient

f 2 = e2 −
< e2, f 0 >
‖f 0‖2 f 0 −

< e2, f 1 >
‖f 1‖2 f 1 = x2 − 1

3
− x +

1
2

= x2 − x +
1
6

.

On a alors

‖f 2‖2 =
# 1

0

=
t2 − t +

1
6

> 2

dt =
# 1

0

=
t4 + t2 +

1
36
− 2t3 +

t2

3
− t

3

>
dt

=
1
5

+
1
3

+
1
36
− 1

2
+

1
9
− 1

6
=

36+ 60+ 5− 90+ 20− 30
180

=
1

180
=

=
1

6
√

5

> 2

.

La baseorthonormale cherchŽeest donc

B =
F

f 0

‖f 0‖
,

f 1

‖f 1‖
,

f 2

‖f 2‖

K
=

L
1,
√

3(2x − 1),
√

5(6x2 − 6x + 1)
M

.
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7.3 Pro jecti ons orthogonal es

Définition 7.3.1 Soit (E , < ., . > un espace vectoriel euclidien, et soit A une
partie non vide de E.

On poseA⊥ := {x ∈ E | < x, y > = 0 ∀x ∈ A}.
Autrement dit A⊥ est lÕensemble desy ∈ E qui sont orthogonauxˆ tous les

ŽlŽmentsde A. LÕensemble A⊥ est appelŽ lÕorthogonal de A.

Proposition 7.3.2 1) {0}⊥ = E, et E⊥ = {0}.
2) A⊥ est un sousespace vectoriel de E , A ⊂

B
A⊥

C⊥
, et ou bien A∩A⊥ = ∅,

ou bien A ∩ A⊥ = {0}.

DŽmonstration : 1) Il est clair que {0}⊥ = E, et que 0 ∈ E⊥. DÕautrepart
si x ∈ E⊥, alors x ⊥ x, donc ‖x‖2 = 0, et x = 0.

2) Soit x ∈ E. Posons #x (y ) = < x, y > pour y ∈ E. il rŽsulte de la
dŽÞnition desproduits scalairesque #x : E → E est linŽaire, et par consŽquent
A⊥ = ∩x∈AK er(#x ) est un sous-espacevectoriel de E . Il est clair que si x ∈ A
on a x ⊥ y pour tout y ∈ A⊥, et par consŽquent A ⊂

B
A⊥

C⊥
.

Si x ∈ A ∩ A⊥, on a < x, x > = 0, donc x = 0. ♣

LÕintŽr•t desbasesothonormales(BON) vient du fait quÕelles permettent de
ramenerlescalculsdeproduit scalairedansun espaceeuclidienquelconquê des
calculs dans R n, identiÞŽ ˆ Mn,1(R ), muni de son produit scalairecanonique,

dŽÞnipour X =

,

-
-
-
.

x1

.

.

.
xn

/

0
0
0
1
∈ R n et Y =

,

-
-
-
.

y1

.

.

.
yn

/

0
0
0
1
∈ R n par la formule

< X , Y > =
n!

j=1

xjyj = t X .Y (7.3)

On a le rŽsultat suivant.

Proposition 7.3.3 Soit E += {0} un espace euclidien de dimension Þnie et soit
B = {e1, ..., en} une baseorthonormale de E. On a alors, pour x ∈ E

x =
n!

j=1

< x, ej > ej . (7.4)

En part iculier si x , y ∈ E, et si xB =

,

-
-
-
.

< x, e1 >
.
.
.

< x, en >

/

0
0
0
1

et yB =

,

-
-
-
.

< y , e1 >
.
.
.

< y , en >

/

0
0
0
1

dŽsignentles vecteurs colonnes formŽs des coordonnŽes de x et y dans la base
B, on a
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< x, y > = < xB, yB > =
n!

j=1

< x, ej >< y, ej > = t xByB (7.5)

DŽmonstration : Soit x ∈ E, et posons u =
" n

j=1 < x, ej > ej . Pour
1 ≤ p ≤ n, on a < x − u, ep > = < x, ep > −

" n
j=1 < x, ej >< ej , ep > = <

x, ep > − < x, ep > = 0. Donc x − u ∈ E⊥ = {0}, et x = u.
On a alors, pour x, y ∈ E,

< x, y > =

,

.
n!

j=1

< x, ej > ej

/

1

I
n!

k=1

< y , ek > ek

J

=
!

1≤j≤n,1≤k≤n

< x, ej >< y, ek >< ej , ek > =
n!

j=1

< x, ej >< y, ej > .

♣
Rappelonsquesi F et G sont deux sous-espacesvectorielsdÕunespacevecto-

riel E , on poseF + G = {y + z}y∈F,z∈G. Si F ∩G = {0}, tout ŽlŽment x deF + G
sÕŽcritde mani•re unique sous la forme x = xF + xG, avec xF ∈ F, xG ∈ G.
Dans ce cason Žcrit F ⊕G au lieu de F + G. Les applications PF,G : x "−→ xF

et PG,F : x "−→ xG sont linŽaires et sont appelŽesprojection de F ⊕ G sur F
parall•lement ˆ G et projection de F ⊕ G sur G parall•lement ˆ F. On a alors
(voir le Chapitre 1 du prŽsent cours)

PF,G + PG,F = I F⊕G, PF,G ◦PF,G = PF,G, PG,F ◦PG,F = PG,F , I m(PF,G) =
K er(PG,F ) = F, I m(PG,F ) = K er(PF,G) = G.

On a lÕimportant rŽsultat suivant

Théorème 7.3.4 Soit E un espace vectoriel euclidien, et soit F un sous-espace
vectoriel de dimension Þnie de E.

1) On a E = F ⊕ F⊥, et [F⊥]⊥ = F.
2) PosonsPF = PF,F & , PF & = PF & ,F . On a les propriŽtŽssuivantes, pour

x ∈ E,
(i) ‖x‖2 = ‖PF (x)‖2 + ‖PF & (x)‖2.
(ii) Si F += {0}, on a

PF (x) =
p!

j=1

< x, ej > ej , (7.6)

o• {e1, ..., ep} est une baseorthonormale quelconquede F.

DŽmonstration : Si F = {0}, F⊥ = E, PF = 0, PF & = I E et il nÕŷ rien
ˆ dŽmontrer. Supposonsmaintenant que F += {0}, et soit {e1, ..., ep} une base
orthonormale de E. Soit x ∈ E, et posonsu =

" p
j=1 < x, ej > ej . De m•me

que plus haut on voit que < x − u, ek > = 0 pour 1 ≤ k ≤ n, ce qui montre
que x − u ∈ F⊥. Comme u ∈ F, on voit que x = u + (x − u) ∈ F + F⊥. Donc
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F + F⊥ = E. Comme F ∩F⊥ = {0}, on a E = F ⊕F⊥, et on vient de montrer
quePF (x) = u =

" p
j=1 < x, ej > ej , et quePF & (x) = x−u. Commeu ⊥ x−u,

on a bien ‖x‖2 = ‖PF (x)‖2 + ‖PF & (x)‖2, et la condition 2) est vŽriÞŽe.
♣

7.4 Chapi tr e 7 sous Mupad

On peut Žvidemmente!ectuer sousMupad le procŽdŽdÕorthogonalisationde
Gram-Schmidt dans R n. On proc•de en deux temps

1) Apr•s avoir Žtabli la liste dÕŽlŽments de R n concernŽe,en dŽclarant ces
ŽlŽments commematrices unilignes ou commematr icesunicolonnes,on applique
la commande

linalg : :orthog(.)

pour obtenir une famille orthogonale.
On applique ensuite la commandemap(.,linalg : :normalize)

pour remplacer les vecteursorthogonaux de la premi•re famille par des vecteurs
de norme 1 qui leur sont proportionnels. On peut e!ectuer les deux opŽrations
en m•me temps gr‰cê la commandemap(linalg : :orthog(.),linalg : :normalize)
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M: =Dom: : Mat r i x( ) ;
S: =[ M( [ 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1] ) , M( [ 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8] ) , M( [ 1, 12, 33, 44, 55, 66, 77, 88] ) ] ;
U: =l i nal g: : or t hog( S) ;

Dom::Matrix()
!
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++
+++
++
+++
++
+++
++
,

V: =map( U, l i nal g: : nor mal i ze) ;

         - -  +-       - +  +-            - +  +-                   - + - -
         |   |    1/ 2  |   |        1/ 2   |   |        1/ 2    1/ 2   |   |
         |   |   8     |   |      42      |   |       7    450      |   |
         |   |   - - - -   |   |    -  - - - - -    |   |     -  - - - - - - - - - - -    |   |
         |   |     8   |   |        12    |   |           180       |   |
         |   |         |   |              |   |                     |   |
         |   |    1/ 2  |   |         1/ 2  |   |         1/ 2    1/ 2  |   |
         |   |   8     |   |     5 42     |   |     11 7    450     |   |
         |   |   - - - -   |   |   -  - - - - - - -   |   |   -  - - - - - - - - - - - - - -   |   |
         |   |     8   |   |        84    |   |          1260       |   |
         |   |         |   |              |   |                     |   |
         |   |    1/ 2  |   |        1/ 2   |   |        1/ 2    1/ 2   |   |
         |   |   8     |   |      42      |   |    13 7    450      |   |
         |   |   - - - -   |   |    -  - - - - -    |   |    - - - - - - - - - - - - - -    |   |
         |   |     8   |   |        28    |   |         1260        |   |
         |   |         |   |              |   |                     |   |
         |   |    1/ 2  |   |        1/ 2   |   |       1/ 2    1/ 2    |   |
         |   |   8     |   |      42      |   |      7    450       |   |
         |   |   - - - -   |   |    -  - - - - -    |   |      - - - - - - - - - - -     |   |
         |   |     8   |   |        84    |   |          140        |   |
         |   |         | ,  |              | ,  |                     |   |
         |   |    1/ 2  |   |       1/ 2    |   |       1/ 2    1/ 2    |   |
         |   |   8     |   |     42       |   |      7    450       |   |
         |   |   - - - -   |   |     - - - - -     |   |      - - - - - - - - - - -     |   |
         |   |     8   |   |       84     |   |          252        |   |
         |   |         |   |              |   |                     |   |
         |   |    1/ 2  |   |       1/ 2    |   |       1/ 2    1/ 2    |   |
         |   |   8     |   |     42       |   |      7    450       |   |
         |   |   - - - -   |   |     - - - - -     |   |      - - - - - - - - - - -     |   |
         |   |     8   |   |       28     |   |          1260       |   |
         |   |         |   |              |   |                     |   |
         |   |    1/ 2  |   |        1/ 2   |   |        1/ 2    1/ 2   |   |
         |   |   8     |   |    5 42      |   |       7    450      |   |
         |   |   - - - -   |   |    - - - - - - -    |   |     -  - - - - - - - - - - -    |   |
         |   |     8   |   |       84     |   |           420       |   |
         |   |         |   |              |   |                     |   |
         |   |    1/ 2  |   |       1/ 2    |   |        1/ 2    1/ 2   |   |
         |   |   8     |   |     42       |   |       7    450      |   |
         |   |   - - - -   |   |     - - - - -     |   |     -  - - - - - - - - - - -    |   |
         |   |     8   |   |       12     |   |           180       |   |
         - -  +-       - +  +-            - +  +-                   - + - -
�
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7.5 Exerci ces sur le Chapi tre 7

exercice 1

Soit AB CD un parallŽlogrammedu plan usuel. En utilisant la Proposition
7.2.3 , montrer que AB 2 + B C2 + CD 2 + DA2 = AC 2 + B D 2.

exercice 2

Soit E lÕespacevectoriel desfonctions continueset pŽriodiquesde pŽriode 2'
sur R , que lÕonmunit du produit sacalaire dŽÞnipour f , g ∈ E par la formule

< f , g > =
1

2'

# 2π

0
f (t)g(t)dt.

On dŽÞnit e1, e2, e3 ∈ E par les formules

e1(t) = 1, e2(t) = cos(t), e3(t) = cos2(t).

DŽterminer la famille orthonormale obtenue en appliquant ˆ {e1, e2, e3} le
procŽdŽdÕorthonormalisationde Gram-Schmidt.

exercice 3

On consid•re lÕespacevectoriel E des fonctions continues et pŽriodiques de
pŽriode 2' sur R , muni du produit sacalaireintro duit ˆ la question prŽcŽdente.
On poseu0(t) = 1, et, pour n ≥ 1,

un(t) = cos(nt ), vn(t) = sin (nt ).

1) Montrer que la famille B := (∪n≥0un) ∪ (∪n≥1vn) est une famille ortho-
normale dÕŽlŽments de E .

2) Pour p ≥ 1, on note Fp le sous-espacevectoriel de E engendrŽ par
{u0, ..., up} ∪ {v1, ..., vp}. Soit P la projection orthogonale de E sur Fp. En uti-
lisant une formule du cours, expliciter P(f )(x) pour f ∈ E , x ∈ R . Quel est le
lien entre le polyn™metrigonomŽtrique P(f ) et la sŽriede Fourier de f ?

exercice 4

Soit F lÕimagede R 3 par lÕapplicationu : X "−→

,

.
1 1 1
2 −1 2
1 0 1

/

1 X .

Trouver une base orthogonale de F, et calculer la matrice reprŽsentant la
projection orthogonale de R 3 sur F par rapport ˆ la basecanoniquede R 3.

exercice 5
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En sÕaidant de Mupad, rŽpondre aux m•mes questions que dans lÕexercice
prŽcŽdent pour G := {AX }X∈R 8 , avec

A =

,

-
-
-
-
-
-
-
-
-
.

1 1 1 1 1 1 1 1
1 2 3 4 5 6 7 8
8 7 6 5 4 3 2 1
1 3 5 7 9 11 13 15
15 13 11 9 7 5 3 1
1 4 7 10 13 16 19 22
22 19 16 13 10 7 4 1
1 5 9 13 17 21 25 29

/

0
0
0
0
0
0
0
0
0
1

.

exercice 6
Dans le plan a"ne euclidien rapportŽ ˆ un rep•re orthonormŽ (O,.i, .j ) on

consid•re la droite D dÕŽquation

ax + by+ c = 0,

avec (a, b) += (0, 0).

1) Ecrire lÕŽquationde la droite perpendiculaire ˆ D et passant par le point
M 0 de coordonnŽes(x0, y0).

2) En dŽduire que la distance de M 0 ˆ la droite D est donnŽepar la formule

d(M 0, D) =
|ax0 + by0 + c|√

a2 + b2
.

exercice 7
DanslÕespacea"ne euclidienusuelrapportŽ ˆ un rep•re orthonormŽ(O,.i, .j , .k),

on consid•re le plan P dÕŽquation

ax + by+ cz + d = 0,

avec (a, b,c) += (0, 0, 0).

1) Ecrire lÕŽquationde la droite perpendiculaire ˆ P et passant par le point
M 0 de coordonnŽes(x0, y0, z0).

2) En dŽduire que la distance de M 0 au plan D est donnŽepar la formule

d(M 0, P) =
|ax0 + by0 + cz0 + d|√

a2 + b2 + c2
.

exercice 8
DanslÕespacea"ne euclidienusuelrapportŽ ˆ un rep•re orthonormŽ(O,.i, .j , .k),

on consid•re les droites D1 et D2 dÕŽquationsparamŽtrŽes
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2
3

4

x = x0 + !u 0

y = y0 + !v 0

z = z0 + !w 0
2
3

4

x = x1 + !u 1

y = y1 + !v 1

z = z1 + !w 1

On supposeD1 et D2 non parall•les. Donner lÕŽquationde la perpendiculaire
commune ˆ D1 et D2.



Chapitre 8

Matrices symŽtriques,
matrices orthogonales

8.1 Matri ces symŽtri ques

Définition 8.1.1 (i) Si A = (ai,j)1# i # m
1# j # n

∈ Mm,n(K ), on appelle transposée
de A la matrice

tA = (aj,i) 1# j # n
1# i # m

∈Mn,m(K )

obtenueen Žchangeant les lignes et les colonnesde A.
(ii) On dit que B ∈Mn(K ) est symétrique si B = t B .

Il estclair quelÕapplicationA "−→t A estuneapplication linŽairedeMm,n(K )
sur Mn,m(K ), et que si A ∈Mm,n(K ), on a

t(tA) = A. (8.1)

DÕautrepart si Mm,n(K ), et si B ∈Mn,p(K ), on a

t(AB ) = (tB )( tA) ∈Mp,m(K ). (8.2)

EnÞn si P ∈Mn(K ), alors det(P) = det(tP). En parti culier P et sa trans-
posée ont le même polynôme caractéristique.

Dans toute la suite on munit R n, identiÞŽ ˆ Mn,1(R ), du produit scalalre
canoniquedŽÞnipour X , Y ∈ R n par la formule

< X , Y > = t X .Y,

et on note ‖X ‖2 :=
√

< X , X > la norme euclidienne associŽesur R n. On
peut Žtendrece produit scalaireen une "f orme hermitienne" sur Cn identiÞŽ ˆ
Mn,1(C) en posant, pour X , Y ∈ Cn,

< X , Y > = t X .Y ,

147
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o• A = (ai,j)1# i # m
1# j # n

∈Mm,n(K ) pour A = (ai,j)1# i # m
1# j # n

∈Mm,n(K ).

Il est clair que < X , X > =
n"

k=1
|xk|2 > 0 si X =

,

-
-
-
.

x1

.

.

.
xn

/

0
0
0
1
∈ Cn \ {0}.

On va montrer quetoute matrice symŽtriquerŽelleest diagonalisable, et plus
prŽcisŽment que si A ∈ Mn(R ) est symŽtrique il existe une baseorthonormale
de R n formŽede vecteurspropres de A. Nous aurons besoinde trois lemmes.

Lemme 8.1.2 Soit A ∈Mn(R ) une matrice symŽtriquerŽelle. Alors toutes les
valeurs propres de A sont rŽelles (autrement dit le poly™mecaractŽristique de A
est scindŽsur R ).

DŽmonstration : Soit ! ∈ C une valeur propre de A et soit X ∈ Cn \ {0}
tel que AX = !X . On a ! tX = t (!X ) = (tX )( tA) = (tX )A, et AX = A X =
(AX ) = ø! X . On obtient

! < X , X > = (! tX )X = (tX A)X = (tX )(AX ) = (tX )( ø! X ) = ! < X , X > .

Comme X += 0, on a < X , X > += 0, et ! = ø!, ce qui montre que ! ∈ R . ♣

On dira que deux sous-espacesE et F de R n sont orthogonaux, et on note
E ⊥ F, si < x, y > = 0 pour tout x ∈ E et pour tout y ∈ F, cequi est Žquivalent
ˆ lÕuneou lÕautredesconditions E ⊂ F⊥ ou F ⊂ E⊥. On a le rŽsultat suivant.

Lemme 8.1.3 Soit A ∈ Mn(R ), une matrice symŽtrique, Si ! et µ sont deux
valeurs propres rŽelles distinctes de A, alors les sous-espaces propres Eλ et Eµ

sont orthogonaux.

DŽmonstration : Soit X ∈ Eλ, et soit Y ∈ Eµ. On a

(µ − ! ) < X , Y > = t X (µY ) −t (!X )Y = t X AY −t X tAY = 0,

ce qui donne < X , Y > = 0, puisque ! += µ. ♣

Lemme 8.1.4 Soit A ∈ Mn(R ) une matrice symŽtrique. Si A est nilpotente,
alors A = 0.

DŽmonstration : Supposons que A est symŽtrique. On a, pour X ∈ R n,

‖AX ‖2
2 = < AX , AX > = t X tAAX = t X A2X = < X , A2x >≤ ‖X ‖2‖A2X ‖2.

Donc si on poseKer(B ) = {X ∈ R n | B X = 0} pour B ∈ Mn(R ), on voit
que Ker(A2) ⊂Ker(A). Comme lÕinclusionKer(A) ⊂Ker(A2) est touj ours vŽri-
ÞŽe,on a en fait Ker(A2) = Ker(A). Soit maintenant m ≥ 1. On a Ker(Am+1 ) =
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{X ∈ R n | Am−1X ∈ Ker(A2)} = {X ∈ R n | Am−1X ∈ Ker(A)} = Ker(Am),
et on voit que Ker(Am) = Ker(A) pour tout m ≥ 1. En particulier si A est ˆ la
fois symŽtrique et nilpotente on a Ker(A) = R n, de sorte que A = 0. ♣

On a alors le thŽor•me suivant.

Théorème 8.1.5 Soit A ∈ Mn(R ) une matrice symŽtrique. Alors A est dia-
gonalisable sur R , et il existe une baseorthonormale de R n formŽe de vecteurs
propres de A.

DŽmonstration : Comme le polyn™mecaractŽristique de A est scindŽ sur
R , A admet une dŽcomposition de Jordan sur R , et il existe un unique couple
(D , N ) de matrices carrŽesrŽellesˆ n lignes et n colonnesvŽriÞant

(i) A = D + N,
(ii) D est diagonalisablesur R , et N est nilpotente,
(iii) N D = DN.
Il rŽsulte de la formule 8.2 que tD est diagonalisable sur R , que tN est

nilpotente, et que tN tD = t (DN ) = t (N D) = t D tN. CommeA = t A = t D + tN,
il rŽsulte de lÕunicitŽde la dŽcompositio n de Jordan que D = t D et N = t N.
Il rŽsulte alors du lemme 8.1.4 que N = 0, et A = D est diagonalisable sur
R . Par consŽquent si ! 1, ..., ! k sont les valeurs propres distinctes de A, et si
Bj est une basede Eλj pour 1 ≤ j ≤ k, alors ∪1≤j≤kBj est une basede R n

formŽede vecteurs propres de A. En utilisant le procŽdŽdÕorthonormalisation
de Gram-Schmidt on peut trouver pour tout j ≤ k une baseorthonormale Bj

de Eλj , et il rŽsulte alors du lemme 8.1.3 que B := ∪1≤j≤kBj , qui est une base
de E formŽede vecteurspropres de A, est orthonormale. ♣

8.2 Matri ces orthogonal es

On vient de voir que si A ∈Mn(R ) est symŽtrique, il existe une matrice in-
versible P ∈Mn(R ) telle que P−1AP soit diagonaledont les colonnesforment
une base orthonormale de R n. Le rŽsultat suivant donne une description com-
pl•te de ce type de matrices.

Théorème 8.2.1 Soit B ∈ Mn(R ). Alors les conditions suivantes sont Žqui-
valentes.

(1) Les colonnesde B forment une baseorthonormale de R n.
(2) Les lignes de B forment une baseorthonormale de R n.
(3) tB B = I n.
(4) B tB = I n.
(5) B est inversible, et B−1 = t B .
(6) < B X , B Y > = < X , Y > pour tout couple (X , Y ) dÕŽlŽmentsde R n.
(7) ‖B X ‖2 = ‖X ‖2 pour tout X ∈ R n.
Dans ce cas on dit que la matrice B est orthogonale, et det(B ) ∈ {−1, 1}.

DŽmonstration : Soient L 1, ..., Ln les lignes de B , indexŽesde mani•re crois-
sante de haut en bas,et soient C1, ..., Cn lescolonnesde B , indexŽesde mani•re
croissante de gauche ˆ droite. On a
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tB B = (< Ci, Cj > ) 1# i # n
1# j # n

, B tB = (< L i, L j > ) 1# i # n
1# j # n

,

ce qui prouve que (1) est Žquivalent ˆ (3) et que (2) est Žquivalent ˆ (4).
DÕautrepart si (3) ou (4) est vŽriÞŽalors det(B ) += 0, donc B est inversible et
danscecasB−1 coincideaveclÕinverseˆ gaucheou ˆ droite deB , cÕest̂ dire que
B−1 = t B . Donc (3) ou (4) impliquent (5). Comme (5) implique trivialement
(3) et (4) on voit que les conditions (1), (2), (3), (4) et (5) sont Žquivalentes.
DÕautrepart si (3) est vŽriÞŽ on a det(B )2 = det(tB )det(B ) = det(I n) = 1, donc
det(B ) ∈ {−1, 1}.

Supposonsmaintenant que (3) est vŽriÞŽ,et soient X , Y ∈ R n. On a

< B X , B Y > = t X tB B Y = t X Y = < X , Y >,

donc (6) est vŽriÞŽ.Supposonsmaintenant que (6) est vŽriÞŽ,et soit {e1, ..., en}
la basecanoniquedeR n. On a Cj = B ej , doncon a < Ci, Cj > = < B ei, B ej > =
" i,j pour 1 ≤ i ≤ n, 1 ≤ j ≤ n, " i,j dŽsignant le symbole de Kronecker. Ceci
montre que la condition (1) est vŽriÞŽe,et les conditions (1), (2), (3), (4), (5)
et (6) sont Žquivalentes.

Il est clair que (6) implique (7). Supposonsmaintenant que (7) est vŽriÞŽ,et
soient X , Y ∈ R n. On a

< B X , B Y >

=
1
4

(< B (X + Y), B (X + Y) > − < B (X − Y), B (X − Y) > )

=
1
4

;
‖B (X + Y)‖2

2 − ‖B (X − Y)‖2
2

<

=
1
4

;
‖X + Y‖2

2 − ‖X − Y‖2
2

<
=

1
4

(< X + Y, X + Y > − < X − Y, X − Y > )

= < X , Y >,

et on voit que les conditions (6) et (7) sont Žquivalentes, ce qui ach•ve la
dŽmonstration.♣

On a intro duit au Chapitre 2 la matrice PB,B! reprŽsentant une famille B′
de n ŽlŽments dÕunespacevectoriel de dimension n ≥ 1 muni dÕunebaseB. On
sait que B′ est une basede E si et seulement si PB,B! est inversible, et dans ce
casPB,B! est appelŽematrice de passagedeB ˆ B′. Le corollaire suivant montre
que si E est euclidien, et si B est une baseorthonormale de E, alors une autre
baseB′ de E est orthonormale si et seulement si la matrice de passagede B ˆ
B′ est orthogonale.

Corollaire 8.2.2 Soit E un espace euclidien de dimension Þnie, soit B =
{e1, ..., en} une base orthonormale de E et soit B′ = {e′1, ..., e′n} une famile
de n ŽlŽmentsde E. Alors les conditions suivantessont Žquivalentes

(i) B′ est une baseorthonormale de E.
(ii) La matrice PB,B! reprŽsentantB′ dans la baseB est orthogonale.
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DŽmonstration : Soit P = PB,B! , et soient P1, ..., Pn les colonnesde P, de
sorte que Pj est formŽedes coordonnŽesde e′j dans la baseB. Comme B est
orthonormale, il rŽsulte de la proposition 7.3.3 que < e′i, e′j > = < Pi, Pj >
pour 1 ≤ i ≤ n, 1 ≤ j ≤ n. Autrement dit la famille B′ est orthonormale si et
seulement si la matrice P estorthogonale,et danscecasB′ estautomatiquement
une basede E. ♣

Notons que le rŽsultat ci-dessuspermet de simpliÞer notablement les calculs
concernant la diagonalisation dÕunematrice symŽtrique A : en construisant une
base orthonormale de R n formŽe de vecteurs propres de A, on obtient une
matrice orthogonale P telle que P−1AP soit diagonale,et le calcul de P−1 est
immŽdiat puisque P−1 = t P.

Exemple 8.2.3 Diagonaliser A =

,

.
1 −2 1
−2 1 1
1 1 −2

/

1 .

On a,

pA = −

:
:
:
:
:
:

1− x −2 1
−2 1− x 1
1 1 −2− x

:
:
:
:
:
:

= −

:
:
:
:
:
:

−x −2 1
−x 1− x 1
−x 1 −2− x

:
:
:
:
:
:

= x

:
:
:
:
:
:

1 −2 1
1 1− x 1
1 1 −2− x

:
:
:
:
:
:

= x

:
:
:
:
:
:

1 −2 1
0 3− x 0
0 3 −3− x

:
:
:
:
:
:

= x(x − 3)(x + 3).

Donc A admet 0, 3 et −3 commevaleurs propres simples. On a

A2 =

,

.
1 −2 1
−2 1 1
1 1 −2

/

1

,

.
1 −2 1
−2 1 1
1 1 −2

/

1 =

,

.
6 ∗ ∗
−3 ∗ ∗
−3 ∗ ∗

/

1 ,

(A + 3I )(A − 3I ) = A2 − 9I =

,

.
−3 ∗ ∗
−3 ∗ ∗
−3 ∗ ∗

/

1 ,

A(A + 3I ) = A2 + 3A =

,

.
9 ∗ ∗
−9 ∗ ∗
0 ∗ ∗

/

1 ,

A(A − 3I ) = A2 − 3A =

,

.
3 ∗ ∗
3 ∗ ∗
−6 ∗ ∗

/

1 .

On sait que les sous-espacespropres E0, E3 et E−3 sont respectivement
engendrŽspar lescolonnesdesmatrices (A + 3I )(A−3I ), A(A + 3I ) et A(A−3I ),
qui sont Žvidemment ici de rang 1 puisque les trois valeurs propres de A sont
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simples. Donc

2
3

4

,

.
1
1
1

/

1 ,

,

.
1
−1
0

/

1 ,

,

.
1
1
−2

/

1

N
O

P
, qui est Žvidemment orthogonale, est

formŽede vecteurs propres de A, et on obtient une baseorthonormale de R n

formŽede vecteurspropres de A en posant

B :=

2
?3

?4

,

-
.

1√
3

1√
3

1√
3

/

0
1 ,

,

.

1√
2

− 1√
2

0

/

1 ,

,

-
.

1√
6

1√
6

− 2√
6

/

0
1

N
?O

?P
.

Posons

P =

,

-
.

1√
3

1√
2

1√
6

1√
3

− 1√
2

1√
6

1√
3

0 − 2√
6

/

0
1 de sorte que P−1 = t P =

,

-
.

1√
3

1√
3

1√
3

1√
2

− 1√
2

0
1√
6

1√
6

− 2√
6

/

0
1 .

On a alors P−1AP =

,

.
0 0 0
0 3 0
0 0 −3

/

1 , et A = P

,

.
0 0 0
0 3 0
0 0 −3

/

1 P−1.

Le corollaire prŽcŽdent permet Žgalement dÕorienter un espacevectoriel eu-
clidien E de dimension Þnie ˆ partir dÕunebaseorthonormaleB0 de E : on dira
quÕunebaseorthonormale de E est directe si le dŽterminant de la matrice de
passagePB0 ,B est Žgal ˆ 1, et on dira que la baseorthonormale B est indirecte
si detPB0 ,B = −1.

On dŽduit Žgalement du thŽor•me 8.2.1le rŽsultat suivant, o• lÕespaceeucli-
dien considŽrŽest muni de la norme euclidienneassociŽeˆ sonproduit sacalaire.

Corollaire 8.2.4 Soient E un espace euclidiens de dimension Þnie n ≥ 1, soit
B une baseorthonormale de E, et soit u : E → E une application linŽaire. Alors
les trois conditions suivantessont Žquivalentes

(i) ‖u(.x)‖ = ‖.x‖ pour tout .x ∈ E.
(ii) < u(.x), u(.y) > = < .x, .y > pour tout couple (.x, .y) dŽlŽmentsde E.
(iii) La matriceMu,B reprŽsentantu par rapport ˆ la baseB est orthogonale.

DŽmonstration : PosonsA := Mu,B, soient .x, .y ∈ E, et soient X et Y les
matrices unicolonnesformŽesdes coordonnŽesde .x et .y dans la baseB. Alors
AX et AY sont les matrices unicolonnes formŽesdes coordonnŽesde u(.x) et
u(.y) dans la baseB, et il rŽsulte de la proposition 7.3.3 que lÕona

< .x, .y > = < X , Y >, < u(.x), u(.y) > = < AX , AY >,

et le corollaire rŽsulte immŽdiatement du thŽor•me 8.2.1.♣

On a plus gŽnŽralement le rŽsultat suivant.
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Proposition 8.2.5 Soient E += 0 et F += 0 deux espaces euclidiens de dimen-
sion Þnie n ≥ 1, soit B0 une base orthonormale de E, soit B1 une base ortho-
normale de F, soit u : E → F une application linŽaire, et soit A := Mu,B0 ,B1 la
matrice reprŽsentantu par rapport aux basesB0 et B1. Alors les trois conditions
suivantessont Žquivalentes

(i) ‖u(.x)‖ = ‖.x‖ pour tout .x ∈ E.
(ii) < u(.x), u(.y) > = < .x, .y > pour tout couple (.x, .y) dŽlŽmentsde E.
(iii) tAA = I n, o• n = dim(E).
Dans ce cas on dira que u est une isométrie vectorielle de E dans F.

DŽmonstration : Il est clair que (ii) implique (i), et on a pour .x, .y ∈ E,

< .x, .y > =
1
4

;
‖.x + .y‖2 + ‖.x − .y‖2<

,

< u(.x), u(.y) > =
1
4

;
‖u(.x) + u(.y)‖2 + ‖u(.x) − u(.y)‖2<

,

cequi de m•me que dans la dŽmonstration du thŽor•me 8.2.1montre que (i)
et (ii) sont en fait Žquivalents.

Soient maintenant .x, .y ∈ E, et soient X et Y lesmatr icesunicolonnesformŽs
des coordonnŽesde .x et .y dans la baseB0, de sorte que AX et AY sont les
matrices unicolonnesformŽesdescoordonnŽesde u(.x) et u(.y) dans la baseB1.
Il rŽsulte du lemme 7.3.3 que lÕona

< .x, .y > = t X Y, < u(.x), u(.y) > = t (AX )AY = t X tAAY.

Donc (iii) implique (ii ). DÕautrepart si (ii) est vŽriÞŽon a tX Y = t X (tAA )Y
pour tout couple (X , Y ) dŽlŽments de Rn. On voit alors que tAAY − Y ∈
(Rn)⊥ = {0} pour tout Y ∈ R n. En appliquant ceci ˆ la base canonique de
R n on voit que toutes les colonnesde tAA et I n coincident et on voit que (ii)
implique (iii), ce qui ach•ve la dŽmonstration.♣

Exemple 8.2.6 Matrice reprŽsentant le retournement R (rotation vectoriel le
dÕangle ' ) ayant pour axe la droite vectoriel le engendrŽe par .i − .j + .k dans
lÕespace vectoriel euclidien usuel E de dimension 3 usuel rapportŽ ˆ une base
orthonormŽe B = {.i, .j , .k}.

LÕespacevectoriel E est lÕespacevectoriel associŽˆ lÕespacea"ne E euclidien
de Terminale, que lÕonrapporte ˆ un rep•re (O,.i, .j , .k). On note D la droite issue
de O de vecteur directeur .i − .j + .k. On a alors R(

−−→
OM ) =

−−−→
OM ′, o• M ′ vŽriÞe

les deux conditions suivantes
1) M M ′ ⊥ D,
2) I ∈ D, o• I dŽsignele milieu de M M ′.
On a, en dŽsignant par (x, y, z) lescoordonnŽesde M et par (x ′, y′, z′) celles

de M ′,−−−→
M M ′ =

−−→
M O +

−−−→
OM ′ = (x ′ − x).i + (y′ − y).j + (z′ − z).k, et la condition 1)

donne
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1Õ)x ′ − x − y′ + y + z′ − z = 0.

DÕautrepart
−→
OI =

−−→
OM +

−−−→
OM ′

2 = x+ x!

2
.i + y+ y!

2
.j + z+ z!

2
.k. La condition 2)

donne
2
?3

?4

x+ x!

2 = !
y+ y!

2 = −!
z+ z!

2 = !

avec ! ∈ R .
On obtient alors la condition suivante, Žquivalente ˆ la condition 2
2Õ)x + x ′ = z + z′ = −y − y′.
En appliquant ceci ˆ .i, on a x = 1, y = z = 0, dÕo•
z′ = x ′ + 1 = −y′, x ′ − 1 + x ′ + 1 + x ′ + 1 = 0, x ′ = − 1

3 , y′ = − 2
3 , z′ = 2

3 ,
R(.i ) = − 1

3
.i − 2

3
.j + 2

3
.k. Comme les r™lesde.i et .k sont symŽtriques,on obtient

R(.k) = 2
3
.i − 2

3
.j − 1

3
.k. Dans le casde .j , on a y = 1, x = z = 0, et on obt ient

z′ = x ′ = −1− y′, −1− y′ − y′ + 1− 1− y′ = 0, y′ = − 1
3 , x ′ = z′ = − 2

3 ,
R(.j ) = − 2

3
.i − 1

3
.j − 2

3
.k.

On obtient

MR,B =

R(.i ) R(.j ) R(.k)

.i

.j

.k

,

-
-
-
-
-
.

− 1
3 − 2

3
2
3

− 2
3 − 1

3 − 2
3

2
3 − 2

3 − 1
3

/

0
0
0
0
0
1

qui est bien une matrice orthogonale.

8.3 Formes quadrati ques

Rappelons que les formes bilinŽaires symŽtriques ont ŽtŽ intro duites ˆ la
dŽÞnition 7.1.1.

Nous allons maintenant intro duire la notion de forme quadratique sur un
espacevectoriel rŽel. Comme on le verra plus loin, les formes quadratiques sur
R n sont tout simplement les polyn™meshomog•nesde degrŽ2 de n variables ˆ
coe"cien ts rŽels,et les formesquadratiquessur un espacevectoriel rŽelE de di-
mensionÞniesedŽcrivent de mani•re analogueen fonction de leurs coordonnŽes
par rapport ˆ une basequelconquede E.

Définition 8.3.1 Soit E un espace vectoriel rŽel. On dit quÕuneapplication
q : E → R est une forme quadratique sur E si q(.0) = 0, et si lÕapplication

(.x, .y) "−→ q(.x + .y) − q(.x − .y)

est une forme bilinŽaire symŽtriquesur E .
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Dans ce cas on pose, pour .x, .y ∈ E,

#q(.x, .y) =
1
4

(q(.x + .y) − q(.x − .y)) , (8.3)

de sorte que #q est Žgalement une forme bilinŽaire symŽtriquesur E .

Soit q est une forme quadratique sur E . Comme q(.0) = 0, en rempla•ant .x
et .y par %x

2 dans lÕidentitŽ 8.3 on obtient, pour .x ∈ E,

q(.x) = q
=

.x
2

+
.x
2

>
= 4#q

=
.x
2

,
.x
2

>
= #q (.x, .x) . (8.4)

Il est clair rŽciproquement que si # : E × E → R est une forme bilinŽaire
symŽtrique sur E , alors qφ : .x "−→ #(.x, .x) est une forme quadratique sur E ,
puisque#q! (.x, .y) = 1

4 (qφ(.x + .y) − qφ(.x − .y)) = 1
4 (#(.x + .y, .x + .y) − #(.x − .y, .x − .y)) =

#(.x, .y) pour .x, .y ∈ E. LÕapplicationq "−→ #q estdoncunebij ection delÕensemble
Q(E ) des formes quadratiques sur lÕensemble L 2(E , R ) des formes bilinŽaires
sur E .

Définition 8.3.2 Soit E += {0} un espace vectoriel rŽel de dimension Þnie, soit
# : E × E → R une forme bilinŽaire symŽtriquesur E , et soit B = {.e1, ..., .en}
une basede E.

On appelle matrice reprŽsentant# dans la baseB la matrice

M[φ,B] = (#(.ei, .ej)) 1# i # n
1# j # n

. (8.5)

Si q est une forme quadratique sur E , on pose

M[q,B] := M[φq ,B] (8.6)

et cette matrice est Žgalement appelŽe la matrice reprŽsentantla forme qua-
dratique q dans la baseB.

Les notations Žtant celles de la dŽÞnition ci-dessus,on a les rŽsultats ŽlŽ-
mentaires suivants.

Proposition 8.3.3 (i) La matrice M[φ,B] est lÕuniquematrice carrŽe M vŽri-
Þant, pour tout couple (.x, .y) dÕŽlŽmentsde E,

#(.x, .y) = t X BM YB, (8.7)

o• X B et YB dŽsignentles matrices unicolonnes formŽes descoordonnŽes de
.x et .y dans la baseB.

(ii) La matrice M[q,B] est lÕuniquematrice carrŽe symŽtrique M vŽriÞant,
pour tout .x ∈ E,

q(.x) = t X BM X B, (8.8)
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(iii) Si B1 est une autre base de E, on a pour les formes bilinŽaires symŽ-
triques et les formes quadratiques les "formul es de changementde base"

M[φ,B1 ] = t PB,B1M[φ,B]PB,B1 . (8.9)

M[q,B1 ] = t PB,B1M[q,B]PB,B1 . (8.10)

DŽmonstration : (i) Soient .x =
" n

i=1 xi.ei et .y =
" n

i=1 yi
.f i deux ŽlŽments

de E. On a

#(.x, .y) = #

&

(
n!

i=1

xi .ei,
n!

j=1

yj .ej

)

+ =
!

1# i # n
1# j # n

xiyj#( .ei, .ej)

=
n!

i=1

xi

&

(
n!

j=1

# (.ei, .ej) yj

)

+ = t X BM[φ,B]YB.

Si M = (mi,j) 1# i # n
1# j # n

estunematrice vŽriÞant la condition 8.7,on a, {U1, ..., Un}
dŽsignant la basecanoniquede R n, pour 1≤ i ≤ n, 1≤ j ≤ n,

#(.ei, .ej) = t UiM Uj = mi,j ,

et on voit que M = M[φ,B] .
(ii) Il rŽsulte de la dŽÞnition de M[q,B] que M[q,B] vŽriÞela condition 8.8.

RŽciproquement si une matrice symŽtriqueM ∈Mn(R ) vŽriÞela condition 8.8,
posons,pour .x, .y ∈ R ,

# (.x, .y) = t X BM YB.

Comme # (.y, .x) = t YBM X B = t (tX B(tM )YB) = t X BM YB, il est clair que #
estuneformebilinŽaire symŽtriquesur E , et on a par construction q(.x) = #(.x, .x)
pour tout .x ∈ E. Donc # = #q, et il rŽsulte alors de (i) que M = M[φ,B] =
M[q,B] , ce qui ach•ve la dŽmontration de (ii).

(iii) Soit maintenant B1 une autre basede E. Il rŽsulte des propriŽtŽs des
matrices de changement de baserappelŽesau Chapitre 2 que lÕona, pour .x, .y ∈
E, en posant P = PB,B1 , M = M[φ,B] ,

X B = PX B1 , t(X B) = t (X B1 )tP, YB = PYB1 ,

#(.x, .y) = t X BM YB = t (X B1 )tPM PYB1 ,

et la formule 8.9 rŽsulte de (i). La formule 8.10 est alors une consŽquence
immŽdiate de la formule 8.9 ♣
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On dŽduit de la formule 8.7 que si q est une forme quadratique sur E , et si
(qi,j) 1# i # n

1# j # n
est la matrice reprŽsentant q dans une baseB = {.e1, ..., .en} de E, on

a, pour .x =
" n

i=1 xi.ei ∈ E,

q(.x) =
!

1# i # n
1# j # n

qi,jxiyj =
n!

i=1

qi,ix2
i + 2

!

1# i # n
1# j <i

qi,jxixj

RŽciproquement si q : E → R est dŽÞniepar une formule du type

q

7
n!

i=1

xi.ei

8

=
n!

i=1

ai,ix2
i +

!

1# i # n
1# j <i

ai,jxixj , (8.11)

alors q est une forme quadratique sur E , et la matrice M[q,B] assocŽeˆ q
dans la baseB est dŽÞniepar la formule

M[q,B] = (qi,j) 1# i # n
1# j # n

,

avecqi,i = ai,i, qj,i = qi,j =
ai,j

2
pour 1≤ i ≤ n, 1≤ j < i. (8.12)

Autrement dit la forme bilinŽaire symŽtrique #q associŽeˆ q est donnŽepar
la formule

#

7
n!

i=1

xi.ei,
n!

i=1

yi.ei

8

=
1
2

!

1# i # n
1# j # n

ai,jxiyj +
1
2

n!

i=1

ai,ixiyi, (8.13)

avec ai,j = aj,i pour 1|ei ≤ n, 1≤ j ≤ n, i < j .
On voit donc que, comme on lÕavait indiquŽ plus haut, les formes quadra-

tiques sur R n sont tout simplement les polyn™meshomog•nesde degrŽ2 de n
variables ˆ coe"cien ts rŽels.

Nous illustrons les formules ci-dessusavec lÕexemplesuivant.

Exemple 8.3.4 La fonction q : (x, y, z) "−→ x2 + y2 + z2−xy −yz−zx est une
forme quadratique sur R 3, et sa matrice associŽe dans la basecanonique de R 3

est la matrice 1
2

,

.
2 −1 −1
−1 2 −1
−1 −1 2

/

1 .

On va maintenant intro duire la notion de rang dÕuneforme quadratique sur
un espacevectoriel rŽel de dimension Þnie.

Proposition 8.3.5 Soit q une forme quadratique sur un espace vectoriel rŽel de
dimension Þnie n ≥ 1, et soit #q la forme bilinŽaire symŽtriquesur E associŽe
ˆ q. Alors lÕensemble N (q) := {.x ∈ E | #q(.x, .y) = 0 ∀.y ∈ E} est un sous-
espace vectoriel de E . De plus si B est une base de E, et si M = M[q,B] est la
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matrice reprŽsentantq dans la baseB, alors le rang de la matrice M est Žgal ˆ
n- dim(N (q)) .

Le nombre n- dim(N (q)) est appelŽ le rang de la forme quadratique q, et ce
nombre est notŽ rang(q).

DŽmonstration : Pour .y ∈ E, posonsF%y = {.x ∈ E | #q(.x, .y) = 0}. Alors
F%y est un sous-espacevectoriel de E pour tout .y ∈ E, et N (q) = ∩%y∈EF%y est
Žgalement un sous-espacevectoriel de E .

Soit maintenant B une basede E et soit M = M[q,B] la matrice reprŽsentant
q dans la baseB. Pour .x ∈ E notons X B la matrice unicolonne formŽe des
coordonnŽesde .x dans la baseB. On a pour .x, .y ∈ E,

#q(.x, .y) = #q(.y, .x) = t YBM X B.

On voit donc que .x ∈ N (q) si et seulement si < Y, M X B > = 0 ∀Y ∈ R n,
lÕapplication(X , Y ) "−→< X , Y > dŽsignant le produit scalaire usuel sur R n.
Comme [R n]⊥ = {0} on voit que .x ∈ N (q) si et seulement si X B ∈ K er(M ) :=
{X ∈ R n | M X = 0}. Il rŽsulte du thŽor•me de la dimension pour les applica-
tions linŽairesdu Chapitre 2, appliquŽ ˆ lÕapplicationX "−→ M X sur R n, que
dim(K er(M )) + rang(M ) = dim(R n) = n. Comme lÕapplication.x "−→ X B est
un isomorphismelinŽairedeE sur R n, on obtient dim(N (q)) = dim(K er(M )) =
n−rang(M ), ce qui ach•ve la dŽmonstration.♣

Exemple 8.3.6 La forme quadratique q de lÕexemple 8.3.4 est de rang 2.

En e!et on sait que rang(q) = rang(A), o• A = 1
2

,

.
2 −1 −1
−1 2 −1
−1 −1 2

/

1 . Comme

la sommedestrois colonnesde A est nulle, det (A) = 0, et rang(A) ≤ 2. DÕautre

part B := 1
2

G
2 −1
−1 2

H
est une matrice carrŽeextraite de A, et det(B ) = 3

2 += 0,

donc rang(A) ≥ 2. On voit donc que rang(q) = rang(A) = 2.

On sÕintŽresse maintenant ˆ la diagonalisation des formes quadratiques sur
un espacevectoriel rŽel E de dimension Þnie. Plus prŽcisŽment on intro duit la
notion suivante.

Définition 8.3.7 Soit Q une forme quadratique sur un espace vectoriel rŽel
E += {0} de dimension Þnie. On dit quÕunebaseB de E est diagonalisante
pour q quand la matrice M[q,B] reprŽsentantq dans la baseB est diagonale.

On sait que de telles basesexistent : si B0 = {.e1, ..., .en} est une basequel-
conquede E, la matrice M 0 := M[q,B0 ] reprŽsentant q dans la baseB0 est sy-
mŽtrique, donc il existe une matrice orthogonaleP = (pi,j) 1# i # n

1# j # n
∈Mn(R ) telle

que tPM 0P = P−1M 0P soit diagonale.Posons .f j =
n"

i=1
pi,j.ei pour 1 ≤ j ≤ n,
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et soit B := { .f 1, ..., .f n}. On a alors PB0 ,B = P, donc B est une basede E, et on
a

M[q,B] = t PM 0P = P−1M 0P,

qui est diagonale,donc la baseB est diagonalisante pour q.
La diagonalisation dÕunematrice symŽtrique nŽcessitele calcul exact des

valeurs propres de cette matrice, ce qui nÕest pas possible dans Mn(R ) pour
n ≥ 5 (et en gŽnŽralfort compliquŽdansM3(R ) et M4(R )). Nous verronsplus
loin un procŽdŽplus simple,qui utilise uneidŽedeGauss,et qui permet dÕobtenir
desbasesdiagonalisantesassociŽeŝ desmatrices depassagenon nŽcessairement
orthogonales.Nousallons tout dÕabord dŽgagerune propriŽtŽ commune ˆ toutes
les basesde E diagonalisantes pour une forme quadratique donnŽe q sur E .

Théorème 8.3.8 (thŽor•me dÕinertiede Sylvester) Soit E += {0} un espace
vectoriel rŽel de dimension Þnie, et soit q une forme quadratique sur E . Si B est
une basede E diagonalisante pour q, on note respectivement n+ (q)B et n−(q)B
le nombre decoe! cients strictement positifs et strictement nŽgatifs de la matrice
M[q,B] reprŽsentantq dans la baseB.

Alors n+ (q)B et n−(q)B sont indŽpendants de la basediagonalisante B.
Le couple (n+ (q), n−(q)) := (n+ (q)B, n−(q)B) est appelŽ la signature de la

forme quadratique q, et on a r ang(q) := n+ (q) + n−(q).

DŽmonstration : Soit n = dim(E), soit F lÕensemble des sous-espacesvec-
toriels F de E tels que q(.x) > 0 pour tout .x ∈ F \ {0}, avec par convention
{0} ∈ F , et soit G lÕensemble dessous-espacesvectorielsG deE tels queq(.x) ≤ 0
pour tout x ∈ G. Soit F ∈ F , et soit G ∈ G. Si .x ∈ F ∩ G, on a q(.x) ≥ 0 et
q(.x) ≤ 0, donc q(.x) = 0, et .x = 0 puisque .x ∈ F. Donc F ∩G = {0}.

On a alors, dÕapr•sle "thŽor•me de la dimension" vu au Chapitre 1

dim(E) ≥ dim(F + G) = dim(F ) + dim(G) − dim(F ∩G) = dim(F ) + dim(G).
(8.14)

Si B est une basede E diagonalisante pour E , on poseB+ = {.x ∈ B | q(.x) >
0}, B− = {.x ∈ B | q(.x) ≤ 0}, et on note respectivement FB et GB les sous-
espacesvectorielsde E engendrŽspar B+ et B−, avec la convention que lÕespace
vectoriel engendrŽpar lÕensemble vide est lÕespacevectoriel rŽduit ˆ {0}. Si
B+ += ∅, la matrice associŽeˆ la restriction de q ˆ FB pour la baseB+ de FB est
diagonale ˆ coe"cien ts diagonaux strictement positifs, on voit que FB ∈ F , et
FB = {0} ∈ F si B+ est vide. On voit de m•me que GB ∈ G, et il est clair que
E = FB ⊕GB, et dim(FB)+ dim(GB) = n.

Soient maintenant B et B′ deux basesde E diagonalisantes pour q. Il rŽsulte
de la formule 8.14 que lÕona

dim(FB) ≤ n − dim(G′
B) = dim(F ′

B),

et en inversant les r™lesde B et B′ on voit quÕenfait n+ (q)B = dim(FB) =
dim(F ′

B) = n+ (q)B! . On a alors



160CHAPITRE 8. MATRI CESSYMƒTRIQUES, MATRICES ORTHOGONALES

n−(q)B = n+ (−q)B = n+ (−q)B! = n−(q)B.

Le fait que rang(q) = n+ (q) + n−(q) rŽsulte alors du fait que le rang dÕune
matrice diagonale ayant exactement p coe"cien ts diagonaux non nuls est Žgal
ˆ p. ♣

On va maintenant intro duire lÕalgorithmede Gauss, qui permet dÕobtenir
facilement des basesdiagonalisantes pour les formes quadratiques dŽÞniessur
un espacevectoriel rŽel de dimension Þnie. Nous allons intro duire tout dÕabord
la notion de forme linŽaire.

Définition 8.3.9 Une forme linŽaire sur un espace vectoriel rŽel est une appli-
cation linŽaire de E dans R .

LÕensemble L(E , R ) des formes linŽairessur E est un espacevectoriel pour
les lois usuellessur les applications linŽaires, intro duites au Chapitre 1, et sa
dimension est Žgaleˆ dim(E)dim(R ) = dim(E) si E est de dimension Þnie. Le
produit f g de deux formes linŽaires f et g sur E est dŽÞni pour .x ∈ E par la
formule

(f g)( .x) = f (.x)g(.x).

RemarquonsquÕunesommeÞniede produits de formeslinŽairessur E dŽÞnit
une forme quadratique sur E , voir lÕexercice 3.

LÕalgorithmede Gaussest basŽsur les observations suivantes.

Proposition 8.3.10 Soient f 1, ..., f n des formes linŽaires linŽairement indŽ-
pendantessur un espace vectoriel E , et soit (ai,j)1# i # n

1# j # i
une famil le de nombres

rŽels. On pose,

q =
!

1# i # n
1# j # i

ai,j f if j .

(i) Si ak,k = al,l = 0, et si ak,l += 0, avec l > k, posons gk = fk −ak ,l fl

2 ,
gl = fk + ak ,l fl

2 , gi = f i pour 1 ≤ i ≤ n, i += k, i += l. Alors les formes linŽaires
g1, ..., gn sont linŽairement indŽpendantes,et on a

q =
!

1# i # n
1# j # i

bi,jgigj ,

avec bi,j ∈ R pour 1≤ i ≤ n, bk,k = −1, bl,l = 1.
(ii) Si ak,k += 0, posons) = ak ,k

|ak ,k | ,

hk =
@
|ak,k|f k +

)

2
$
|ak,k|

&

(
!

1≤i<k

ak,if i +
!

k<i≤n

ai,kf i

)

+ ,
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hi = f i pour 1≤ i ≤ n, i += k. Alors les formes linŽaires h1, ..., hn sont linŽaire-
ment indŽpendantes,et on a

q =
!

1# i # n
1# j # i

ci,jhihj ,

avec ci,j ∈ R pour 1 ≤ i ≤ n, ck,k = ), ck,i = cj,k = 0 pour 1 ≤ i < k, k <
j ≤ n.

DŽmonstration : (i) Comme ak,l += 0 les espacesvectoriels engendrŽspar
{f k, f l} et {gk, gl} coincident, donc lÕespacevectoriel engendrŽpar la famille
{g1, ..., gn} est de dimension n, ce qui montre que cette famille est libre. Le fait
que bk,k = 1 et que bl,l = −1 rŽsulte du fait que ak,k = al,l = 0 et de lÕidentitŽ

g2
l − g2

k =
=

f k + ak,lf l

2

> 2

−
=

f k − ak,lf l

2

> 2

= ak,lf kf l.

(ii) Il estclair quef k appartient ˆ lÕespacevectoriel engendrŽpar {h1, ..., hn} =
{hk}∪{f i}1# i # n

i %= k
, cequi entraine dem•me queplus haut quela famille {h1, ..., hn}

est libre. Le fait que ck,k = ) et que bk,i = bj,k = 0 pour 1 ≤ i < k, k < j ≤ n
provient de lÕidentitŽ

ak,kf 2
k +

!

1≤i<k

ak,if kf i+
!

k<i<n

ai,kf kf i = )h2
k−

)
4|ak,k|

&

(
!

1≤i<k

ak,if j +
!

k<i≤n

ai,kf i

)

+

2

.

♣
Soit E un espacevectoriel rŽel de dimension n ≥ 1, soit B = { .e1, ..., .en} une

basede E et pour 1≤ i ≤ n soit e∗i la forme linŽaire sur E qui ˆ .x ∈ E associe sa
i e coordonnŽedans la baseB. Alors B∗ := {e∗1, ..., e∗n} est une basede L(E , R ),
appelŽebase duale de la baseB. Si B0 et B1 sont deux basesde E, on a alors
un lien simple entre les matrices de passagePB0 ,B1 et PB'

0 ,B'
1

= P−1
B'

1 ,B'
0
.

Proposition 8.3.11 Soit E un espace vectoriel rŽel de dimension Þnie n ≥ 1,
soient B0 et B1 deux basesde E, et soient B∗0 et B∗1 les basesduales associŽes ˆ
B0 et B1. On a alors

PB'
1 ,B'

0
= t PB0 ,B1 = t P−1

B1 ,B0
. (8.15)

DŽmonstration : Soit .x ∈ E. On a, en posant B0 = {.e1, ..., .en},B1 =
{ .f 1, ..., .f n},

.x =
n!

j=1

e∗j (.x).ej =
n!

j=1

f ∗j (.x) .f j .

Donc si on note X 0 la matrice unicolonne formŽedescoordonnŽesde .x dans
la baseB0 et X 1 la matrice unicolonne formŽe des coordonnŽesde .x dans la
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baseB1, il rŽsulte de la Proposit ion 2.3.2 du Chapitr e 2 que lÕona, en posant
PB0 ,B1 = (pi,j) 1# i # n

1# j # n
,

,

-
-
-
.

e∗1(.x)
.
.
.

e∗n(.x)

/

0
0
0
1

= X 0 = PB0 ,B1 X 1 = PB0 ,B1

,

-
-
-
.

f ∗1 (.x)
.
.
.

f ∗n(.x)

/

0
0
0
1

.

On voit donc que e∗i =
" n

j=1 pi,j f ∗j , et la i e ligne de PB0 ,B1 est formŽedes
coordonnŽesde e∗i dans la baseB∗1 . Par consŽquent PB'

1 ,B'
0

= t PB0 ,B1 = t P−1
B1 ,B0

.
♣

ConsidŽronsde nouveauune forme quadratique q sur un espacevectoriel rŽel
E de dimensionÞnien ≥ 1. Si (qi,j) 1# i # n

1# j # n
est la matrice reprŽsentant q dansune

baseB, la formule 8.8 prend la forme

q =
!

1# i # n
1# j # n

qi,je∗i e∗j ,

et on voit quÕenappliquant successivement au plus 2n fois la proposition, on
obtient une base{f 1, ..., f n} de L(E , R ) et une famille )1, ..., )n de rŽels telles
que lÕonait

q =
n!

i=1

)if 2
i ,

avec )i ∈ {−1, 0, 1} pour 1≤ i ≤ n.
Soit A = {i ∈ {1, ..., n} |)i = 1}, soit B = {i ∈ {1, ..., n} |)i = −1}, soit a le

nombre dÕŽlŽments de A et soit b le nombre dÕŽlŽments de B . Alors la signature
de q est Žgaleˆ (a, b). On a en e!et le rŽsultat suivant.

Proposition 8.3.12 Soit E un espace vectoriel rŽel de dimension Þnie n ≥ 1,
soit B := {.e1, ..., .en} une basedeE, et soit F = {f 1, ..., f n} une basedeL(E , R ).
Alors il existe pour 1≤ i ≤ n un unique ŽlŽment .ui de E tel que lÕonait

f i( .ui) = 1 f j( .ui) = 0 pour 1≤ j ≤ n, j += i,

et U := {.u1, ...., .un} est une basede E vŽriÞant U∗ = F .
De plus si q =

"
)if 2

i , la matrice M [q,U ] reprŽsentantq dans la baseU est
la matrice diagonale (di,j) 1# i # n

1# j # n
vŽriÞant di,i = )i pour 1≤ i ≤ n.

DŽmonstration : PosonsP := PB' ,F , P−1 = Q = (qi,j) 1# i # n
1# j # n

, et pour 1≤ i ≤
n posons.ui =

" n
j=1 qi,j .ej . Si U := {.u1, ..., .un}, alors PB,U = Q = P−1 qui est

inversible, donc U est une basede E, et on a PB' ,U ' = Q−1 = P = PB' ,F , donc
U∗ = F . DÕautrepart si .x ∈ E, alors .x =

" n
j=1 u∗j (.x) .uj =

" n
j=1 f j(.x) .uj , donc

.ui est lÕunique.x ∈ E tel que f i( .ui) = 1, f j( .ui) = 0 pour 1≤ j ≤ n, j += i.
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Soit D = (di,j) 1# i # n
1# j # n

la matrice diagonalevŽriÞant di,i = 1 pour 1 ≤ i ≤ n.

On a q =
" n

j=1 )j f 2
j =

" n
j=1 )ju∗j

2. Il rŽsulte alors de la Proposition 8.3.3 que
la matrice M[q,U ] reprŽsentant q dans la baseU est Žgaleˆ D . ♣

Exemple 8.3.13 Calcul de la signature de la forme quadratique q : (x, y, z) "−→
xy + yz + zx par la mŽthode de Gauss.

On est dans le secondcasde la proposition 8.3.8et on posef (x, y, z) = x+ y
4 ,

g(x, y, z) = x−y
4 . on obtient

q(x, y) = f 2(x, y) − g2(x, y) + 4zf (x, y).

On est alors dansle premier casde la proposition 8.3.8et on poseh(x, y, z) =
f (x, y) + 2z, l(x, y, z) = 2z, et on obtient la dŽcomposition cherchŽe

q = h2 − g2 − l 2,

avec h(x, y, z) = x+ y
4 + 2z, h(x, y, z) = x+ y

4 − 2z, l(x, y, z) = 2z.
On sait dÕapr•sla proposition 8.2.9 que les formes linŽaires h, k et l sont

linŽairement indŽpendantes (ceci peut aussi se vŽriÞer tr•s facilement directe-
ment) et il rŽsultealors du thŽor•me 8.3.8que la signature de q est Žgaleˆ (1, 2).
En particulier la forme quadratique q est de rang 3.

8.4 Matri ces dŽÞnies positi ves

On va maintenant sÕintŽresser̂ un type particulier de matrices symŽtriques.

Proposition 8.4.1 Soient A ∈Mn(R ) une matrice symŽtrique.Alors lescondi-
tions suivantessont Žquivalentes.

(i) LÕapplication #A : (X , Y ) "−→t X AY est un produit scalaire sur R n.
(ii) tX AX > 0 pour tout X ∈ R n \ {0}.
(iii) Toutes les valeurs propres de A sont strictement positives.
(iv) La signature de la forme quadratique qA : X "−→t X AX est Žgale ˆ

(n, 0).
Dans ce cas on dit que la matrice A est une matrice définie positive.

DŽmonstration : On sait que #A est une forme bilinŽaire symŽtrique sur R n,
que toutes les valeurs propres de A sont rŽelles, et quÕilexiste une matrice
orthogonale P telle que tPAP = P−1AP soit diagonale. Comme lÕapplication
X "−→t X AX est la forme quadratique associŽe ˆ #A, (i) et (ii) sont Žquivalents.
Comme la matrice tPAP est semblable ˆ A, il rŽsulte de la dŽÞnition de la
signature dÕuneforme quadratique que (iii ) et (iv ) sont Žquivalents.



164CHAPITRE 8. MATRI CESSYMƒTRIQUES, MATRICES ORTHOGONALES

Posonsmaintenant X ′ =

,

-
-
-
.

x ′1
.
.
.

x ′n

/

0
0
0
1

:= PX pour X =

,

-
-
-
.

x1

.

.

.
xn

/

0
0
0
1
∈ R n. LÕapplica-

tion X "−→ X ′ est une isomŽtrie de R n sur lui-m•me, et si ! 1, ..., ! n dŽsignent
les valeurs propres de A, on a, pour X ∈ R n,

#A(X , X ) =
n!

j=1

! jx ′2,

et on voit que #A(X , X ) > 0 pour tout X += 0 si et seulement si toutes les
valeurs propres de A sont strictement positives.♣

On va maintenant intro duire la décomposition de Cholesky dÕunema-
trice dŽÞnie positive, fort utile en Analyse numŽrique. Rappelons quÕondit
quÕunematrice carrŽe A = (ai,j) 1# i # n

1# j # n
est triangulaire supŽrieure si ai,j = 0

pour i > j . On dit de m•me quÕunematrice carrŽeA = (ai,j) 1# i # n
1# j # n

est triangu-

laire infŽri eure si ai,j = 0 pour i < j .

Théorème 8.4.2 (dŽcomposition de Cholesky)
Toute matrice dŽÞniepositive A ∈Mn(R ) peut sÕŽcrir e sous la forme

A = t TT,

o• T = (ti,j) est une matrice triangulaire supŽrieure telle que ti,i > 0 pour
1≤ i ≤ n.

RŽciproquement si S ∈ Mn(R ) est une matrice triangulaire dont tous les
termes diagonaux sont non nuls, ou plus gŽnŽralement si S ∈ Mn(R ) est in-
versible, alors tSS et StS sont dŽÞniespositives.

DŽmonstration : Supposonsque A est dŽÞniepositive, et posons,pour X ∈
R n,

q(X ) = t X AX .

Soient f 1, ..., f n desformeslinŽaireslinŽairement indŽpendantes sur R n telles
que

q =
!

1# i # n
1# j # i

bi,j f if j .

On a vu ˆ la proposition 3.8.9 quÕilexiste une baseU = {u1, ..., un} de R n telle
que f i = u∗i pour 1≤ i ≤ n. Donc bi,i > 0 pour 1≤ i ≤ n.
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On se proposede construire par rŽcurrencesur k deux familles (ti,j) 1# i # k
i # j # n

,

avec ti,i > 0 pour 1 ≤ i ≤ k, et (si,j,k) k <i # n
k <j # n

telles que lÕonait, pour X =
,

-
-
-
.

x1

.

.

.
xn

/

0
0
0
1
∈ R n,

q(X ) =
k!

i=1

&

(
n!

j= i

ti,jxj

)

+

2

+
!

k <i # n
k <j # n

si,j,kxixj .

Posonsf i(X ) =
" n

j=1 ti,jxj , e∗i (X ) = xi pour 1 ≤ i ≤ n, et posons,pour
k < i ≤ n,

gi,k =
!

k<j≤n

si,j,ke∗i e∗j .

Il estclair quecommea1,1 > 0 on peut construire f 1 et (si,j,1)2≤i,j≤n vŽriÞant les
conditions ci-dessus,et que la famille {f 1, g2,1, ..., gn,1} est libre. On construit
alors par rŽcurrenceÞnie sur k les formes linŽaires f 1, ..., f k et gk+1 ,k, ..., gn,k

en appliquant la construction de la proposition 8-3-10 (ii), et il rŽsulte bien
de la proposition 8.3.10quÕˆchaque Žtape la famille {f 1, ..., f k, gk+1 ,k, ..., gn,k}
est libre. Il rŽsulte alors de la proposition 8.3.12 quÕilexiste uk ∈ R n tel que
gk+1 ,k(uk) = 1 et f i(uk) = 0 = gj,k(uk) pour 1 ≤ i ≤ k, k + 2 ≤ j ≤ n. Donc
sk+1 ,k+1 ,k = q(uk) > 0, et la proposition 8.3.8 (ii) permet de passer#ÕŽtape
suivante si k ≤ n − 1. La famille {f 1, ...., f n} est donc une basede L(R n, R ), et
on a

q =
n!

j=1

f 2
j ,

f 1 = t1,1e∗1 + t1,2e∗2 + t1,3e∗3 + . . . + t1,ne∗n,

f 2 = t2,2e∗2 + t2,3e∗3 + . . . + t2,ne∗n,

. . . . . . . . . . . . . . . .

f n = tn,ne∗n.

Autrement dit si on poseti,j = 0 pour1≤ j < i, 1≤ i ≤ n, on voit que T est
triangulaire supŽrieure,que les termes diagonaux de T sont strictement positifs
et que lÕona

T

,

-
.

e∗1
.
.

.e∗n

/

0
1 =

,

-
.

f 1

.

.
.f n

/

0
1
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[ e∗1 . . . e∗n ]t T = [ f 1 . . . f n ] ,

q =
n!

j=1

f 2
j = [ f 1 . . . f n ]

,

-
.

f 1

.

.
.f n

/

0
1 = [ e∗1 . . . e∗n ]t TT

,

-
.

e∗1
.
.

.e∗n

/

0
1 .

Autrement dit on a, pour X ∈ R n,

q(X ) = t X (tTT)X = t X AX .

Comme A et tTT sont symŽtriques,on a A = t TT, ce qui donne la dŽcom-
position cherchŽe.

Soit maintenant M ∈ Mn(R ) une matrice inversible. On a, pour X ∈ R n \
{0}, puisque M X += 0,

tX (tM M )X = t (M X )M X = ‖M X ‖2 > 0,

et il rŽsultede la proposition 8.4.2 quela matrice symŽtriquetM M estdŽÞnie
positive.

♣

Exemple 8.4.3 DŽcomposition de Choleskyde la matrice A =

,

.
2 1 1
1 2 1
1 1 2

/

1 .

On consid•re la forme quadratique q(x, y, z) = 2(x2 + y2 + z2 + xy + yz+ zx),
ˆ laquelle on applique lÕalgorithmede Gauss (il est inutile de vŽriÞer que la
matrice symŽtrique en question est dŽÞnie positive car lÕalgorithmeaboutira si
et seulement si elle lÕest).

q(x, y, z) = 2(x +
y
2

+
z
2

)2 − y2

2
− z2

2
− yz + 2y2 + 2z2 + 2yz

= 2
5

x +
y
2

+
z
2

62
+

3y2

2
+

3z2

2
+ yz = 2

5
x +

y
2

+
z
2

62
+

3
2

5
y +

z
3

62
− z2

6
+

3z2

2

= 2
5

x +
y
2

+
z
2

62
+

3
2

5
y +

z
3

62
+

4
3

z2

=
=√

2x +
y√
2

+
z√
2

> 2

+

7 Q
3
2

y +
z√
6

8 2

+
=

2z√
3

> 2

.

On obtient alors
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,

.
2 1 1
1 2 1
1 1 2

/

1 =

,

-
.

√
2 0 0

1√
2

@
3
2 0

1√
2

1√
6

2√
3

/

0
1

,

-
.

√
2 1√

2
1√
2

0
@

3
2

1√
6

0 0 2√
3

/

0
1 .

La dŽcomposition de Cholesky est tr•s intŽressante pour les calculs e!ectif s
de solutions de syst•mes linŽairesde n Žquationsˆ n variables. En e!et si A ∈
Mn(R ) est dŽÞnie positive, et si A = t M M est une dŽcomposition de Cholesky
de A, alors Žtant donnŽY ∈ R n, pour rŽsoudrele syst•me linŽaire AX = Y on
rŽsoutsuccessivement lessyst•mestM Z = Y et M X = Z, cequi estŽconomique
au niveau des calculs puisque ces deux syst•mes sont associŽs ˆ des matrices
triangulaires.

8.5 Appl icati ons aux coniques et quadri ques

On va maintenant sÕintŽresseraux applications de lÕŽtudedes matrices sy-
mŽtriques #agŽomŽtrie.On va intro duire les notions suivantes.

Définition 8.5.1 (i) Soit P le plan a! ne euclidien usuel, rapportŽ ˆ un rep•re
orthonormŽ (0,.i, .j ). On appelle coniquesles courbes de P qui ont une Žquation
de la forme

ax2 + bxy + cy2 + dx + ey + f = 0,

o• (a, b,c) += (0, 0, 0).
(ii) Soit E lÕespace a! ne euclidien usuel, rapportŽ ˆ un rep•r e orthonormŽ

(0,.i, .j , .k). On appelle quadriquesles surfaces de P qui ont une Žquation de la
forme

ax2 + by2 + cz2 + dxy + eyz + f zx + gx + hy + kz + l = 0,

avec (a, b,c,d, e, f ) += (0, 0, 0, 0, 0, 0).

On rappellequesi f : R n → R estune fonction den variables,la dŽrivŽepar-
tielle ∂f

∂xj
(U) en U = (u1, ..., un) pour 1≤ j ≤ n est quand elle existe la dŽrivŽe

en uj de la fonction x "−→ f (u1, ..., uj−1, x, uj+1 , ..., un). On dŽÞnit de m•me par

rŽcurrencequand ellesexistent les dŽrivŽespartielles successives ∂k f
∂xi 1 ...∂xi k

(U).
On sait en parti culier que si f admet desdŽrivŽespartielles dÕordre2 continues,
alors ∂2 f

∂xi ∂xj
= ∂2 f

∂xj ∂xi
pour 1 ≤ i ≤ n, 1 ≤ j ≤ n, ce qui se vŽriÞe facilement

directement dans le casdespolyn™mes.On intro duit alors le gradient

∇(f )(U) :=
G

/ f
/ x1

(U), ...,
/ f
/ xn

(U)
H

,

ainsi que la hessienne



168CHAPITRE 8. MATRI CESSYMƒTRIQUES, MATRICES ORTHOGONALES

H ess(f )(U) =
=

/ 2f
/ xi/ j

(U)
>

1# i # n
1# j # n

,

qui est touj ours une matrice symŽtrique quand f admet des dŽrivŽespar-
tielles dÕordre≤ 2 continues.

ConsidŽronsmaintenant une fonction polyn™mialef de n variables de degrŽ
infŽrieur ou Žgalˆ 2 par rapport ˆ lÕensemble desvariables.Alors f est la somme

dÕuneforme quadratique q : X =

,

-
-
-
.

x1

.

.

.
xn

/

0
0
0
1
"−→t X AX , o• A = (ai,j) 1# i # n

1# j # n
∈

Mn(R ) est symŽtrique, dÕuneforme linŽaire l : X "−→ b1x1 + ... + bnxn = <

x, b > = X tB = t B X , o• B :=

,

-
-
-
.

b1

.

.

.
bn

/

0
0
0
1
∈ R n, et dÕuneconstante c ∈ R . On a

danscecasuneversiontr•s simple de la formule deTaylor enplusieurs variables.

Proposition 8.5.2 Soit f : X "−→ X AtX + X tB + c, avec A ∈M2(R ) symŽ-
trique, B ∈ R n, c ∈ R un polyn™mede n variables de degrŽ infŽrieur o• Žgal ˆ
2. On a alors, pour U = (u1, ..., un) et H = (h1, ..., hn) ∈ R n,

f (U + H ) = c + H tB + 2H AtU + H AtH

= f (U)+ < H,∇(f )(U) > +
H H ess(f )(U)tH

2
. (8.16)

DŽmonstration : Comme A est symŽtrique, on a UAtH = t (UAtH ) =
H tAtU = H AtU, et on obtient,

f (U+ H ) = c+( U+ H )tB +( U+ H )At(U+ H ) = c+ UtB + H tB + UAtU+ H AtU+ UAtH + H AtH

= f (U) + H tB + 2H AtU + H AtH.

DÕautrepart en posant A = (ai,j) 1# i # n
1# j # n

, B = (b1, ..., bn), on obtient

f (x1, ..., xn) = c +
n!

i=1

xibi +
!

1# i # n
1# j # n

ai,jxixj .

Dans la sommeci-dessus,la sommedestermes faisant intervenir xi est Žgale
ˆ xibi + ai,ix2

i + 2xi
"

1# j # n
j %= i

ai,jxj . on obtient , pour 1≤ i ≤ n

/ f
/ xi

(x1, ..., xn) = bi + 2ai,ixi + 2
!

1# j # n
j %= i

ai,jxj = bi + 2xi

n!

j=1

ai,jxj .
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On a alors, pour 1≤ i ≤ n, 1≤ j ≤ n,

/ 2f
/ xi/ j

(x1, ..., xn) = 2ai,j .

Donc∇(f )(U) = B + 2AU = B + 2tAU, H ess(f )(U) = 2A, cequi ach•ve la
dŽmonstration.♣

On va maintenant se restreindre aux dimensions2 et 3, qui sont les seules
o• on disposedÕunevision concr•te gŽomŽtrique.Les notations Žtant lesm•mes
que plus haut, la forme quadratique sur R 2 associŽeˆ une coniqueC dÕŽquation
X AtX + X tB + c = 0 est la forme quadratique qC : X "−→ X AtX . De m•me la
formequadratique qQ associŽeˆ unequadriqueQ dÕŽquationX AtX + X tB + c =
0 est la forme quadratique qQ : X "−→ X AtX . Ces formes quadratiques sont
bien entendu dŽÞniesˆ une constante multiplicativ e rŽelle non nulle pr•s, et
cette constante nÕa!ectepas leur rang. Rappelons quÕondit que U ∈ R n est
un point critique dÕuneapplication f : R n → R si f poss•de des dŽrivŽes
partielles dÕordre1 en U, et si ∇(f )(U) = (0, ..., 0).

Proposition 8.5.3 Soit f un polyn™mede degrŽ 2 sur R n avec n ∈ {2, 3}, et
soit S la conique dÕŽquation f (X ) = 0 dans le plan ou la quadriquedÕŽquation
f (X ) = 0 dans lÕespace a! ne euclidien rapportŽs ˆ un rep•r e orthonormŽ. Alors
tout point critique de f est un centre de symŽtrie pour S.

DŽmonstration : On e!ectue une translation desaxesen rempla•ant lÕorigine
du rep•re par U. On a f (X ) = q(X ) + l(X ) + c, o• q est une forme quadratique
sur R n, l une forme linŽaire sur Rn et c un rŽel. Posonsg(X ) = f (U + X ).
LÕŽquationde S dans le nouveau rep•re devient g(X ) = 0, et on a, dÕapr•sla
proposition, pour X ∈ R n,

g(X ) = f (U + X ) = f (U)+ < X ,∇(f )(U) > + q(X ) = f (U) + q(X ).

En particulier g(X ) = g(−X ) pour X ∈ R n, ce qui montre que U est un
centre de symŽtrie pour S. ♣

On peut Žcrire lÕŽquationdÕuneconique ou dÕunequadrique sous la forme
X AtX + X tB + c = 0, avec A ∈ Mn(R ), symŽtrique, B ∈ R n, c ∈ R , n = 2
ou n = 3. Si on posef (X ) = X AtX + X tB + c, les points critiques U de f sont
donnŽspar lÕŽquation

2AtU + t B = 0, (8.17)

qui a toujours une solution unique U = −BA" 1

2 si A est inversible.
DÕautrepart comme A est symŽtrique, il existe une matrice orthogonale P

telle que tPAP = P−1AP soit diagonale. Ceci permet de construire un re-
p•re orthonormal dans lequel la forme quadratique associŽe#ÕŽquationde f est
reprŽsentŽe par une matrice diagonale.

Cesdeux observations permettent de parvenir ˆ une classiÞcationcompl•te
desconiques.
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Théorème 8.5.4 Dans le plan a! ne euclidien rapportŽ ˆ un rep•r e orthonormŽ
(0,.i, .j ), soit C une conique dÕŽquation

f (X ) := X AtX + X tB + c = 0,

avec A ∈ M2(R 2) += 0), symŽtrique, B ∈ R 2, c ∈ R , soient ! 1 et ! 2 les deux
valeurs propres de A, rŽpŽtŽes si nŽcessaire selon leurs ordres de multipl icitŽ,

soit P =
G

p1,1 p1,2

p2,1 p2,2

H
une matrice orthogonale telle que P−1AP =

G
! 1 0
0 ! 2

H
,

et soit .u = p1,1.i + p2,1.j , .v = p1,2.i + p2,2.j .
(1) Si det(A) = ! 1! 2 > 0, alors f admet un unique point critique U, et

lÕe«quation de C dans le rep•r e (U, .u, .v) est de la forme
! 1x2 + ! 2y2 = d,
ce qui donne 3 possibilitŽs

d = 0, et C = {U}. (8.18)

d += 0est de signe opposŽˆ celui de ! 1 et C = ∅ (8.19)

d += 0 est de m•me signe que ! 1 et Cest une ellipse (8.20)

(2) Si det(A) = ! 1! 2 < 0, alors f admet un unique point critique U, et
lÕe«quation de C dans le rep•r e (U, .u, .v) est de la forme

! 1x2 + ! 2y2 = d,
ce qui donne 2 possibilitŽs

d = 0, et C est la rŽunion de deux droites (8.21)

d += 0, et C est une hyperbole. (8.22)

(3) Si det(A) = ! 1! 2 = 0, alors on peut supposer que ! 1 > 0 et ! 2 = 0, et
lÕŽquation de C dans le rep•r e (0, .u, .v) est de la forme

! 1x2 + mx + ny + d = 0,

ce qui donne quatre possibilitŽs

n += 0, et C est une parabole (8.23)

n = 0, m2 − 4! 1d < 0, et C = ∅ (8.24)

n = 0, m2 − 4! 1d > 0, et Cest la rŽunion de deux droites parall•l es (8.25)

n = 0, m2 − 4! 1d = 0, et C est une droite (8.26)
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En ce qui concerneles quadriques, la situation est un peu plus compliquŽe,
mais on obtient aussiune classiÞcationcompl•te.

Théorème 8.5.5 Dans lÕespace a! ne euclidien rapportŽ ˆ un rep•r e ortho-
normŽ (0,.i, .j , .k), soit Q une quadriquedÕŽquation

f (X ) := X AtX + X tB + c = 0,

avec A ∈ M3(R ) += 0, symŽtrique, B ∈ R 3, c ∈ R , soient ! 1, ! 2 et ! 3 les
trois valeurs propres de A, rŽpŽtŽes si nŽcessaire selon leurs ordres de multipl i-

citŽ, soit P =

,

.
p1,1 p1,2 p1,3

p2,1 p2,2 p2,3

p3,1 p3,2 p3,3

/

1 une matrice orthogonale telle que P−1AP =

,

.
! 1 0 0
0 ! 2 0
0 0 ! 3

/

1 , et soit .u = p1,1.i + p2,1.j + p3,1
.k, .v = p1,2.i + p2,2.j + p3,2

.k,

.w = p1,3.i + p2,3.j + p3,3
.k.

(1) Si det(A) += 0, et si les trois valeurs propres de A sont de m•me signe,
alors f poss•de un unique point critique U, et lÕŽquation de Q dans le rep•r e
(U, .u, .v, .w) est de la forme

! 1x2 + ! 2x2 + ! 3z2 + d = 0.

Dans ce cas on a 3 possibilitŽs

d = 0, et Q = {U} (8.27)

d += 0, et d et les valeurs propres deA sont de m•me signe, et dans ce casQ = ∅
(8.28)

d += 0, et d et les valeurs propres deA sont de m•me signe, et dans ce casQ est un ellipsoide
(8.29)

(2) Si det(A) += 0, et si les valeurs propres de A ne sont pas de m•me signe,
alors f poss•de un unique point critique U, et on peut supposer que ! 1 > 0,
! 2 > 0, ! 3 < 0, et lÕŽquation deQ dans le rep•r e (U, .u, .v, .w) est de la forme

! 1x2 + ! 2x2 + ! 3z2 + d = 0.

Dans ce cas on a 3 possibilitŽs

d = 0, et Q est un c™nede sommet U (8.30)

d > 0 et dans ce casQest un hyperboloide elliptique ˆ deux nappes (8.31)
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d < 0 et dans ce casQest un hyperboloide elliptique ˆ une nappe (8.32)

(3) Si det(A) = 0, A est de rang 2, et dans ce cas on peut supposer que
! 3 = 0. Dans ce cas lÕŽquation deQ dans le rep•r e (0, .u, .v, .w) est de la forme

! 1x2 + ! 2y2 + cx + dy + ez + f = 0,

Dans ce cas si U est le point de coordonnŽes (− c
2λ1

,− d
2λ2

, 0) dans le rep•r e

(0, .u, .v, .k), lÕŽquation deQ dans (U, .u, .v, .k) est de la forme

! 1x2 + ! 2y2 + ez + g = 0,

avec g = f − c2

4λ1
− d2

4λ2
, et dans ce cas on a les possibilitŽs suivantes

! 1! 2 > 0, e = g = 0, et Q = {U}. (8.33)

! 1! 2 > 0, e = 0, g! 1 > 0, et Q = ∅. (8.34)

! 1! 2 > 0, e = 0, g! 1 < 0, et Q est un cylindre ˆ base elliptique. (8.35)

! 1! 2 < 0, e = g = 0, et Q est la rŽunion de deux plans non parall•l es . (8.36)

! 1! 2 > 0, e += 0, et Q est un paraboloide elliptique (8.37)

! 1! 2 < 0, e += 0, et Q est un paraboloide hyperbolique (8.38)

Si la matrice A est de rang 1, on peut supposer que ! 1 > 0, ! 2 = ! 3 = 0, et
dans ce cas lÕŽquation deQ dans le rep•r e (0, .u, .v, .w) est de la forme

! 1x2 + bx + cy + dz + e = 0.

En notant U le point de coordonnŽes (− b
2λ1

, 0, 0) dans le rep•r e (0, .u, .v, .w),
lÕŽquation deQ dans le rep•r e (U, .u, .v, .w) devient

! 1x2 + cy + dz + f = 0, (∗)

avec f = e− b2

4λ1
.

On a alors les possibili tŽssuivantes

c = d = 0, f > 0, et Q = ∅. (8.39)

c = d = 0, f = 0, et Q est un plan. (8.40)
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c = d = 0, f < 0, et Q est la rŽunion de deux plans parall•l es. (8.41)

Reste la situation o• (c,d) += (0, 0). Dans ce cas si on pose r :=
√

c2 + d2,
.v1 = c

r .v + d
r .w, .w1 = −d

r .v + c
r .w, lÕŽquation de Q dans le rep•r e orthonormŽ

(U, .u, .v1, .w1) devient

! 1x2 + r y + f = 0,

et si on note V le point de coordonnŽes (0,− f
r , 0) dans le rep•r e orthonormŽ

(V, .u, .v1, .w1) devient

! 1x2 + r y = 0.

Donc on a la derni•r e possibilitŽ suivante

! 1 > 0, ! 2 = ! 3 = 0, (c,d) += (0, 0) dans lÕŽquation (*), et dans ce casQ est un cylindre ˆ base parabolique
(8.42)

8.6 Chapi t re 8 sous Mupad

La vŽriÞcationdu fait quÕunematrice symŽtriqueest ou non dŽÞnie positive,
et le calcul de la dŽcomposition de Cholesky dÕunematrice dŽÞniepositive sont
accessiblesau calcul formel. Nous prenonspour exemplela matrice

A =

,

-
-
-
-
-
.

8 7 6 5 4 3
7 7 6 5 4 3
6 6 6 5 4 3
5 5 5 5 4 3
4 4 4 4 4 3
3 3 3 3 3 3

/

0
0
0
0
0
1

.

Apr•s avoir vŽriÞŽau dŽpart que A Žtait bien dŽÞniepositive avec la com-
mande linalg : :isPosDef(A), Mupad peut calculer exactement la dŽcomposition
de Cholesky de A, avec la commandelinalg : :factorCholeski(A). Par contre la
tentativ e de calculer les valeurs propres de A ( linalg : :eigenvalues(A)) ne peut
aboutir car Mupad ne peut Žvidemment pas calculer les racinesdÕunpolyn™me
de degrŽ6 (la rŽponserenvoie simplement aux racinesdu polyn™mecaractŽris-
tique).
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M: =Dom: : Mat r i x( ) ;

Dom::Matrix()

A: =M( [ [ 8, 7, 6, 5, 4, 3] , [ 7, 7, 6, 5, 4, 3] , [ 6, 6, 6, 5, 4, 3] ,
[ 5, 5, 5, 5, 4, 3] , [ 4, 4, 4, 4, 4, 3] , [ 3, 3, 3, 3, 3, 3] ] ) ;
l i nal g: : i sPosDef ( A) ;
l i nal g: : f act or Chol esky( A) ;!

""
"""
""#

8 7 6 5 4 3
7 7 6 5 4 3
6 6 6 5 4 3
5 5 5 5 4 3
4 4 4 4 4 3
3 3 3 3 3 3

$

%%
%%%
%%&

true
!

""
"""
""
"""
""#

2 !
' (

2 0 0 0 0 0
7!

' (
2

4
( ( ((

' (
2 !

' (
7

4
( ( ( (( 0 0 0 0

3!
' (

2
2

( ( (( 3 !
' (

2 !
' (

7
14

( ( ( ( ((
' (

6 !
' (

7
7

( ( ( (( 0 0 0
5!

' (
2

4
( ( (( 5!

' (
2 !

' (
7

28
( ( ( ( (( 5!

' (
6 !

' (
7

42
( ( ( ( ( (

' (
5 !

' (
6

6
( ( ( (( 0 0

' (
2

' (
2 !

' (
7

7
( ( ( (( 2!

' (
6 !

' (
7

21
( ( ( ( ( ( 2 !

' (
5 !

' (
6

15
( ( ( ( (( 2!

' (
5

5
( ( (( 0

3!
' (

2
4

( ( (( 3 !
' (

2 !
' (

7
28

( ( ( ( ((
' (

6 !
' (

7
14

( ( ( ((
' (

5 !
' (

6
10

( ( ( (( 3!
' (

5
10

( ( ((
' (

3
2

( (

$

%%
%%%
%%
%%%
%%&

l i nal g: : ei genval ues( A) ;

RootOf
)

117 ! X12 " 31! X1" 196 ! X13 + 140 ! X14 " 33! X15 + X16 + 3, X1
*
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8.7 TracŽ de coniques sous Matl ab

On commencepar sÕintŽresserˆ une courbe du type ellipse. On commence
par la courbe dÕŽquationx2 + xy + y2 + 2x + y + 5 = 0. Si on posef (x, y) =
x2 + xy + y2 + 2x + y + 5, les points critiques de f sont donnŽspar le syst•me

F
2x + y + 2 = 0
x + 2y + 1 = 0

On rŽsout ce syst•me sousMatlab, et on voit que le centre de symŽtrie est
le point de coordonnŽes (0, 1). On reformule cette Žquation sous forme dÕune
Žquation du seconddegrŽen y, ˆ savoir

y2 + (x + 1)y + x2 + 2x + 5 = 0.

On calcule les racines de " = (x + 1)2 − 4(x2 + 2x + 5). Elles ne sont pas
rŽelles,donc " est touj ours nŽgatif et la courbe est vide.

>> A=[[2 1]; [1 2]]

A =

2 1
1 2

>> B=[-2;-1]

B =

-2
-1

>> X=A\B

X =

-1.0000
0.0000

>> p=[1 1]

p =
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1 1

>> q=conv(p,p)

q =

1 2 1

>> r=[4,8,20]

r =

4 8 20

>> roots(q-r)

ans =

-1.0000 + 2.3094i
-1.0000 - 2.3094i

AÞn dÕŽviterlÕensemble vide, on consid•re la courbe dÕŽquationx2 + xy +
y2 + 2x + y = 0, qui contient le point de coordonnŽes(0, 0). Il su"t de reprendre
les m•mes polyn™mesp et q et de changer r en r 1 = 4x2 + 8x.

>> p =[1 1];
q=conv(p,p);
r1=[4 8 0] ;
roots(q-r1)

ans =

-2.1547
0.1547

>>x=[-2.1547:0.01: 0.1547];
y=ones(size(x));
z1=-(x+y)/2 +(sqrt((x+y).^2 -4*x.^2 -8*x))/2;

z2=-(x+y)/2 -(sqrt ((x+y).^2 -4*x.^2 -8*x))/2;
plot(x,z1,ÕgÕ);
hold on
plot(x,z2,ÕgÕ)
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hold on
axis equal
hold on
x0=ones(801);
x1=0*x0;
y1=[-4:0.01:4];
plot(x1,y1)
hold on

x2=[-5.05:0.01:5.05];
y2=ones(size(x2));
y3=0*y2;
plot(x2,y3);
title(Õellipse d equation x^2 +xy +y^2 +2x+y=0Õ);
print -depsc ellipse

On continueen tra•an t descourbesdÕŽquation2x2+ xy−0.129y2+ x+ y−a =
0. Dans tous les cas si on pose f (x, y) = 2x2 + xy − 0.129y2 + x + y − a, les
points critiques de f sont donnŽspar les solutions du syst•me

F
4x + y + 1 = 0

x − 0.258y + 1 = 0

On rŽsout ce syst•me sousMatlab.

>> A=[[4 1];[ 1 -0.129]];
>> B=[-1;-1];
>> X=A\B

X =

-0.7447
1.9789

On voit donc que le centre de symŽtrie de cescourbesest le point de coor-
donnŽes(−0.7447, 1.9789). On a sous Matlab

>> 2*( -0.744 7)^2 + ( -0.7447)* 1.97 89 -0.129*(1.9789)^2 -0.7447+ 1.9789

ans =

0.3645
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On voit donc que ceshyperboles dŽgŽn•rent en la rŽunion de deux droites
si a est (ˆ peu pr•s) Žgal ˆ 0.3645, et dans ce cas les droites obtenues sont les
asymptotes des autres hyperboles. On va donc procŽderau tracŽ de la courbe
dans les casa = −1, a = 0.3645, a = 1.

On aboutit ˆ une Žquation du seconddegrŽpermettant dÕobteniry en fonc-
tion de x.

−0.129y2 + (x + 1)y + 2x2 + x − a = 0.

On obtient " = (x + 1)2+ 4(0.129)(2x2 + x−a), qui correspond aux polyn™mes
r 1, r 2, r 3 intro duits ci-dessous. Dans les cas

>> p=[1 1];
>> q1=[2 1 1];
>> r1=conv(p,p) +4*0.129*q1
>> roots(r1)

ans =

-0.6191 + 0. 6023i
-0.6191 - 0. 6023i

>> q2=[2 1 -0.3645]
>> r2=conv(p,p) +4*0.129*q2;
>> roots(r2)

ans =

-0.6191 + 0. 1276i
-0.6191 - 0. 1276i

>> q3=[2 1 -1];
>> r3=conv(p,p)+4*0.129*q3;
>> roots(r3)

ans =

-1.0000
-0.2382

On voit donc que lÕonpeut faire varier x sur R si a = −1 ou a = 0.3645, mais
quÕilfaut se limiter ˆ x < −1 ou x > −0.2382si a = 1. On proc•de maintenant
au tracŽ descourbes.
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>> x1=[-5:0. 01:5];
y1=ones(size(x1));
z1=-(x1+y1)/2 +(1/2)*sqrt((x1+y1).^2 +4*(0.129)*(2*x 1.^2 +x1+y1));
u1=-z1/(0.129);
plot(x1,u1,ÕrÕ);
hold on
z2=-(x1+y1)/2 -(1 /2)*sqrt((x1+y1).^2 +4*(0.129)*(2*x 1.^2 +x1+y1));
u2=-z2/(0.129);
plot(x1,u2,ÕrÕ);
hold on
z2=-(x1+y1)/2 +(1/2)*sqrt((x1+y1).^2 +4*(0.129)*(2*x 1.^2 +x1-(0.3645)*y1));
u2=-z2/(0.129);
plot(x1,u2);
hold on
z3=-(x1+y1)/2 -(1 /2)*sqrt((x1+y1).^2 +4*(0.129)*(2*x 1.^2 +x1-(0.3645)*y1));
u3=-z3/(0.129);
plot(x1,u3);
hold on
x2=[-5:0.01:-1];
y2=ones(size(x2));
z2=-(x2+y2)/2 +(1/2)*sqrt((x2+y2).^2 +4*(0.129)*(2*x 2.^2 +x2-y2));
u2=-z2/(0.129);
plot(x2,u2,ÕgÕ);
hold on
z3=-(x2+y2)/2 -(1 /2)*sqrt((x2+y2).^2 +4*(0.129)*(2*x 2.^2 +x2-y2));
u3=-z3/(0.129);
plot(x2,u3,ÕgÕ);
hold on
x3=[-0.2382:0.01:5];
y3=ones(size(x3));
z4=-(x3+y3)/2 +(1/2)*sqrt((x3+y3).^2 +4*(0.129)*(2*x 3.^2 +x3-y3));
u4=-z4/(0.129);
plot(x3,u4,ÕgÕ);
hold on
z5=-(x3+y3)/2 -(1 /2)*sqrt((x3+y3).^2 +4*(0.129)*(2*x 3.^2 +x3-y3));
u5=-z5/(0.129);
plot(x3,u5,ÕgÕ);

title(ÕLes courbes d equation 2x^2+xy-0.129y +x+y=a,a=-1,a=0.3645,a=1Õ);
print -depsc hyperboles

On va maintenant illustrer le casdescourbesdu type parabole. On consid•re
la famille de coniquesdÕŽquationx2 + 2xy + y2 + ay + b = 0. On va traiter les
casa = 0, b = 0, a = 0, b = −1, a = 1, b = 0. Si on veut exprimer x en fonction
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de y, on obtient une Žquation du seconddegrŽ,dont le discriminant vaut

" = 4y2 − 4y2 − 4ay− 4b = −4(ay + b).

Le casa = 0 donnelÕensemble vide si b > 0. On va vŽriÞernumŽriquement quÕon
obtient une droite si b = 0, et la rŽunion de deux droites parall•les si b < 0 (pour
nous dans le caso• b = −1). Le casa = 1, b = 0 donne " ≥ 0 pour y < 0, et on
va faire apparaitre une parabole.

>> y=[-5:0,01:5 ];
x1=-y +sqrt(y.^ 2-y.^2);
x2=-y -sqrt(y.^ 2-y.^2);
plot(x1,y);
hold on
plot(x2,y);
u=ones(size(y));
x3=-y+sqrt(y.^2-(y. ^2-u));
plot(x3,y,ÕrÕ);
hold on
x4=-y-sqrt(y.^2-(y. ^2-u));
plot(x4,y,ÕrÕ);
hold on
y1=[-5:0.01:0];
x5=-y1+sqrt(y1.^2 -(y1.^2+y1));
x6=-y1-sqrt(y1.^2 -(y1.^2+y1));
plot(x5,y1,ÕgÕ);
hold on
plot(x6,y1,ÕgÕ);tit le(ÕLes courbes d equation x^2 +2xy +y^2 +ay +b=0 pour a=b=0, a=0, b=-1 et a=1,b=0Õ);
print -depsc parabole
>> axis equal
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8.8 TracŽ de quadri ques sous Matl ab

On sÕintŽresseaux quadriques dont lÕŽquationdans lÕespaceeuclidien usuel
rapportŽ ˆ un rep•re orthonormŽ (0,.i, .j , .k) est de la forme x2 + y2 + z2 + xy +
yz + zx + d = 0.

On rentre sousMatlab la matrice A associŽeˆ la formequadratiqueq(x, y, z) =
x2 + y2 + z2 + xy + yz + zx.

>> A=[1 0. 5 0.5;0.5 1 0.5 ; 0. 5 0.5 1]

A =

1.0000 0.5000 0.5000
0.5000 1.0000 0.5000
0.5000 0.5000 1.0000

On cherche maintenant sous Matlab une matrice orthogonale Q telle que
D = QAQ−1 soit diagonale.On commencepar diagonaliserA.

>> [P,D]=eig(A )

P =

0.7309 0.3639 0.5774
-0.0503 -0.8149 0.5774
-0.6806 0.4511 0.5774

D =

0.5000 0 0
0 0.5000 0
0 0 2.0000

On calcule P ∗t P

>> P*PÕ

ans =

1.0000 0.0000 0.0000
0.0000 1.0000 -0.0000
0.0000 -0.0000 1.0000
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et on constate avec joie que Matlab a donnŽdirectement une matrice ortho-
gonaleP. On vŽriÞeque P ∗ D ∗ P−1 est bien Žgaleˆ A.

>> P*D*P^(-1)

ans =

1.0000 0.5000 0.5000
0.5000 1.0000 0.5000
0.5000 0.5000 1.0000

Posons.u = 0.7309.i − 0.0503.j − 0.6806.k, .v = 0.3639.i − 0.8149.j + 0.4511.k,
.w = 0.5774.i + 0.5774.j + 0.5774.k.

La matrice reprŽsentant la forme q dans la baseorthonormale B = {.i, .j , .k}

est Žgaleˆ tPAP = P−1AP = D =

,

.
0.5 0 0
0 0.5 0
0 0 2

/

1 . LÕŽquationde la quadrique

dans le rep•re (O,.i, .j , .k) est donc

x ′2

2
+

y′2

2
− 2z′2 + d = 0,

que lÕonrŽŽcrit sousla forme

x ′2 + y′2 − 4z′2 = −2d.

Il est clair que lÕonobtient lÕensemble vide pour d > 0, le point O pour
d = 0, et un ellipsoide de rŽvolution dÕaxeOz′ pour d < 0. On va reprŽsenter
graphiquement la surface obtenue dans le rep•re initial (0,.i, .j , .k) en utilis ant
une paramŽtrisation par coordonnŽessphŽriques,dans le caso• d = −2.163. On
obtient

x ′ =
√

4.326cos,cos#,y′ =
√

4.326sin, cos#,z′ =
√

4.326
2 sin#, avec 0 ≤ , ≤

2' , −π
2 ≤ # ≤ π

2 . Ceci donne, compte tenu du fait que lÕona
,

.
x
y
z

/

1 = P

,

.
x ′

y′

z′

/

1 ,

2
3

4

x = 0.7309x ′ + 0.3639y′ + 0.5774z′

y = −0.0503x ′ − 0.8149y′ + 0.5774z′

z = −0.6806x ′ + 0.4511y′ + 0.5774z′

On obtient

x = 0.7309
√

4.326cos,cos#+ 0.3639
√

4.326
2 sin, cos#+ 0.5774

√
4.326
2 sin#

y = −0.0503
√

4.326cos,cos#− 0.8149
√

4.326sin, cos#+ 0.5774
√

4.326
2 sin#

z = −0.6806
√

4.326cos,cos#+ 0.4511
√

4.326sin, cos#+ 0.5774
√

4.326
2 sin#
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On proc•de maintenant ˆ la visualisation de lÕellipsoidedans le cas o• d =
−2.163.

>> [theta, phi ]= meshgrid (-pi:pi/100:pi);
x= 0.7309*sqrt(4 .326)*cos(theta).* cos(phi/2) +0.3639 *sqrt(4.326/ 2)*sin(theta).* cos(phi/2) + 0.5774*sqrt(4.326/ 2)*ones(size(theta)).*sin(phi/2);

y=-0.0503*sqrt(4.3 26)*cos(theta).* cos(phi/2) -0.8149*sqrt(4.326)*sin(the ta ).*cos(phi/2) + 0.5774*sqrt(4.326/ 2)*ones(size(t heta)).*sin(phi/2);
z=-0.6806*sqrt(4.3 26)*cos(theta).* cos(phi/2) +0.4511*sqrt(4.326)*si n(theta)* cos(phi /2) +0.5774*sqrt(4.326/ 2)*ones(si ze(theta)).*sin(phi/2);

plot3(x,y,z)
hold on

title(Õellipsoide d equation x^2+y^2+z^2 +xy +yz +zx -2.163=0Õ);
print -depsc ellipsoide

On va maintenant sÕintŽresserˆ des quadriques associŽesˆ une matrice sy-
mŽtrique inversible ayant des valeurs propres de signe opposŽ.On consid•re la
quadrique dÕŽquation

z2 + 2xy + 2yz + 2zx − 2x + a = 0,

o• a ∈ R . On pose

A =

,

.
0 1 1
1 0 1
1 1 1

/

1 , b = [−2 0 0] .

Les coordonnŽesx0, y0, z0 du centre de symŽtrie S de la quadrique sont
donnŽespar la formule

,

.
x0

y0

z0

/

1 = −Ab
2

.

Un calcul direct sous Mupad donne x0 = −1, y0 = 0etz0 = 1. Si x ′, y′, z′

dŽsignent lescoordonnŽesdans(S,.i, .j , .k) dÕunpoint M ayant pour coordonnŽes
x, y, z dansle rep•re (S,.i, .j , .k), on a x = x ′−1, y = y′, z = z′+ 1. En substituant
dans lÕŽquation(on peut sÕaiderde Mupad), on trouve que lÕŽquationde la
quadrique dans le rep•re (S,.i, .j , .k) est de la forme

z′2 + 2x ′y′ + 2y′z′ + 2z′x ′ + 1 + a = 0.

On intro duit sous Matlab la matrice A associŽe ˆ la forme quadratique
q(x ′, y′, z′) = z′2 + 2x ′y′ + 2y′z′ + 2z′x ′, et on la diagonalise.

>> A=[ [0 1 1],[1 0 1], [1 1 1]]

A =

0 1 1 1 0 1 1 1 1
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>> A=[0 1 1;1 0 1;1 1 1]

A =

0 1 1
1 0 1
1 1 1

>> [P,D]=eig(A)

P =

0.7071 0.5000 0.5000
-0.7071 0.5000 0.5000
-0.0000 -0.7071 0.7071

D =

-1.0000 0 0
0 -0.414 2 0
0 0 2.4142

On voit donc que si on pose .u = 0.7071.i − 0.7071.j , .v = 0.5.i + 0.5.j −
0.7071.k, .w = 0.5.i + 0.5.j + 0.7071.k, lÕŽquationde la quadrique dans le rep•re
(S, .u, .v, .w) est de la forme

X 2 + −0.4142Y 2 − 2.4142Z 2 = 1 + a.

On obtient un c™nê base elliptique dÕaxe OZ si a = −1, un hyperboloide
elliptique ˆ une nappe dÕaxeOZ si a > −1, un hyperboloide elliptique ˆ deux
nappesdÕaxeOZ si a < −1.

On essaiedÕobtenirdirectement une reprŽsentation de la quadrique sous
Matlab en exprimant y en fonction de x et z dans le rep•re original, dans lescas
a = −1 (c™ne),a = 0, 8 (hyperboloide ˆ une nappe), a = −2, 8 (hyperboloide ˆ
deux nappes).

u=[-4:0.1:2];v=[-2: 0.1:4];
[x,z]=meshgrid(u,v) ;
y1=(-ones(size(x)). *ones(size(z))+2*(x.*ones(size(z)))-2* x.*z-z.^2)
./(x.*ones(size(z)) +ones(size(x)).*z);
subplot(221),plot3( x,y1,z),title(Õ a=-1,cone ellip tique Õ);
hold on



8.9. EXERCICES SUR LE CHAPITRE 8 189

y2=(0.8*ones(size(x)) .*ones(size(z))+2*(x.*ones(size(z)))-2 *x.*z-z.^2)
./(x.*ones(size(z)) +ones(size(x)).*z);
subplot(222),plot3(x, y2,z),title(Õa=0.8,hyperboloide a une nappe Õ);
hold on
y3=(-2.8*ones(size(x) ).*ones(size(z))+2*(x.*ones(size(z)))- 2*x.*z-z.^2)
./(x.*ones(size(z)) +ones(size(x)).*z);
subplot(223),plot3(x, y3,z),title(Õa=-2, hyperboloide a deux nappesÕ); hold on
print -depsc hyperboloides

8.9 Exerci ces sur le Chapi tre 8

exercice 1

On poseA =

,

-
-
-
.

− 1
3 − 2

3
2
3

− 2
3 − 1

3 − 2
3

2
3 − 2

3 − 1
3

/

0
0
0
1

,

de sorte que A est ˆ la fois symŽtrique et orthogonale.

1) Trouver une matrice orthogonale P telle que P−1AP soit diagonale.

2) InterprŽter gŽomŽtriquement les rŽsultats de la question 1 en utilisant
lÕexemple8.2.6.

exercice 2

Montrer que les matr ices orthogonales de M2(R ) sont les matrices de la

forme Rφ =
G

cos(#) −sin (#)
sin (#) cos(#)

H
ou de la forme Sφ =

G
cos(#) sin (#)
sin (#) −cos(#)

H
,

avec # ∈ R . Montrer que dans le plan euclidien muni dÕunebaseorthonormŽe
(.i, .j ), Rφ reprŽsente une rotation vectoreielle dont on prŽciseralÕangletandis
que Sφ reprŽsente une symŽtrie ortogonale vectorielle dont on prŽciseralÕaxe.

exercice 3
Soient f 1, ..., f k et g1, ..., gk des formes linŽaires sur un espacevectoriel rŽel

E , et soient a1, ..., ak ∈ R . On pose,pour .x ∈ E,

q(.x) =
k!

j=1

aj f j(.x)gj(.x).

Montrer que q est une forme quadratique sur E .
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Chapitre 9

Les tenseurs en Physique (en
prŽparation)

9.1 CoordonnŽes covari antes et contra vari antes

Dans tout ce chapitre on consid•re un espaceeuclidien E de dimension n,
muni dÕunproduit scalaire(x, y ) → x.y . et rapportŽ ˆ une basenon nécessai-
rement orthonormale B := {e1 , ..., en }.

Définition 9.1.1 Soit x ∈ E. Les coordonnées covariantes x1, ..., xn de x
dans la baseB sont dŽÞniespar les formules

xj := x.ej j = 1, ..., n. (9.1)

Les coordonnŽes usuelles x1, ..., xn de x, dŽÞniespar la formule

x =
n!

i=1

xiei ,

sont appelŽes les coordonnées contravariantes de x dans la baseB.

Notons quÕennotation indicielle (voir le Chapitre 3), les coordonnŽescontra-
variantes sont dŽÞniespar la formule

x = xiei (9.2)

On rappelle que si B := {e1 , ..., en } et B′ := {e′1 , ..., e′n } sont deux basesde
E, la matrice de passagede B ˆ B′ est la matrice PB,B! = (pi,j) 1# i # n

1# j # n
dont la j e

colonneest formŽedescoordonnŽesde e′j dans la baseB. Autrement dit on a

e′j =
n!

i=1

pi,jei , 1≤ j ≤ n,

191
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ou plus simplement, en notation indicielle,

e′j = pi,jei . (9.3)

Si on note X contr et X ′
contr les vecteurs colonnesformŽsdes coordonnŽes

contravariantes de x dansB et B′, on a, dÕapr•sles formules de changement de
basedu Chapitre 2

X contr = PX ′
contr,

soit, en notation indicielle

xi = pi,jx ′j . (9.4)

De m•me notons X cov et X ′
cov lesvecteurscolonnesformŽsdescoordonnŽes

covariantes de x dans B et B′. On a x ′j = x.e′j = x .

7
n"

j=1
pi,jei

8

=
n"

i=1
pi,jxi,

soit, en notation indicielle

x ′j = pi,jxi, (9.5)

ce qui correspond ˆ la formule matricielle

X ′
cov = (PB,B! )tX cov.

Soit P ′ = PB! ,B := (p′i,j) 1# i # n
1# j # n

la matrice de passagede B′ ˆ B. On obtient

X ′
contr = P ′X contr, X cov = (P ′)tX ′

cov,

et on ret rouve le fait que P ′ = P−1.
En adoptant des notations analoguesaux notations ci-dessuspour y ∈ E,

on obtient

x.y =
n!

i=1

yix.ei =
n!

i=1

xiyi.

Compte tenu du fait que x.y = y .x, on obtient, en notation indicielle

x.y = xiyi = xiyi. (9.6)

Définition 9.1.2 La matrice associŽe ˆ une baseB = {e1 , ..., en } de E est la
matrice A(B) := (ai,j) 1# i # n

1# j # n
, o• ai,j = ei .ej pour 1≤ i ≤ n, 1≤ j ≤ n.

On a

xi = x.ei =

&

(
n!

j=1

xjej

)

+ .ei =
n!

j=1

xjej .ei =
n!

j=1

aj,ixj =
n!

j=1

aj,ixj

On obtient, en notation indicielle
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xi = ai,jxj = aj,ixj , (9.7)

ce qui correspond ˆ la relation matricielle

X cov = A(B)X contr.

Proposition 9.1.3 La matrice A(B) est dŽÞniepositive.

DŽmonstration : Il est clair queA(B) est symŽtrique.Soit ! unevaleur propre
de A(B, et soit x un vecteur propre de norme 1 associŽ ˆ la valeur propre !. On
a

1 = ‖x‖ =
n!

i=1

xixi = t X covX contr = tX contr
t
(A(B))X contr = t X contrA(B)X contr

= ! tX contrX contr = !

7
n!

i=1

(xi)2

8

.

Comme
" n

i=1 (xi)2 > 0, on voit que ! > 0, et A(B) est dŽÞniepositiv e.♣
Dans la suite on adopte la notation

A(B)−1 = (ai,j) 1# i # n
1# j # n

= (aj,i) 1# i # n
1# j # n

. (9.8)

On rappelle que les symbolesde Kronecker " i,j sont dŽÞnispar les formules
" i,j = 0 si i += j et " i,j = 1 si i = j .

Proposition 9.1.4 Soit B = {e1 , ..., en } une base de E. I l existe alors une
unique baseB∗ = {e∗1 , ..., e∗n }, appelŽe base duale de la baseB, telle que lÕon
ait, pour 1≤ i ≤ n, 1≤ j ≤ n,

ei .e∗j = " i,j .

On a A(B∗) = A(B)−1. De plus si X ∗
cov et X ∗

contr dŽsignent les matrices
colonnesformŽes descoordonnŽes covariantes et contravariantes de x ∈ E dans
la baseB∗, on a

X cov = X ∗
contr, X contr = X ∗

cov. (9.9)

DŽmonstration : On pourrait dŽduire lÕexistencede B∗ de lÕexistencedÕune
baseduale deB dansL(E , R ) au sensdu Chapitre 8 (voir la proposition 8.3.11),
mais on va procŽderdirectement.

Posonse∗i =
" n

j=1 aj,iej , B∗ = {e∗1 , ..., e∗n }. La matrice de passagePB,B' est
Žgaleˆ la matrice inversible A(B)−1, donc B∗ est une basede E.

On a ei .e∗j =
" n

k=1 ak,jei .ek =
" n

k=1 ak,jek ei =
" n

k=1 ak,jak,i =
" n

k=1 aj,kak,i.
Il rŽsulte alors de la formule 9.8 que lÕona bien ei .e∗j = " i,j . LÕunicitŽde B∗
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provient du fait que si ei .x = ei .y pour 1 ≤ i ≤ n, alors x − y ∈ E⊥ = {0},
donc x = y.

Soit maintenant x ∈ E, et soient x1, ..., xn les coordonnŽescontravariantes
de x dans la baseB. On a, pour 1≤ i ≤ n,

x.e∗i =

&

(
n!

j=1

xjej

)

+ .e∗i =
n!

j=1

xj" i,j = xi.

Donc X contr = X ∗
cov. Comme (B∗)∗ = B, on en dŽduit que X ∗

contr = (X ∗)∗cov =
X cov. ♣

9.2 A suivre. ..

9.3 Exerci ces sur le Chapi tre 9

exercice 1

On munit R 4 du produit scalaireusuel.
a) VŽriÞer que B = {(−1, 1, 0, 0), (1, 1, 0, 0), (1, 1, 1, 0), (1, 1, 1, 1)} est une

basede R 4.
b) Calculer la matrice de passagede B0 ˆ B et la matrice de passagede B ˆ

B0, B0 dŽsignant la basecanoniquede R 4.
c) DŽterminer les coordonnŽescovariantes et contravariantes des ŽlŽments

de B0 dans la baseB.
d) M•me question avec le vecteur (1, 2, 3, 4).
e) DŽterminer la matrice A(B) associŽeˆ la baseB.

exercice 2
Soit E un espaceeuclidien de dimension n ≥ 2, et soit A ∈ Mn(R ) une

matrice symŽtrique dŽÞniepositive. Existe-tÕilune baseB de E pour laquelle la
matrice associŽeA(B) est Žgaleˆ A?

Si oui, cette baseest-elleunique?

exercice 3
Soit E un espaceeuclidien de dimension n ≥ 2. Pour x ∈ E, on dŽÞnit

# : E → R par la formule

#(x)(y) = x.y ∀y ∈ E.

a)VŽriÞer que #(x) ∈ L(E , R ) et que # : E → L(E , R ) est une applicaton
linŽaire bij ective.

b) Voyez-vous un lien entre les basesdualesdu Chapitre 8 et cellesdu Cha-
pitre 9?
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