Jean Fresnel, le 27 juillet 2009

Courbe duale

0. Introduction

Soit C est une courbe projective plane définie par un polynéme homogene
irréductible. A chaque point régulier de C on peut associer une tangente a la
courbe C, c'est donc un point du dual du plan projectif. L'adhérence de cet
ensemble de points est une courbe C* appelée la courbe duale de C . Les
courbes C et C* sont birationnellement équivalentes. De fagon plus générale,
a tout point de C on peut associer une ou plusieurs tangentes et |'ensemble de
toutes ces tangentes est la courbe C*. Par ailleurs la courbe duale C** de C*
est canoniquement isomorphe & C'.

1. Définition de la courbe duale

Proposition et définition Soient k un corps algébriquement clos de caractéristique
nulle, FeklXy,X,,Xo1:=k[X] un polyndme homogéne, irréductible avec

degF>2 . Notons x; l'image de X; dans ﬁl‘ig[[)g(]] et notons aussi k[ xy,xq,%91 ou

klx] ce quotient. Soient Fy(Xy,X,,Xy) = §§(X0,X1,X2) pour 0<i<2,

p:klYy, Y, Yyl >kl x] le k-homomorphisme défini par

Pl Y;) =Fxg, %1, %) i=F(x) .

1. Alors il existe un polynéme homogene, irréductible G de klYy,Y,,Yo1:=k[Y]
tel que kerp=Gk[Y] .

2. Soient C:=Proj(klx]) , klyg,y1,y21=:kly] le quotient % o y; est

l'image Y, et enfin C*:=Proj(klyl) ; la courbe C* sappelle la courbe duale de

C. Soit p:klyl—klx1 [l'homomorphisme induit par p . Si o:=(ag:0y:a9) est
un point fermé de C , alors p~1((ogxy—oqx0) kL x 1+ (gag—ayxg) k[ x1) est
un idéal de kly) différent de yoklyl+y klyl+yokly]l si et seulement si
(Fola) ,Fi(a) ,Fy()) #(0,0,0) , i.e. sietseulement si (og:0:09) est un point
régulier de C . Ainsi donc p induit un morphisme 6 :C,se »C*, 00t C,4p est

l'ouvert des points réguliers de C .

3. Soient n:C'—C (resp. n*:C*'—C*) la normalisation de C (resp. C*) , alors

0 se prolonge en un morphisme 0':C'—C*', plus précisément, si n (&) est régulier,

ona 0'(n(&))=n*(0'(E)) . On sait que C'(k) (resp. C*'(k)) s'identifie aux

anneaux de valuation de ¥ (C) :=k( ﬁ,%) (resp. H(C*) :=k(21,22)) qui
0 0

X0 Yo Y
contiennent k .
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4. Notons toujours p: k(%l,;i) — k( %,%) ['homomorphisme induit par
0 o 0 0

p:klyl—klx]. Sidonc v est une valuation associée au point E€C', alors v p
est une valuation associée au point 0'(£)e C*'. Par ailleurs si

p="(ag: ay:09)eC(k) etsi n(&)=p, cest équivalent au fait que l'anneau de
valuation associé & & domine l'anneau local Og . Si p=(1:0q:09) , si A est un
anneau de valuation d'idéal maximal tA . Alors A domine O |, si et seulement si

M _oqetA et 2—qyetA.
X0 X0

Démonstration Il s'agit d'abord de montrer que haut(kerp)=1,i.e. qu'il existe

G(Y,,Y1,Yy) homogéne irréductible avec degG>1 et kerp=GEk[Y].

On a haut(kerp) +dim %:dim k[ Y1=3 .1l faut donc montrer que

dim 2Y1 g {0,1,3} . Si dim #Y1=0 , on a donc F;(x)=a, €k , ainsi F(X)
kerp erp

divise F;(X)—a; et pour des raisons de degré, on a F;(X)=a,, ainsi

F(X)=ayXy+a,X;+ayX,, ce qui est contraire a I'hypothese sur le degré de F'.

Si dim % LY1—1 | on a par exemple Fy(x) transcendant sur & et donc F;(x)
erp

algébrique sur k(Fy(x)) . Il existe alors un polynéme

AU, V)+ A(U,V) +...+A,(U,V) avec A, (U,V) homogene de degré i ou
nul, A,20 et Ag(Fy(x),Fy(x))+Ay(Fo(x) ,Fy(x) +... + Ap(Fo(x) , Fy(x)) =0,
On déduit de cela qu'en particulier F|AL(FoX),F{(X)) . Or

k . .
AU, V)=3 a;UV*~i  ainsi donc F1(%)
=0

oy &t racine du polynéme
ol X

k g .
> a;T*~", sachant que % est algébriquement clos, on a bien B g ek

i=0 0(x)
Fy(x)

olx
Xy Fo(X) +X, F1(X) +XoF5(X) =nF(X) , on déduit que

(xg+aqx1+agxg) Fo(x)=0, donc F divise (Xy+a1X;+ayXy)Fo(X) et pour
des raisons de degré on a (Xg+a;X;+asXy) Fo(X)=AF(X) ou Aek™.
Sachant que F' est irréductible, il suit que degF=1, ce qui est impossible.
Sachant que dimk[x]1=2, on déduit que dim %52 , ce qui élimine
dim 2LY1=3 '

kerp

Les parties 2., 3., 4. ne présentent pas de difficultés.

De méme =agek . De la formule d'Euler




K}
2. Une courbe plane et sa courbe duale sont birationnellement équivalentes

2.1. Théoreme Les hypothéses et notations sont celles de 1. . Soient H(C') (resp.
H(C™)) le corps des fonctions de C (resp. C*) . L'homomorphisme

P klyg,y1,¥91— klxg,x1,%9]1 induit un homomorphisme toujours noté p de
H(C*) dans H(C) . Alors ce dernier est un isomorphisme ; ainsi les courbes C et
C* sont birationnellement équivalentes. En plus on a degG>2 . En particulier
0':C'—>C*" est un isomorphisme.

Démonstration Soient L:=k(xq,x1,%q) :=Fr(kl xg,x;,%91) , H:=k(Z2,%2) / d
X ®g

une dérivation sur ¥ non nulle et triviale sur % . Alors d se prolonge en une
dérivation sur £ (en fait on pourra choisir arbitrairement d(x) ) .
En appliquant d sur I'égalité F(x)=0, on obtient
(1) Fo(x) d(xg) +F1(x) d(xqy) +Fo(x) d(x) =0 .
et de la fomule d'Euler, on déduit
(2)  xoFy(x)+x1F1(x) +x9Fy(x)=0
Sachant que y;:=F;(x) , la relation (2) s'écrit
B xoyo+x1y1+%275=0
En appliquant d 4 (3) eten utilisant (1), on obtient
(4)  xod(yo) +x1d(y) +xd(ys) =0
De fagon analogue, soit G;(Y,,Y7,Y5) ::%%(YO,YDYQ) :

On note G(y) (resp. G;(y) ) I'élément G(yq,y1,y9) (resp. Gi(yo,¥1,¥2)) . Soit
z;:=G;(y) , alors en appliquant d al'égalit¢ G(y)=0, on déduit
(5) zod(yo)+z1d(y1)+zzd(yz)=0 ’

et de la fomule d'Euler, on déduit que
©)  20y0+21y1+2252=0.
Admettant selon le lemme 1 ci-apres que rang[ d?};’)o) d?lyll) d%?z) } =2, il suit
des relations (3) , (4) et (5), (6) qu'il existe A€ tel que

(x0,%1, %) =4 (29,21,29) ; ce qui implique que k(ZL,%22) =k(*1,%2), Or des
2y %o Ry o

inclusions k(%1,22)c k(?1,%2)ck(¥1,*2), on déduit que k(21,%2) =k(%L,*2),
20 2o Yo Yo Xy %9 Yo Yo ®o %o

Il suit de cela que les courbes C et C* sont birationnellement équivalentes.

Il reste & montrer que degG>2 . Sinon, on aurait G(Y)=a¢Yo+a Y +ayY,

et donc zy=ag, z1=0a1, 2g=ay . Sachant que (xg,x1,%3) =A(2g,21,25) , On

déduit que ek et 22ek et donc que k=k(%2)=3(C) , ce qui est impossible
%o %o X0

puisque k[x] est un annneau de dimension 1 et donc dimalg,#(C)=1.
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2.2. Lemme Soient selon 1., k[x]1=k[xy,xq,x9] et L:=k(x):=Fr(klx]) . I/ existe
une dérivation d sur £ qui n'est pas triviale, qui est triviale sur k , qui prolonge

Yo Y1 Yo }:2.

une dérivation de I de facon que rang[d(y ) d(yq) d(yy)
0 1 2

Démonstration Soient d une dérivation sur k(21,%2), non triviale et triviale sur
Yo Yo

k , alors d admet un prolongement & k(yg,y1,y2) avec d(yg)=0. Comme
k(xy,xq,x9) est algébrique fini sur  k(yq,y1,y2) parce que
dim algy, k(yg,y1,y9) =dim algy, k(xy,x1,%9) =2, il suit que d se prolonge a

Yo Y1 Y2
d(yo) d(y1) d(yz)

y1d(y9) —y5d(y1) =0, soit encore d(?L) =0 . Il suit de cela que i"—lzaek et
Y2 2

donc que d défini sur k(?L,22) se prolonge & k(yq,y1,53) avec d(yy)=0.
Y0 Y0

Ainsi Fi(x)—aFy(x) =0, ie F(X) divise F{(X)—aFy(X)=0, et pour des
raisons de degré on a F{(X) —aFy(X) =0 . Il suit facilement de cela que

k(xg,xq1,%9). Si donc rang{ }g 1, cela veut dire que

F(Xy,X,X,) = k}’_ioang_k(aXl +X,)* ; sachant que % est algébriquement clos,

le polynéme F se factorise sous la forme F(X) = ]ojoll (0; Xo+B;(aX; +X5)) ,

sachant que F est irréductible cela implique que n=1, ce qui est impossible.

Yo Y1 )2 ]:2.
d(yo) d(y1) d(ys)

En conclusion, on a bien rang[
3. Les points de la courbe duale de C correspondent aux tangentes propres a
Lo

3.1. Les tangentes a courbe plane.

Soient £ un corps algébriquement clos, C une courbe projective plane définie
par un polyndme irréductible et homogene P avec degréP>1.Si p=(1:8;y)
est un pointde C,i.e. P(1,8,y)=0,alorsona
P(1,Y,2)=F.(Y=B,Z—7) +F,, (Y=B,Z—y) +..+F,(Y—B, Z—7) ot F; est
homogene de degré i ou nul et F,#0 . Alors par T,
définition r est la multiplicité de C (oude P) en p n

([F], p. 66) ; on le notera mult(p;P) . Comme £k est
algébriquement clos, on a

Fr(Y—ﬁ,Z—y)zl_i[ (a;(Y=PB)+b;(Z—y)) % avec
To;=r et k(a;,b;))#k(a;,b;) pour i#j.Soient D
une droite définie par le polynéme a(Y—BX)+b(Z—-yX) ,i.e. passant par le
point p, i(p;DNC) le nombre d'intersection en p de D etde C ([F], p.75).

m‘ﬂ k]
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Alorsona i(p;DNP)>r sietseulement si, il existe i avec k(a,b)=k(a;,b;) .
Si ces conditions sont réalisées, on dit que D est une zangente (propre) & C en

p {[F] s p.67).

P —d; kRIY-B,Z-yly-p.z-v
On rappelle que i(p;DNP):=dim, (P(l,Y,Z),a(Y—[i)+b(Zy—}')) L

p=(a:B:y),ona r=1 sietseulement si
(%(0"/3’7)’%(0‘»/3’7)’3—2(“"3’7))¢(0’0’0) ; i.e. p est régulier. Si ces

conditions sont réalisées alors il y a une seule tangente 3 C en p , elle est
définie par le polynéme %}(p)X+ %(p)Y-{- g—g(p)Z :

3.2. Les tangentes a courbe plane et points de la normalisation

3.2.1. Lemme Soient k un corps algébriqguement clos de caractéristique nulle,
FeklXy,X,Xo1:=k[X] un polynéme homogene, irréductible avec degF>2 , C
la courbe projective plane définie par F et C* sa courbe duale selon 1. . Soient
n:C'—>C (resp. n*:C*'—C*) la normalisation de C (resp. C*), 0":C'—>C*' le
morphisme défini en 1. .

1. Soient p = (1l:ay:09)eC , E€C’ avec n(E)=p, alors il existe bek tel que
qi=n"0"(&)=(—ag+01b:=b :1) et la droite définie par le polyndme
(—ag+o;b) Xy —bX, + Xy est tangente (propre) en p a C . De fagon plus
précise, L'élément b est déterminé comme il suit. 1] existe f(U,V) wun polynéme avec
F(XO,Xl,X2):X5Lf(§%—a1,§%—az) et £(0,0)=0.Si v est une valuation

0 0
associée & &, on suppose que v(22— o) >v(E—0y)=r>1. Soit A ['anneau de
%y %g

valuation de v alors il existe une uniformisante t et bek tels que

Yoy —t"et™ A 2y —bt"et" A | 1] suit de cela que Fo®) 4 oy~ betA
X X Fy(x)
ilgx;+a2—oc1betA , en conséquence q:=n"0"(x)=(—og+0a;b:-b:1) .

2 x

2. Soient p=(1:0y: ag)e C, une tangente propre en p a la courbe C définie
par le polyndme (— o u; —agv)Xog+u; X1+ v, Xy . Alors il existe £E€C' de fagon
que q:=n"0'(E)=(—ayu; —agv;:u;:v;,) eC* . De fagon plus précise, on a

P X, X) = X2 f(;&—al,%-az) avec

0 0

SU V) = fq(U, V) +Ffq1(U, V) + ..+ f (U, V) oir f; est homogéne de degré i

d

ou nul, f3#0 et d>1. On a donc fy(U,V) = Ul(uiU+ v; V) avec

(u;,v;) €k?=1{(0,0)} . 8i v;#0, par la partie 2. du lemme 3.2.2., il existe une
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valuation v sur (X1, *2) gvec v(Y1—aq) >0, v(¥+%)>0. Ainsi donc v
%o %o X9 M, Vi
X0

définit un anneau de valuation qui domine O . Soient & le point de C' associé a
v, q:=n*0"(x), par la partic 1. du lemme, on sait que q=(—o0y +01b:=b:1) et

que v(Z Cb)>0 . Ainsi —b=" erla tangente propre en p définie par le

1 v
polynéme (—oqu; —agv)Xo+u; X1+ v, Xy ala propriété que

q=(——0¢1ui —azvi:ui:vi)eC* .

Démonstration 11 existe un polynéme f(U,V) tel que
F(Xy,X,,Xy) = X0 f( -y X2 4,) , on déduit que

XO

F X — Xn—l ‘El_-— &__ ___Xn—l 1 _i X .
0(X) =n X, f(XO 041,X0 o) =Xy (L )aU(X ’X — o)

Xn— 20.f &_ .

g (X )aV(X — oo
Sachant que O:F(xo,xl,xz):ng(ﬁ—ocl,ﬁ—az) , on a donc

%o %o
Fol®) __ %1 9f ((*1_ gy, %2 20f (B1_qq, 22— et de facon pl
A1 xg aU(( b o2) - Oav(( L 2) GOt pius
0
facile, on a LA —9f (%1 _ &_%),M:M(ﬂ_al,&_%),
x(r)t—l oU «x, %o x(l)l—l oV x, %o
Soit d une dérivation, de f(ﬁ—al,fz—ocz):O , on obtient
%o %o

9f ((*1_g de 0f (*1 _ o *2_ ) d (*2)=0 .
aU((xo xo — o) d( )+aV( 1 og) (xo)

En conclusion, il existe aek(*, ﬁ) avec
X0 %o

O (*1 — gy *2_g)=Ad(*2) OF (*1 — gy . %2—q.)=—2d( *2).
U (xo l’xo 2) (xo) ’aV (xo 1’.’)60 2) (.’)CO)
Comme % est de caractéristique nulle et algébriquement clos, il existe bien

une uniformisante ¢ avec “1—oy—t"et"*1A ; et on a bien
%o

Y2_0g—bt"et" 1A avec bek . On déduit de cela que

X0

Fo(x) F1(%) \ hetA . Ainsi I'anneau local k[0, %11, avec
Fy(x) Py ' [yz’ yz]SDE

—(yo—a1b+oc2)k[y0 Y114 (Y14 b) k[ 22, 21], est dominé par I'anneau A .
Y2 Yo Yo Yo Yo Yo

Cela veut bien dire que 7%0'(&) =(—og+a;b:—b: 1) . Il reste a2 montrer que la
droite définie localement par le polynéme (V-—ay)—b(U—o0y) est tangente
proprea C en (l:oq:0y) . De la formule

—o b+ogetA




7-

SUV)=fq(U,V)+...+f,(U,V) avec f;(U,V) homogene de degré i ou
nul et £;(U,V)#0, onadonc

.x_z_a -x—z——Oc
2 2
0=(F1-a) 9 fg(1,2 )+ (B-ay) 91 f(1, %0 )4,
X0 ﬁ_(xl 0 il._al
%o %o
% P
+(—1—a1)nfn(17xo )'
X fc_l_a
xo L
%
Il suit de cette égalité que v (fy(1,%2—))>0. Si donc
i
d . . &—az
LU, V) =Tl (0;U+v; V), il existe i tel que v(u;+v; 22—)>0 etona
=1 %
v;#0 , or les formules “1—o; —t"et" 1A et 2 —0y—bt"et" 1A impliquent
%o X0
% g
o —betA ;ainsi donc u;+v;6=0 . Il suit de cela que la droite définie par le
*1_

polynéme (—ag+0a1b)Xy—bX;+X, est aussi la droite définie par le polyné-
me (—oqu;—oyv;) Xo+u;X;+v,X, , 1.e. une tangente propreen p a C.

3.2.2. Lemme (relation entre tangentes et anneaux de valuations)

Soient 'k un corps algébriguement clos, f(X,Y)eklX,Y1 wun polynéme
irréductible avec f(0,0) =0, alors f=fq+ fap1+... +F o f; est homogéne de
degré i ou nul et fg+0. On peut donc écrire fy sous la forme

faX,Y)=X* I_]l(aiX—biY)ei avec eq20, ;>0 ,0;#0 pour 1<i<s et
k(a;,b)#k(a;,b;) pour 1<i<j<s . Soit Elx,y 1:=Lloy]l o (resp.y) est

SRlx,y]
l'image de X (resp.Y) , k(x,y) :=Fr(k[x,y]) .
1. Soit w wune valuation sur k(x,y) dont ['‘anneau de valuation domine
RLx,y1(y ) avec w(%)zo et w(x)>0 . Alors il existe i tel que w(ai—bi%)>0 .

2. Soit 1<i<s , alors il existe une valuation w; sur k(x,y) , triviale sur k , avec
w; (x)>0 et w;(a;—b;Y)>0.
X

3. Il existe une valuation w dont l'anneau de valuation domine klx,y1, ., avec
w(x)>0 er w(y)>0 sietseulement si eg>1 .
Yy



8-

Démonstration Soient f(X,Y)ek[X,Y] un polyndme irréductible avec
f00,0)=0, f=Ffg+Ffqgi1+..+F, ot f; est homogene de degré i ou nul et

: — kIX,Y]
Sq#0 . Soient k[ x,y] =R on a donc

Fr(klx,y])=k(x)[y]l=k(y)[x]1=k(x,y) . Les anneaux de valuation de

k(x,y) qui dominent k[x,y](, ,) sont ceux associés a une valuation w avec

w(x)>0 et w(¥)>0 et ceux associés A une valuation w telle que w(y)>0 et
X

w(§)>0 .
On considere d'abord le premier cas ; on a k(x,y):k(x)[%] et

0= lgf(x,y):fd(l,i)+xfd+1(1,%)+...+x”‘dfn_d(1,§) , ainsi donc Y est
X X

racine du polynéme P(T) :=fz(1,T)+x f4,1(1,T) +...+x" "¢ f,(1,T) .

Soient v une valuation sur k(x) , triviale sur 2 avec v(x)>0 k/(E le
, . al . i s .

complété de k(x) pour v, k(x) & une cloture algébrique de k(x) , et

' . Y T al ¢
notons encore v l'unique prolongement de v a k(x) *¢ . Bien entendu
P(T) est un polynéme irréductible de k(x)[ T'] & coefficients dans l'anneau

de valuation de k(x) pour v.Si &e T(x) “ est une racine de P(T) , cela
i s . T al
définit un k(x)-homomorphisme p;:k(x)[ 21— k(x) g par pe(L) =¢ et
cela définit sur k(x)[ X1 une valuation w, qui prolonge v et définie par
X

we(z) =v(pg(2)) . Réciproquement, toute valuation w de k(x)[ %] qui

prolonge v est de cette forme. En ce qui concerne le premier cas, on recherche
les valuations w avec w(%)>0 , donc elles correspondent aux racines ¢ de
X

P(T) avec v(&)>0.

On peut écrire f3(X,Y) sous la forme, fy(X,Y)=X* ilil(aiX—biY) ¢ avec
b;#0 pour 1<i<s avec k(a;,b;)#k(a;,b;) pour i#j . Il suit de cela que
P(T) = ilil(ai_biT) %yxfy, (1, T)+...+x"¢f,(1,T) . Alors le lemme de
Hensel montre qu'il existe des polynémes Pq,Py,...,Py,P,, a coefficients dans

I'anneau de valuation de %(x) et si l'on note P; l'image résiduelle de P;, on
a P(T)=(a;—b;T)% pour 1<i<s, degP;=degP; et P,=1.Sidonc ¢; est
une racine de P;(T) pour 1<i<s, on aalors v(a;—b;&)>0 et en particulier
v(&)>0.Si &, estuneracine de P, ,ona v(£,)<0.

En résumé, si w est une valuation de k(x,y) avec w(x)>0 et w(%) >0, alors

il existe 1<i<s avec w(a;—b;¥)>0 . Réciproquement pour tout i avec
X
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1<i<s, il existe une valuation w; de k(x,y) avec w;(x)>0 et
wi(ai—bil)>0 ;
X

Pour le second cas, on procede de méme, sachant

0=Lf(x,) =fa& D+yfaaE D+ +y ”‘dfn%, 1) . On éerit
y
k(x,y)=Fk(y)[ £]1, on considére une valuation sur k(y) , triviale sur & avec
y

v(y)>0 . Ainsi f est racine du polynéme Q(T) défini par

QUT) :=f (T, ) +y L3, 1(T,1) + ... +y" ¢ f,(T,1), on aura

fa(T,1)=T"¢ ilil(aiT_bi) avec b;#0 . Par le lemme de Hensel , on a
RIT)=Qy(T)RQ{(T)Q..(T) ou Qy,R;,R, sonta coefficients dans I'anneau de
valuation de  %(y), Qo(T)=T% , @,(T)= l]fll(aiT—bi) , deg Qy=deg @, ,

deg @, =degQ; et @, =1 . Il suit de cela que si & est racine de Q(T) avec
v(€)>0, cela veut dire que & est racine de Qy(T) .
En résumé il existe une valuation w sur k(x,y) avec w(y)>0 et w(f) >0 si

et seulement si ey>1.

Remarque Un facteur (a;X-5;Y)% de fy; peut donner lieu a plusieurs
anneaux de valuation. Soit f(X,Y):=Y2+X2Y+X*4+X® . Le polynédme f est
bien irréductible. En effet par le lemme de Gauss,si f se factorise non
trivialement, on aura YZ+X?Y+X*+X°=(Y+A(X))(Y+B(X)) , donc
AB=X*+X" donc degA+degB=5, et comme A+B= X*, ona
deg (A+B) =4, ainsi 2 permutation prés on a degA=1, degB=4 , il est alors
facile de montrer que c'est impossible. Soit P(T) =T?+XT+X*+X? ,Z::)Z( , on

a %P(T):Z2+Z+(1+X) . Comme résiduellement
X

Z2+Z+1= (Z-j)(Z—-j?) (en caractéristique nulle) le lemme de Hensel dit

. —
que P(T) se factorise dans  k(x) [T] ; cela donnera deux anneaux de
valuation qui domineront k[ x,y], L

Remarque (le cas ot fg est sans facteurs multiples ; i.e. le point est multiple

ordinaire)

Si eg=e;=...=e,=1, il suit facilement de la démonstration du théoréme que
les anneaux de valuation de k(x,y) qui dominent k[x,y]1(, ,) sonten
bijection avec les facteurs de degré 1 de fy(X,Y).
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4. La courbe biduale de C est canoniquement isomorphe a C

Théoreme Soient k  un corps algébriquement clos de caractéristique nulle,
F(Xy,X,,Xy) un polynéme homogéne de k| Xy,X1,Xy]1 avec degF>2,

= RXo, X, X1 o ’ . / (X) = OF
FALX.X. %1 % % est l'image de X; . Soient F(X) ._.aXi(X) ,

p: kY, Y, Yol o klx]i=klxg,x1,%9] défini par
p(Y;))=F;(x):=F;(xq,%q,%9) . Alors il existe un polynéme homogéne G avec

degG>2 et kerp=GEk[Y] . Soit k[y]::k[yo,yl,yg]:z% otr y; est l'image

de Y; . Alors p induit un homomorphisme injectif p:klyl—klx]1 , ce dernier

k[xo,xl,xz]:

induit un morphisme u d'un ouwvert dense de C:=Proj(kl x1) dans

C*:=Proj(kly]) . Soient de méme, G;(Y) ::35(1/) , 0kl Z1—kly] défini par

0(Z)=G(y) , alors il existe un polynéme homogéne H(Z) tel que

kero=HFE[Z] . Soit k[z]::k[zo,zl,zz]:zzl%% ot z; est limage Z; ; alors

o induit un homomorphisme injectif &:klz1—>kly] . Ce dernier induit un
morphisme v d'un ouvert dense de C* dans C**:=Proj(klz1) . Sachant qu'il
existe AeH(C) tel que (6p (29),6p (21),06p (29)) =A(xg,x1,%g) , on peut
choisir H(Zy,Z1,29) =F(Zy,Z1,2y), il suit que op induit un isomorphisme de C
sur C** qui est de la forme (oq:oq:0)— (ag:oq:ay) . On dit alors que C**

est canonigquement isomorphe & C .
En d'autres termes si on identifie C au fermé de Py qui est V(F) et si on identifie

C* au fermé de P2 qui est V(H) , alors C=C™* et l'isomorphisme induit par o p

n'est autre chose que l'identité, i.c. du point de vue ensembliste c'est l'application
(og:og:ag)— (agraq:og) .

Démonstration La relation (6p (29),0p (21),6p (29)) =A(xg, %1, %g)
implique que P(zg,21,29) =0 si et seulement si P(xg,%;,%9) =0, sachant que
Get p sont injectifs. On peut donc choisir H(Zy,Z,Zy) =F(Zy,Z,,Zy). Ainsi

op induit un isomorphisme de k[21,%2)] sur k[*1,%2] etona op(Z)="1,
2y X Xo %o 2y X

op(?2)=*2 On définit de méme des isomorphismes entre k[20,%2] et
z, X e !

k[0 2] et aussi entre k[%,%1] et k[¥0,X1] . Il suit de cela que op induit
X1 % %3 2 X9 X9

un isomorphisme entre C=Proj(k[x]) et C*=Proj(k[z]) de la forme
(og:oq:ag) — (0g:oqiag) .



-11-
5. Les tangentes a une courbe plane sont les points de la courbe duale

Théoreme Soient C la courbe projective plane définie par le polyrzéme homogene
F avec degF>2,C" la courbe duale définie par le polynome homogene G défini
enl., n:C'—C (resp. n*:C*' —C*) la normalisation de C (resp. C*)
0':C'—>C*" lisomorphisme induit par 0:C,,,—C* . Soient
Z:={(n(x),n*0'(x))eCxC*|xeC"}, alors Z est un fermé de C xC* . Soient
p=(ag:ay:a9)eC , q=(Bo:P1:PBo) e C*, alors les propriétés suivantes sont
équivalentes.

i) Ona (p,qQ)eZ,

ii) La droite définie par le polyndme BoXo+p1 X1+ BoXy est une tangente
(propre) en p & la courbe C .

Soit p1:Z—C (resp. pg:Z—C*) la premiére projection (resp. la seconde
projection) , alors p; est surjectif. En particulier, tour point de C*  correspond i
une tangente propre & C . Il suit de cela que si p'  est un point du plan contenant
C , avec p'eC , alors il existe peC tel que la droite passant par p et p' soit
tangente (propre) en p a C.

iii) la droite définie par le polyndme ogXo+ 01X+ 03Xy est une tangente
(propre) en q & la courbe C* .

Démonstration Montrons d'abord I'équivalence i) et ii) . D'abord i) implique
i) , c'est le lemme 3.2.1 partie 1. . D'autre part ii) implique i) est le lemme
3.2.1. partie 2. .

Le morphisme p; est surjectif, en effet si peC, il existe xeC’ avec n(x)=p,
si g=n"0'(x) ,ona (p,q)eZ . Enfin p, est surjectif parce que 6’ et n* le
sont.

Il suit bien de ce qui précede et de I'équivalence i) et ii) que tout point de C*
correspond a une tangente propre & C .

Si p":=(ap:0y:ay) , alors I'ensemble des droites passant par p’ est défini par
les polynémes de degré 1, BoXy+p1X;+BoXy tels que o B+ o) By+ oty By =0.
Or D:={(By:B1:B) €P?| apBy+0iBo+ahBa=0} est une droite du plan
projectif. Cette droite coupe le fermé C* en au moins un point
g=(yo:v1:72) . Comme py est surjectif, il existe peC avec (p,q)eZ, et
I'équivalence i) et ii) dit que la droite définie par le polynéme
voXo+7v1X1+72X, est tangente propre d C en p et bien entendu cette droite
passe par p’.

Il reste 2 montrer que i) est équivalent 2 iii) Soient #**(C**)') - C** la
normalisation de C**,v": (C*)'— (C**)" le morphisme induit par v,
Z5={(n*(y),n"* ' (y)) |[yeC*} .
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Sachant par le théoreme de la partie 4. que C*=C , que vu induitde C sur
C**=C l'identité, il suit que v'u':C'— (C*)'=C" est aussi l'identité. Par
ailleurs u':C'— (C*)" est bijectif, ainsi

ZF={ (" (u'(x)), (x™*(u'v'(x))) |xeC'} . Comme n**=nm et v'u’'=1,o0na
Z* = (q,p)eP,%le’;% | (p,q)eZ} . Ensuite 'équivalence entre i) et ii)
appliquée & C* dit que (g,p)eZ* si et seulement si la droite définie par le
polyndme oy Xy+ oy X; + 09X, est tangente propre 8 C* en ¢ . Ceci montre
avec ce qui précede que i) est équivalent a iii).

Remarque (courbe duale et dualité)
Il y a une dualité entre P2 et P? définie par le fermé
T:={((op:0q:09),(Bg:B1:Bsg) | ctgBo+01B1+0gBy=0} considérant
CxC*cP2xP? alors TN (CxC*) est un fermé qui contient Z (défini par
le théoréme ci-dessus) , mais on peut avoir TN (CxC*)=Z . Considérons
I'exemple ci-apres.
Soit F(Xy,X,Xy) =X>X,—XS , ainsi Fo=—3X5 ,F,1=2X,X,,Fy=X? ; il suit
de cela que 4F3+27F; Fy=0 . La courbe duale est définie par
G(Y,,Y,,Y,) =4Ys +27Y2Y,.
Soit Z;:={ ((ocozlzag’),(éiag:ag:—zi‘iéf)) | ogek

u{((0:0:1),(0:1:0))}
avec élz—g , £9=38 . Facilement, ona Z=2Z; et TN (CxC*)=Z,UZ,.

Un exemple (la courbe C n'a pas de singularités et la courbe duale C* a des
singularités) : ‘
Soit C la courbe projective plane définie par le polynéme
F(X):=X3+X;+Xj , c'est une courbe non singulitre.
Soit yi::%(x):f:’»xiz . Alors C*={ (ocg:af:azz)eﬂj’;%l ocg+ocf+oc§':0} :

i
C'est donc la courbe projective plane définie par le polynéme
GY) =Y+ Ye v —2(Y3y3+v3vS+Y3y3) . Cette courbe admet un
ensemble de 9 points singuliers, c'est {(0:1:&),(£:0:1),(1:£:0)]&3=1} .
Soit zg:%(y) :6yi2 (2y% - (yg+y13+y23)) . Facilement on a
2;=2.3% x;(xy %1 29) 2 . Il suit de cela que C**=C.
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