Jean Fresnel, le 22 septembre 2009
Espaces vectoriel de matrices diagonalisables

0. Introduction

Soit %k un corps commutatif, on sait que si deux matrices diagonalisables A et
B de M,(k) commutent, alors elles sont simultanément diagonalisables et
ainsi AA+uB est diagonalisable pour tout A,uek .
On s'intéressa ici a la réciproque

(R) Soient A,BeM,(k) , supposons que la matrice AA+uB soit diagonalisable
pour tout A,uek . Alors a-t-on AB=BA?
Si k n'est pas algébriquement clos, la remarque 1 ci-aprés donne un exemple
avec réponse négative. Si & est algébriquement clos de caractéristique positive,
la remarque 2 ci-apres donne aussi un exemple avec réponse est négative.

Il nous reste & considérer la réciproque sous I'hypotheése ot & est un corps
commutatif, algébriquement clos, de caractéristique nulle. C'est le résultat de
1955 dti 2 T.S. Motzkin et O. Taussky.
La démonstration se décompose en deux parties. Pour la premiere, on montre
quesi X,Y,Z sont des indéterminées sur % , alors le polynéme caractéristique
de YA+ZBie dét(XI,—YA-ZB) , se factorise en polyndmes homogenes de
degré 1, on a donc

n

[ (X—0;Y—Pp,Z)=dét(X],~YA~ZB) avec a;,ick .

i=1

Pour la seconde partie, on montre qu'on peut choisir A diagonale, de
diagonale (o, a9,...,a,) ctqu'alors B admet le premier vecteur canonique
de k™ comme vecteur propre, avec la valeur propre f; . Alors la
démonstration s'ensuit par récurrence sur n.

En ce qui concerne la partie 1 , on définit une notion de tangente a une
courbe projective plane C , définie par un polynéme homogene irréductible
P(X,Y,Z) . On dit qu'une droite passant par un point p de C est tangente a
C, si le nombre d'intersections en p de la droite et de C est strictement
supérieur a la multiplicité de p pour la courbe C . Alors la théorie de la courbe
duale permet de montrer que dét(XI,—YA—-ZB) se factorise en polynémes
homogenes de degré 1 .

Cela étant, les valeurs propres de AA+uB sont
(Aog+uBy,Aog+uPBg,..., o, +uB,) , sachant que 2A+uB est diagona-
lisable, il suit que rang(AA+uB—(Aa;+upy)I,) estégala n moins le
nombre de i avec Aoy +upBy=A0;+up; . Cela implique qu'un certain nombre
de mineurs sont nuls. C'est en utilisant cela qu'on peut montrer la partie 2 .
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Remarque 1 L'hypothese K algébriquement clos n'est pas superflue. En effet
deux matrices symétriques de M,(R) qui ne commutent pas engendrent un

espace vectoriel de matrices diagonalisables.

Remarque 2 La caractéristique nulle est indispensable. Soit p un nombre
premier , K un corps de caractéristique p, A:= [ %p (1) eMp,,(K),ou 0, est
la matrice nulle de M, (K) , soit B la matrice compagnon du polynéme
XP*141 . Alors AA+B est la matrice compagnon de XP*'-2XP+1. Ce
polynéme a pour dérivée X7, cela montre que ce polyndme est séparable. En

conséquence AA+B est diagonalisable ; il suit de cela que tout élément de
KA +KB est diagonalisable, et facilement AB#BA .

1. Tangente a une courbe plane et courbe duale

1.1. Les tangentes a courbe plane.

Soient % un corps algébriquement clos, C une courbe projective plane définie
par un polynéme irréductible et homogene P avec degréP>1.Si p=(1:8;y)
est un pointde C,i.e. P(1,B8,y)=0, alorsona
P(1,Y,Z)=F.(Y=B,Z—y)+F, ((Y=B,Z—7) +..+F (Y=, Z—y) ol F; est
homogene de degré i , ou nul et F,#0 . Alors par définition r est la
multiplicité de C (oude P) en p;on le notera mult(p;P) .

Comme £k est algébriquement clos, on a
l—iI(ai(Y—ﬁ)+bi(Z—y))°‘i:Fr(Y—ﬂ,Z—y) avec Zoy=r ct k(a;,b)#k(a;,b;)
pour i=j,ou k(a;,b;) (resp. k(a;,b;)) dédigne la froite vectorielle engendrée
par (a;,b;) (resp. (a;,b;)) Soient D une droite définie par le polynéme
a(Y-BX)+b(Z-yX) ,ie. passant par le point p,i(p;DNC) le nombre
d'intersection en p de D etde C.Ona i(p;DNP)>mult(p;P)=r;etona
i(p;DNP)>r sietseulement si, il existe i avec (a,b)=2A(a;,b;) et Aek.Si
ces conditions sont réalisées, on dit que D est une tangente (propre) a C en p .

o — i RIY-B,Z—y)y-p.z-y) i
On rappelle que i(p;DNP):=dim,, FOT D =0 p ety Si

p=(a:B:y),ona r=1 siet seulement si
oP JoP 0P
(a—X(a’ﬁ’Y)’a—Y(a’ﬁ,’},)’a_Z(a’ﬁ,Y))i(o’O’O) .

Si ces conditions sont réalisées alors il y a une seule tangente & C en p, elle est
définie par le polynéme g_f;((p)XJr B0 Y+3(p)Z .




1.2. La courbe duale

Théoreme Soient C  une courbe projective plane définie par un polynéme
homogene, irréductible F avec degF >2 , p' est un point du plan contenant

C , avec p'eC , alors il existe peC tel que la droite passant par p et p' soit
tangente (propre) en p a C.

Voir par exwemple [ Fr ] théoréme du paragraphe 5. p. 11.

2. La factorisation du polyndéme caractéristique

Théoreme 2 Soient k un corps algébriquement clos de caractéristique nulle,
A,BeM,(k) . On suppose que tout élément de kA+kB est diagonalisable. Soient
X,Y,Z des indéterminées sur k , alors il existe oy,09,...,0, , B1,Bg,...,B, €k de

acon que l_n[ X—o;Y-0;Z)=dét(XI,-YA-ZB) .
q i=1 l l

Démonstration Soit F(X,Y,Z):=dét(XI,—-YA—-ZB) .

o) Soit p:=(a:B:y) telque F(a,B,y)=0,D(p):=yY—-BZ . Alors on a
i(p;FND(p)) =mult(p ;F) .

La droite définie par D(p) passe par le point (1:0:0) quin'est passur C;p
est de la forme (a:1:y) ou (a:B:1) . Supposons p:=(a:1:y).Ona
F(X,1,7)=dét(XI,~A-ZB), soit
dét((X-)1,—(Z—-y)B+ol,-A-yB)=F(X,1,2) .

Sachant que dét(al,—A—-yB)=0, quitte a appliquer une conjugaison, on
peut supposer que ol,—A—yB est une matrice diagonale A’ , de diagonale
(050003 0,001 yvusy B) AVEC Ky Oippnsec O 20 et F21 . En pesant
U=X-a,V:=Z-—y.0Onadonc
F(X,1,2):=G(U,V)=dét(UI,,—-VB'+A') ou B’ est semblable 3 B .
Facilement les coefficients des r premieres lignes de M:=UI,~VB'+A’ sont
des polynémes homogenes en U et V, de degré 1, il suit de cela que
GWU,V)=G,(UV)+G,,1(U,V)+..+G,(U,V) , ot G;(U,V) est homogene
de degré i ou nul. On aaussi G.(U,0)=(U") (e, 1...0,) +U 1T ot
Tek[U] . Il suit de cela que G,#0 et donc que mult(p;F)=r . Par ailleurs, on

| dimk%ﬁzi(p;FmD(p)), comme G(U,0)=U"¢ ou & est un

inversible de k[ U1y , il suit que i(p;FND(p))=r.
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B) Montrons que F se factorise en polyndmes de degré 1, i.c.
[l (X-0Y-§;2)=F(X,Y,Z) . Ona P{1P§2..P{ =F(X,Y,Z) avec P,

irréductible, homogene. Supposons que degré P1>2, soit C; la courbe
projective plane définie par P; , alors on sait par le théoréme 1 qu'il existe,
issude (1:0:0) une tangente (propre) & Cy , disons en p:=(o:f:y) . Alors on
a i(p;PyND(p))>mult(p;P;) . Connaissant les formules
i(p; P{1P3*...PsnD(p)) =3 0;i(p;P;nD(p)) ,
J

mult(p; P{1Py2...PJs) => o; mult(p;P;) et sachant que

J
i(p;PND(p)) >mult(p ; P) , on déduit que i(p; FND(p)) >mult(p;F) . Ce

qui est une contradiction avec o). Ainsi donc degré P;=1 et comme
degréxF=nona degréxP,;=1.

3. Un plan vectoriel de matrices diagonalisables est commutatif

Lemme 1 Soient k wun corps commutatif, algébriquement clos de caractéristique
nulle, RA'®kB'cM, (k) un plan vectoriel constitué de matrices diagonalisables.

Alors il existe A,BekA'®kB' de fagon que kRA+kB=k'A'® kB’ et il existe
01y Opy Py, Br€k avec oy=og=...=0;#0; pour 1>t et f1=Po=...=0; et

de plus nl (X—0,Y—B;Z)=dét(XI,~YA—ZB) .

Démonstration Par le théoreme 2 , on a

[1 X-alY'-B;Z")=dét(XI,-Y'A’'~Z'B’) . Quitte A permuter les indices, on
fi=il

peut supposer qu'il existe ¢ avec

(of,B1) =(aty, By) =...=(ay, By) # (af, i) pour i>¢ . Comme k est infini, il
existe uek avec aj+upBi=og+ufo=..=o;+pupi#a;+upf; pour i>¢.

Il suit de cela que
DI(X—Y’(ocL’-+u[3§)—(Z'—uY’)ﬁg):dét(XIn—Y'(A’+uB’)—(Z’—uY’)B’) :

En posant Y:=Y', Z:=Z'-puY', a;:=0;+uB; , B;=p; ,A:=A'+uB’,

B:=B', on obtient f[l(X—aiY—ﬁiZ) =dét(XI,-YA-ZB) avec

01 =0g=...=0F O pOLll'i>t et ﬁl-:ﬂz:...:ﬁt .

Lemme 2 Soient k un corps algébriquement clos, de caractéristique nulle. On
suppose que kA® kB c M,(k) est un plan vectoriel constitué de matrices
diagonalisables, que A  est diagonale, de diagonale (oq,04,...,a,) avec
oy =0g=...=0,#0; pour i>t, que B=[b;;] et que
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=

' 1(X—ocL-Y—BL-Z):dét(XIn—YA—ZB) avec By=Pg=...=B, . Alors on a

bllzﬁl 3 bl,s:bs,1:0 paur 2SS_<_t .

Démonstration Comme xyA+B(X) =(X-o01y—pB1) 'Q(X) pour tout yek et
sachant que yA+B est diagonalisable, on a

dim ker(yA+B—(ayy+B1)1I,)>t, ainsi rang(yA+B— (o y+p1)1,)<n-t,
cela montre en particulier que tous les mineurs d'ordre n—¢+1 de

YA +B—(a;y+p1)I, sont nuls .

Soient Y une indéterminée sur k&, 2<s<t,

by s b1,¢41 . 1 by,

bt+1,s Y(‘xt+1—°‘1)+bt+1,t+1—ﬁ1 - bt+1,n
H(Y):=dét .

b, , : L Y(o,—0p)+b, ,

Alors H(Y) est un polyndme de degré majoré par n—t et le coefficient de
Y™ ¢ est by oIl (a;—ay) . Comme H(y) est un mineur d'ordre n—¢+1 de
i>t

yA+B—(a1y+B1)1,,ona H(y)=0 pour tout yek , et donc H(Y)=0 , il suit
que by ¢=0. Soit

b11_ﬁ1 bl,t+1 . bl,n
. b1 Y(O‘t+1_°‘1)+bz+1,t+1—[31 - bysim
K(Y):=dét .
b, 1 .. Y(o,—ey)+0, ,— By

La méme méthode montre que (by;—B) [l (a;—a;)=0, donc by;=p; . En
i>t

considérant ‘A, ‘B , les transposées de A et B, on obtient b, ;=0 pour
2<s<t.

Lemme 3 Soient k un corps algébriquement clos, de caractéristique nulle. On
suppose que kA® kBc M, (k) et un plan vectoriel constitué de matrices

diagonalisables, que A est diagonale, de diagonale (o, aq,...,0,) avec
oy =0g=...=0u#0; pour i>t, que B=[b;;] et que
f_ll(X—ociY—BiZ) =dét(XI,-YA—-ZB) avec B1=Bg=...=p; . Alors on a

by 4=0 (resp. by 1=0) pour t<s<n.

Démonstration Soit P(T):= [| ((e;—0y) T+ (B;—B1)) , alorson a

degré P=n—t . Soit u une racine de P, de multiplicité s, alors poaq+pB; est
une racine de x4, p(X) de multiplicité #+s ; sachant que puA+B est
diagonalisable, il suit de cela que pA+B—(pa;+py)I, estderangn—t—s,
ainsi tous les mineurs de cette matrice, d'ordre supérieur ou égal a



ra

n—t—s+1 sont nuls. Montrons que b;,7 1=0 . Soient Y une indéterminée

sur k&,
bt+1,1 bt+1,t+2 LW bt+1,n
bt+2,1 Y(O‘t+2—°‘1)+bz+2,t+z—ﬁ1 co bt+2,n
L(Y):= .
b, 1 b, o Y(ay—ay) +b, ,—B,
Ainsi les mineurs d'ordre n—¢,n—t—1,..,n—t— (s—1) dela matrice L(u)

sont nuls. Soit ¢(Y):=dét(L(Y)) , alors le lemme 4 , ci-apres, dit que u est zéro
de 0(Y) de multiplicité supérieure ou égale 3 s . Comme toute racine p de P
est racine de ¢ avec multiplicité de p en P<multiplicité de u en ¢,on
déduit que degré ¢>n—¢t ou €=0.Orona degré <n—¢t—1,ainsi /=0 .
Sachant que b, 4 D]:[”(oci— o) est le coefficient de Y "~ !~! on a bien

bt+1,1:0 .
Une méthode analogue montre que b, ;=0 pour t<r<n. Par transposition
on obtient que by ,=0 pour tout ¢<r<n.

Théoreme 3 Soient k un corps commutatif, algébriquement clos, de caractéristique
nulle, A,BeM,(k) . On suppose que tout élément de kA +kB est diagonalisable.

Alors les matrices A et B sont simultanément diagonalisables, ou ce qui est
équivalent, les matrices A et B commutent.

Démonstration Si dim(kRA+kB) <1, le résultat est immédiat. Si
dim (kA +kB) =2 , il résulte du théoréme 2 et des lemmes 1, 2, 3 qu'apres

conjugaison on a A:[ o(;l X,} , B:[ %1 g,} . Ainsi tout élément de
kA'+kB'cM, _;(k) est diagonalisable. Par hypothese de récurrence sur n on
peut supposer que A’ et B’ sont simultanément diagonalisables. Il suit
facilement que A et B sont simultanément diagonalisables.

Corollaire Soient k un corps commutatif, algébriquement clos, de caractéristique
nulle, V. un sous-espace vectoriel de M, (k) , constitué de matrices diagonalisables.

Alors les éléments de V' sont simultanément diagonalisables, ou ce qui est
équivalent, les éléments de V' commutent deux a deux ; en particulier dimV<n .

Lemme 4 Soient k un corps commutatify x;;,1<i<r, 1<j<r, x,,2<0<r des
X11 X129 .. X1
Koy Xop—Y Xy . . Xy

r

r

Slémentsde k, Y une variable sur k, A(Y):= . Soit

X1 X v xrr—Yxr
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yek , on suppose que tous les mineurs principaux d'ordre supérieur ou égal & r—s
de A(y) contenant xq, sannulent. Alors on a

dét A(Y)=(Y—9)°"1Q o Qek[Y].

Démonstration Quitte & remplacer x;; par x;; —y x; et Y par Y-y, on peut
supposer que y =0 . Soit b;;(Y) le terme en position #,j de la matrice

A(Y) . Soient ¥ l'ensemble des parties K a ¢ éléments de la forme
K={1<i;<ig<..<i,<r} avec t<s . Sachant que

dét(A(Y)) := Z (sgn 6) b1 6(1)(Y) .. by 60y (Y) on déduit que le coefficient de

Kel o'eS(J)
dans {1,2,...,r} . Sachant que > (sgno’)][l b,,(;y(0) est un mineur
& W) jeg JOY

g€

YPest > Z (sgna )ﬂJbJ(,(J)(O) ol J est complément ordonné de K
je

d'ordre n—t de A(0), il suit bien que le coefficient de Y’ estnulsi ¢<s .
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