Sur les espaces vectoriels de matrices de rang borné

Jean Fresnel

L'objet du texte ci-apres est de donner une démonstration de la majoration
de la dimension d'un espace vectoriel constitué de matrices dont le rang est
borné. La premiere démonstration est celle de Flanders ([Fl]), en 1962 sous
la supposition que le corps de base soit assez grand. C'est en 1985 que
Meshulan ([M]) a proposé une démonstration sans condition sur le corps de
base. Nous présentons ici une démonstration qui differe des précédentes ;
sachant toutefois que je n'ai pas bien compris la démonstration de
Meshulan. Dans le cas ol ¥ est un sous-espace vectoriel de M ,(K) ,
I'anneau des matrices & n lignes et n colonnes a coefficients dans un corps
commutatif K, avec dim¥'>(n—1)n, si aeK™, alors il existe AeV avec
détA=o . Notons que ce dernier résultat avait été abordé par T. Shifrin et
R. Varley ([S, T1]) au moins pour a=1.

Théoreme 1 Soient K un corps commutatif.

1. Soient 0<r<p<n des entiers, V un sous-espace vectoriel de M, ,(K) de
matrices de rang au plus r , on suppose que dim* =rn. Alors il existe
SeSe,(K) de fagon que SV soit constitué de toutes les matrices de M ».n(K)
dont les lignes d'indice r+1,r+2,...,p sont nulles. En d'autres termes il existe
un sous-espace vectoriel ‘W de KP qui est de dimension r et V' est constitué de
toutes les matrices de M, ,(K) dont les colonnes appartiennent & W ; ce qui
veut dire aussi que V' isomorphe & W QK™ .

Soient O0<r<p=n,%¥' est un sous-espace vectoriel de M, ,(K) =M, (K)
constitué de matrices de rang au plus r , on suppose en plus que dim*V'=rn.
Alors il existe SeSC,(K) de facon que SV’ soit constitué de toutes les matrices
de M,(K) dont les lignes d'indice r+1,r+2,...,n sont nulles, ou bien V'S
est constitué de toutes les matrices de M, (K) dont les colonnes d'indice
r+1,r+2,...,n sont nulles. En d'autres termes il existe un sous-espace vectoriel
W de K" qui est de dimension r et V' est soit constitué de toutes les matrices
dont les lignes appartiennent & W, soit constitué de toutes les matrices dont les
colonnes appartiennent a W, il suit de cela que V' est isomorphe a W QK" .
2. Soient 1<p<n,0<r<p des entiers, V wun sous-espace vectoriel du

K-espace vectoriel M, ,(K) des matrices & p lignes et n  colonnes, avec
dimV'>rn . Alors V' contient une matrice A avec rang A>r+1 .

En d'autres termes, si V' est un sous-espace vectoriel de M, ,(K) constitué de
matices de rang au plus r , alors dimV'<rn .

3. De plus, si V' est un sous-espace vectoriel de M, ,(K):=M,(K) avec
dim¥V'>(n-1)n, si aeK>, alors il existe AeV avec détA=o .



Démonstration

0) II s'agit de montrer que 1. implique 2. .

0.1) On suppose que p<n . Soit ¥ un sous-espace vectoriel du

K-espace vectoriel M, ,(K) des matrices & p lignes et n colonnes, avec
dim%'>rn . Supposons que pour tout Ae V', ona rangA<rn . Soit alors
V" un sous-espace vectoriel de ¥ qui est de dimension rn , alors par 1. il
existe SeSC,(K) de fagon que S soit constitué de toutes les matrices de
M, ,(K) dont les lignes d'indice r+1,r+2,...,p sont nulles. Comme S
contient strictement S, il suit que SV’ contient une matrice B avec
rangB>r , il en est de méme de V.

0.2) On suppose que p=n . Alors en utilisant 1. pour un SeS¢,(K)
convenable, on montre de méme que SV ou VS contient un élément B
avec rangB>r, il en est de méme de V.

1) Il s'agit de montrer 1. .

1.0) Les cas r=0, r=p sont immédiats.

On considere 'hypothese de récurrence sur p suivante.

(H.R.) Soient 1<p’<n ,0<r'<p', p'<p, des entiers. On suppose que 1. est
satisfait pour tout sous-espace vectoriel V' de My ,(K) constitué de matrices de
rang au plus r' et avec dim¥V’' =r'n

1.1) Soit p:M, ,(K)—>M, 1 ,(K) défini par p(M)=[m;;l; ; pour
1<i<p-1,1<j<n, si M=[m;]; ; avec 1<i<p,1<j<n . L'application
linéaire p consiste A supprimer la derniere ligne de la matrice M .

Si on note E;; la matrice dont tous les coefficients sont nuls, sauf celui en
position (i,j) quivaut 1, alors kerp=KE, {®KE, ,®..®KE, , .
Remarquons enfin que rang A>rang p(A) .

1.2) On suppose que V Nkerp={0} , que dim¥V'=rn et que r=p—1.

On a donc dimp(¥)=(p—-1)n ,ie. p(V)=M, | ,(K) et p induit une
bijection de ¥ sur p(¥') . Sidonc B est une matrice de M, _; ,(K) dont
les lignes sont (Lq,Ly,...,L,_1) , il existe un unique Ae%¥ avec p(A)=B
et les lignes de A sont (Ly,Ly,...,L, 1,L,) . Ainsi (Ly,Lg,...,L, 1)— - L,
définit une application linéaire f de (K™)P~! dans K" et de plus comme
rangA<r ,si (Ly,Ly,...,L, 1) est une famille libre de K" , il suit que
L,eKL;+KLy+...+KL, 1 . Il suit du lemme 1 ci-aprés qu'il existe
ay,ag,...,a,_1€K de fagon que

f((Ly,Lg,...,L, _1)=a1Ly +ag Lo+ ... +a,_1L,_; pour tout
(Ll,Lz,...,Lp_l)e(K”)p_1 . On déduit facilement de cela qu'il existe
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SeSl,(K) de fagon que SV soit constitué de toutes les matrices de
M, ,(K) dont laligne d'indice p est nulle.

1.3) On suppose que V Nkerp={0} , que dim¥V'=rn et que r<p—2 .

On a donc dimp(V)=dim ¥'=rn<(p—2)n . Il suit que p(V) est un sous-
espace vectoriel de M, _; ,(K) , de dimension rn et constitué de matrices
de rang au plus r . Comme r<p-2, il suit de (H.R.) appliqué a p(V)
qu'il existe SeS¢, ;(K) de fagon que la ligne d'indice p—1 de tout
élément de Sp(V) soit nulle.

Si 8’eSC,(K) est la matrice constituée des blocs diagonaux (S,[11]) , il suit
que la ligne d'indice p de tout élément de S’V est nulle. Ainsi S’V
s'identifie a un sous-espace vectoriel de dimension rn de M, ; ,(K)
constitué de matrices de rang au plus 7. Alors par (H.R.) appliqué a ce
sous-espace vectoriel de M, _; ,(K) , il existe TeS¢, {(K) de fagon que
lignes d'indice r+1,r+2,...,p—1 des éléments de TV considérés dans
M, i ,(K) soient toutes nulles. Il suit facilement de cela qu'il existe
ReSC,(K) de fagon que 1. soit satisfait pour .

1.4) On suppose que dim (V Nkerp)=d>1 . Alors il existe QeSC,(K) de
fagon que (VQ)Nkerp=KE, , ;,1®KE, , 4,99..®KE, , .

En effet il existe une base (ej,eq,...,e,) de kerp constituée de vecteurs
lignes de fagon que V' Nkerp=Ke,_4,19Ke,_4,,®...0Ke, . Soit
(e},€9,...,e" ) la base duale de (eq,eq,...,e,) constituée de vecteurs
colonnes, on a donc e;ej=46;; . Alors il suffit de prendre pour @ la matrice
dont les colonnes sont ej,ey,...,e% 1, Ae), ol A est choisi de fagon que
détlejey...e’,_; Aej, 1=1.Sidonc ¥ @ contient une matrice A avec
rangA>r+1,ona rang AQ '>r+1. De plus dans le cas o1 p=n,
r=n—1,si détA=o,ona détAQ '=a .

(%) En conclusion on suppose désormais que

V'nkerp=KE, ,_4.19KE, ,_4,29..0KE, , avec d>1et V' :=V@Q
avec QeSl,(K) .

1.5) Sous l'hypothese (x) , avec d>1 , on suppose en plus que r<d , que
dimV'=rn et que V' est constitué de matrices de rang au plus r .

On sait par 1.1) que pour tout Ae¥”’, on a rangp(A)<rangA , il suit de
cela que pour tout Ae¥’, ona rangp(A)<r, i

1.5.1) Montrons que pour tout AeV", on a rangp(A)<r—1.

Supposons qu'il existe AeV’, avec rangp(A)=r ; ainsi il existe
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1<j1<jo<...<j,<n de fagon que les colonnes correspondantes aux indices
J1sJ2,-5Jr de p(A) constituent une famille libre ; il s'ensuit que les
colonnes C; ,C;,,...,C; de A constituent une famille libre. Comme
r<d , il existe j avec n—d+1<j<n et je{ji,jg,..-»J,} . Soient
A=[C,C;...C,1,2eK , alors les colonnes de A+AE, ; correspondantes
aux indices jy,j2,....jr,J sont C;,C; ,...,C; ,C;+AE, ;. Notons
ClsClhpseesC'y,4C5 les colonnes correspondantes de p(A+AE, ;) . Alors il
existe Aq,49,...,A,€K uniques tels que 1;C’ j1t22C+.+2,C" ; +C;=0.

C’ A
Si donc Cjkz[ Jk] et Cj—_-[ C; } , en choisissant 2 de fagon que

ap a
Aai+Agag+...+A,a,+a+A#0 , il suit que la famille
(C;,,Cj,,....,C; ,C;+AE, ;) est libre, ainsi rang(A+AE, ;)>r+1.
Comme A+AE, jeV', cette situation est impossible.

1.5.2) Montrons que d=n et que V' satisfait 1. , donc aussi que V' satisfait 1. .
On adonc dimp(¥')=rn—d>(r—1)n parce que d<n;en plussi d<n,
ona dimp(V')>(r-1)n Par (H.R.) compte tenu de 0) , 1. et 2. sont
satisfaits, ainsi il existe Ae¥’ avec rangp(A)>r ; compte tenu de 1.5.1) , la
situation est impossible, on a donc d=n . Par suite V'=p(V')@kerp avec
kerp=KE, ®KE, 4®...®KE, ,,. On peut appliquer (H.R.) a p(¥") , ce
qui veut dire qu'il existe T'eS¢, ;(K) de fagon que T soit constitué de
toutes les matrices de M, _; ,(K) dont les lignes d'indices r,r+1,...,p—1
sont nulles. II suit facilement de cela qu'il existe ReS¢,(K) de fagon que
R soit constitué de toutes les matrices de M, ,(K) dont les lignes
d'indices r+1,r+2,...,p sont nulles. Il en résulte R¥V est constitué de
toutes les matrices de M, ,(K) dont les lignes d'indices r+1,r+2,...,p
sont nulles.

1.6) Sous [l'hypothése (x) , avec d>1 , on suppose que d<r<p , que
dim¥'=rn et que V' est constitué de matrices de rang au plus r .

1.6.0) Soit W:=V'N(KE, 1®..®KE, ,®KE, ,®..OKE, ; ,),
¢:(KE, 19..®KE, ,®KE, ,®..®KE, , ,)>KE; ,®..0KE, ; , la
projection canonique ; on a donc ker¢=KE, 1®..®KE, , et donc
dim(Wnkerg)=d , il suit que

dimW=d+dim o(W)<d+p—-1<r+p-1<r+n.

Soit 0:M,, ,(K)—>M,,_; ,_1(K) défini par 6(M)=[m;;]; ; avec
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1<i<p-1,1<j<n-1 etot M=[m,;]; ; avec 1<i<p,1<j<n;ainsi 6
consiste & supprimer la p-ieme ligne et la n-ieéme colonne. On a
V'Nker =W et donc dimo(V')>rn—(r+n—-1)=(r-1)(n-1) .

1.6.1) Montrons que dim6(V')=(r—1)(n—1) et que tout élément de 6(V")
est de rang au plus r—1 .

Supposons le contraire, i.e. il existe une matrice 6(A) avec AeV’' et
rang0(A)>r . Si rang0(A)>r+1, alors rangA>r+1 . C'est contraire 2
I'hypothese. Si rang@(A)=r, il existe des indices 1<j;<jo<...<j,<n—1,
de fagon que les colonnes correspondantes de 6(A) constituent une famille

libre ; de méme des colonnes C; ,C;,,...,C; de A constituent une famille

libre. Comme en 1.5) il existe AeK de fagon que les colonnes de
A+AE, 4 correspondent aux indices jq,Jg,...,J,,n constituent une

famille libre. Comme A+AE, eV, c'est impossible.

Supposons aussi que dim6(¥')>(r—1)(n—1), il suit de (H.R.) que 6(V")

satisfait 1. et 2. , donc contient une matrice 60(A) avec Ae¥’' et
rang6(A)>r ; par ce qui précede c'est impossible.

1.6.2) Montrons que r=d , n=p, dime(W)=p—1 . Sachant par 1.6.1. que
dim6(V')=(r—1)(n—1) , il suit de 1.6.0) que dimW=d+dime(W) , i.e.
dimW=d+(p—1)— ¢ avec £>0. Par ailleurs dimo(V')=rn—dimW , i.e.
dimo(V")=(r-1)(n—-1)+(r— d)+(n—p) + €, on adonc r=d , n=p,

e 0

1.6.3) En résum, il suit de 1.6.0) , 1.6.1) , 1.6.2) que sous 'hypothese 1.6) on
a n=p,ie V' estun sous-espace vectoriel de M, (K) , de dimension rn,
constitué de matrices de rang au plus r et 6(¥') est un sous-espace
vectoriel de M, _;(K) de dimension (r—1)(n-1) , constitué de matrices

de rang au plus r-1.

2) Il nous reste & montrer 3. .

Soient K un corps commutatif, V un sous-espace vectoriel de M ,(K) avec
dim¥'>(n—1)n,aeK . Alors il existe AeM,,(K) tel que détA=a .

2.0) Soit 6:M,(K)—>M,_1(K) l'application linéaire définie par

0([a;:l1<i<n :=[a;;l1<i<n-1 .On adonc
(1 ‘J]lsjsn Lai;] I<j<n-1

ker0=KE, ,®KE, ,®...0KE, ,OKE, ,®..®KE,_; ,.
2.1) Soit W:=¥nkerd . On a donc dim¥ =dim6(V")+dimW .

Or dim¥ =(n—1)n+e avec e>1,dimoO(¥)=(n-1)2—u avec u>0 et
donc dimW=(n—1)+e+u>n.



v

2) Pour des raisons numériques, on a donc
Wn(KE, ;DKE, ,6..®KE, ,)#{0} . Il suit de cela qu'il existe

SeSt, 1(K) avec VSN(KE, \®KE, ,®..0KE, ,)oKE, ,.

2.3) Posons ¥':=¥S, onadonc E, ,e¥'. Supposons qu'il existe AeV’
avec rang0(A)=n—1. Alors il existe 1eK tel que dét(A+AE, ,)=a;
ainsi V' contient un élément B avec détB=a .

2.4) Soit toujours V'=V'S et W'=V'Nnkero , on adonc E, ,eW’.
Commeen 2.1),0ona dim¥’'=(n—1)n+¢ avec e>1,
dim6(V")=(n—1)%—pu avec p>0 et dimW'=(n—1)+e+pu .

On suppose maintenant que pour tout Ce¥’, ona rang(6(C))<n-2 .1l
suit de cela que dim6(V')=(n-2)(n—1)—p’ avec u'>0 (c'est 2.).

Sachant que dim 0(¥")=(n—1)2—u , on adonc p=(n—1)+u’ et donc
dimW'=2n—2+¢e+pu’ . Sachant que dimW’'<2n-1, on déduit que

e=1, u'=0 etdonc p=n-1;ainsi dimo(¥')=(n-2)(n-1) et
dimW’'=2n-1, soit donc W'=ker6 , ce qui montre que

V'=0(V')®ker6 . En conclusion 6(¥')c¥’ contient une matrice A avec
rangA=n—-2 .Onadonc {1,2,...,n—1}={iy,ig,...,0n_1} ,
{1,2,...,n=1}={j1,J9,»Jn_1} de facon que la sous-matrice de A

indexée sur {iy,ig,...,i,_9}X{Jj1,J9,-»Jn_o} soit de déterminant non
nul. Facilement, il existe A,ueK avec dét(A+AE; | +ukE, ; )=a.
Lemme 1 Soient 1<t<n des entiers, E un K-espace vectoriel de dimension n ,
FE'—E une application linéaire telle que pour tout

x=(21,%g,...,x ) EE" avec (x1,%9,...,x;) qui est une famille libre de E , on a
f(x)eKx;+Kxg+...+Kx, . Alors il existe ay,aq,...,a,€K de facon que pour
tout x=(%1,%9,...,%,)€E’, on a f(x)=ajx;+agxg+...+0;%;.

Démonstration
Soit (eq,eg,...,e,) une base de E . Notons (E?)’ I'ensemble des

x=(xq,%g,...,x,)€E" tels que (x,%9,...,%,) soit une famille libre.

a) Soient 1<i<n , 1<j<t , u;;:=(x1,%,...,x,) €E® défini par x;,=0
pour tout k#j et x;=e; . Alors la famille (u;;) avec 1<i<n , 1<j<t est
une base de E°.

B) Montrons qu'il existe a; ;€K de facon que f(u;;)=a;je; .

Soient ke{1,2,...,n}—{i},I une particd ¢ éléments de

{1,2, ..., n}={k }, s:{1,2,...,t}— —I une bijection avec s(j)=i . Soit
Vi 1= (es(1),€5(2)5-r€s(s)) » alors v;;,e(EY' . De méme u;j+v;,€(E")’
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parce que ey jy#e; . Il suit de cela que f(u;;+v;;3)= Zl/lrer avec A,=0, de

n n
méme f(u;;p)= 2 e, avec up=0.En conclusion f(u;;))= 2> v,e, avec
t=1 r=1

v=0. Comme cela est vrai pour tout k=i, onabien f(u;;)=a; e; avec
aijeK.
v) Montrons que a; ;=ag;=...=a,; .
Soit Jc{1,2,...,n}—{i,i'} une partied ¢—1 éléments ,
s:{1,2,...,¢}—{j}— —J une bijection, x=(x1,%y,...,%;) défini x,=eyy)
pour k#j et x;=e;—e; ; alors xe(E?)’ . Il suit que

i

Sf(x)=ule;—e;)+ kzlzk#/lkes(k) avec U,A1,...,Aj_1,Aj41,-,4, €K . Mais

Z as(k)kes(k) . Il suit de cela
=1, kzj

par B) ,onaaussi f(x)=a;je;+a; e; + -

k

que aij =aifj=u ‘

8) Soient a;:=a; j=a9;=...=0q,;,y:=(0,...,0,%;,0,..,0) ol x; esten
position j.Ona x;=A1e;+Agea+...+A,e, , il suit que
y=A Uy j+Ageq j+...+Aye, ; , il suit alors de y) que f(y)=a;x; . Si donc

x=(%1,%9,...,x,)€E", on a bien f(x)=a;x1+agxg+...+a;x;.

Lemme 2 Soient 1<r<n des entiers, V' un sous-espace vectoriel de M, (K) , de
dimension rn, constitué de matrices de rang au plus r, 0:M,(K) >M, _,(K)
lapplication linéaire définie par 6(M)=[m;l; ; avec

1<i<n—1,1<j<n-1 eroi M=[m;;]; ; avec 1<i<n,1<j<n ;ainsi 6
consiste A supprimer la p-ieme ligne et la n-ieme colonne. On suppose que
dim (V') =(r—1)(n—1) et que 6(V') est constitué de matrices de rang au
plus r—1 . Alors il existe TeSC,(K) de fagon que TV' soit constitué de toutes
les matrices dont les lignes indexées sur r+1,r+2,...,n sont nulles ou bien
V'T est constitué de toutes les matrices dont les colonnes indexées sur
r+1,r+2,....,n sont nulles.

Démonstration

Soit W:=V"' nkero .
0) Lecas r=1.0Onadonc ¥'=WcUOVOKE, , avec

U=KE, \®KE, ,®..0KE, , | ,V:=KE, , ®KE, ,®..0KE,_, , .
SiA=u+v+2AE, ,e¥' avec ueU—-{0} , veV—-{0}, il suit facilement

que rangA>2 . C'est impossible.
SiA=u+AE, ,eV',B=v+uE, , €V’ avec ueU—-{0},veV—-{0}, alors
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ona rang A+B>2 . C'est impossible. Il suit de cela que ¥'cU®KE, ,

ou que ¥'cV®KE, , .

Il suit facilement de cela qu'il existe SeS¢,(K) tel SV’ est constitué de
toutes les matrices de M, (K) dont les lignes indexées sur {2,3,...,n } sont

nulles, ou que V'S est constitué de toutes les matrices dont les colonnes
indexées sur {2,3,...,n } sont nulles.

Le cas r=n est trivial, on peut donc supposer maintenant que 2<r<<n .

Par hypothese de récurrence sur n , on peut donc supposer que 6(V")
satisfait le résultat (1) ou (2) ci-dessous.

(1) On suppose qu'il existe T'eSC,_(K) tel que T'0(V') soit constitué de
toutes les matrices de M, (K) pour lesquelles les lignes d'indice r,r+1,...,n—1
sont nulles.

(2)  On suppose qu'il existe T'eSC, _1(K) tel que 6(V')T" soit constitué de
toutes les matrices de M, (K) pour lesquelles les colonnes d'indice
r,r+1,...,n—1 sont nulles.

En 1), 2), 3) ci-apres, on suppose que (1) est satisfait.

Soit TeS¢,_1(K) la matrice diagonale par blocs dont les blocs diagonaux
sont (7",[1]) . Ainsi pour tout AeM,(K) ,ona 6(TA)=T"'6(A) .

1) Soit W":=T¥'nker6 , facilement la multiplication & gauche par T
définit une bijection linéaire de W sur W' . Ainsi on a

dimW'=(r-1)+n .

2) Montrons que W'cKE, ,®..®KE, , ,®KE, ,®..®KE, ,.

2.1) Supposons le contraire, i.c. il existe uweW’ avec

u=ME p+. A0E, i E, g+, 1B, g etil existe i avec

A;,#0 , r<ig<n-1.

2.2) Pour des raisons de dimension, on a

W'Nn(KE, ®KE, o ®..®KE, , {)#{0}, donc il existe

v=v1E, 1+VoE, ot+..4+v,_1E, ,_1€W’ et 1<jo<n—1 avec v, %0 .

2.3) Sous l'hypothese 2.1) , il s'agit de montrer que T’ contient un
élément B avec rangB>r+1.

2.3.1) On suppose que jo>r . Soit AeTV' de fagon que
0(A)=Eq 1+Eg o+...+E, 1 , 4 ;alors pour o,BeK convenables les
colonnes de A+au+pBv indexées sur {1,2,...r—1,j,,n} constituent une
famille libre. Ce qui veut dire que T’ contient un élément B avec
rangB>r+1 .

2.3.2) On suppose que jo<r—1.Soit AeTV' de fagon que
0(A)=E; 1+Ey o+..+E; 1 jo_1+E;, jos1+--+E,_1 , . Alors pour

a,BeK , convenables, les colonnes de A+oau+Bv indexées sur
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{1,2,..,r—1,r,n} constituent une famille libre. Cela veut dire que TV’
contient une matrice B avec rangB>r+1.

2.4) 1l suit de 2.3) que I'hypothese 2.1) est A rejeter, donc que 2) est
satisfait.

3) Montrons que les lignes de toutes les matrices de TV’ indexées sur
{r,r+1,...,n—1} sont nulles.

3.1) Soient p:M,(K)—KE, ,®KE, ; ,®..®KE, ; , la projection
canonique et p’ sa restriction & T’ . Il suit de 2) que p’ induit une
application linéaire p’ induit une application linéaire

p":60(TV')>KE, ,®KE,,, ,®..0KE, ; ,.

3.2) Si Azizj/li,jeEi’jeTﬂ/’ , il s'agit de montrer que

Apn=Arp1,1==Ap_1,,=0.

Soit v=viE, 1+VoE, o+..+v, 1E, , 1€W’ et 1<jo<n-1 avec

vj,#0 , comme il est défini en 2.2) .

Soit AeTV" avec 0(A)=[C,C,...C,,_1] ; on suppose en plus que

rang [C1Cy...C; _1Cj,;1...C;,_11=r—1 . Il s'agit de montrer que
p"(6(A))=0 . Supposons p”(06(A))=0 , alors il existe feK , convenable, de
fagon que rang(A+pv)>r+1 . Cela conduit 2 une contradiction, donc on
a bien p”(6(A))=0.

3.3) Comme les matrices 6(A) satisfaisant les hypotheses de 3.2)
engendrent 6(TV') (lemme 3 , ci-apres) , il suit que pour tout AeTV’, on
a p"(6(A))=0.

3.4) 1l suit donc que sous I'hypothese (1), les lignes de TV’ indexées sur
{r,r+1,...,n—1} sont nulles.

3.5) Sous I'hypothese (1), il suit facilement de 3.4) qu'il existe S e S¢,(K)
de fagon que SV’ soit constitué de toutes les matrices de M, (K) dont les
lignes indexées sur {r+1,r+2,...,n} sont nulles.

4) On suppose maintenant que (2) est satisfait, i.e. qu'il existe

T'eSC,_1(K) tel que 6(V')T" soit constitué de toutes les matrices de

M, _{(K) pour lesquelles les colonnes d'indice r,r+1,...,n—1 sont nulles.
Il suit par transposition que “T"0(*¥’) est constitué de toutes les matrices
de M, _{(K) pour lesquelles les lignes indexées sur {r,r+1,...,n—1} sont
nulles. Le sous-espace vectoriel ‘¥’ de M, (K) constitué de matrices de rang
au plus r et de dimension rn; "W=""nkero, et

dim W =dimW’'=(r—1)+n , on a aussi

dimo(*V")=dim (V' )=(r—1)(n—1) , et 6(*¥’) est constitué de matrices
de rang au plus r—1. Il suit doncde 1), 2), 3), qu'il existe SeS¢,(K) de
fagon que S*V' soit constitué de toutes les matrices dont les lignes indexées
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sur {r+1,r+2,...,n} sont nulles. Il suit de cela que V'%S est constitué de
toutes les matrices dont les colonnes indexées sur {r+1,r+2,...,n} sont
nulles.

Lemme 3 Soient K un corps commutatif.

1. Soit p>1, un entier, alors les matrices de S,(K) engendrent le K-espace
vectoriel M,(K) .

2. Soient 1<p<n des entiers, {iy,iy,...,i,,} une partica p éléments de
{1,2,...,n } . Alors l'ensemble des matrices 1C1Cy...C,)1 de M, ,,(K) telles
que 1C; C,,...C; 1 soit inversible, engendre le K-espace vectoriel M), ,(K) .

Démonstration

1) Montrons 1.. Soit E; ; la matrice dont tous les coefficients sont nuls,
sauf celui en position (i,j) quivaut 1. Il s'agit de montrer que pout tout
(i,7) I'élément E; ; est engendré par les éléments de S€,(K) .

Si i#j,ona E; ;=(I,+E; ;)-I,.

Sii<n,ona(E;; 1—E;1 ;+E; 1 i1+ j¢i§¢i+lEj,j)_In:Ei+1,i=1 . De
plus (E; ;,1—E; 1 ;+ j$i12.$i+1Ej,j)_In:Ei,i . Ce qui montre de E; ; pour
1<i<n est engendré par les éléments de S¢,(K) .

2) Supposons d'abord que 1=iy,2=i,,...,p=i, . Alors on écrit toute
matrice de [C;Cy...C, 1 de M, ,(K) sous la forme [U,V] ou
U=[C1Cy...C,1,V=[Cpy1Cpygon-Col

Montrons que [U,V]:Zi [U;V;]1 ou U, est inversible. Par 1., il existe

U,,U,,...,U, inversibles avec U=U;+Uqy+...+Uj, ainsi
[U,V]1=[U,V]1+[Uy01+...4[U;0]. Ce qui montre 2. pour
1=iy,2=ip,...,0 =i, .

Pour le cas général, il suffit de multiplier 1'égalité ci-dessus a droite par une
matrice associée & une permutation €@, telle que
0(1)=i;,0(2)=ig,...,0(p)=i, .

Remarque La partie 1. peut étre généralisée comme il suit. Soient
1<r<p<n des entiers. Alors les matrices de rang r de M, ,(K)
engendrent le K-espace vectoriel M, ,,(K) .
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