Jean Fresnel, le 14 ao(t 2013
Exemples peu classiques d'anneaux principaux

0. Introduction

Si A est lacléture intégrale de l'anneau Z des entiers dans une extension
finie du corps @ des rationnels, on dira que A est I'anncau des entiers d'un
corps de nombres. On sait alors que A est un anneau de Dedekind , que A”
le groupe des inversibles de A est de type fini et que pour tout idéal a de A
avec a={0},ona % qui est fini.

En 1964 Oscar Goldman [G] a montré que pour tout entier n>1, il existe
un anneau de Dedekind A tel que le groupe A* des inversibles de A est de

type fini, que pour tout idéal non nul a de A I'anneau quotient 4 est fini
a

et enfin que le corps des fractions de A est une extension de @ dont le
degré de transcendance est n .

On s'intéresse ici 4 la situation ot A est un anneau principal. On sait peu
de choses sur les anncaux d'entiers d'un corps de nombres qui sont
principaux ([N7], p. 37) . Par exemple on ne sait pas s'il existe une infinité
d'anneaux principaux dont le corps des fractions est une extension
quadratique réelle de @ . De méme existe-t-il des anneaux d'entiers de
corps de nombres qui sont principaux et dont le corps des fractions est de
degré sur @ aussi grand que |'on veut.

Ici nous montrons que pour tout entier n>1, il existe un anneau principal
A tel que le groupe A* des inversibles de A est de type fini, que pour tout

acA—-{0}, 'annecau AA est fini et enfin que le cotps des fractions de A est
a

une extension de @ dont le degré de transcendance est n (corollaire 1 du
théoréme 1).

En caractéristique p>0 , on a le méme type de résultats (corollaire 1 du
théoréme 1).

Le second sujet abordé dans cette note est suscité par le résultat qui suit. On
sait que si A est un anneau euclidien et si le groupe A* des inversibles de A
est fini, alors pour tout aeA—{0} , I'anneau quotient ;‘l—A est fini.

Si A est un anneau principal de caractéristique nulle, on sait que si A™ est
fini, alors A% est cyclique d'ordre 2, 4, ou 6 (lemme 3) . Ici nous montrons
qu'il existe un anneau principal A dont le groupe des inversibles est
cyclique d'ordre 2 (resp. 4, 6) et pour lequel il existe acA—{0} de fagon
que l'anneau EAZ soit infini (corollaire 2 du théoréme 2).

On a le méme résultat en caractéristique p >0 et pour tout groupe
cyclique dont l'ordre est de la forme p®—1 (corollaire 2 du théoréme 2). .
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1. Exemples d'anneaux principaux avec groupe des inversibles de type fini
et anneaux résiduels finis

Théoreme 1 Soient A un anneau principal, K son corps des fractions. On

suppose que le groupe A™ des inversibles de A est de type fini et que pour tout
irvéductible p de A, le corps lf_A est fini. Soient AIX] ['anneau des polyndmes

de la variable X , & coefficients dans A , K(X) le corps des fractions
rationnelles de la variable X a coefficients dans K . Alors il existe un sous-
anneauy S de K(X) avec les propriétés suivantes.

1. Ona AlX]cScK(X) et donc FrS=K(X) .

2. Luannean S est un anneau principal. Soient R un systéme de représentants
des irvéductibles de A[X] modulo A[X]1*=A*, MaxS [ensemble des idéaux
maximaux de S, alors il existe une bijection uw: % —MaxS relle que paur tout
te R ona teult).

3. Si A* (resp. 8*) désigne le groupe des inversibles de A (resp. S}, alors
AX=8*,

4. Pour tout irréductible n de S, le corps :;S_S est fini.

Démonstration

Soit ? un systéme de représentants des irréductibles de AmoduloA™ .

0) Si P est fini, alors A est un corps fini, ainsi S:=A[X] convient.

Comme A* est de type fini, il suit alors que K™ est de type fini ; on sait

alors que K est un corps fini (Fr, ex. 3.8.17, p. 180). Il suit facilement que

A=K,

On suppose désormais que P est infini.

1) Lanneaun A est dénombrable.

Montrons cela. Soit @ un systtme de représentants des irréductibles de

Amodulo A*, Montrons que % est dénombrable. Soit m>1 un entier et
m={pe®| card( )<m} , montrons que l'ensemble @, est fini. En

effet, soient ao,al, @y, €A des éléments distincts, c:= [ (¢;—a;),
0<i<j<m

ppiA —>;—A est la surjection canonique. Si pe®,, onadonc p,lc)=0. Cela

veut dire que p|c; comme A est principal et que ¢#0 , il existe seulement
un nombre fini d'éléments peP qui divisent ¢ . Ainsi @, est fini.

Comme pour tout pe® , on sait que iA est fini, on a bien #=uU P, ,ce
p mz1

qui montre que P est dénombrable.
Sachant que A est un groupe abélien de type fini, il suit que A* est
dénombrable et sachant que A est principal, il suit que A est dénombrable.
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2) Soit ALX1*=A" e groupe des inversibles de ALX ] . Alors l'ensemble des
irréductibles de ALX 1 moduloA[X 1 est dénombrable.

Soit 9 un systtme de représentants modulo le groupe A[X1*=A%, des
polynémes feA[X], qui sont des irréductibles de K[X1, de contenu 1,

on rappelle que tout élément aeK—{0} s'éerit de fagon unique sous la
forme a=e(a) I;I@pup(“) olt v,(a)eZ et v,(a)=0 pour tout peP , sauf
p ‘

un nombre fini et £(a)eA™, de plus on définit v,(0) par v,(0)=00 ;si
F(X)=> a,X*cK[X], le contenu de £ est défini par cont f:= I;I@p a2) o
i P

a(p) :==minv,(a;) . Alors on sait que P U2 est un systéme de représentants
14

des irréductibles de A[X] modulo A[X1*=A* . Comme A est
dénombrable, il en est de méme de A[X], il suit que P UL est
dénombrable, ainsi il existe une bijection i—¢; de N sur PU2.

3) Il existe une suite (M) ps1 didéaux maximanx de AIX1 avec la propriété
que t,em, pourtout n>0 et que toty...t,_em, pourtout n>1 ( [élément
t, estdéfinien 2)).

On peut décrire les idéaux maximaux w,, de fagon plus précise.

On rappelle que P est un systéme de représentants des irréductibles de
AmoduloA™ et gque & est un systtme de représentants modulo le groupe
A[X1X=A>, des polynémes feAlX] , qui sont des irréductibles de KIX , de
contenu 1 .

Si pe®, onnote p,:A —alfl—A la surjection canonique, on note aussi

ppiA [X]—)fz [X] la surjection définie par p,(Y.a;X* )= 2pylapX’.

3.1) Si to=pe®,ie. unirréductiblede A , alors on définit my par
mo:=pAL X1 +XA[X].

3.2) Si ty=feQ;ie. unirréductible de KIX] avec contf=1, on définit m

par my:=pAlX1+hALX], on choisit peP de facon que degf=degp,(f),
que p,(f) soit séparable et on choisit h de fagon que p,(h) | p,(f) dans

j—A[X] et que py(h) soit un irréductible de ;%[X] )

Si toty...t, 1=P1Po.DsS1.Fo2-Sr 00 D;EP etles fi€2 (s+r=n).
3.3) Si t,=pe®, ondéfinit m, par m,:=pAlX1+hAl[X] avec h
unitaire de fagon que p,(h) soir un irréductible de JI;4—A[X] > que py(h) soit

séparable et que p,(h) 1 p,(f1.fo. 7).

3.4) Si t,=feQ, ondéfinit m, parm,=pAlX]+hA[X]. Soir
F=f1fo..f,, on choisit pe® de facon que p e{p1,p2,....0s} , gue p,(F)
soit séparable et que p,(f) soit séparable et on choisit h tel que p,(h) soit un
irvéductible de ;—A[X] » que py(R) | pp(f) et que pp(R) 1 py(F) .
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4.

Le choix de my en 3.1) et 3.2) ne présente pas difficultés.

Pour 3.3), il suit de la définition de ¢, que pe{p;,pg,...,p} , par ailleurs
le choix de & ne présente pas de difficultés non plus. On a bien ¢,=pem, .
Il reste & montrer que £y#;...£,_1 211, . Sinon on aurait

Pp(tO £y ... tn—l) :Pp(Plpz ps) pp(fle fr) Epp(mn) =Pp(h)};4—A[X] Comme

pp(P1Dg - pg) 20 , cela impliquerait que p,(h) | p,(f1f5.../r) dans
;—A[X 1, ce qui est contraire 4 la définition de 4 .

Pour 3.4) Comme t,e{fy,t,....,¢, 1}, ona f{fifs,.. f,=F dans
A[X] etd'autre part F est sans facteur multiple, i.e. res(F,F')#0 . Ainsi
pour tout pe® , sauf un nombre fini, on a res(p, (F),p,(F')) =0 . Par
ailleurs pour tout p, sauf un nombre fini, on a p,(#) 1 (p, (F) dans

;—A[X 1 (c'est le lemme 2). Soit donc ¥ la réunion des deux ensembles finis

évoqués ci-dessus. Soit pe® —F , alors il existe AeA[X] unitaire tel que
pp(R) soit un irréductible de fE[X] s que p,(h) [ p,(f) dans iA[X] ct
p

pp(h) 1 p,(F) dans fE[X 1 parce que p,(F) est sans facteur multiple, Alors

ona fepA[X]1+hA[X] et FepA[X]+hAlIX] .Sl pe® - cten plus
pe{p1,pg,...,ps} et choisissant A comme ci-dessus, posant

m, :=pA[X1+hALX], il suit que ¢, em, et t1ty...¢, 1M, .

4) Il existe sur K(X) wune suite de valuations discrétes (wy) s » avec
wp(KX)—{0)=2Z, wp(t,) 20 pourtout k20,n>0 , wr(ty)=1 pour tout
k>0 et w,(t;)=0 pour 0<k<n si n>1.

En plus mp={xcAlX] | wy(x) 21} (la suite (mp),s, est définie en 3)).
Enfin il existe une suite (03)y5q » déléments de K(X) avec la propriété que
wp(0y) =1 pour tout k20 et wy(6,)=0 pourtout k>0,n>0et kxn.

Si O, (resp. m,, ) estlannean de valuation de wy, (resp. I'idéal de valuation

0 , . . 4. 0O
de wy,) , alors ~& est une extension finie de AX1 | en particulier ~“%  est un
wy m, mwk

corps fini.

Enfin pour tout xcK(X)—{0}, il existe n>0, By, B1,...,Bn€Z,ecA™ tel que
x=gob1002,, 0P

Montrons cela.

4.1) Si n=0 etsi ty=peP , on peut appliquer & m, définien 3.1}, la
partie 1. du lemme 1, ¢a montre l'existence de w, avecles propriétés
voulues.

Si n=0 etsi tg=, €2, on peut appliquer & my défini en 3.2), la partie 2.
du lemme 1, ¢a montre l'existence de wj, avec les propriétés voulues.
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4.2) Si n>1 etsit,=pe?P , on peut appliquer & m, définien 3.3), la
partie 1. du lemme 1, ¢a montre l'existence de w, avec en particulier
w,(p)=1,ie wy(t,)=1.

Si n>1 etsi t,=f€2, on peut appliquer & m, définien 3.4), la partie 2.
du lemme 1, ¢a montre l'existence de w, avec en particulier w,(p)=1,
w,(fH=1,1le w,(t,)=1.

4,3) Pour tout n>0 ,ona A[X]c{xeK(X)|w,(x)=0} , on a donc
w,(t;) >0 pour tout k>0 . Comme ty¢...¢,_jent, , cela veut dire que
w,(tty..t,_1) =0, il suit donc que w,(#,)=0 pour 0<k<n-1. Enfin, on
sait par le lemme 1, que Oy est un corps fini.

w

4.4) Montrons l'existence d'une suite (6,),so avec w,(8,)=1 et

wy(6,)=0 pour k=n .On érit 0, sous la forme 6,=1£3° ¢ ... £,;» avec
o;€Z . Si k>n,onabien wi(6,)=0 (c'est 4.3)) . Il reste & montrer qu'il
existe o, 0 ,...,0, €Z avec wy(B,)=w(0,)=...=w,_1(6,)=0 et
w,(6,)=1.
Cela donne le systeme (*) suivant :
oo Woltg) + o wolty) + g wolta) +...+ o, wolt,) =0

o w1 () + cgwq(ta) +... + o wy (£,) =0

Ap_1 wnwl(tngl) +a, wn_l(tn) =0
o, w,(t,)=1
Sachant que 1=wy(t) =wy (1) =...=w,(%,) , la matrice
M= [wt;) ](())s<ijg<nn est triangulaire supéricure, avec des 1 sur la diagonale,

ce qui veut dire que M e8¢, 1(Z) . il suit de cela que le systeme (x) admet
une solution unique en og, oy, ..., 0, avec a,=1 ct ozeZ ,

Si donc on écrit la relation ci-dessus pour k=1,2,...,n on a des éléments
;€2 tels que Bg=ty, 61=2) " t; , Bp= 152" #; by, .,

9,=ty"" ty" . £a2% ¢, . 1l suit facilement de cela qu'il existe
200,20 1s ) 2yn 1€ avec t,=030 01" ...07"10, .

Il suit bien de cela que pour tout xeK(X)—{0}, il existe n>0,
Bo,Bis.s By eZ , ccAX—{0}, x=£050051. 05,

5) Soient (wy)yso [ensemble des valuations discrétes définies en 4) ,
S:={xeK(X) | w;(x)>0 pour tout k>01} . Alors S8 est un anneau principal,
ona S =A, lasuite (03) 50 définic en &) est un systéme de représentants
des irvéductibles de S et pour tout k>0, fg est un corps fini. De plus on a

AlX1cS etdonc FrS=K(X) .
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Montrons cela.

5.1) Il suitde 4) que les éléments de S sont ceux de la forme
£05°01"...0," avec n>0, ecA*, o;eN . En particulier I'élément
%:=£00°01"...0,"c8* , si et seulement si w,(x)=0 pour tout >0, donc
si et seulement si o, =0 pour tout k>0 . Ainsiona A*=8"*.

5.2) Soit Np:={xeS|wy(x)>1}. Soient O, (resp. M, ) l'anneau de
valuation de wj, (resp. l'idéal de valuation de w;) . Facilement on a les

inclusions suivantes : ALXlc 5.8 ¢ 0w 1] qit du lemme 1 que S

m, %k EIRnk mk
est fini, donc c'est un corps et alors N, est maximal. Facilement on a

0, . Si x=£6,°61"...0," €N, , comme wy(x)>1, cela veut dire que
ap>1 et donc x6;'eS . Ainsi N,c0,8 et donc 6,8 est un idéal
maximal de S.

5.3) Montrons que les idéaux premiers non nuls de S sontles 6,S . En
effet si $ est un premier non nul, il existe xeR,x#0, xe¢S5*. On peut
donc écrire x sous la forme x=£65°01"...0," €% , il suit de ce qui précede
qu'il existe k>0 avec a,>0 et 8,¢% ; comme 6,8 est maximal on a
kazfﬁ .

Ainsi les idéaux premiers non nuls de S sontles 6,8 , d'autre part comme

ils sont principaux, cela montre que S est un anneau principal (F.M. ex.
92, p. 255) et que la suite (8;),so est un systéme de représentants des

irréductibles de S modulo S*.

Corollaire 1 Soit s20,n21,m=1 des entiers.

1. Soit C un groupe cyclique d'ordre2 (resp. 4, 6) . Alors il existe un anneau S
qui est principal, de caractéristique nulle avec les propriétés suivantes. Le groupe
S* des inversibles de S est isomorphe & CxZ°® , pour tout aeS—{0} [anneau
f—s est fini et enfin le.corps des fractions de S est une extension de Q de degré

de transcendance n .
2. Il existe un anneauw S qui est principal, de caractéristique p avec les
propriéeés suivantes. Le groupe 8™ des inversibles de S est isomorphe & CxZ°®

on C est le groupe cyclique d'ordre p™—1, pour tour aeS—{0} ['anneau fg—

est fini et enfin le corps des fractions de S est une extension de F(T) de degré
de transcendance n .
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Démonstration
1) Montrons 1. . Soient p;,ps,...,p, des nombres premiers distincts avec

pp>0, A:=Z[ ——L1 ], alors A est principal, A* est isomorphe &
P1P2 P

{£1}xZ*°. On utilise le théortme 1 pour cet anneau A , soit alors S,

I'anneau S du théoréme. Il a bien les propriétés du corollaire avec le fait
que son corps des fractions est de degré de transcendance 1 sur @ . On
remplce alors A par S; dans le théoréme 1 et on obtient S, qui satisfait le
corollaire avec le degré de transcendance 2 , et l'on obtient facilement par
récurrence un anneau principal S, qui satisfait le corollaire en
caractéristique nulle. Pour ot C est d'ordre 4 (resp. 6) il suffit de remplacer
Z par Z[i] (resp. Z[j]1)avec i*=—1, %=1 et j=1.

2) Montrons 2. . Soient q:=p™, F,[T1 l'anneau des polynémes en la
variable T 2 cocfficients dans le corps F, & g éléments. Soient py,ps,...,Ps
des irréductibles de F,[T] non équivalents modulo F I7T1%*=(F,)*,

A=F [TI[—2—1, alors A est principal, A* est isomorphe a (F,)*xZ".
Py Ps

On utilise alors le procédé de 1).

Remarque Si A est un anneau principal, il existe un procédé "canonique”
qui plonge A dans un annea u B qui est cuclidien avec le fait qu'un
systtme de représentants des irréductibles de A modulo A* est aussi un
systtme de représentants des irréductibles de B modulo B*. En revanche
B* est "beaucoup plus gros” que A* et pour tout irréductible p de Ale
corps 1% est un espace vectoriel de dimension infinie sur ;—A ([H ]

théoréme 5 p. 43).
2. Anneaux principaux avec groupe des inversibles fini

Théoréme 2 Soient A un anneau principal qui n'est pas un corps, K son

corps des fractions. On suppose que le groupe A™ des inversibles de A est fini et

que pour tout irréductible p de A , le corps AA est fini, Sotent A[X) [lanneau
P

des polyndmes de la variable X , & coefficients dans A , K(X) le corps des
fractions rationnelles de la variable X & coefficients dans K . Alors il existe un
sous-anneau S de K(X) avec les propriétés suivantes.

1. Ona A[X1cScK(X) et donc FrS=K(X) ,

2. Lanneau S est un anneau principal.

3. Si A% (resp. 8%) désigne le groupe des inversibles de A (resp. 8 ) , alors
A*=8",
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4. Soient B wun systéme de représentants des irréductibles de A modulo A*, 9
un systeme de représentants modulo A des polyndmes de AL X1 qui sont des
irréductibles de K[X) de contenu 1. Soit Max8S ['ensemble des idéaux
maximaux de S , alors il existe une bijection u:®v 2—>Max8S telle gue pour

tout te€ Pud ona teult) . De plus pour tour te P, le corps % est infini.
u

et pour tout te U, le corps % est fini.
u

Démonstration

1) L'ensemble P Q est dénombrable.

Ce sont les parties 1) et 2) de la démonstration du théoréme 1 , sachant que
P est infini (lemme 4). Il suit qu'il existe une bijection i+ ¢; de N sur
Pud avec fHe®P.

2) Il existe une suite (P)ps1 didéaux premiers de ALX1 avec la propriété que
t €D, pourtout n>0 et que tyty...t,. 12p, pourtour n21 ([élément t,
est défini en 1) ).

On peut décrirve les idéaux premiers p,, de facon plus précise.

On rappelle que P est un systéme de représentants des irréductibles de
AmoduloA™ et que  est un systéme de représentants modulo le groupe
ALX1*=A%, des polyndmes feAlX] , qui sont des irvéductibles de K[X] , de

conteny 1.
St pe®P, on note pp:A _)};A_A la surjection canonigue, on note ausst

pyiA [X]—>1;iA [ X1 lasurjection définie par pp(;aiXi )= gpp(ai)Xi .

3.1) Comme ty=pe® est un irréductible de A , alors on définit py par
poi=pAlX].

Ensuite, on suppose Py,01,...,0,_1 choisis avec les propriétés indiguées.

On écrit tyty...t, _1=pP1D2--Dsf1fo-fr 08 DieP etles f,€ (s+r=n).
3.2) Sit,=peP, ondéfinit p, par p,=pAlX] .

3.3) Si t,=fcQ, on définit p, par p,=pAlX1+hAlX] en choisissant p
et h comme il suit. Soit F=f\ fo.. fr , on choisit peP de fagon que

p e{p1,0a,...,bs} » que p,(F) soit séparable et que p,(f) soit séparable et on
choisit h tel que p,(h) soit un irréductible de l;iA[X 1, que py(h) | p,(f) et que

pplh) 1 p,(F) . Dans ce cas b, est un maximal,

Il est clair que py est premier.

Pour 3.2),onabien ¢,=pepAlX]=:p, et p, est premier.

Il reste & montrer que fyty...4,_ (2P, . Sinon on aurait #y#y...t, _1=t, A
avec A€ A[X] .Comme A[X] est factoricl et que la famille (£3),5, est
un systeme de représentants des irréductibles de A[X], ce n'est pas possible.
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Pour 3.3), comme t,e{ty,t1,...,¢,_1}>ona f{fifo..fr=1F dans A[X]
et d'autre part F est sans facteur multiple, i.e. res(F,F')=0 . Ainsi pour
tout pe® , sauf un nombre fini, on a res(p,(F),p,(F))#0 . Par ailleurs
pour tout p, sauf un nombre fini, on a p, () { (p, (F) dans ;—A[X] (c'est

le lemme 2). Soit donc & la réunion des deux ensembles finis évoqués
ci-dessus. Soit pe® -, alors il existe heA[ X1 unitaire tel que p,(%) soit
un irréductible de ;_A[X] , que p,(h) | p,(f) dans ;_A[X] et p,(h) 1 p,(F)

dans l‘%4-[}‘{'] parce que p,(F) est sans facteur multiple. Alors on a

FepAlXI+hA[X] et FepAlX1+hA[X].Si peP -9 et en plus
pe{p1,Pg,....Ps} €t choisissant & comme ci-dessus, posant
p,=pA[X]1+hA[X], il suit que t,ep, .

Il reste & montrer que ¢yé;...5,_12p, . Sinon on aurait

ooty - tn1) =Py(BiP - Pa) Pp(f1F2 S ) €pp(B) =pp(WATX 1. Comme

Pp(P1P2 .. pg) %0, cela impliquerait que p,(A) | p,p(f1f2.-fr) dans
fZ[X 1, ce qui est contraire 3 la définition de & .

4) I existe sur K(X) wune suite de valuations discrétes (wy)pso » avec
wi(KX)—{0)=2Z , wy(t,) 20 pourtout k20,020 , wp(ty) =1 pour tout
k>0 et w,(t)=0 pour 0<k<n si n>1.

En plus pp={xcAlX ]| wy(x) 21} (lasuite (pp)pso est définie en 3)).

Enfin il existe une suite (8p) > d'¢léments de K(X) avec la propriété que
wp(0) =1 pour tout k20 et wy(8,)=0 pour tout k>0,n20 et k+n.

Si tre2 etsi O, (resp.my, ) est lanneau de valuation de wy, (resp. l'idéal de

. 0 .
valuation de wy,) , alors Z2 est un corps fint.
mw
b

Enfin pour tout xeK(X)— {0}, il existe n>0, By,B1,....8,€Z, €A™ tel que
x:sefl 952...95" .

Montrons cela.

4.1) Si t,=pe® , soient v, la valuation discréte sur K définie par
vp(p)=1 et wy lavaluation discréte sur K(X) définie par

wk(%) :=vp(cont U) —vp(cont V) , ot U,VeK[X] et "cont" signifie

contenu. On a bien w(K(X)—{0})=Z, w,(¢;)=1, w,(U)>20 pour tout
UcA[X] . Enfin {UeAlX]|w,(U)21}=pA[X]=p;.

4.2) Si n>1 etsi t,=fe?, on peut appliquer & p, définien 3.3), la
partic 2. du lemme 1, ca montre !'existence de w, avec en particulier
w (p)=1,w,(H=1,Pe. w,(t,)=1.
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4.3) Pour tout n>0, il suit de 4.1) et de la partie 2. du lemme 1, que
AlX]c{xeKX) |w,(x)>0} , on a donc w,(#,)>0 pour tout .>0.
Comme tyt;...4,_1€D, , cela veur dire que w, (¢y¢;...£,_1)=0, il suit donc
que w,(t;)=0 pour 0<k<n—-1.

. a . 0 .
Si t,€2, il suit du lemme 1 partie 2. que H‘I"k est un corps fini.

wp,

4.4) Montrons l'existence d'une suite (8,),509 avec w,(8,)=1 et
wp(0,)=0 pour k=n . On écrit 0, sous la forme 8,=¢;° ¢ ... £;» avec
o;€Z .81 k>n, onabien w,(6,)=0 (c'est 4.3)). Il reste & montrer qu'il
existe 0g, 01,...,0,€Z avec wy(0,)=w(8,)=...=w,_1(6,)=0 et
w,(8,)=1.
Cela donne le systeme (*) suivant :
og woltg) + oy wolty) + agwy(dy) +... + o, wy(t,) =0

o wi(ty) +ogwq(ty) +...+ o, wi(t,)=0

Cn_1 wn—l(tn—l) t+a, wngl(tn) =0
o, wy(t,)=1

Sachant que 1=wy(ty) =w (1) =...=w,(t,) , la matrice M:=[w;(¢;) 10<i<n
0<j<n

est triangulaire supéricure, avec des 1 sur la diagonale, ce qui veut dire que
M e8¢, (Z) . il suit de cela que le systtme () admet une solution unique
en 0, 001,...,0, avec a,=1 et ope’.

Si donc, on écrit la relation ci-dessus pour £=0,1,...,n on a des éléments
o;;€Z tels que 3=ty , 01=tg 0t; , Oo=102" {128, ...,

0,=15" t;" ... £, 't, . 1l suit facilement de cela qu'il existe
Zn0sZn 15 Bny 1€L avec =840 . Qg

I1 suit bien de cela que pour tout xeK(X)—{0}, il existe n>0,
BosBis.esBre€Z , ecA*—{0}, x:segf’efl...e,fn.

5) Soient (wy)ysq ['ensemble des valuations discrétes définies en 4)
S:={xeK(X) | w;(x) >0 pour tour k=0} . Alors 8 est un anneau principal,
ona S*=A*, lasuite (8)p>q définic en 4) est un systéme de représentants

des irvéductibles de S . Pour tout k>0 tel que t,e®, BSS est un corps infini et
&
et ponr tout k>0 tel que t,eQ, QSS est un corps fini. De plus on a A[X]1cS
k

et donc FrS=K(X) .
Montrons cela.
5.1) Il suit de 4) que les éléments de S sont ceux de la forme

44 [+ o . . 22
£600°0,..0," avec n>0,eeA”, o;eN . En particulier |'élément
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x:=£0,°07"...8,7€8*, si et seulement si wp(x)=0 pour tout k>0, donc
si et seulement si ;=0 pour tout 220 . Ainsi on a A*=8>.

5.2) Ona 6,S={xeS|wy(x)>1}.En effet, si x=¢60°0;"..6,," , comme
wp(x) 21, cela veut dire que o3>1 et donc %0, €S . Il suit de cela que les

6, S sont des idéaux premiers de S .
5.3) Soient k tel que ¢,€2,0ona{xeS|wy(x)21}1=8,S . Soient O,
(resp. My, ) l'anneau de valuation de wy, (resp. l'idéal de valuation de wy,).

Facilement on a les inclusions suivantes : 4l%Jc 5 S < 9% i donc
Py GkS mwk

t,e2, il suit de 4) que BS_S est fini, donc c'est un corps et alors 6,5 est
k

maximal.
5.4) Montrons que les idéaux premiers non nuls de S sontles 6,5 . En

effec si $ est un premier non nul, il existe xe®B,x#0,x£85*. On peut
donc écrire x sous la forme x=£6,°61"...0," € , il suit de ce qui précede
qu'il existe k>0 avec a,>0 et 6,e% ; il s'agit encore de montrer que
0,S=%.Si t,e9, on sait par 5.3) que 6,S est maximal, ainsi 6,8=%. On
suppose maintenant que ¢,e® . S'il existe xeP et x¢0,8 , il suit de
['écriture de x sous la forme x=£67°61%...0," , que ;=0 et qu'il existe
i=k avec 6,eB.Si ;€2 , on sait par ce qui précede que 6;S=%;o0na donc
6,=86,s avec seS , sachant que w;(8,)=0 , on obtient donc une
contradiction. Il nous reste 4 supposer que t;e® . Sachant que w,(¢,)=1
pour tout n20 et wy(¢,)=20 pour tout n20,.k>0, il suit que ¢,=6;s,
et ¢;=06;s; avec S,s;€S ainsi donc #,%,eB . Sachant que ¢,,1,e?, que
I'anncau A est principal et que k=i , alors il existe u,veA avec
uty+vt;=1;ainsi 1e §, c'est impossible. En conséquence, 1'hypothése
0,SC®B et 6,S#% estarejeter. Ce qui veut dire que 6,5=% .

Avec 5.2) cela montre bien que les idéaux premiers non nuls de § sont les
9,8 . Comme ils sont principaux, cela montre que S est un anneau
principal (F.M. ex. 92, p.255) et que la suite (6;)z50 est un systéme de
représentants des irréductibles de S modulo S*.

5.5) Soient % tel que t,=pe® , il suit de la définition de w; que
{xcAlX]|wu(x)21}=pA[X] etque {xeS|wy(x)>1}=6,S . Soient
0,, (tesp. M, ) l'anneau de valuation de w;, (resp. I'idéal de valuation de

w,). Facilement on a les inclusions suivantes : 4lXLe 5 S _c 0w

pAIX1 9,8 D
Comme -S_ est un corps qui contient AXL ~A (X7 | il suit que -5
0, S ped pAIX] pA e s

contient _AK(X) qui est infini.
p
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Corollaire 2

1. 1] existe un anneauw S qui est principal, de caractéristique nulle, dont le
groupe S* des inversibles est cycligue d'ordre 2 (resp. 4 , 6) et pour lequel il
existe aeS—{0} tel que C;iS soit infini

2. Soit p un nombre premier, m>1 un entier. Alors existe un anneau S qui est
principal, de caractéristique p , dont le groupe S* des inversibles est cyclique
d'ordrep™ et pour lequel il existe acS—{0} tel que % sott infini

a

Démonstraiion

1) Pour montrer 1. on utilise le théoréme 2 avec A=2Z (resp. ZI[i1, Z[ j]
avec i°=—1,j%=1 et j#1). Alors 'anneau S du théoréme 2 convient.

1) Pour montrer 2. on utilise le théoréme 2 avec A= F,LT1 ol g=p™,F,
est le corps fini 3 ¢ éléments et F,[T] est l'anneau des polynémes en la
variable T A coefficients dans F, . Alors I'anneau S du théoreme 2

convient.

Lemme 1 Soient A un anneau principal, K son corps des fractions. On
suppose que A est dénombrable. Soient ALX1 lanneau des polynémes de la
variable X , & coefficients dans A , K(X) le corps des fractions rationnelles de
la variable X & coefficients dans K .

Soient P est un systeme de représentants des irvéductibles de AmoduloA* er 2
est un systeme de représentants modulo le groupe AIX1*=A>, des polynémes
FeAlLX1, qui sont des irvéductibles de KIX1, de contenu 1 .

Si pe®, onnote p,:A —afg la surjection canonique, on note aussi

ppiA [X}—)I;"l—A [X]1 la surjection définie par pp(g a,Xt) = %pp(ai)Xi :

Soit m=pAl[X1+hAIX] un idéal maximal de A[X) avec peP , heA[X]
unitaire, de facon que p,(h) soit un irréductible de }',%[X ].

1. Alors il existe une valuation discréte v sur K(X) avec v(K(X)—-{0})=2,
v(p)=1,AlX]c{xeKX)) |v(x)20} , m={xcAlX] | v(x)21}. 5 O,
(resp. m,) est l'anneau de valuation de v (resp. l'idéal de valuation de v ),

alors v est une extension finie de A
m pA

2. On suppose ici en plus qu'il existe feQ de facon que p,(f) soit un polyndme
séparable avec deg f=degp,(f) et que p,(h)|p,(f) dans p_f‘k[X] . Alors il

existe une valuation discréte v sur K(X) avec v(K(X)—-{0}) =7, v(p)=1,
v(H=1,AlX]c{xeKX) |v(x)>20},m={xcAlX]|v(x)>1}. 5 O,
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(resp. m,) est l'anneau de valuation de v (resp. l'idéal de valuation de v ),

alors O est une extension finie de AA'
P
v

Démonstration

1) Montrons d'abord 1. . Notons v, la valuation discrete sur K définie par
v,(p)=1,K, le complété de K pour cette valuation et

A, ={xeK,| v(x) 201} . Soit z;¢€ (Kp)“lg tel que A(z1) =0, sachant que
pp(h) est un irréductible de I;"‘—A [ X1, il suit que K, [21] sur K, est une
extension non ramifiée de degré, le degré de % . Notons encore v, le
prolongement de v, A K,[z1]; comme A(X)eA,[X] est un polynéme
unitaire, on a v,(21)20 . Soit B:={xeK,lz1]|v,(x—21) 21}, on sait que
cette boule n'est pas dénombrable, donc eclle contient un élément 2
transcendant sur K , sachant que A est dénombrable, donc aussi K .
Comme v,(z—-21)21, il suit facilement que vp(h(z)) 21 .

Soit i:K(X) »>K,[2 1 'homomorphisme injectif défini par
i(r(X)):=r(2) et v lavaluation sur K(X) défini par v(r(X}):=v,(r(2)) .
Ainsi ona v(X)=v,(2) et comme v,(21)20,0na v(X)=v,(2) 20. Il suit
de cela que A[X]c{xeKX) | v(x)>0}; ensuite on a
mc{xeAl[X]|v(x)>1} et comme m est maximal, on a bien
m={xecAlX]|v(x)>1}.Soit O (resp. N ) l'anneau de valuation de
K,[2] (resp. I'idéal de valuation de K[z 1) ; comme K [z;]sur K, est

non ramifié de degré, le degré de %, il suit que % est une extension ‘—% de
p

degré, le degré de A . Soient O, (resp. m,) I'anneau de valuation de v (resp.
I'idéal de valuation de v ), facilement, on a 0,=i"10) , m,=i 1(N) et
0

m, NA[X]=m . Il suit de cela les inclusions suivantes M—r;f—]—c—»miL-a % ;

U

ainsi

Oy est une extension finie de A .
m pA

2) Montrons 2. . Soient v,,K,,A, , comme précédemment. Puisque
pp(h) | pp(f) dans ﬁ[X] , il existe weA [X] avec p,(f)=py(h) py(u)) .

Comme p,(f) est séparable ona 1=pged (p,(h),p,(u)) . Il suit du lemme
de Hensel que f=hyuy avec hy,u1€A (X ], deghy=degh , pp(h)=p,(h),
pplu)=pplu) .

Soit z;€(K,) 4 tel que hq(21)=0,alors K,[2;] sur K, est non ramifié
de degré, le degré de A . Notons encore v, le prolongement unique de v,
4 K,lz;1 . Facilement v,(21)20 ; soient O (resp. %) l'anncau de
valuation de Kpl2;] (resp. son idéal de valuation). Soit u:O-—>Q§R“ la

surjection canonique, on a donc p,(A)(u(z1))=0 et comme p,(f) est
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séparable, on a p,(f)'(u(z1))#0 et donc v,(f'(21))=0 . Il suit facilement
de cela que v,(f(z;+p))=1. Soient zy:=2;+p ,

B:={xecK,[ % ]|v,(x—25) 22}, cette boule n'est pas dénombrable, ainsi B
contient un élément z qui est transcendant sur K, sachant que K est
dénombrable , facilement on a encore v,(2)>0,v,(f(2))=1.

Soit i:K(X) - K,[ 2] I'homomorphisme injectif défini par

i(r(X)):=r(2) et v lavaluation sur K(X) défini par v(r(X)):=v,(r(2)) .
Ainsi on a v(x)=v,(x) pour xeK,v(f)=0v,(f(z2))=1 et v(X)=v,(2)>0.
Il suit de cela que A[X]c{xeK(X)|v(x)20} ; ensuite on a bien
mc{xeA[X]|v(x)>1} et comme m est maximal on a bien
m={xecA[X]|v(x)=A}.

Comme K[ ;] est une extension non ramifiée de K, de degré, le degré

de A, il suit que % est une extension de -‘% de degré, le degré de 2 .
P

Sotent O,:={xeK(X)|v(x)})>0}, m,:={xecKX)|v(x)>1}; donc

0,=i"10) , m,=i""N) et m,NnA[X]1=m . Il suit de cela des inclusions

suivantes : AlXlc 30uc , O ; ainsi Oy est une extension finie de 4. |
m m bl - p

v U

Lemme 2 Soient A un annean principal, K le corps des fractions de A , p un
irréductible de A , p,:A ~—>iA la surjection canonique, par ailleurs si A[X]
P

(resp. fE[X 1) désigne l'anneau des polyndmes a coefficients dans A
(resp. }?—A) , on note encore p,:AlX] —>If‘—A[X] , l'homomorphisme défini par
pp(X a; X" =2 ppla)X".

Soit P un systéme de représentants des irréductibles de A modulo les inversibles
de A . On suppose que P est infini. Soient u,veAlX], u=0, avec ufv
dans K[ X1 . Alors il existe une partie finie S de P de fagon gue pour tout
pe@ -8, ona py(u)fp,(v) dans 1;;-4‘3‘1;[}(] )

Démonstration

1} Facilement, il existe une partie Sy de @ telle que pour tout pe®-8,,
ona degu=degp,(u) .

2) Soit K le corps des fractions de A , alors la division euclidienne de v par
u dans K[X] dit que v(X)=u(X) g(X)+r(X) avec ¢(X),r(X)eKI[X],
degr<degu et r+0 parce que u{v dans K[X] . Facilement il existe
deA—{0} telque dv(X)=u(X)dq(X)+dr(X) avec dq, dreAlX] . Soit
Sy l'ensemble des éléments de @ qui divisent d . Si donc pe®—{S;US,),
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I'égalité p,(dv) =p,(u) p,(dq) +p,(dr) est bien la division cuclidienne de
pp(dv) par p,(u) puisque degp,(u)=deg(u) ct degr=degp,(dr).

Soit maintenant Sj, I'ensemble des éléments de P tels que p,(dr)=0; S;
est fini parce que dr=0. Sidonc pe®—(S;US,US3) ,ona p,(dr)#0,ce
qui veut bien dire que p,(u){p,(dv) dans ;j[X] , sachant que p,(d) =0,

cela veut bien dire que p,(u) tp,(v) dans fZ[X] .

Remarque Si @ est fini, on peut dire que le lemme est encore vrai, mais il
faut prendre §=% . En effet supposons ®={py,ps,...,0,} , soient u=X,
v=X+ p1pg ...0, , facilement utv dans K[X], mais p,(u)=p,(v) pour

1<i<r.

Lemme 3 Soient A un anneau commutatif unitaire integre, A* le groupe des
inversibles de A . On suppose que A™ est fini,

1. Si carA=0, alors A* est cyclique dovdre2 , 4 ou 6.

2. Si carA=p , alors il existe un entier m>1 et A* est le groupe cyclique
d'ordre p™—1 .

Pour chacun des ovdres, il existe un exemple d'annean.

Démonstration

Comme A* est un sous-groupe fini de (FrA)™, il est cyclique.

1) Montrons 1..Comme —1eA avec —1#1, il suit que 0(A*)=2m avec
m>1. Ainsi il existe £€A> avec 0(&)=2m . Il suit de cela que Z[£]*cA™.
On sait que Z[£]1*~CxZ® avec C cyclique d'ordre 2m .Si {=—1,0na
Z1E1*=Z"={x1} ;s1 EeC-R ona s:(%(p(Zm))—l ou ¢ est

I'indicateur d'Euler. Comme A est fini, on a donc s=0;i.e. ¢(2m)=2 si
£eC—R. Cela implique facilement que m=2 ou 3. Ainsi A* cyclique
d'ordre 2,4 ou 6.

2) Montrons 2.. C'est plus facile. Comme carA=p , on peut supposcr que
F,cA, comme tout élément de A* est algébrique sur [y, il existe m>1
tel que F,[AX]= F,m; cela montre que (F LAX])*=A.

3) Montrons que les ordres sont possibles.

En caractéristique nulle, ce sont les anneaux Z,Z[i], Z[j] avec i2=—1,
j3=1 et j#1.En caractéristique p, c'est A=Fyn .

Lemme 4 Soient A un anneau principal dont le groupe A™ des inversibles est
fini. Alors A est soit un corps fini, soit un anneau admetiant une infinité

d idéaux maximaux.
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Démonstration

1) Si A estuncorps, alors AX=A—{0},ainsi A est fini.

2) On suppose maintenant que A n'est pas un corps. Ainsi A contient au
moins un idéal maximal. Il s'agit de montrer |'ensemble des idéaux
maximaux de A est infini. Supposons le contraire, ainsi {¥%;,MMy,..., M, }
est I'ensemble des idéaux maximaux de A . Il suit facilement de cela que
A= uMyU.. .UM )uA*  eneffetsi acA et ag (M UM U...UIM,),
alors a est inversible puisque tout élément non-inversible est contenu dans
un idéal maximal.

2.1) Supposons carA=0, alors ZcA . Facilement ;N7 est un idéal
premier de Z , ainsi M;NZ={0} ou M;NZ=p;Z avec p; irréductible. Si
M;NZ={0} pour tout i, cela veut dire que Z—{0}cA*, c'est impossible
puisque A* est fini. Sinon il existe g;,gs,...,g, des irréductibles de Z avec
(M uUMU... UM INZ=q1 ZUqZU...Uq.Z. 1] existe un irréductible ¢
de Z avec gq{qigs...qs dans Z , ce qui veut dire que

qeq ZUqyZU...Uq,Z ,donc geA* . Comme l'application z—sg* de N
dans Z est injective, il suit que A* serait infini. Ce qui est une
contradiction.

2.2) On suppose que carA=p,alorsona F,cA, sitout élément de A est
algébrique sur F, , cela veut dire que A est un corps, ce qui contredit notre
hypothése. Ainsi il existe TeA qui est transcendant sur  F, , ainsi le sous-
anncau de A engendré par F, et T est isomorphe 4 l'anncau des
polynémes 4 une variable 4 coefficients dans F, . Ensuite on procede
comme en 2.1) pour aboutir 4 une contradiction.

Lemme 5 Soit A un anneau principal.
A

1. Soit B un anneau fini, alors le nombre d'idéaux aA de A , tels que =

est isomorphe & B , est fini.
2. Soit N>1 un entier, alors le nombre d'idéaux aA de A, tels que
card(iA) <N, est fini. |

. /

Démonstration

1) Il s'agit de montrer 1. .

1.1) Si A est fini, comme A est intégre, c'est un corps, ainsi il y a
seulement deux idéaux.

1.2) On suppose que A est infini et que N =card B . Il existe donc

Xg,%1,...,Xxy€A et distincts. Soit ¢:i= [] N(xi——xj) , alors I'image de ¢
0gi<j<
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dans f_A est nulle ; ce qui veut dire que ¢=ad avec AeA . Orle nombre de

diviseur de ¢ modulo les inversibles est fini. Ce qui montre que le nombre
d'idéaux @A est fini.

2) U s'agit de montrer 2. . Comme sur un ensemble fini, il y a seulement
un nombre fini de structures d'anneaux, il suit qu'il y a seulement 2
isomorphisme pres, un nombre fini d'anneaux B avec card B<N . Notons

% cet ensemble. Si donc card(j—A) <N, il existe Be® tel que j—A est

isomorphe 3 B, il suit alors de 1. que le nombre d'idéaux @A , tels que
cardiAgN , est fini.
a

Lemme 6 Soit A un anneau euclidien. On suppose que le groupe A> des
inversibles de A est fini. Alors pour tout aeA—{0} , lannean AA_ est fini.
a

Démonstration

On peut supposer que l'algorithme euclidien ¢:A—N est surjectif et donc
que ¢(0)=0 et que p(AX)={1}.

Soient n>0 et A,:={acA|¢la)<n} . Montrons que A, est fini et que
pour tout a€A, et ¢#0,o0na ;4_A qui est fini.

C'est bien vrai pour n=1, puisquesi acA; et az0,ona acA*, alors A
q 1 oA

est I'anneau nul. Si a€A,, , alors par division euclidienne par a, ona
A=aA+A, ;, il suit de cela que card iAS card (A, _) . Si donc par
a

hypothese de récurrence sur n, on sait que card (A, ;) est fini, alors on a
A . .

card £ qui est fini.
aA 1

Par ailleurs le lemme 5 dit que le nombre d'idéaux aA tels que
card % <cardA,_; est fini. Comme A* est fini, il suit que le nombre de «
a

tels que card(f—A) <cardA, ; estfini, ainsi A, est fini.

Comme pour tout aed , il existe n>0 tel que a€A, , le lemme suit.
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