Bordeaux, le 21/02/2006, Jean Fresnel

Le théoréme des 6 cercles (Evelyn C.J.A. , Money-Goutts G.B. , Tyrrell J.A.
(1974))

Soient (x,y,2) les sommets d'un triangle , i le centre du cercle inscrit a (x,y,2) ,
T lintérieur de ['enveloppe convexe de (x,y,2) , 6, (resp. €, ,%,) la famille des
cercles tangents & V(x,y) et V(x,z) (tesp. V(y,2) et V(y,x), resp. V(z,x) et
Viz,y) centrés sur R, (i—x) (resp. R (i—y), R, (i—2)) et qui rencontrent T .
Soient C, un cercle de rayon u avec C,e%, ,C, wun cercle de rayon v avec
C,e%, e C, tangent extérieurement & C, , Cy, un cercle de rayon w avec
C,€%, tangent extérienrement & C,, Cy un cercle de rayon u' avec C, %, et
C, tangent & C,, . Alors il existe C, un cercle de rayon v' avec Cye6, et C,
tangent extérieurement & C, , il existe Cyy , un cercle de rayon w' avec C,e%,
C,, tangent extérieurementa C, et C, .

Démonstration

On peut supposer que le cercle inscrit est de rayon 1 . Soient 2o (resp. 28,
27) unc mesure de l'angle en x (resp. ¥,z ) du triangle avec 0<2a<n (resp.
0<2B<n,0<2y<n).

1) 1l s'agit d'abord de remarquer que le cercle C,e%, (resp. C,e%,,%,c%,)

1 (resp. v<—t ,w<—1 )
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Soient j le centre du cercle exinscrit
en x, alors le cercle €, rencontre I

rencontre T si et seulement 51 u<

si et seulement si le centre appartient
4 [x,7[ . Lorsque le cercle est centré
en j on a facilement la relation

v 1 1
=21 +_ 2 +utgf. De
tga  tgo tg,3+ gh

teotgB+tgftey+tgytga=1, on déduit u=—L1 .
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2) Siles cercles C,,,C,,C,,,Cy satisfont ['hypothése du théoréme, on a les relations
1 _ 1 _ 2 _

(@(1 u)+tgﬁ(1 v))“=4uv , z
(La-v+1l1-w))i=dvw,

tgﬁ( tgy i
(L(1-w+l1-uw))*=dwu’.
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Montrons cela, En effet on a . o o= L

X

|s—b|%=(u+v)? et

| s—¢]| 2:(u~v)2+(§+ é— é‘au ﬁ)z , qui donne la formule.
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3) Changement de notation. Posons a:= 1 b:=1 ¢:=.1  onadonc
tgo: tgf tgy

a+b+c=abc et a>0, >0, c>0. De plus les relations de 2) s'écrivent

1) (a(l-w)+b(1-v))?—4uv=0,

(2) (b(1-v)+c(l-w))2—4ow=0,

(3) (cl-w)+a(l-u)?-4wu'=0.

Par ailleurs les conditions en 1) s'écrivent O0<u<bc,0<v<ca,0<w<ab .

4) Si u<be , alors les éléments v définis par [éguation (1) sont réels positifs ou
nuls et satisfont v<ca . Si v<ca , alors les éléments w définis par l'bquation (2)
sont véels positifs ou nuls et satisfont w<ab . Si w<ab, alors les éléments u’
définis par ['éguation (3) sont réels positifs ou nuls et satisfont u'<bc .

Montrons cela. L'équation (1) comme polynéme en v s'écrit

(1) b%202-2(b%+ab(1-w)+2u) v+ (a(l—u)+ b)Z.

Alors le discriminant du polynéme (17) est A=4(ab-1)(bc—u)u . Il suit
facilement des relations sur a@,b,c définies en 3) que ab—1>0, bc—1>0 et
donc be—u>0 , ce qui montre que A>0, ainsi les 2 racines en v sont réelles.
Sachant que le terme constant (a(1—u)+5)2 est positif ou nul et que
—%coefficient v=>b2+ab(l—u)+2u>0 ; il suit que les racines en v sont

. A 2 :
positives ou nulles. Il reste 3 montrer que v=(b"+abl- u+2u) VA ceq e,
b

b2 +ab—abu+2u+VA<blabe)=b(a+b)+bec,ic. — abu+2u+VA<bec,
soit. VA< (be—u)+(ab—1)u, et en élevant au carré que
A{ab-1)(be—w)u< ((be—u) +(ab—1u)? , soit 0<((be—u)—(ab-1)u)?.
Ce qui montre 4).

5) La technique du résultant pour ['élimination.

Soient les polynémes de Z[U,V,W, U’',A,B, C1 définis par
P(U,V,A,B,C):=(A(1-U)+B(1- V))2-4UV,
Q(V,W,A,B,C):=(B(1-V)+C(1-W))2-4VW,
RW,U',A,B,C):=(C(1-W)24+A(1-U"N?-4WU" .

Soient les résultants suivants (Fr, F. 7.7.1.1., E.7.7.1.7.)
S(V,U,A,B,C):=Resy(Q(V,W,A,B,C),R(W,U",A,B,C)),
™U,U,A,B,C)=Resy(S(V,U,A,B,C),P(U,V,A,B,C)) .

5.1) Soient u,v,w,u’,a,b,c satisfaisant les relation (1), (2) et (3) de 3). Ainsi
Qv,w,a,b,c)=0 et R(w, u',a,b,c)=0 impliquent avec la théorie du
résultant (Fr , F.7.7.1.7.) que S(v,u’,a,b,¢)=0. Sachant par la relation (1) de
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3) que P(u,v,a,b,c)=0, on déduit toujours par (Fr, F.7.7.1.7.) que
T(uw,u',a,b,c)=0,

5.2} Par Maple on a
~uU,u,A,B,C)-T(U',U,A,B,C)=(A+B+C-AB(C)0, ol
QeZlU,V,W,U',A,B,C] ; cela implique compte tenu des relations sur
a,b,c définies en 3) que T(u,u',a,b,c)=T(u",u,a,b,c) . Il suit donc de 5.1)
que T(u',u,a,b,c)=0.

5.3) De T(u',u,a,b,e)=0, il résulte toujours de Fr, F.7.7.1.7. qu'il existe
v'eC tel que P(u',v',a,b,¢)=0 et S(v',u,a,b,c)=0 . Sachant par 4) que
0<u'<be, il suit toujours de 4) que v’ est réel avec 0<v’'<ca . Toujours par
Fr , [.7.7.1.7. , sachant que S(v',u,a,b,c)=0, il existe w'eC tel que
Qv',w'a,b,c)=0 et R(w’',u,a,b,c)=0. Sachant que 0<v'<ca, on sait
par 4) que w’ est réel avec 0<w'<ab .

En résumé, il suit des relations P(u’,v’,a,b,¢)=0 , Q@ ,w',a,b,c)=0 ,
Rw', u,a,b,c)=0,u',v",w' réelsavec 0<u'<bc,0<v'<ca,0<sw'<adb que
les cercles C, et C, conviennent.

5) La démonstration de E.M-C.T (Evelyn, Money-Coutts, Tyrrell)

5.1) On reprend les notations de 3) i.e. a=_1 ,5=1 ,¢c=1L etdonc a>0,
tga tgp tgy

b>0, ¢>0, a+ b+c=abec ,P(U,V):=(a(1-U) +b(1-V))2-4UV ,

RQIV,W)=(b(1-V)+c(1-W))—-4VW,

RW,UN=(c(1-W)+a(1-UN2—4WU".

Soient C,  le cercle centré sur

R.(i—x) derayon uy<1,
tangent au cercle inscrit et aux
droites V(x,y) ct V(x,z) (resp.
C,, le cercle centré sur R, (i—y)
de rayon wvy<1, tangent au
cercle inscrit et aux droites
Viy,z) et V(y,x), resp. C,, le
cercle centré sur R, (i—2z) de
rayon wy<1 tangent au cercle

inscrit et aux droites V(z,x) et V(z,¥) ).

Facilement on a uyg=1zsine , _1-sinp , _l-siny D plys
1+sine 1+sinf 1+siny
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(a(l—uo))2:4u0 , (b(1~vg))2=4v,, (c(l—wo))2:4w0 ; ce qui s'écrit aussi
P(ug, 1) =R(1,uy) =0, @vg,1)=P(1,v9)=0 , R(wy, 1) =Q(1,w) =0 .

5.2) Soit uelug,11 alors il existe un unigue velvy,1] tel que P(u,v)=0
(resp. soit vgelvy,1], alors il existe un unigue welwy,11 tel que Q(v,w)=0,
resp. soit welwy,1]1 , alors il existe un unique u'elug,1] tel que
R(w,u’)=0).

Il s'agit d'abord de montrer que P(vg,u)>0 et P(1,u)<0 . En effet
P(vy,u)=(a(1—u) +b(1-0vy))%—4uv, , donc

Py, u)=a?(1-u)2+2ab(1—u)(1-vy) —4((B(1—vy))2—4uy) ,

ainsi par 5.1), i.e. par P(vy,1)=0,0na
P(vg,u)=a?(1-u)?+2ab(1—u)(1-vy) +4(1~u)vy=0.

Ensuite P(l,u):(a(l—u))2—4us(a(1—u0))2—4u0:0 par 5.1) i.e. par
P(uy,1)=0. _

I suit donc de cela que le polyndme en V, P(z,V) admet une racine
veluvy,1]; par ailleurs selon (1) de 4) ona
P(u,V)=b2V2_2(b?+ab(l-u)+2u) V+(a(l—-u)+b)? , ainsi le produit
des racines est (C&BM) 2>1, cela montre facilement que v est unique.

La traduction géométrique de 5.3 est que si le premier cercle €, est de rayon
ueluy,11, alors il existe une suite unique de cercles intérieurs au triangle
c,,C,,C,,Cy,C,,C, construites selon le processus du théoréme.

5.3} Soient u,u’,u"elug,11,v,v'elvy,11, w,w'elwy,1] avec Plu,v)=0,
Rlv,w)=0,R(w,u)=0, P(u',v)=0, @', w)=0, R(w',u")=0 . Soient
0>0 (resp. m>0,n>0) tels que a+b=02 (resp. b+c=m?,c+a=n?),r>0

(resp. §>0,¢t>0,r'>0,58'>0,¢>0,r">0) tels que r?
' 2

—au (resp. s?=bv,

ru?._

t2=cw , r'?=qu’ , §'%=bv' , t'?=cw’ , =qu” ). Sachant que
1 1

1«1, (resp. Lo<1, 1), il existe w (resp. 6,9 ) avec cosy=—-1_ (resp.

Vab Voe  Vea Vab

cosf=— 1_ cosp=——L1). Ainsi les 6 égalités ci-dessus s'évrivent
be ca

(1) ¢2=r2+s2-2(cosy)rs,
(2) m?%=s%+t2-2(cos®)st,
(3) n?=t24+r'2—-2(cos@)tr,
(4)  02=r?+s'2-2(cosy)r's,
(5) m?=s"2+1'2—2(cos0)s't,
6) n2=¢2+r"2-2(cos@)t'r".
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L'égalité (1) veut dire que r,s,¢ sont les longueurs
des c6tés d'un triangle selon la figure ci-contre dont
le rayon p du cercle circonscrit satisfait

2psin(n—y) =0, compte tenu de a+b+c=abc, on
a facilement p:%m . Ainsi il existe une suite

(x1,%9,...,%7) ducercle C decentre o, de rayon p,
de fagon que || xo—x; | =u, [ % — %z | =v,

| xg—xgli=w, | xg~x4l=2", | X4—Xp |=v', | x—Xg ll=w', [ xg—x7 | =u",

/\ /\
que mes (xgx; Xp) =mes (x3xX x5) =V,
/\ /\
mes (x1 %9 x3) =mes (x4 x5%6) =0,

T T
mes (xg %3 x4) =mes (x5 x5%7) =0,
Soient f (resp. g,h ) la rotation de centre o et de
mesure d'angle 2y (resp. 20, 2¢), alors on a
f(xo) =Xg , g(xl) =x5 , h(xg) =4 , f(x3) = X5 ,
g(xy) =xg , h(xs) =27 . Il suit de cela que

ghf(xg)=xg, hfg(xy)=1x; , sachant que le groupe des rotations de centre o
est commutatif, on a ghf=hfg,ainsi ghf(xy—x;)=x6—2x7 et donc

u=|lxp—2xp |l = xg—27l=u".
Ce qui montre le théoréme dans cette situation.

Evelyn C.J.A. , Money-Coutts G.B. , Tyrrell J.A.
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Les éléments
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copie arabe du 12 iéme siecle



