Bordeaux, le 5 janvier 2002, Bordeaux, Jean Fresnel

Sur les ellipsoides pleins inscrits dans
(resp. circonscrits a) un compact
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0. Introduction

Le théoréme bien connu de Loewner-Behrend-John dit que si K est un
compact d'intérieur non vide d'un espace vectoricl euclidien, alors il existe
un unique ellipsoide plein centré en 0O , contenant K et de volume
minimum,

L'utilisation de la polarité relativement & 0 , permet de montrer le
résultat  “dual” qui s'énonce ainsi. Soient K un compact convexe,
contenant 0 dans sont intérieur, alors il existe un unique ellipsoide plein
centré en 0, contenu dans K , de volume maximum,

Géométriquement, il est assez naturel de s'intéresser a la version
affine de ces problémes, i.e. en considérant tous les ellipsoides de centre non
fixé. C'est bien entendu, un peu plus difficile. D'autre part la polarité ne
semble pas efficace pour passer du premier probleme au second. Clest aussi
bien ainsi, puisque cela nous a permis de résoudre le second probléme sans
l'usage de cet artifice.

L'application au triangle en dimension 2 et au simplexe en
dimension supérieure est particulitrement intéressante méme si le résultat
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est celui attendu dans le cas régulier ; i.e. les ellipsoides ne sont autres que les
spheres circonscrites et inscrites. Pour se convaincre de la profondeur de la
méthode, on donne une démonstration directe dans le cas du triangle qui
reste bien calculatoire.

1. L'énoncé du théoréme et ses corollaires

Définition Soient E un R-espace affine, attaché & un R-espace vectoriel de
dimension finie. Une partie 4’ de E est appelée ellipsoide plein s'il existe
une forme quadratique ¢ sur T, définie positive, oeE tels que
€' ={mecE|qim—-0)<1}.

Théoréme de Loewner-Behrend-John (version affine) &'

Soient E un espace affine euclidien, attaché & un
espace vectoriel euclidien T , K un compact d'intérieur
non vide E .

1. Il existe un unique ellipsoide plein de volume
minimum et contenant K .

2. On suppose en plus que K est convexe. Alors il existe
un unique ellipsoide plein de volume maximum et _
contents dans K . fgure 2

Corollaire 1 (boules et boules euclidiennes) Soient E un espace affine euclidien
attaché & un espace vectoriel T, vol(.) une mesure de Lebesgue sur T de
volume normalisé par le volume de 'hypercube engendré par une base
orthonormale de T . Soient | une norme sur le R-espace vectoriel T , oeE
B(o,1):={xcE|||x—-0]| <1}.

1. Alors il existe une et une seule boule unité euclidienne, de volume minimum et
contenant B(o,1) ;ie. il existe un et un seul couple (0',q) ot o’cE , q est
une forme quadratique, définie positive telle que
{xeE|g{x~0")<1}>B(o,1) et soit de volume minimum. De plus, on a
o=0".

2. Alors il existe une et une seule boule unité euclidienne, de volume maximum et
contenne dans B(o,1) ; le. il existe un et un seul couple (o',q) ot o'cE , g
est une forme quadvatique, définie positive telle que
{xcE|q(x—0')<1}cBlo,1) et soit de volume maximum. De plus, on a
0=0".

Démonstration 1) Montrons 1. . Comme toutes les normes sur T sont
équivalentes, B(o,1) est un compact d'intérieur non vide, ainsi le
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théoreme partie 1. dit qu'il existe un et un seul couple (o’,q) tel que
{xcE | qg(x—0')<1}>2B(0o,1) et soit de volume minimum. Soit A
'homothétie de centre o et de rapport —1 , alors A(B(0,1))=B(o0,1) .l
suit de l'unicité que B(o',q) ={xeE|q(x—0')<1} est invariant par A .
Comme B(o’,q) est aussi invariant globalement par I'homothétie A’ de
centre o' et de rapport —1, il suit que B(o’,q) est invariant par A'A qui
est la translation de vecteur 2(p’—o0) ; donc B(o’,q) est invariant par la
translation de 2z(o'—0) ol zeZ . Sachant que B(o’,g) est borné, cela
montre que 0=0’.

2) Montrons 2. . L'indgalité triangulaire montre que B(o,1) est convexe.
Alors une méthode analogue 4 ce qui précéde conduit au résultat.

Corollaire 2 (sur les sous-groupes compacts du groupe affine) Soient E un R-
espace affine, attaché i un R-espace vectoriel T, G un sous-groupe compact du
groupe affine E . Alors il existe une forme quadratique définie positive sur
T,o0eE telgue Ge{im—o+ulm—o) | uec0(q)} ; ainsi les éléments de G
ont un point fixe commun et G  est isomorphe i un sous-groupe du groupe
orthogonal de q . Soient E un espace affine euclidien, o,€E , Gy le sous-groupe
de $s(E) qui est le groupe d'isotropie de oy , i.e. Gy={cecIs(E)|o(0o1)=01}.
Soient G le groupe affine de E | H un sous-groupe compact maximal de G ,
alors il existe feG tel que FGFf =Gy .

Démonstrarion Soient K un compact d'intérieur non vide (par exemple, une
boule fermée de rayon positif) , Ky := UGO'(K) , alors K; est compact
gE

d'intérieur non vide et o(K;)=K; pour tout ceG . Soit
B(o,q):={meE|gim—-o0)>1} , l'unique ellipsoide plein de volume
minimum contenant K; . Soit ce€G et u son application linéaire associée.
Alors ¢(B(o,q)) =B(c(0),qu 1) o0(K;)=K; , on a donc

vol(B(c(0),qu 1)) >vol(B(o,q)) ; i.e. | détz|>1. De méme en considé-
rant o~ ' ona | détu|<1. Cela montre que

vol(B(o(0)) =vol(B(c(o),qu" "), il suit du théoréme partie 1. et tenant
compte de l'unicité que B(o,q)=B(c(0) ,qu!) et donc que o= o(0) et
g=qu 1, ie ueO(q) . Ce qui est le corollaire.

2. L'ensemble convexe des ellipsoides

Soient E un R-espace affine, attaché 4 un R-espace vectoriel T de
dimension finie.
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2.1. L'ensemble des fonctions polynémes de degré 2
Soient s le R-espace vectoriel des applications de E dans R, muni
de sa structure canonique d'espace affine, @, le sous-ensemble des fonctions

polynémes de degré 2 . Si ecE , un polynéme F de degré 2 sur E s'écrit
sous la forme F(m)=qgp(m—e)+Cp (m—e)+dp, oi qp (resp.lp .,dp )
est une forme quadratique non nulle sur 7' (resp. une forme linéaire, une
constante) ¢t gy nc dépend pas du point e . Le sous-ensemble %, des
polyndmes F de degré 2 sur E dont la forme quadratique gy associée est
définie positive, est une partie convexe de l'espace affine s . Soit Fe®; ",
alors il existe oeE , u>0, uniques tels que pF(m)=qgp(m—-o0)-1 pour
tout mek .

2.2. Le convexe des ellipsoides

Soient 2+ l'ensemble des formes quadratiques, définies, positives sur
T, %F:=2""xE, p:F—>P; définie par p(q,o0) est l'application
ms q(m—o0)—1.Soit R la relation d'équivalence sur @, définie par

FRF' sietseulement si il existe p>0 tel que F'=pF . Soit p(q,0) la
classe d'équivalence de p(g,0) modulo R , alors I'application

-+
(¢,0)—p(g,0) estune bijection de ¥ sur Py = %2— . Cet ensemble P+

est ['ensemble des ellipsoides.

Si (g1,01),(q9,09)€%F etsi Ae[0,1], alors la fonction
mis A{g1(m—01)—1)+(1-21)(ga(m—0y) —1) est un polynéme de degré 2
sur E dont la forme quadratique assocife est A g+ (1—A4) gy , qui est
définie positive. Par 1., il existe p>0 et o€k , uniques tels que

/’L(ql(Tn—ol)—l)+(1—J’L)(q2(m—02)—1)=u(l—("ﬁ(i—"m%(m— 0) —1) .

2.3. La fonction volume de l'ellipsoide plein

Soient F l'ellipsoide associé a la fonction F , on appelle ellipsoide
plein associé a F lensemble F' :={meE|F(m)<0} ; cet ensemble est bien
associé 3 F et c'est une partie convexe de E ; plus précisément, c'est l'enve-
loppe convexe de F .

On appelle volume de F ou de F7, le volume de l'ensemble F relati-
vement 4 unc mesure de Lebesgue sur E  pour laquelle le volume de
'hypercube associé 4 une base orthonormale est 'unité, on le note vol(F)

ou bien vol(F') .SiF=p(g,0),0na Vol(p(q,o))zdét(q)”f}?sn ,oll s, estle
volume de la sphére de rayon 1.
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2.4. Une distance sur Py " ou sur &

Soient ||.| la norme euclidienne sur 7', 2 le R-espace vectoriel des
formes quadratiques sur 7'. On définit une norme sur 2 par
| ¢ll= max g(x).Cela conduit & une distance sur % définie par

2] =1

d((qy,01);(gz,09)) =max(||g1—qg ||, || 01— 05 || ) . Ainsi la bijection de %
sur P;" permet de définir une distance sur P3 .

3. Sur la convexité de la fonction volume

Lemme de convexité Soient E un espace affine euclidien, attaché & un espace
vectoriel euclidien T, q; wune forme quadratique définie positive sur T , 0,eE ,
i=1,2. Soient €; ['ellipsoide plein défini par

€/ :={meE|q(m—o0;) <1},1€]0,1[,

€ ={meE|Agim—o01)+(1-A)ge(m—0y)<1} .85 €' =D etsi € n'est
pas réduit & un point, alors €' est ['ellipsoide plein défini par

¢'={mecE| (M)(m— 03) <11} ;503 est l'unique point tel que pour -

tout teT, on ait (1-2) Qg (£,09~01)=(A g1+ (1—1) @) (¢ ,05—07) et
§:=1— 1 qy(0g—07,,09— 0y) avec 0<6<1, enfin q; estla forme bilinéaire
symétrique canoniguement associde & q; . St en plus (qy,01)#(qqg,09) , on 2
donc vol(%') < §1(Avol(%;) +(1—1) vol(¥y)) ; de plus pour o1=0y , on a
=1 et pour oy#0y, ona 0<6<1.

Démonstration
o) 1l existe un unique point og , le centre de €' tel que pour tout mekE , on ait

(1) Agqim—01)+(1-2)ge(m—09)—1=(Ag;+(1-2)gg)(m—o03)-8,
avec 6eR .

On pose a=0y—01, b=03—0y , ainsi (1) veut dire que
2)  2(1-4) gy (t,—a)=2(Aqy+(1-21) q3) (¢, - b)) .

Comme Ag;+(1-1)qy est défini positif, donc non dégénéré, on a
bien un tel & et il est unique. Il suit que
(1-A)gola)—1=(Ag;+(1-2A)gp)(b) -6, i.e.

(3} 8=1+(Aqgi+(1-2A)g)(b)—(1-2A)gela) .

En utilisant (2) pour t=a et t=b,ona

(1-Mge(a)=(Aqy+(1=2) g)(a,b),

(1-2) ga(b, @) =(2 g1 +(1-2)gp)(b) .

On additionne et ¢a donne

@  (1-2)ga(a)=2q1(a,b)+(Agqy+(1-1)g) (D) .
Par (4} et (3) ,0ona



5) 8=1-2¢i(a,b).
B) Montrons que q.(a,b)>0 et que g1(a,b)>0 si a=0,i.c 0;20,.
Soient (e;); une base orthonormale relativement & (1-1)gy et
orthogonale relativement & A¢q . On a donc Mat ((1-1)gy;e;) =1, ,
Mat(1qq;e;) =D qui est la matrice diagonale de diagonale (d;,d,,...,d,)
avec d;>dg>...2d,>0 . Soient X (resp. Y,Z) les vecteurs qui représen-
tent ¢ (resp. a,b). Alors (2) s'écrit
6) XI,Y='X(D+I,)Z pour tout XeR* . Onadonc Z=(D+I,)"'Y .1l
suit que
7)  Aqula,b)='YDWD+I1,)"1Y ; comme D(D+I,)" 1 est symétrique
définie positive, on a donc Ac}l(a,b)>0 si Y#0,1e a=0.
y) Il suitde B) et (5) que 6<1 ,si a=0,8=1,si a=0.
Sidonc 6>0,i.e vol(%)>0,0na
vol(%") =vol({ meE | (’ﬁq_lﬂ_;ﬂ)(m_%)gl }). On a donc

vol(%’):dét(w)_%sn olt s, est le volume de la sphére unité. Or

par le paragraphe 10, on a

dét(w)"%gldéﬂ%)_%+ (1-1) dét(%)‘% , avec inégalité stricte si

q1#qs . Le résultat suit de cela.

4. Sur les ellipsoides contenus dans la réunion convexe de deux ellipsoides

Lemme fondamental Soient E un espace affine euclidien, attaché i un espace
vectoriel euclidien T ,€; := {meE |q;(m—o0;) 1} ot 0,eE , q; est une forme
quadratique sur T définie positive er i=1,2 . On suppose que €| #%, , lL.e.
(g1,01)#(qg,00) ; et que détgy=détqy , ie. vol(€1)=vol(éy) . Alors il existe
un ellipsoide plein €' contenu dans l'enveloppe convexe de €1U%; avec
vol($') >vol(€,) . On peut décrire €' comme il suit.

1. Si qy=qq etdonc oy#o0q, il existe
une base (ey,ey,...,e,) de T qui
est orthonormale pour gy et telle que
e1=22(0g—01) avec A>0. Soit q
la forme quadratique sur T telle gue figure 3
Mat(q;e;)} soit la matrice diagonale,
de diagonale (1+2)72,1,...,1) . Soient o’::%(01+02) , @' [ellipsoide plein

défini par €' :={mekE|qg(m—0')Y<1} . Alors €' est dans l'enveloppe convexe
de €1 UGy etona vol(€')=(1+A)vol(%,) .



2. Si qu#qy, il existe une base (eq,ey,...,e,)
de T' qui est orthonormale pour q, et orthogo- oy €y
nale pour qy . Ainsi Mat(qy;e;) =1, et P
Mat(qgq;e;) est la matrice diagonale, de
diagonale (a_lz,a_f,...,a;z) . Soient u ['au-

tomorphisme de T tel que u(e) =a;e;, 0 figure 4

lapplication affine relle que
o(o1+t)=09+u(t) pourtout teT ,alorsona o(%])=%, . Soit

g = %(ﬂ g+0)(81) , alors €' est un ellipsoide plein, contenu dans l'enveloppe

convexe de €106y etona vol(€') > vol(€() parce que
dét(%(ﬂT+u))> 1.

13
Démonstration 1) 1l s'agit de montrer 1.. Soit x:=0,+ 2 x;e; , un point de
i=1

€', on a donc (%)2+x§+...+x351 . Soit 5::"11;:
S:i=[-|&|e;,(2A+]|€&|)ey] a pour milieu Ae; et pour longueur
21E|+24.Comme |&€]|<1 ,ona xje eS8, ainsiil existe pe[0,1] tel
que xqe;=u(—|&le) +(1—p)({24+&])ey) . Soient
yri=—|&|lej+ageg+...+x,e, ,¥:=(2A+|&| ey +xge9+...+x,e, ;0na
x=py +{1—pu)yy et y;€%;. Cela montre bien que €’ est contenu dans
I'enveloppe convexe de $;U%;.

2) Pour montrer 2., il suffit de montrer que dét(%(ﬂrp+ u))>1,ie.

, alors le segment

[1(1+a,)>2". Ceci repose sur la formule
i=1

(1) _1:[1(1+ a,-)_i> 14 1:[1 ai)_rlb , sachant que a4ay...0,=1.

La formule (1) est issue du fait que #+log(1+e’) est strictement
byt byttt n
convexe. On a donc log(1+e™ 7 )<% leog(l +e") , et donc

ti+ig+.+E,

log(1+e n ) <Llog( Hl(1+eti)) . En posant a;=e¢f
n i=

, on a bien la

formule souhaitée (on peut aussi consulter le paragraphe 10).

Remarque On pourrait aussi considérer €":=(115+(1-1)0)(%1) , pour la
partie 2. .



5. La démonstration du théoréme

1) Il s'agit de montrer 1..

1.1) Le premier objectif consiste & montrer que le
volume minimum est atteint pour un ellipsoide
contenant K . On adopte les notations et les Tgure 5
propriétés du paragraphe 2 .

1.1.1) Soit e un point intérieur & K . Soit
Fy:={(q,0)eF | pour tout mekK ,onait g(m—o0)<1}. Montrons que ila
projection de %, dans Ot est bormée. Soit (eq,ey,...,e,) une base
orthonormale de T qui est orthogonale pour ¢ , alors quitte 3 permuter
les indices, ona | ¢ =gle;) . Soient >0 tel que la boule fermée de centre
e et de rayon r soit contenue dans K, meL avec m —e=ere; oll e=+1.
Onadonc m—o=(er+6;)e;+65e5+...+6,¢e, , ainsi
1>q(m—0)2(er+6;)%q(ey) . Avec un bon choix de &, on conclut que
1>r%q(e;) , ie. llql <.

1.1.2) Soient R>0 tel que K soit contenu dans la boule fermée de centre
e etderayon R, %Fy:={(q,0)eF,| (détq)”%sR”} . Alors on a

min {vol(p(g,0)) | (g,0)eF,} =min { vol(p(q,0)) | (g,0)eF,} .
1.1.3) Montrons gue Fy est fermé. Si (q,o):likll(qk,ok) avec

(qy,03) €%q , on a bien (détq)“ﬁlsR” .Si meK,ona gy(m—0,)<1, il suit .
facilement, par continuité, que g(m—o) <1. Ainsi donc F, est fermé.
1.1.4) Montrons que Fq est borné. Par 1.1.1) la projection de Fy sur la
premieére composante est bornée, il reste donc & montrer que sa projection
sur sa seconde composante est bornée. Soit (g,0)e%F,, (e1,e9,...,2,) une
base orthonormée pour 7', orthogonale pour ¢ avec

g(e;) >qleg)>...>qle,) . Par 1.1.1) ,0na q(el)g# ctpar 1.1.2)

(qg(eq) qley) ...q(en))_%sR” , donc g(e,)> rz(;-n . Ensuite on a

n

1>qg(e—o0)>|le—o| gle,) . Il suit de cela que la projection sur la seconde
composante est bornée ; ainsi %, est borné.
1.1.5) Par 1.1.3) et 1.1.4) %, est compact. Sachant que la fonction

volume est une application continue de % dans R , il existe donc
(g,0) €%, qui réalise le minimum de vol(p(qg,0)) sur %, , donc sur %,
par 1.1.2) .

1.2) Montrons que le minimum est unique. Soient (g1,01),(gg,09) €%,
avec (q1,01)#(qg,09) , vol(p(qy,07)) = vol(p(gy,0,)). Soient Ae10,1 [,
%’ lellipsoide défini par
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€ ={meE|(Aq(m—01)+(1-2)gy(m—09))<1}, alors pour A proche
de 1, l'ellipsoide %’ est non vide et non réduit & un point. On a
facilement K€’ . Il suit du paragraphe 3 que

vol(€’) <6J2'1(/1V01(p(q1,01))+(1—k) vol(p(gq,09)) ;€' est un ellipsoide de

p(F1) avec vol(§')<vol(p(g;,07)) , ce qui contredit la définition de
(g1,01) et {gy,09). Il suit donc que le minimum est unique.

2) Il s'agit de montrer 2. .

2.1) Le premier objectif consiste & montrer que le volume maximum est
atteint pour un ellipsoide contenu dans K.

2.1.1) Soient e un point intérieur 3 K, r>0 tel que la boule fermée de
centre e et de rayon r soit contenue dans K . Soient

41:=1{(q, 0)eF |p(q,0) :={meE|qim—o0) <1}cK}},

%y:={(q,0)€%; | Ble,r)cplq,0)'} . Facilement on a

max {(vol p{q,0)") | (g,0) €9} =max{ (volp(g,0)') | (g,0) €%} .

2.1.2) La projection de %, sur la premitre composante est bornée ; il suffi
de copier 1.1.1) .

2.1.3) L'ensemble Gy est borné. En effet si (q,0)e%, , ona oeK, ainsi

|o—efl estborné, ce qui montre avec 2.1.2) que %, est un ensemble borné.
2.1.4) Montrons que G est fermé. Soit (q,o):li}an(qk,ok) avec

(qp,0) €%, .

2.1.4.1) Soit m tel que q(m—o0)<1, alors meK . En effet pour k assez
grand, ona g (m—o0;) <1, ce qui prouve que mekK.

2.1.4.2) Soit m tel que glm—0)=1, alors meK . Soit la suite (m;),
définie par mgmo:(lmgl)(m—o) ;onadonc glme—0)<1 etpar 2.1.4.1),

ona mycK . Enfin, comme K est compact, donc fermé, ona meK . Cela
prouve finalement que (g,0)e%;.

2.1.4.3) Soit m el gue |m—el|l Sr, alors g(m—0)<1 . En effet, on a
gp(m—o03) <1 et par limite, on a aussi g(m—0)<1 . Cela montre avec
2.1.4.2) que (g,0)e%, . Ainsi G, est fermé.

2.1.5) Par 2.1.3) et 2.1.4) %, est compact. Sachant que la fonction volume
est une application continue de ¥ dans R, il existe donc (g,0)e%, qui

réalise le maximum de vol(p(g,0)) sur %y, doncsur §; par 2.1.1).

2.2) Montrons que le maximum est unique. Soient (gq,01), (gg,09) €%9;
avec (qq,01) # (gg,04) , vol(p(gy,01)) =vol(p(gs,09)'). Par le lemme
fondamental (paragraphe 4), il existe un ellipsoide plein ¢’ contenu dans

I'enveloppe convexe de p(gy,01)' U p(ga,09), donc dans K, avec
vol(%') > vol(%1) . Cela contredit la définition de €.
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6. Application au triangle

6.1. Le cas du triangle équilatéral
Soient E le plan euclidien, (x,y,2) un triangle x

équilatéral de E . On identifie ©3 au groupe des “ ¢
permutations de l'ensemble {x,y,z} ;si 0e&;, il ﬁ&
existe une unique isométrie o du plan euclidien . E |y 7=
Jigure 6

tel que o(x)=0(x),0(y)=0(y), 0(z)=0(2).
Facilement 'application o+ o définit un isomorphisme de &5 sur
Is({x,y,2}) .

Soit %€’ l'unique ellipse pleine, contenant {x,y,z} et d'aire
minimum. L'unicité de €’ implique que 5($') =%’ pour tout ce®Sgy ;
ainsiona Js({x,y,2})cFs($") .51 €' n'est pas un cercle plein, on a

505(%’)z§zz— X—z%— ; comme o($s({x,y,2})=6, il suit que ¢’ est un cercle

plein. Facilement le centre du cercle est invariant par &, pour tout cec®g ;
il s'ensuit que le centre du cercle est g::%(x +y+2) .

Sachant que %’ est le cercle plein d'aire minimum contenant
{x,¥y,2}, c'est donc le cercle plein de centre g, circonscrita {x,y,z} .
Soient maintenant 7 l'enveloppe convexe de
{x,y,2},%€ l'unique ellipse pleine, d'aire maximum,
contenue dans g . Une méthode analogue 2 ce qui
préctéde montre que €’ est le cercle de centre g,
inscrit dans le triangle 7 , i.e. passant par x',y’,2’
qui sont respectivement le milieu de y et z,de z et
x etde x et .

6.2. Le cas du triangle quelconque
Corollaire Soient E le plan euclidien, (x,y,2) un
triangle, g::%(x-ky—i—z) :

1. Soient € ['unique ellipse de centre g passant
par x,y,z,%€" lenveloppe convexe de € . Alors €’
est ['unique ellipse pleine, d'aive minimum contenant
X,9,2 .

2. Soient I [l'enveloppe convexe de {x,y,z},%

l'unique ellipse de centre g passant par les milieux
de x ety,y et z,z et x,€ [enveloppe convexe
de € . Alors €' est l'unique ellipse pleine d'aire
maximum, contene dans J .
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Démonstration 11 suffit de considérer une transformation affine qui envoie
un triangle équilatéral sur le triangle (x,y,2) et d'appliquer 6.1..

Remarque Soient (x,y,z) un trz'cmgle,g::%(x+y+z) , x' (resp. ¥',2") le

miliewde y et z,z et x,x et y,€ lellipse de centre g passant par x',y",2" .
Alors € est tangente aux cotés du triangle (x,y ,2) .

En effet V(x,g) coupe V(y',2z') enle milieude y' et z'. Il s'ensuit
que V(x,g) estle diametre conjugué de la direction de V(y,z) . Comme
la droite V(y,2z) coupe ce diamétre en un point x , il s'ensuit aussi
facilement que V(y,2) esttangentea €.

7. Application au simplexe en dimension n>3

Définition Soient E un espace affine, actaché 3 un espace vectoriel
euclidien 7' de dimension n . On appelle simplexe régulier de longueur
daréte 1 , un repere aftine (ag,aq,...,a,) telque | a;—a; =1 pour tout
i#£] .

7.1. Le groupe des isométries d'un simplexe régulier

Soient ¥,=(ay,a1,...,a,) un simplexe régulier de longueur d'aréte
1, ®,,.1 le groupe des permutations de l'ensemble {0,1,..,n }.Si
ce®, 1, il existe une et une seule isométric ¢ de E telle que
o(a)=a,; (MM.G. 1.4.3.1. partie 2). Il suit facilement de cela que
6+— ¢ est isomorphisme de ©,,, surle groupe $5(%,) des isométries f
de E telle que f({ag,a1,...,a,})={ag,a1,..,a,}.8i
g::;h(a0+a1+...+an) ,ona o(g)=g pourtout ce®,,; . Réciproque-

mentsi m=2Ayag+A;a1+...+4,a, avec 1=Ag+A1+...+4, etsi o(m)=m
pour tout 6€®, 1, 0na Mm=24gax0) +118(1)+ -+ Ay Ay 5 il suit de cela
que Ag=A;=..=4, etdoncque m=g.

7.2. L'ellipsoide de volume minimum contenant ['enveloppe convexe d'un simplexe
régulier
Soient &, l'enveloppe convexe d'un simplexe régulier &, de

longueur d'aréte 1 , ¢’ 1'unique ellipsoide plein, de volume minimum
contenant ¥, . Soit 6€@, ,ona o(¥,)=Y, et oc(¥)0(F)=F,;
comme vol(€')=vol(c(€’)) l'unicitd de €' implique que 6(8')=¢".1l
suit de cela {6{0e®,, 11 cIs(€’) ; de plus le centre de €’ est donc

invariant par &, il suit de ce qui précede que g est le centre de €.
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7.3. La structure du groupe des isométries d'un ellipsoide plein

Soient €’ un ellipsoide plein, de centre g, i.c.
€':={meE|qim-g)<1} ol ¢ est une forme quadratique définie
positive ; ainsi g(#) =(u(¢)[t) olt u est un endomorphisme symétrique
défini positif. Soient A;,4q,...,4,>0 les valeurs propres de «,

T
E;:=ker(u—2A;1p) ,onadonc T'=E,DE,®D..OFE, et $5(¢’) s'identifie &

O(T) N O(q) =~O(E;) x O(Eg) x... xO(E,) ot O(T) (tesp. O(E,)) estle
groupe orthogonal de l'espace cuclidien T (resp. E;).Si f est une
isométrie de E telle que f(€)=%',ona f(g)=g et flg+t)=g+v(t)
avec veO(T)NO(g) . Pouruntel v,ona v(E)=E; et!lisomorphisme
suit (Fr C.10.61 , MM.G. C.4.74.).

7.4. L'ellispsoide plein de volume minimum contenant un simplexe régulier est la
sphére circonscrite au simplexe

On souhaite montrer que selon l'isomorphisme précédent de 7.3.
que r=1;ie que u=Ai0p. Soient i#j,s;; la symétrie hyperplane
définie par s;;(g)=g, s;;(a;)=q; et s;;{a;} =a;; onadonc
s;j(g+t)=g+v;;(t) et v;; est 'automorphisme orthogonal tel que
vijla;—a;) =a;—a;, v;;(t)=t si (t|a;~a;)=0.Toutd'abord s;;€95%,),
en effec si ke{i,j},ona [laz—a;ll=la,—a;ll ,donc a; est dans
I'hyperplan médiateur de a; et - a;, on a ainsi s,;(a;)=a, ; en d'autres
termes s,;j:"t ou t est la transposition #(i)=j, #(j)=i et t(k)=%k pour
ke{i, j} .1l suit du paragraphe précédent que v;; induitsur E, un
automorphisme orthogonal qui est soit l'identité, soit une symétrie
hyperplane. Comme dim(ker(v;;+17)) =1, cela veut dire qu'il existe un
unique & tel que o;—a;cE; .

Supposons r>2, on aurait alors 0<i<j, a=p avec a,—ayckE, et
aj—ageBg . 1l suit de ce qui préctéde que a,—a;eE, .Si y=a, c'est impos-
sible parce que E,+Ez=E,®E,; de méme y=f est impossible. Enfin
ve{o,B} estaussi imposible parce que E,+Ez+E,=E,®E;®E, . Ona
donc r=1, u =217, ce qui veut dire que €’ est la sphére de centre g et de
rayon 4, .

En faisant agir le groupe &, sur ¥, ona |g—agil=lg-ayl
pour tout ke{0,1,...,n } . Il suit de cela que la sphere de plus petit rayon
de centre g, contenant ¥, est celle de rayon || g—ay| , donc circonscrite 3
s le. passant par a; pour 0<k<n . De fagon plus précise
g—aoznlﬁ((al——ao)+(a2—a0) +...+(a,—ag)) , sachant que

(ap—ag) |az—ag) =1, (ap—ay) | ap—ag) =1 et que (a;—agp) |akr—~a0)=%
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pour k#k',k#0,k'#0,0onadonc || g—ay|?=—1 (n+n2_n)= L

(n+1)* 2 2(n+1)
On peut montrer (voir le paragraphe 5) que V(eg,g) est orthogonal
a I'hyperplan V(aq,aq,...,a,) . Il suit encore que la sphére de centre g

Y

passant par les points a; est tangente en a; a l'hyperplan paralltle A
V(al,...,ai_l,ai+1,..,,an) .

7.5. L'ellipsoide plein, de volume maximum contenu dans l'enveloppe convexe d'un

simplexe régulier est la sphere inscrite 4 I'enveloppe convexe du simplexe
Soient &, l'enveloppe convexe de &, , ¢’ 'unique ellipsoide plein
de volume maximum contenu dans &, . Une

méthode analogue au paragraphe 7.4. , montre

que €' est une sphere de centre g, contenue

dans &, et de volume maximum, ie. de

[ 4
rayon maximum, Il s'agit donc de déterminer a

ce rayon. Soit Ah:=1(a;+ag+..4+a,),ona
n

g——ﬁao L(l(a1+a2+...+a )), Sfigure 10

ie. g_?a +—h Soit ke{1,2,...,n},0na

h— ak_—((al—ak)+...+(ak_1—ak)+(ak+l—ak)+...+(an—ak)) , comme

dans le calcul du paragraphe 7.4. , on a donc
| h—ay]2=2 (n— 14+ @=1" —(” 1))—(” 1) . Il suit que A est dans 'hyper-

plan medlateur de aq ¢t a,de méme aq est dans I'hyperplan médiateur
de ay et a;;ainsi V(gg,h) estorthogonald ap—a; pour 2<k<n . Ilsuit
que V(ag,h)=V(agy, g) ecst orthogonal & V(ay,as,...,a,) etque A estla
projection orthogonale de @y sur V(ay,ay,...,a,) .

Soit €" la sphére de centre g et de rayon | g—7% | , il s'agit de
montrer que tout point m de €” s'écrit m=24gay+A a1 +...+4,a, avec

2020
donc C‘g s

m:/'toa0+ (1—2,0)3,m—g:ﬂvoaoﬂ'(l—ho)s, @, v

m—g:ko(ao—g)-l—(l—?to)(s—h)+(1—/10)(h -8 . figure 11

Sachant que

g—h= (‘1 (a1—ag) +(ag—ag) +...+ (a,—ag)) ,

g— ao———((al—ao)+(a2 ag)+...+(a,—ayg)) ,ona

m—-g=(1-ig—nig)(h—g) +(1-2y)(s—h) , donc
Im—gl2=(1-226(1+n) +A2 (1+n)2) | h—g |2+ (1—2Ag)% || s—A 2.

Sachant que ||m—-gl<llh—gll,ona
Ao(l+n)(Ag(1+n)—2) || A—g]|2<0 . Cela montre que 4¢>0.Onade
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méme 2,20 ; cc qui prouve que €"c¥, .

Soit €, une spheére de centre g et de
r %y
rayon r>|lg-hl|, k= +g€e%,, donc .‘
=2l s T
=5y T QO FHIQ ety Oy ’ \E M m
Comme I—WWC"}T”<O ,ona hje ¥, . Ainsi fogure 12
g_
donc €' est la sphere de centre g, derayon ||A—gil , avec
—_ 2: 1 . o N 1
lh—gl|l TTCTE cette sphere est tangente 4 ['hyperplan

Viag+...+a; 1 +@;,1+...+a,) au point %(a0+...+a,;,1 +0; 1. Fay) .

7.6. Ellipsoides et simplexes

Corollaire Soient E un espace affine euclidien, attaché & un espace vectoriel
euclidien T, ¥, - (@1,0g,...,8,) un simplexe de E , i.e. un repére affine de
E, ¥, lenveloppe convexe de &, . Soient g::%(a1+a2+...+an) ,

n

(by+bg+...+b,) un simplexe régulier de longueur d'aréie 1 tel que
g=—(bi+by+..+b,) , e;=a;—g (resp. f;=b;~g) pour 0<i<n . Alors

(e1,e9,...,e,) (resp. (f1,fa,.s fn) ) est une base du R-espace vectoriel T .
Soit S la matrice de (f1,fo,..., f,) dansla base (e,eq,...,e,).
1. Soient q la forme quadratique sur T telle que Mat(q;ei)-—-@ts S,%€

lellipsoide plein de E défini par €' :={meE|q(m—g)<1} . Alors €' est
l'unique ellipsoide plein contenant ¥, et de volume minimum.

En termes plus géométriques, €' est l'ellipsoide plein de centre g et
tangent en a; & [hyperplan parallele & V(ag,...,0;_1, @jy1,.,0,) pour
0<i<n.

2. Svient q la forme quadratique sur T telle que

Mat(qg;e;)=2n(n+1)'S 8, ¢’ [ellipsoide plein de E défini par

€ ={meE|qim-g) <1} . Alors €' est l'unique ellipsoide plein contenu
dans &, , de volume maximum. _

En termes plus gométriques, €' est l'ellipsoide plein de centre g et tangent
en hi::%(a0+...+ai_1+ai+1+...+an) a lhyperplan

V(ao, ...,ai_l,ai+1,...,an).

Démonstration Soit f la bijection affine définie par f(g+1t):=g+v(¢) ol
v(f;)=-¢; . Onadonc f(b;)=a; pour 0<i<n.Si €’ est un ellipsoide plein
contenant l'enveloppe convexe de {by,bq,...,0,} , alors f(%’) est un
ellipsoide plein contenant l'enveloppe convexe de {ag, a1,...,a,} et de plus
vol(f($€") =] détv | vol(¥§’) . Il suit donc du paragraphe 4 que l'image par
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f de la spheére pleine de centre g et de carré de rayon 5 "fl_ iy est I'ellipsoide
n

plein €’ contenant l'enveloppe convexe de {ag,a;,...,a,} et de volume
minimum. On a donc €'={f(m) |20t (m_g|m—-g)}<1,ie.
n

¢'={meE | gm(-’%l)_(v_l(m—g) [v Ym=—g))<1}.Clest donc
%’:{meElz(inﬂq(m—g)gl} , avec Mat(g;e;) =SS et

S=Mat(v™*;e;) , i.e. la matrice de (fy,f5,...,f,) dansla base
(el 3€9 500y en) .
Le cas 2. se traite de la méme facon.

8. La polaire d'un ellipsoide plein

Lemme Soient E un espace affine euclidien, attaché i un espace vectoriel
euclidien (T,(.1.)), &' [ellipsoide plein défini par

€ :={meE|qim—0)<1} oi o'cE, q est une forme quadratique définie
positive sur T, l.e. il existe w un endomorphisme symérrique défini positif tel
que q(t)=(w(t) |w(t)) . Soient ocE tel que qlo—0")<1,ie. o estintérienr

A

a €', € lapolaire de €' relativement au péle o, définie par
€t i={seE|(s—0|m-0)<1 pourtout me$'} . Soient q' la forme qua-
dratigue sur T définie par ¢'(£) == (w1 (¢} | w 1)) - (w X&) |w(o'—0))?,
alors q' est définie positive. Soient 0T tel que pour tout $€T , on ait
g'(¢,0)=(w (&) |wlo'—0)), ont q' est la forme bilinéaire symétrigque associde &
q’ . Soient 0" :=0+0, alorsona €,*={sekE| Ql'(f——(‘;;)gl} .Ona

q
vol($') =(détq)~%s, est le volume de la sphére unité ; on a
vol(‘éé*)?_(détq)_%sn et on a vol(%é*):(détq)%sn si et seulement si 0'=o0 et

dans ce cas 0”"=0"'=o0 .

Démonstration Soit ueT tel que (w™Yuw) |w Y w))=1, on cherche l'inter-
section de o+Ru avec %,*. Onadonc (Au|m-o)+(Aulo'—0)<1 pour
tout me$’, soit A((w Nu) | wlm—0"))+ (w™ Mu) | wlo’'—0)))<1 pour
tout me®’. Or me%’ siet seulement si &:=w(m—-o0') est tel que
(E1&)<1 . Ainsi A((w Y(w) | &)+ (w ' (w) |wlo'—0))<1 pour tout & tel

que (£|&)<1.
(1) Si 220, celaveut dire que A<

1
1+(w“1(u)1|w(0’—0)) ’

(2) si <0, cela veut dire que A> ; en effet

— 14+ (w Hw) |wlo' —0))
| w(o'~o0) || <1 implique que les dénominateurs ne sont pas nuls.
En posant t=4u, (1) et (2) impliquent
3 (W) |w i) - w ) [wlo’—0)?+2(w™ ' (#) |w(o'—0)) -1<0.
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Réciproquement, en posant t=Au,avec u fixéet (w™l(w)|w Hu))=1,
la relation (3) implique la relation du second degré.

@ 221w N w) fwlo'=0))®) +24(w™ (u) |w(o'-0)) - 1<0.

Cette derniére se traduit par

) 1

- <AL 1 :
=1+ (w™ () | wlo —0)) T+ (w™ () | w(o'—0))
F& = D |w D) - (w1 |wo' —0))2+2(w 1(2) | wlo'~0) —1.
Ce qui précede montre que ¢.*={seE|f(s—0)<0}.

Soit

Il reste & montrer que c'est un ellipsoide, i.e. que
ts (w1 w1 () — (w (#) |w(o'=0))? est une forme quadratique ¢’ ,
définie positive ; c'est bien une forme quadratique. Par ailleurs
q(o'—0) <1, veut dire que | w(o'—0)[i<1 et la relation Schwarz dit que
(=) [wlo'—0))2< | w™(2) |* | w(o'—0) |2, ainsi
(w™1(8) |w () = (w™H#) | w0’ —0))*>0 pour tout {20 .

Comme ¢’ est non dégénérée, il existe #eT , unique tel que pour
tout teT, on ait ¢'(¢,0)=(w 1(¢) |w(o’'—0)) . On a donc
f(t)=q'(t—0) —(14+4q(9)) . Cela veut bien dire que
Bo*={secE|2(=0 <1} avec 0"=0+8.0na

1+g(8)
vol(8) = (dét g) Zs,, , vol(8)*) = (1+q(8))3(détq) 3 s,,.
Comme w~! est symétrique, défini, positif, il existe une base
orthonormale (e;); de telle que w™'(e;) =d;e; avec d;>0.0Ona

w(o'—0)=2 a;e; avec 1>3 af ; ainsi donc ¢'(1)=3 d 12— d?alt? avec

t=2te; . Il suit que Mat(q’;e;) est la matrice diagonale, de diagonale

(d?(1—ad),ds(1—ad),...,d2(1—a2)) , cela montre que détq’<(détg)~?
et que détq’ <(détg)~! si o'=0.On adonc le résultat cherché.

Remarque Soient E un espace affine euclidien, attaché & un espace vectoriel
euclidien T , K un compact de E d'intérieur non vide, €' ['ellipsoide plein, de
volume maximum, contenu dans K , o son centre, €,* (resp. K, ) la polaire de
€' (resp. K) relativement au péle o . Alors €.* est l'ellipsoide plein, de volume
minimum contenant K, et son centre est o .
En effet, on a sivol (€)= Slvol (@) 1. Soit ® l'ellipsoide plein,
n %

de volume minimum, contenant K, .Si @=%.*, on aurait
1 vol (@) <Lvol (¢,*) . Ensuite L vol (©%)>1 vol(@)~!; ainsi
) 8 8 &

1 vol (@) >Slvol(%$*)_1=v01 (€') . Ce qui est impossible puisque K;*=K

8y

et O,cK.Donc ©=%,.
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9. Ellipses inscrites dans un triangle d'aire maximum

Comme il est dit dans l'introduction, 'objet de ce paragraphe est de
montrer combien la recherche d'une ellipse pleine d'aire maximum,
contenue dans un triangle, par une méthode directe, est bien calculatoire.

Soit E le plan affine euclidien, associé & l'espace vectoriel euclidien T .
1. Soit (x,y,2) wun triangle équilatéral du plan euclidien. Alors ['ellipse
contenue dans ['enveloppe convexe de (x,y,z) , datre maximum, est unique et
c'est le cercle inscrit de (x,v,2) .
2. Soir (x,y,2) un triangle du plan euclidien. Alors l'ellipse contenue dans
Uenveloppe convexe de (x,y,z) , daire
maximum, est unique et c'est l'ellipse € de
centre, le centre de gravité de (x,y,z) ,
tangente aux cotés du triangle en leurs
milieux. Si ej:=x'—g,eq:=y' —g etsi ¢
est la forme quadrique sur T telle que

. 1 2 -1
Mat(q,el,eg)—g[ -1 2 »

alors €={meE|gim—-g)=1}.

1) Il s'agit de montrer 1.. Soient E le plan euclidien attaché a l'espace vec-
toriel euclidien 7. Soit € l'ellipse de centre o définie par une forme qua-
dratique ¢ sur T définie positive, i.e. €:={meE|qg(m—-0)=1}. Alors on
appelle ellipse pleine 'ensemble €’ défini par €':={meE|g(m-0)<1}.
1.1) Une ellipse contenue dans l'enveloppe convexe de (x,y,z) , et d'aire maxi-
mum, est tangente aux cotés du triangle (x,y,2) .
1.1.1} Une ellipse qui est contenue dans
l'intérieur de l'enveloppe convexe de (x,y,2)

n est pas d aive maximum.

Si mekFE , on écrit
m=2Am)x+p(m)y+v(m)z avec
Am)+u(m)+vim)=1 et
Alm),u(m),v(im)el[0,1]1. Soit €' une figure 14
ellipse pleine contenue dans l'intérieur de

I'enveloppe convexe de (x,y,2) . Alors pour tout me%’, ona
A(m),u(m),v(m)e]0,1[ . Sachant que €' est compact il existe a,b avec
0<a<b<l tels que pour tout me®%’, onait Alm),u(m),vim)ela,b].
Soient g:%(x+y+z) , h(g,1+¢&) ['homothétie de centre g et de rapport
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1+e, il s'agit de montrer que h(g,1+£)(€’) est contenu dans I'enveloppe
convexe de (x,v,z) .S1 m'=h(g,1+¢e)(m) ,ona m'=(1+&e)m—eg, ainsi
pour &>0 assez petit, on a bien h(g,1+¢£)(€’) qui est contenu dans
'enveloppe convexe de (x,y,2) . Or

Aire (h(g,1+£)(€))=(1+¢)? Aire (¥) .
1.1.2)  Une ellipse qui n'est pas tangente aux

X
trois cOtés du triangle (x,y,z) n'est pas daire A\ ,
AXIIIUINL,
On suppose que V(y,z) n'est pas tangente a . /

% , alors cela veut dire que € ne coupe pas
V(y,z) . Sinon € coupe V(y,z) en deux y ;
points distincts m; et my , comme ¥ est freure 15

contenue dans l'enveloppe convexe de

(x,y,2) ,comme %’ eststrictement convexe, on a une contradiction. Ainsi
pour tout me€’,ona A(m)>0 etdonc pu(m)<1l, vim)<l.Comme %'
est compact il existe 0<a<b<l avec A(m)>a, p(m)<b, v(im)<b. Alors
pour £>0 assez petit, on a pour tout me$’,
m+e(g—x)=(/’L(m)—g-e)x+(u(m)+~3€y+(v(m)+§) z qui est dans l'inté-

rieur de 'enveloppe convexe de (x,y,2) . Or cette translation de vecteur
e(g—x) ne change pas l'aire et alors 1.1.1)

permet de conclure.

1.2) Soient (x,y,2) un triangle équilatéral, €
une ellipse de foyer f , de cercle principal C
dont le centre est o , le rayon a , et on suppose
que € est tangente aux c6tés du triangle. Soient
x' (tesp. y',2') la projection orthogonale de f
sur V(y ,z) (resp. V(z,x),V(x,y)) . Alors x',y',2’€C , on a

Aire(x,y,2) =;%§(||f—x' I+ 11 F=y' |+ | F=2" D%, Aire$'=raNa’~ || f-o|?.

Soient £:=|x-y|=lly-2ll=llz—x| ,ona
Aire(x,y,z):%eg g&=%€([|f—x' I+ 1=y I+ 1.f=2"1) , il suit que

8:%( | f=2" |+ F=y" | +11f—2"|]) ; ce qui conduit au résultat pour l'aire

du triangle. Pour % , le grand axe a pour longueur a , le petit axe a pour
longueur b avec a?=b%+| f—o|?. Sachant que Aire €’=rab , on a bien
le résultat.
1.3) Soient c:=| f-o| , c:=mes(f—o0,x'—f) ,alorsona

Aire®’ _ .3 avVa?_c? .
Alre(x,,2) (\/mcwvaz—czsinz(a-{-%)+'\ja2~czsin2(a+%))2
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Il s'agit de calculer || f—x"|l+ | f=y' |+ f-2"] .
Soient (e;,ey) unc base orthonormée de 7' avec

er: __f_“f =| %' F| . Ainsi
x'=0+(c+ucosa)e;+usinoey,
2=c®+2cucosa+u?. Ainsi u estla

; .. ] Sfigure 17
racine positive de u®+2cucosa+x2—a?, ie.

u:=ul(a):=ccosa+Va'~c’sin*a= || '~ f] , u(a+23—”):ll v —Fl,

u(a+‘%)= | 2~ f| . Sachant que cosa+cos(0¢+%—")+ cos(a+43—”)):0 (en

lz' -0 l®=a

considérant é-zl— Ej+E7%) et en utilisant 1.2), on a le résultat souhaité.
1.4) So:t 6: :il ,r(8):=(1-0)g(8)~? avec

g(8) :=Y1-9sin a’+'\/1—-8 sinz(a+%l)+\/1-9sm2(a+5§@) , on a donc

_Aire®’ 3 r(6) . En plus r(0)=max{r(8) |0<0<1} . Cela montre que
Adre(x,y,2)

Uellipse d aire maximum inscrite dans le triangle (x,y,z) est le cercle inscrit.
1.4.1) Il s'agit de montrer que r(8)<r(0) :-1- . Soit

s(8):=9V1-0—q(0)? . Il faut donc montrer qué s '(6)<0 sur [0,1[.Ona
5'(8) = q(e)( sinZe gin (a+2rr) sin (a+4:r) ) _g 1 Facile-
V1-psin’a ‘\]1 6sin (a+2“} '\/1 fsin’ a+4”) 1-¢

ment, sur [0,1],0na q(8)<3, et donc
sin® (a+2%) sin®( g +47)

2
s'(6)<3( =222 .+ 5+ 3. y_9_1 |
1-psin’e ‘\/1—Bsin2(a+23_"‘) \/Lesinz(aﬂ_ﬂ) 2V1-0
1.4.2) Il faur monirer que
g sin (oc+2") gin (a+4”)
sin”o < 3 1
V11— GSIHOC Vl gsin (a+211:) Vl fsin (a+41r) 2 1-06
- _1
Pour 0<6<1,ona —S0e __ > ( )9k31n2(k+1)oc et
V1-gsine *=°
w -1
L =kz ( z)ﬂk . Montrons que
=0

(1) sin%(a)—|-sin2k(oc+33—-”)+sin2k(a+43—”)s%.

Soient &:=e'2?, j::ei_zf_ . Supposons que
() (E+EDIHET+HEN DA HEH D3 .

1
Ona Sin2a:1____—c0;(2a) :%—uvz .

SR VISR Byl 1yk—i —1\k—j
Ainsi sin®*(o) =2 (;)(F) (=" (E+E D

En utilisant (2), ona
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(3) sinzk(a)+sin2k(a+23£) +sin2k(oe+43_”) ng’iD( ’; )(%)J' (%)k—ig, ie.
(4) sin%(a)+sin2k(a+%)+sin2k(a+%—”)551?5(1+1)kg—:%.
Il reste donc A prouver la relation (2) .
143) Ona (E+& 1)+ (Ej+EH DI+ €2+ (E/5H71<8(271) . Ona
6)  EH+EDHEHENTIHESHEH D =
S (D) @ ).

Montrons que

© > (i<t

2i—t=0(3)
Deux cas sont & considérer. D'abord on suppose qu'il existe o tel que
200—-t=0(3), a<%<a+3 . Dans ce cas, on a

Z (:)S ; (iil)et Z (i)S Z (i_tl),ilsuitque

iso <o >0 i>o
2i—£=0(3) 2i—£=0(3) 2i-t=0{3) 2i-#=0(3)
t t 3

> ()< 2 (p)+ 2 (1) comme

2i-t=0(8) <o i>o
2i-£=0(3) 2i-£=0(3)

LA t
> (;)=2",onadonc > (;)<lat,
i=0 2i-t=0(3) 2

On suppose maintenant qu'il existe « tel que 20—£=0(3) et
o :% . Dans ce cas

> (e 2 (e ¥ (hs X (). Enfin

i<o <o i>o iza
2i—¢=0(3) 2i—t=0{3) 2i—t=0(3) 2i—t=0(3)

¢ t ¢ :

(a)<(g-1)+(41) . Cela permet aussi de conclure que

t ¢

Y<(;)<lat,
2i-t=0(3) ( : )*( b ) -2
2) Il s'agit de montrer 2..

Soient (x,y,2z) un triangle équilatéral, C le cercle inscricd (x,y,2)

de centre o=%(x+y+z) , x' (resp. ¥',2') lemilicude y et z (resp. z et x,

x et ). Ainsi C est tangent aux cdtés du triangle en x’,y',2'.

Soient (a,b,c) un wtiangle quelconque, f 'application affine telle
que fla)=x, f(b)=y, f(c)=z, u son application linéaire associée. Soit %
une cllipse contenue dans I'enveloppe convexe de (a,b,¢) , €' lellipse
pleine associée. Alors (%) est une ellipse contenue dans l'enveloppe
convexe de x,y,z et Airef(¥')=|dét u|(Aire%’) . Si donc €’ est une
ellipse pleine d'aire maximum contenue dans l'enveloppe convexe de
(a,b,¢) , alors f(%€') est une ellipse pleine contenue dans l'enveloppe
convexe de (x,y,2) et d'aire maximum. Il suit de 1. que €'=f"1(C) . En
particulier €’ a pour centre g:f‘l(o):%(a+b+c) ; de plus €' est

tangente aux cbtés du triangle (a,b,¢) en a'=F"Yx), b'=Ff"1 ",
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¢’=f"1(z") et o' (resp. b',c') estlemilieude b et ¢ (resp. ¢ et a,
a et b).

Soient ey:=a’'—g, eg=b'—g,onadonc —(e;+ey)=c'—g . Par
ailleurs, il existe une forme quadratique ¢ sur 7 telle que
¢={meE|q(m—g)=1} . Il suit facilement que

. 1 2 -1
Mat(q,el:ez)—E[ -1 2

10. Sur la convexité de la fonction déterminant

Proposition Soit € un sous-ensemble convexe de M, (R) . On suppose que
tout Ac M, (R) est diagonalisable avec des valeurs propres strictement positives ;
en plus pour tout A,BeQ on suppose aussi que A"'B est diagonalisable &
valeurs propres strictement positives.

L. Soit >0, un nombre réel, alors lapplication A—s (détA)™% est strictement

convexe.
2. Soit o un nombre véel avec 0< o<y, alors | application A (détA)* est
n

strictement concave.
3. Si a>L1, alors il y a des exemples oir la fonction A (détA)® n'est ni
n

convexe, ni CONCAve.

4. Un exemple de sous-ensemble € est constitué par les matvices symétriques
définies positives, et par toute partie convexe des matrices symétriques définies
positives.

1) Il s'agit de montrer 1. .

1.1) Remarquer qu'il suffit de montrer que

dét(Al, +(1-A)D)"*<A(détl,)”*+(1-A)(détD)"“ lorsque
d, 0 .

| 0 -

o avec d;>0,D=I, et 0<A<]l,

0 d,
1.2) En utilisant le fait que la fonction log est concave, montrer que pour
0<A<1l,o0na —océ1 log{A+(1-24)d;) <(1—7L)(—ocii1 logd,)
1.3) Conclure que log(i]fll(lﬂl—&)di)‘“)<log((£[1di)“°‘) .
1.4) En utilisant de nouveau le fait que la fonction log est concave
montrer que log(}jl (At (1= 2)ddg)~®) <log( 1+ (1-A)([1d)™®) .

1.5) En conclure que A (détA) ® est strictement convexe.

2) Il s'agit de montrer 2..
22



2.1) Remarquer qu'il suffit de montrer 2. pour A=I, et
d, 0

BoD~— 0 d, .

, avec d;>0.

0
2.2) Sachant que la fonction ¢—slog(A+(1—21)e??) est strictement
convexe pour 0< JLn< 1 et 0<pB<1, montrer que

log(A+(1—-2) e w21%) <% Zﬂog(u(l-z)eﬁ i),

2.3) En posant ePli=d, et oz:g , en déduire que

log(A+(1—24)(d; dy...d,)%) <10g((£[1(}t—|— (1-2)dbyh).

2.4) Sachant que x— x? est concave, montrer que

log(A -+ (1—4) (dydy...d,)*) <log( ilfll(?w(l—ﬂ,)di)“) .

2.5) Conclure que A+ (détA)* est strictement concave pour 0<as%.

3) Il s'agit de montrer 3. .

3.1) Considérer la matrice I, et la matrice diagonale, de diagonale
(dy,dy,...,d,) avec 1=didy...d, ,d;>0 , di=dy=...=d,,_ assez petit et
ﬂ.:% , conclure que Ar>détA% n'est pas concave.

3.2) Considérer la matrice I, et la matrice diagonale, de diagonale
(dy,dy,...,d,) avec di=dy=...=d,=d et d>0 assez petit, /’L:%.

Conclure que A+ (détA)* n'est pas convexe.

Bibliographie

[ Be] Marcel Berger Géométrie (11.8.10.7) (Nathan 1990)

[ Fr1] Jean Fresnel Espaces quadratiques, euclidiens, hermitiens, (Hermann 1999)

[Fr2] Jean Fresnel Méthodes modernes en géométrie (Hermann 1996)

[ Bz] Bambah  Polar reciprocal bodies, Proceedings of the Cambridge philosophical society

51,377-378 (1954)

[ B,F] Barany-Fiiredi  Computing the volume is difficult, Discrete and compurational
geometry 2, 319-326 (1987)

[ B,AM] Bourgain-Milman New volume ratio properties for convex symmetric bodies in R",
Inventiones mathematice 88, 319-340 (1987)

[ GLS]  Gritschel-Lovasz-Schrijver Geometric algorithms and combinatorial optimization,

Springer (1988)



-23-

[ Ma] Mahler Ein Ubertragungsprinzip fiir Konvexe Kirper, Casopsis Matematiky a Fysiky
68, 93-102 (1939)

[SR] . Saint Raymond Swur le volume des corps convexes symétriques, Séminaire d'iniciation 2
["analyse de Paris VI, exposé 11 (5/2/1981)

[ Sz ] Santalé Ur invariante afin para los cuerpos convexos del espacio de n dimensiones,

Porrugaliae machematica 8, 155-161 (1949)

Few Srse A s

“Eté 2002

1 le dernier défilé des collections Yves Saint-Laurent, mardi 22 janvier 2002




_24 -

“Une voix de magicienne, une voix & nulle ausre pareille, 2 la fois féérique et tervible : la voix de Callas”
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