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0. Introduction

Le théoréme de Bézout sur l'intersection des courbes planes (théoréme
2.1., 2.2)) dit qu'une courbe plane de degré n et une courbe plane de degré
m  se coupent en cxactement n m points modulo une notion de
multiplicité d'intersection. Ce résultat est bien démontré dans I'ouvrage de
1969 de William Fulton {Fu, p. 112), nous reprenons ici sa démonstration en
simplifiant peu de choses.

Sachant que les zéros communs de deux polynémes 4 deux variables
peuvent étre décrits par élimination d'une variable, i.e. en considérant le
résultant des deux polyndmes considérés comme polynoémes en I'une des
variables, il était normal de savoir si I'on pouvait lire la multiplicité d'inter-
section en un point A partir du résultant. Cela est décrit par le théoréme 3.
Si 'essentiel se trouve dans [ W] , page 109, en revanche la liaison avec la
multiplicité d'intersection définie par Fulton n'est pas claire.

Enfin pour étre le plus “self-contained” possible nous avons ajouté un
paragraphe 4. concernant quelques résultats dits classiques.

Le paragraphe 5. traite le cas d'une famille linéaire de coniques et le
paragraphe 6. décrit une série d'exemples traités par MAPLE et aimable-
ment communiqués par Christian Batut. Le paragraphe 7. essaie de décrire le
processus algorithmique qui permettra de calculer la multiplicité
d'intersection de 2 courbes en point,

Pour terminer, je dois dire que ce petit exercice est un travail de
commande de Michel Matignon



1. La multiplicité d'intersection de deux courbes planes

1.1, Définition de la multiplicité d'intersection Soient % un corps commutatif,
algébriquement clos, F,Gek[X,Y ], sans facteur irréductible commun dans
ELX,Y1, p=(a,B)ek®, my gi=(X—a) K[ X, Y]+ (Y~P)E[X,Y] . Alors
on appelle multiplicité d'intersection de F et G en p, lc nombre

. _RIX,Y g
. - o, p

Wp; F,G) =dim, e

De plus i(p;F,G)>1 siet seulement si F(o,f)=G(a,B)=0,1.c. si p est

un point commun aux deux courbes planes définies par F et G .

. Ce nombre est fini (théoréme 2.1. partie 1.).

1.2. Proposition Soient k un corps commutatif algbbriguement clos,

1.2.1. Soient F,GeklX, Y1, pek?, ick . Alorsona
i(p;F,G)=i(p;F,G+AF) .

1.2.2. Soient F,G,Heck[X,Y] avec F et G (resp. F et H) sans facteur
irréductible commun dans k[ X,Y1, pek? . Alors on a

ip;F,GH) =i(p; F,G)+i(p; F,H) .

1.2.3. Soient o un k-automorphisme de k(X,Y] , P(X,Y) =c(X),
RX,Y):=c(Y),p=(a, B) , a(p)=(P(a,B),Qcx,B)) . Alors on a
i(o(p);6(F),o(G))=i(p ;F, G).

Démonstration 1) La démonstration de 1. est immédiate.
2) Montrons 2. .Soient p=(a,8) , M=(X—-o) k[ X, Y1+(Y-B)E[X,Y],
S:=k[X,Y lg; . Considérons la suite

g o 8 B s
M) 0> Swam e o0

olt B est la surjection canonique et o est I'application induite par z+— Gz
de S dans S . Il faut montrer que cette suite est exacte. Il suffit de vérifier
que o est injectif, le reste est immédiat. Si 2G=AF+BGH ,ona G|AF.
Or F et G n'ont pas de facteur irréductible en commun dans k[X,Y1,
donc aussi dans S (Fr. E.7.5.1.), ainsi G |4, ie. A=A;G . Il suit de cela que
2=A,F+BH , ce qui prouve que o est injectif. Sachant que (1) est exacte,

on a la formule 0=dim —dim; S _+dim,—5__, ce qui n'est autre
R kom0 ¢4

S
(F,H)
chose que i(p;F,GH) =i(p;F,G)+i(p; F,H) .
3) La démonstration de 3. est immédiate.



1.3. Définition de la multiplicité d'intersection pour les courbes planes projectives
Soient & un corps commutatif, algébriquement clos,
F,Gek[Xy,X,X5] des polyndmes homogenes avec degF=n,degG=m et
sans facteur irréductible commun dans k[ X,,X;,X51. Soit V la variété
(L%, X, X, ]
(F,G)
s'identifienc 3 I'ensemble des p=(xy:%1:%5) eP2(£) tels que
F(p)=G(p)=0.
1.3.1. Si donc p est un tel point, on appelle multiplicité d'intersection de F et

o — i V.p
G en p le nombre i(p;F,G): d1mk(F 2

H

projective définie par V:=Proj ). Alors les points fermés de V

. Ce nombre est fini, Si p ne

satisfait pas F(p)=G(p)=0, alors par définition i(p;F,G)=0.
1.3.2. Soient o un h-automorphisme de k[X,,X1,X5] ,
Pi(Xy,X,,X5) =0(X;) pour 0<i<2, p=(xp:x1:%0) ,
o(p) := (Pylxg, %1, %9) 1 P1(xg, %1, %9) 1 Polxg, %1, %9)) . Alors on a
i{o(p);o(F),c(@))=i(p;F ,G) .

%1

1.3.3. Soient p=1(xy:%1:%y) , supposons xgz0, e:="1, =2 g=(a,B),
%0 %0

F¥X,Y)=F(1,X,V),G%X,Y):=G(1,X,Y) . Alors on a

i(p;F,G)=i(q;F*,G") (on a un résultar analogue si x1#0 , on x9#0 ).

2. Le théoréme de Bézout pour l'intersection des courbes planes (ou un
résultat global)

2.1. Théoréme de Bézout affine Soient k wun corps commutatif, algébriquement
clos, F,Gek{X,Y],degF=n,degG=m ,F=Fy+F+..+F,,
G=Gy+G1+...+G,, o F; (resp. G;) est la composante homogene de degré i
de F (resp. G).

1. On suppose que F et G n'ont pas de facteur irréductible en commun dans

R[X,Y] . Alors k([FXG})’] est un k-espace vectoriel de dimension finie. En

particulier les (o, ) ek? tels gue F(o,B)=CG(a,B)=0 sont en nombre fini.
2. On suppose que F et G (resp. F,, et G, ) n'ont pas de facteur irréductible

en commun dans kI X,Y 1. Alors on a dimk%&gjlznm .

3. On suppose que F et G (resp. F, er G,,) n'ont pas de facteur irréductible

en commun dans kI X, Y. Alorsona 2. i(p;F,G)=degFdegG .
pek?




Démonstration
1) La dimension du k-espace vectoriel k([FXg)] est finie.

H

l.) On peut supposer que F est unitaire en Y . Soient Aek ,0, le k-auto-
morphisme de k[X,Y] défini par 0;,(X)=X+1Y et 0,(Y)=Y . Facile-
ment il existe Aek tel que F,(1,1)+0 . Soit o:=0, , alors degyo(F)=n,
o(F) et o(@) sont sans facteur irréductible commun dans 2[X,Y]. En

lus ELXY1 gt hed __ALX,Y]
plus F.0) est 1somorphe a (o(F) .o(G))

Si donc le théoréme est vrai pour (o(F),o(@)) , il sera vrai pour (F,G).
1.8) Ona (FRIX,Y]+GELX,Y])NnEk[X]1%{0} .La mécthode la plus
rapide consiste 2 utiliser le résultant R(X) de F(X,Y) et G(X,Y) considé-
rés comme polynémes en Y, par Fr. F.7.9.22., il est non nul.

La seconde méthode consiste A remarquer que F et G comme
élément de A(X)[Y] sont premiers entre eux. En effetsi D|F et D |G
avec degyD2>1 et Dek(X)[Y ], on déduit les relations AF{=FS et
AG,=GS avec A,F,,G ek[X,Y],degyA>1 et Sck[X1—{0) . Sachant
que k[X,Y] est factoriel, il existe un facteur irréductible A; de A avec
degyA;>1, ctainsi Ay |F,A; |G . Clest donc impossible. Ainsi F,G sont
premiers entre eux dans A(X)[Y] et par Bézout il existe A,Bek[X,Y1,
CX)ek[X]1-{0} telsque AF+BG=C.

Il existe donc R(X)e(FR[X,Y]1+GE[X,Y]) avec R20.

Ly) Ona dimkk([ﬁ‘f{(;]Srn, avec r:=degR . Soit x:k[X,Y}-—)kEéfF}")] la

.

surjection canonique, alors sachant que degyF=n,ona

r=1n-1

iviy kX, Y] ; : k[ X,Y]
7( go ;okX Y/)= a2 Cela montre que la dimension de R oSt
majorée par rn . Comme (R,F)c(F,G), on a aussi dimkk([FXg)] <rn.

1.8) Les (a,p)ek? tels que F(o,B)=G{a,B)=0 sont en nombre fini.

Soient S:=k[X,Y], T::k([;,(g)] ,p:S—>T la surjection canonique,

% l'ensemble des maximaux M de S tels que (F,G) cM . Alors p induit
une bijection de % sur les maximaux de 7T .Par 1l.y) et 4.2. ces
maximaux sont en nombre fini ; disons p(M),p(My),...,p(W,.) . Par
ailleurs % est en bijection avec les éléments (a;,B;) €22 tels que
Flo;,8,)=G(a;,8;)=0 par M;=(X-0;)S+(Y-5,)8S.

2) Ona dim, ®X.Yl_pnm . Solent S:=k[X,Y], >0,
kR, G)

8,:={PeS|degP<t}. Soit la suite
(1) 058 585.mXSasm BSaimin L Y]

ol y est la restriction & 8y, ,,.,., de la surjection canonique de S sur

k({TX’GL)]; de plus o est défini par «(P)=(PG,—PF) et § par
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B(A,B)=AF +B@G . 1l s'agit de montrer que kerf=ima et kery=im§p .
Facilement Bo=0 et yf=0.Si AF+BG=0, comme F et G n'ont pas de
facteur irréductible commun dans I'anneau factoriel 2[X,Y],ona

B=—FP ¢t A=GP avec degP=d ; ainsi ker fcima . Soit Uekery, ona

donc U=AF+BG , il s'agit de montrer qu'il existe une telle écriture avec
degA<d+m ,et degB<d+n . Soit U=AF+BG avec deg A minimum. Si
degA<d+m ,alorsona degB<d+n.Si degA=d'+n>d+n , alors
degB=d'+n . En décomposant A ¢t B en composantes homoggnes, on a
A=Ag+A1+...+Ag i, B=By+Bi+...+By ., . ll suit que

0=Ag  mFr+Bg mGn ,comme F, et G, n'ont pas de facteurs irréduc-
tibles en commun, ona Ay, ,=G,, P, By, ,=—F,P . Soient A;:=A-PG,
B;=B—PF ,ona U=A;F+B;G et degA;<degA . Cela contredit la
minimalité du degré de A, ainsi I'hypotheése degA>d+m est a rejeter.
Sachant que k([FX g)] est de dimension finie, il suit que pour d assez grand,

_ RIX,Y]
(F,@)
De la suite exacte 4 “gauche” (1) on déduit que
2)  0=dim,Sy—dim; (Sy,,nXSg ) +dimySg .y, —dimyy (Sgypin) -
Sachant que dimy,, S":%& ,on déduitde (2) que

ona vy (Sd+m+n) =

dimy, ¥ (Sg,min)=nm . Comme RLX, Y] (8. msn) » onabien

(F,G)
RIX.Y]
dimy,( ) Y=nm .
3) Ona z i(p;F,G) =deg F deg G . Soient S:=k[X,Y], T:=£LXY]

(F,G "’
p:8—-T la surjection canonique, % l'ensemble des maximaux 9 de S
tels que (F,G) <M. Alors p induit une bijection de & sur les maximaux
de 7.Par 2.1. partie 1. et 4.2. ces maximaux sont en nombre fini ; disons
p(My), p(My) ,...,p(M,) . Par ailleurs % est en bijection avec les éléments
(ot;, B;) ek? tels que F(ay,B;)=G((e;,B)=0 par

=(X—0)S+(Y-B;)S . Toujours par 4.2., T est isomorphe a ﬁ Tp(mm

Sax
P =T &y T . Compte tenu de

1.1, etde 2.1. partie 2., on a bien Zk z(p F ,G)= dengegG
pe

et comme T S ,ona dimy



2.2. Théoréme de Bézout projectif Soient k un corps commutatif, algébriguement
clos, F,GeklXy,X,X,], homogenes avec degF=n ,degG=m . On suppose
que F et G n'ont pas de facteur irvéductible en commun dans k[ Xy, X,,X5] .

Alorsona >  i(p;F,G)=degFdegG .
relP(k)

Démonstration Facilement F(1,X;,X,) et G(1,X;,X,) (resp. F(X,,1,X,)
et G(X,,1,X,), F(Xy,X;,1) et G(X,,X1,1)) sont sans facteur commun
dans k[X;,X,] (resp. k[ Xy,X5]1, k[ Xy,X1]). Il suitde 2.1. partie 1. que
les (xg:2q:%9)eP2(k) tels que F(xg,xq,%9) =G(xg,%1,%2)=0 sonten
nombre fini. En conséquence, il existe A,uek tels que xg+Axq+uxg=0
pour tout (xq:xq:%g) , zéro commun de¢ F et G . Soient ¢ l'automor-
phisme de k[ X;,X; ,X, 1 défini par o(Xy) =Xy—A1X;—uX,,
o(X) =Xy, 0(X,) =X, et F'Xy,Xy,X0) =0(F) , C"(Xy,Xq,Xy) =0 (G). I
suit que si (x:%;:%5) est un zéro commun de F' et G",ona x2,=0 .1l
suit de cela que deg F'(1,X,,X;)=n, deg G"(1,X,,X,)=m , que
F1,X,,X,) et 6%(1,X,,X,) sont sans facteur commun dans k[ X;,X,1 .
Posons F*(X;,X,):=F"1,X,,X,) , G*X{,X,) =6G%1,X{,X;) , on a donc
F'=Fy+Fl+. +F G*=GS+GY+..+G} Tl suitde ce que F et G n'ont
pas de zéro commun de la forme (0:x1:x5) , que F? et GY sont sans zéro
commun et donc sans facteur irréductible en commun. alors le théoréeme
2.2. est une conséquence de 2.1. partie 3..

3. Interprétation de la multiplicité d'intersection de deux courbes planes
en termes de résultant (ou un résultat local)

3.0. Rappels sur le résultant de deux polynémes Soient A un anneau commu-
tatif, f,gcA[X], n=degf, m=degg, FX)=agX"+a; X" '+...+a,,
g(X)=byX™+b, X" 14..+b,, , alors on appelle résultant de f et g et on
le note res(f,g) , I'élément res, ,(a,b) avec a:=(ay,a,,...,a,),
b:=(by,b1,...,0,,) et définisclon Fr., F.7.7.1.1.. En particulicr si # sec fac-
torise sous la forme F(X)=ay(X—-£&))(X—&y)...(X—&,) ,ona

res (f,g) =al" ﬁlg(éi) (Fr., F..7.7.2.1). De plus, si AeA[X], ona
res(f,g+fhy=al "res(f,g) ol t=deg(g+fh) .Enfinona

res(f f1,8)=res(f,g)res(f1,8) et res(f,gg;)=res(f,g)res(f,g1)
(Fr., F.7.7.2.3.).
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3.1. Théoréme (multiplicité d'intersection et résultant) Sofent k un corps algébri-
quement clos, F,Gek[X,Y], avec degF=n,degG=m et degyF=n ; en
plus on suppose que F et G n'ont pas de factenr irrréductible en commun. Soit
R(X):=res(F,G) oi F et G sont considérés comme polynémes de la variable
Y . Enfin on note toujours i(p;F,G) la multiplicité d'intersection de F et G
en p, et valix_o(R(X)) lentier v tel que (X—0)'|R(X) et
X-a)""HRX).

1. Soient ack et p1=(a,B1),pa=(ct,Ba),...,0,:=(c,B,) [ensemble des
zéros communs & F et G dont la premiere coordonnée est o, RIX,Y 1y 5y la
localisation de RIX,Y 1 en [l'idéal maximal

(X-o)k[ X, Y]1+(Y-B)k[X,Y] . Alors on a

ro o RIX, Y A _
Z, dimy,( W"(M) =val(x_q) (R(X)) , Le.

éli(pj;F,G)=val(X_a)(R(X)) .

2. En particulier si p:=(o.,B), F(a,B)=G(0,B)=0 etsi
Flo,y)= Gla,y)=0 impliguent B=vy ,iec. F et G ont un seul zéro en
commun dont la premitre coordonnée est o . Alors on a

i((o,B):F, Q) dmk(’%i) valyy o RX), ic.

l(p F G) val(X a)(R(X))
3. En pan‘zculzer ona degR(X)<nm ;si R(X) a routes ses racines simples, i.c.

RX)= H(X 0;) avec a;#o; pour i#j , alors pour chaque i il existe un

unique ﬁl tel que Floy, B;) =Gy, B;)=0 . En particulier i(o;,B8;);F,G)=1
pour 1<j<nm .

Démonstration 1) On suppose que F(X,Y) est un irréductible de kI X,Y] .
Soient yeK(X)*8 tel que F(X,y)=0 , A:=k[X1[y] ,C la cloture
intégrale de A (ou de k[X]) dans k(X) [y]

1.a) (le k-espace vectoriel S_ 1i est de dimension finie) En utilisant

Fr, F.9.4.19. , il existe dek[X]—{ } tel que dCcA . Soit
S:=k[X]-XEk[X]1,alors d(S 1C)cS A . Facilement Eg C; est

1 -1
isomorphe 2 Cég _12 et ce dernier s'injecte dans 75 flA) . Enfin, comme

-1 1
espace vectoriel, —S A est isomorphe 3 (_S——k—[l(]— }* qui est un k-espace
P disa) P S™lk[ X 4 3

vectoriel de dimension majorée par ndeg(d) .



. -1 .
1.8) (le k-espace vectoriel ng"a) est de dimemz‘gnﬁm'g) Soit g:=G(X,y),

comme G(X,y) estentier sur R[X], il existe bek[X]—{0} tel que g|d

. -1 -1 . .
dans A . D'une part la surjection STA . 8TA et d'autre part l'isomor-
d(877A)  g(8TA)

phisme de k-espace vectoriel -8 __1‘14 ~ S__lf’[X )" montrent que
d(87°A)  d(STRLX]D)

-1 . . .
ES' ‘fjl ) est de dimension finie.

1.7) (on a d1mk( S ‘1:))— k( S 10)) ) Clest en effet une conséquen-

cede l.a),1.8) et du lemme 4.1. .

1.8) (on a ildimk(%):val(xm (R(X)) ) Soient %;,%,,..., R,

(resp. Ny, Ny, ..., N, ) les maximaux de S~1A (resp. les maximaux de S™1A
qui contiennent G(X,y) ). Soient My, My, ..., M, (resp. My, M5,..., M)
les maximaux de S~1C (resp. les maximaux de S~1C qui contiennent
G(X,y) ). Il suit du lemme 4.2. que l'application diagonale

“1y o~ sTla o o~ & ST
BTy f=1§G(X,y)§?)i (resp- gy L EG(X,y))m)ti
me. En utilisant l.y) , onadonc

S Wy < (S0,
1 (=3 dim, SO
(1) Z e = 2 Wy

So1t p:k[X,Y]—A la surjection canonique, alors les p_l(ERLﬂA)
pour 1<i<r; sont exactement les maximaux
W=(X-a) k[ X, Y1+(Y-B)k[X,Y] pour 1<i<r.Onadonc ri=r et
N, =871 p(A;) (quitte 2 permuter les indices). De plus p induit un

RIX, Y1y, (S™'A)p
e "—)(G(X ) . Enfin si s<i<s',ona

) est un isomorphis-

isomorphisme 5

-1
C .. .
dim,, (_G(TE)T_ 0 . Ainsi la formule (1) devient

EIX.Yig < . (ST,
(2) Zdl g = 2w,

Facﬂement les M;NC pour 1<i<s sont exactement les maximaux

de C au-dessus de (X—a)k[X] . 1l suit alors de 4.5. partie 4. que les
Camney=(8S~ C)im sont les anneaux des valuations normalisées de

E(X)[y] au-dessus dc la valuation valx_,, de 2(X) définie par
valix_o) X~a)=1 ettriviale sur % . Par4.5., partie 3., on a

(3) valx_g( H G(X, ﬁ))—z w,(G(X,y)) ol
F(X,Y)=(Y- 61)(Y—§2) ...(Y—én) avec &;ek(X)%8 . Sachant que
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. (870, ot S
dimy e = w(G(X,5)) et R(X) =a 11 G(X,&), ol t:=degyG(X,Y)

et ay est I'élément de &, coefficient de Y " dans F(X,Y) (Fr, F.7.7.2.1.,
ou 3.0.), la relation (3 ) donne bien le résultat.

2) Le cas généml Ona FIX,Y)=A;X,Y)A;(X,Y)...A(X,Y) avec A;
irréductible de 2[X,Y] et degyA;=degA,;. Sachant que

ipF,G)= ﬁli(p;F,AJ-) (proposition 1.2.) et que
J=

res(F,G) = lees(Aj,G) (Fr, F.7.7.2.3. , ou 3.0.) on a bien le résulcat
j=

cherché.

3) La démonstration de 2. est immédiate. Pour 3., il suit de Fr , F.7.7.2.5.
que degR(X)<nm . Par Fr, F.7.7.1.9. il suit que F(o,B)=G(x,B)=0
implique R(X)=0; deplussi R(X)=0, par Fr, F.7.7.1.9. il existe yek tel
que F(a,7y)=G(a,y)=0 . Il suit alors de 2.2. que les (e;,B;) pour
1<j<nm sont les seuls zéros communs et que o, B F,G)=1.

3.2. Remarque Soient k un corps algébriquement clos, F,Gek[X,Y ], avec
degF=n,degG=m et F (tesp. G) unitaire en Y de degré n (resp. m) ; en
plus on suppose que F et G n'ont pas de facteur irrréductible en commun. Soit
R(X):=ves(F,G) o F et G sont considérés comme polyndmes de la variable
Y . Soit Ack, alovsona R(X):=res(F,G+ALF) .

4. Appendice ou rappel de quelques résultats classiques
4.1. Un lemme sur la dimension dans les extensions d'anneaux

Lemme ([L] 7.1.38.) Soient k un corps commutatif, A et B deux k-algebres
commutatives intégres avec AcB et% qui est un k-espace wvectoriel de
dimension finie. Soit acA tel que _AZ soit un k-espace vectoriel de dimension
a.
finie. Alors % est un k-espace vectoriel de dimension finie et on a
a

ﬁmk%:dimk%.

Démonstration On a les suites exactes de k-espaces vectoriels

A B B aB B B
LB ¢8 5 8. 52 0.
() O“)aA%aA—}A_)O’O_aaA eA aoB
De la premigre, on déduit que % est de dimension finie ¢t de la
2]

seconde que _BE I'est aussi. Enfin elles se traduisent en termes de dimension
a

par les relations
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i B aB
2) dml —dim4 2ot d1m d1m =dim &£ at d]rnE

Sachant que x+— ax est un 1somorphlsme de B sur aB,ona

dlmzmdlmﬁ"g et donc dlm—A_dlm;B-

4.2. Les algebres commutatives de dimension de Krull nulle.

Lemme. Soient k un corps commutatif; C une k-algébre commutative qui est
un k-espace vectoriel de dimension finie. Alors les idéaux premiers de C  sont
maximaux, ils sont en nombre fini : My, My, ..., M, . De plus l'application

8
diagonale p:C— Hl Cy, est un isomorphisme.
1=

Démonstration

o) (les maximaux sont localement nilpotents) L'anncau C est ncethérien
puisque tout idéal est un k-espace vectoriel de dimension finie. Soit M un
idéal maximal de C, comme (dim,IR%); est une suite décroissante, il existe

N tel que M=+ et par Nakayama (Fr. F.8.2.1.) ona MYV Cyp={0} .

B) (tout premier est maximai) Soit B un idéal premier de C , il existe un
maximal IR de C avec PcIR . Par o) il existe seC—-M tel que
sMN_{0}, Le. S%NCSB ,comme s¢¥ ,ona McP . Ainsi, tout premier
est maximal.

v) (les maximaux sont en nombre fini) Soient My, M,,...,M, des idéaux
maximaux de C, par le théoréme des chinois (Fr , F.1.9.14.), I'application

t
diagonale «:C— [[ & est surjective. Comme dim, % >1, on a donc

8
8) (Lapplication p:C— l_[l Cqn; est injective) Soit xekerp, on a donc
i=

s;eC—M; tel que s;2=0. Soit A:={deC|dx=0}; il suit que Az,
pour 1<i<s . Donc A=C, ce qui implique x=0.

8
) (l'application p:C— lecgmi est surjective) Par a) il existe N>1 tel

que
MN={0} dans Cyy; pour 1<i<s.
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e.1) Hl existe t;€(My .. V1 My 1. MO, £, T,
Il suffit de le montrer pour i=1. En effet il existe x,eIMy et xo2IM ,
x3eMMNs et xgeIy , ..., 2, et x,eIM; .
Soit #; = (x9%5...2,)" , alors ¢, convient.
£.2) Alorsona C=C#+Cty+...+Ct, . Sinon, il existerait i avec
Ct;+Cty+...+Ct, ;. Comme ty,bp,.,t; 1,815t , il en
résulterait que ¢;eM; , ce qui est impossible. Ainsi il existe A;,25,...,4,6C
avec
(1) 1=t A1+t Ao+ ...+, A,
e.3) Soit %ecmi , 1<i<s, g;eC, 5,6 C—M; . Il s'agit de montrer qu'il
i

existe xeC avec x= gi dans Cgqz, pour 1<i<s.

2
Montrons qu'il existe ueC, meil; avec 1=s,u+m®.
Comme s;2M; ,ona s;C+My;=C, ainsi, il existe LeC et me; avec
l1=syA+m ,donc 1=s;A+m (83 A+m)=s,(A+s3m)+m?; par récurrence
on montre facilement qu'il existe peC avec 1=s;p+m? .
e.4) 1l suit de la relation précédente que ay=s;(ua;)+m”ay , cela veut dire

que %:(u a1)+§ilmN . Cela veut dire qu'il existe b;eC tel que ‘:_lllzbl

dans Cyy, . De fagon analogue il existe b;€C tel que

(2) %Z bi dans Cimi .
e.5) Soit
(3) x::tlﬁflbl+tzﬂizbg+-..+tslsbs.

On sait que ¢;=0 dans Cy; pour i>2, ce qui veut dire que x=1£;4;b;
dans Cyp, .Orpar(l),ona 1=t;4; dans Cyy; ,etpar(2)ona ;lebl
_ i
dans Cgy, Ilsuit de cela que x=21 dans Cy, .
s1

Dela méme fagon x=% dans Cg, .
8

4.3. Sur la séparabilité pour les corps valués

Lemme Soient k wun corps commutatif, algébriguement clos, w la valuation de
K=k(T) avec w(T)=1 et triviale sur k,K le complésé de K pour cette
valuation. Alors l'extension K de K est séparable. En particulier si LIK est
une extension de corps commutarifs, l'algtbre L ®gK est réduite.
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Démonstration Si car k=0, par Bourbaki A.V.117 théoréme 1 , toute
extension de K est séparable, donc K/K est séparable.

On suppose maintenant que cark=p>2 . Tout d'abord K est le
corps des fractions de I'algtbre des séries formelles %[ 7] . Par Bourbaki A.V.
117 théoréme 2, il suffit de montrer que K %®KIA( est une algebre réduite.
Comme % est algébriquement clos, on a
KP=h(T?)=K1OKT?®..0KT " Soit xeK7®xK , un élément
nilpotent, alors x:1®lo+Tﬁl®ﬂul+...+T})§_1®lp_1.Ainsi xP est
nilpotent et c'est un élément de K donc nul, et de la forme
xP =25 +TAM+..+TP~1A0_1 . Soit dek[T] tel que dA;ek[T] pour
0<i<p ;ainsi (dA)?P=F,(TP) ot f;(T)ek[T]. On a donc la relation
0=foTP)+ T FL(TP) +..+ TP7LF,_1(TP) ; il suit de cela que
fo=f1=-.=fp_1=0,donc Ag=24;=..=24, 1=0.Ainsi x=0, ce qui veut

) 1 N Ly
dire que K7 ®%K est réduit.
4.4, Un anneaun de valuation discrete

Lemme Soient k un corps commutatif, K=k(X) ,F(X,Y)eklX,Y] un
polynbme irvéductible, unitaire en 'Y , de degré n en Y, ye K(X)“€ tel que
F(X,y)=0. Soient C la cloture intégrale de k[ X1 dans k(XD[y]1, M un
idéal maximal de C au-dessus de XR[X] . Alors il existe une valuation v de
Kyl tel que la restriction de v & k soit triviale, gue v(K[y1-{0})=Z, que
Cop={zeKlyl|lv(2)>20}, et que MCyp={zeK[yl|v(z)>0}.

Démonstration Si on montre que {0} et MCy, sont exactement les idéaux
premiers de Cyy alors I'équivalence iii) et i) de Fr, F.8.3.8. dit que MCyy
est de la forme xCyy, avec 220, et que les idéaux de Cy; sont exactement
les x*Cyqy . Il suit de cela que tout élément de K[y] s'écrit de fagon uni-
que sous la forme x%u , avec aeZ et ue(Cy)* . Alors 'application
x%u—sa est bien une valuation avec les propriéeés indiquées.

Soit P un idéal premier de Cy, avec P={0} et donc PcMCyy; il
s'agit de montrer que P =M Cyy . Soit B1:=PNC, facilement B; est un
idéal premier non nul de C . Il faut d'abord montrer que
PBiNE[X]=#{0}. Soit xeP;-{0}, comme x estentiersur A[X],ona
une relation ay(X) +a;(X) x+...+x™=0 avec a;(X)ek[X] et ay(X)=0.
Ainsi ag(X)ePB1Nk[X], ce qui veut dire que B;NA[X]1={0} . Comme
BicM et que MV cst au-dessus de XA[X],ona
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{0}« PB1NE[X]cXEIX] ; cela veut dire que l'idéal premier Py N E[X]
est Xk[X].Donc B;NE[X] est maximal, par Fr, F.8.2.4. il suit que P,
est maximal et donc aussi . On a donc P=MCyy,

4.5. La description des valuations des corps de fonctions d'une variable

Soient & un corps commutatif, algébriguement clos, K=k(X) , w la
valuation triviale sur k avec w(X)=1,K e complété de K relativement & w ,
K [a cloture algébrique de K et on note aussi w un prolongement de w 2
Kale qui est fixé une fois pour toutes. Soient F(X,Y)ek|[X,Y ], unitaireen Y
de degré n .

1. Alors la factorisation de F en polyndmes, unitaires, irréductibles de K[Y1,
est de la forme F(X,Y)=81(Y)So(Y) ..S(Y) avec 8;=8; pour i#j.

2. Soient ye K™ el gue F(X,y)=0, y;eK “8 1el que S;(y;)=0,

0;:Kly 1KY [ K-homomorphisme tel que c(y)=y; . Soit v;:K[y]1—Q
défini par vy(2) =w(o,(2)) . Alors (vy,vy,...,0,) sont exactement les
valuations de Ky qui prolongent la valuarion w g . De plus Kly;] estle
complété de Kyl relativement & v; .

Sotent S,(Y) = ﬁl(Y—J’ij) avec yijefi’“lg,yil;:yi pour 1<i<r .
j=
Soit HX,y)eKly]l, alors v(HX,y))=w(H(X,y;;)) pour 1<j<La;, ainsi

(H =_1 [ HX,y;;)) .
v (H(X,9)) ToeS w(}l}1 (X,y:;))
Enfin si ©; est une uniformisante relativement & v; , i.e. un générateur

de l'idéal de valuation, on a v,(x;) :de;‘S ou encore v;(K[Y]1-{0}) :%Z

i

i

avec e;=deg8; . Sidonc w; est la valuation normalisée de K[Y] équivalente
a v, (i.e. wy(KIYDN=ZU{o}) ona wyz)=(degS;)v;(2) etaussi
wHEX,9)=w([| HX,5;)) .

j=
3. Soit F(X,Y)=(Y—&))(Y—=&p)...(Y=¢,) avec &;cK*. Alors on a
w1 (H(X,y)) +we(HX,y)) +... + w,(H(X,y)) =w( EIH(X,@)) :
4, Soient A,={zeRK™ | w(z2)>0}, M, :={26K | w(2)>0} , C la clé-
ture intégrale de k| X1 dans Kly], M,:=0; (M) NC . Alors W; est un
idéal maximal de C , Coy, est l'annean de valuation de v; (ou de w;) et
W;Co, est L'idéal de valuation de v; (ou de w;). De plus, My, My, ..., M, sont
exactement les idéaux maximaux de C au-dessus de Xk[X] .
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Démonstration

1) Soit F(X,Y)=81(Y)*18,(Y)*2...S,(Y)¥ la factorisation de F en
irréductibles, distincts, unitaires de K[Y].On a alors

Klyl®@oB~ EY] @ Fo KIY]l . T] _KIY] Par43. K[y]®cE
y1®rK= G % 377 k= Fx 179 11 G5 ar [y1®%x

est réduit, ainsi u1=uy9=...=u,=1. Ce qui montre 1..
2) Clairement les v; sont des valuations sur K[y] qui prolongent w .

Soient v une valuation sur K[y] qui prolonge w, K fy] le complété de
K[yl pour v et p:K[y]—)Kﬂl] I'injection canonique. On a

KcKIp(y)] chy] . Comme y est algébrique sur K, p(y) est algébrique
sur K ; donc K[p(y)] estun K -espace vectoriel de dimension finie, donc
complet. Ainsi R[p(y)1=Kly].Comme F(X,p(y))=0,irr(p(y) ,K,Y)
divise F(X,Y) , ainsi il existe ¢ tel que irr(p(y) K.Y = S;(Y) . 1 existe
donc un I?—isomorphisme G:I?[p(y)]ﬁf?[yi]cl?“lg avec 8(p(y))=y;.1l
suit que 06~ et w sont deux valuadons de K[y;] qui prolongent WK -
Sachant qu'il y a unicité ona v '=w,ie v=wo et v(z)=w(6p(2))
pour tout z€K[y] . Comme 0p=o0;, onabien v=v;. En plus on a
montré au passage que K[ ;1 est le complété de K[y1 pour v; et aussi
que pour toute racine y;; de S; ona v;(H(X,y))=w(H(X,y,;;)) . En par-
ticulier on en déduit la formule v, (H(X,y))=—1_w( ﬁ HX,y;:)).
degS j=1 J

i

Si on considére Kly;]~KI[y1%, complété pour v; de Klyl, c'est une

extension du corps valué complet K, avec degS,=[Kly;1:K1=¢, f; ol ¢
(resp. f;) est l'indice de ramification (resp. le degré de |'extension résiduelle).

Comme le corps résiduel de K est %, algébriquement clos, ona f;=1. Par

ailleurs e; est défini par v;(Kly,]-101}) :elZ , ce qui veut dire aussi que si

A

z; est un générateur de 1'idéal de valuation, on a v;(z;)=1..

e

IS

3) C'est immédiat.
4) Comme C estentier sur k[X], 0,(C) estentier sur k[ X], et
w(k[X]1)20 implique w(o;(C))20 . L'application canonique

[*F3 , .
C—HA,— 3}_10: est surjective ; comme M ; est le noyau de cette

w
application, on a M; qui est maximal. Il est facile de vérifier que

Coy,={2eK[y]|vi(2)20} et que M;Cop ={zeK[y]|v;(2)>0}.

Réciproquement, soit M un idéal maximal de C avec
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MNE[X]=Xk[X], alors on sait qu'il existe une valuation discréte v sur
K[yl telle que Cyp=1{zeKlyl|v;(2)>0}, que
MCp={zeKlyl|v(z)>1}et v(K[Y]-{0})=Z (4.4.).Si

v(X)=e, alors iel-v est une valuation de K[yl qui prolonge w,g . Par 3. il

existe i tel que v;=1v; on en déduit que M=M; .
e




G et H . Bien entendu i(p;;F)=1 pour 1<;<4.
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5. Famille linéaire de coniques.

Soient % un corps algébriquement clos, F et G deux polynémes de
degré 2 tels F,G (resp. F5,G5) n'ont pas de facteur irréductible en
commun. Si donc pq,pg,...,p, sontles points communs de F=G=0, alors
pour A€k, pi,ps,...,ps sont les points communs de F=AF+G=0 etona
i(p;; F,G)=i(p;;F,G+AF) pour 1<j<s . On peut donc dire que les
points p; et les nombres i(p;;F,G) sont associés a la famille linéaire de
coniques F:={uF+(1-u)G|pek} ; c'est pourquoi on notecra i(p;; F,G)

par i(p;; %) .
5.1. Quatre points d'intersection pq,pg,ps,p, - Clest la

famille engendrée par la conique dégénérée

F=V(p1,p2) U V(ps,ps) et G=V(p1,p) UV(py,ps) .
Si H est la conique dégénérée Vipi,ps) UV(ps,ps) »
la famille est aussi engendrée par F et H et aussi par

£y
by

P1YP2

5.2. Trois points d'intersection pq,pg,P3 avec
Hp1;F)=i(pe;F)=1, i(py;F) =2 . La famille est
engendrée par une conique propre F passant par

B
/@ ]
B

p1,pe cttangented D en pg et la conique dégénérée
V(p]_ ,pz) U D .

p D

5.3. Deux points d'intersection p;,py avec

i(p1; %) =i(py; F) =2 . Il existe une droite D, (resp.
Dy ) passant par p; (resp. pp) . Aussi la famille est
engendrée par G=D;UD, et une conique propre F
tangentea D; en p; .

5.4. Deux points d'intersection p;,py avec

i(p1;%)=3, i(py;%)=1. La famille est engendrée par
G=V(p;,py) UD ol D est une droite passant par p,,

D#V(py,ps) et une conique propre F, pasant par

P1, Do ettangentea D en p,.

5.5. Un point p d'intersection avec i(p;%F)=4 . Il existe
quatre droites distinctes D;,Dy,D3,D, passant par p et
la famille est engendrée par F=D;UD, et G=D3uD, .
Ce qui veut dire aussi que F=Fy,G=G, .
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6. Des exemples

6.1. Exemple

F=X%+Y?-1,G=X°+X?Y+Y?%-1

R(X)=2X5X-1) (F,G, comme polyndmes de la variable Y)
RY)=2Y(Y+1)2(Y-1)3(F,G , comme polynéme de la variable X)
i((1,0);F,3)=1,i((0,1);F ,3)=38,i(0,-1) ;F,3)) =2
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6.2. Exemple

~2]

F=XY-4 , G=Y?2-X3%4+1 (attention Fy et G, ont un facteur en

commun)
RX)=-X%+X%+16 R(Y)=Y"+Y?—64

Par l'algorithme d'Euclide 1=pged(R(X),R'(X)) . Ce qui veut dire que
RX) = (X—a (X —x9) (X —23) (X —x4)(X—x5) . Sachant qu'il existe un
point 4 l'infini qui en coordonnée homogene est pg:=(0:0:1) , il existe un
unique y; tel que F(x;,y)=G(x;,v;)=0.Sidonc F'(Z,X,Y)=XY-4Z?,
GUZ, X, V)=Y?Z"3X%4+2Z% avec p;:=(1:x;:y;) , on a six points
d'intersection et donc i(p;;F",G*) =1. (Il y a un point réel x;=1.80698....,
v, =2.2136...).
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6.3. Exemple

y N

- P

F=X%12Y%-3,G=X?+XY+Y?-3,
R(X)=(X-1)(X?-8)(4X°+8X?-15X-33),

R(Y) =YXH(Y-1)(4Y% +3Y?+3Y +3) .

Comme R(X) a 6 racines simples, il y a donc 6 points d'intersection,
chacun ayant un nombre d'intersection 1. On a 3 racines réelles x;,x5, x3
avec xy=—1.732...,x,=1.732...,23=1.984...
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6.4. Exemple

F=X*1+2Y?-2,G=X"+XY+Y?-2
R(X)=(X*-2)(X*—4X%+8X" +8X —12)

R(Y) =Y*(6Y?-2+Y*-4Y?)

Facilement les racines ¥1,¥s,%3,v4 de 6Y2—-2+Y% —4¥3 sont distinctes.
Par ailleurs pour y=0,ona x=+V2 . Ainsi les points d'intersection sont
(x;,5;) pour 1<i<4 et (V2,0),(—V2,0) . Encore une fois chaque point
est de nombre d'intersection 1. Les points réels en dehors des 2 derniers sont
(x1,y1)=(-1.23...,— 0.49), (x5, ¥5) =(0.937...,0.749...) .
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6.5. Exemple

.....
U —

ol

F=X%+Y3-2XY, G=2X°—4YX?%+3XY*+Y3-2Y2 .
R(X)=8X%(—4+7X)(X—-1)3, R(Y) =8Y5(7Y+8)(Y-1)°.

Les points d'intersection sont les suivants (1, 1),(1,0),(1,a’) de nombre
d'intersection 1 avec o,a’ racinesde Y2+Y -1, i.e. ‘—%ﬁ, ensuite (17%, Yyq)

de nombre d'intersection 1. Enfin (0,0) de nombre d'intersection 5 .



220

7. Méthode pratique de calcul de la multiplicité d'intersection de 2
courbes planes en un point

7.0. Les outils de base

7.0.1. Si P est un polynéme non nul, on peut trouver un point ot il ne s annule
pas. Soient k& un corps commutatif infini,
P(X1,X5,..,X,)eklX,X;,...,X,] avec degP<s, s une partie finie de &
avec card sd=s+1 . Alors il existe (xy,%9,...,x,)ed™ tel que
P(xqy,%9,..,%,)#0 . (Fr., F.2.5.12.).

7.0.2. Soit P(X)eCIX] qui se factorise sous la_forme

PX)=(X—-a) " MX—-ag) ... (X—ap)®, avec a;eC, a;%a; pour i#j et
a; 21 . Alors pour chaque i, on peut construive de facon algorithmique une suite
(a; ¢)p telle que eli_1>nm a; ¢=a; . En dautres termes, on peut approcher aussi prés

que L'on veut les a; .

Cette approximation nous permettra de résoudre un probléme
essentiel de “non-annulation” . Il se présente comme il suit. Soient
a1, @y, ..., (resp. by, by,...,b;) des racines de polyndémes, ce qui veut dire
que (a;); (resp. (b;); ) est connu par approximation ; on suppose en plus
que (a;,b;)#(0,0) pour tout i.Alors on souhaite trouver vek de fagon

ue a;+vb;z0 pour tout ¢ . On considére donc le polyndme
q 13 13 p p y

k
S(X):= _]jl(ai+Xbi) , il est non nul. Soient o :={xy,%9,...,%;,1} une

partie de C avec k+ 1 éléments distincts, on sait qu'il existe «x,,est tel
que S(x,)=0;le a;+x,b+0 pour tout i.Ainsi, parmi les £+1 suites
(a;+x,0;); pour 1<¢<k+1, il en est au moins une qui ne converge pas
vers zéro. Cela doit donc se lire avec les approximations.

Le second probléme se présente comme il suit. Soient aq,as,...,a;
(resp. by,bg,...,b;) des racines de polyndmes, ce qui veut dire que (a;);
(resp. (b;); ) est connu par approximation ; on suppose en plus que
(a;,b)#(a;,b;) pour i=j.La, on souhaite trouver v de fagon que
(a;~vb;)#(a;—vb;) pourtout izj.Onadonc
((a;—a;),(b;—b;))#(0,0) pour tout i<j ; ce qui est le probleme
précédent

7.0.3. Soit P(X)eCIX] qui se factorise sous la forme
PX)=(X-a))"(X-ag)®...(X—ap)™, avec a;eC, a;#a; pour ij et
;21 . On soubaite calculer oy, ie. valiy _,,(P(X)).
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Facilement on a
Pi(X) :=pged(P,P)=(X~a))*" 1 (X—ay)® !..(X—a,)* 1. On pose
Py(X) :=pged(P(X),P1(X) ... On aura donc
Pl(al)=P2(a1)=...=Pa1_1(a1)=0 et Pal(al)io N
PX)=X"+u; X" '+..4u,,ona |a;|<max(l,|uq|+..+|u,|)=M.Si
donc X—a1|Py(X),ona |Pya; p)|<|ap—a;| (2M) 48P0 -1 g

6= min |a;—a;| etsi (X—a)){P;,ona |Pya o) | >898 | Ainsi donc
<ig !

ces deux inégalités doivent permettre de calculer ¢; (et idem pour
Olgy, Oy een Oy, ) -

7.1. Les racines communes de 2 polynémes 4 2 variables sans facteurs
irréductibes communs

Soient F, GeklX,Y], degF=n,degG=m . Soient iek tel que
F,(A,1)#0,FYX,Y):=F(X+AY,Y) , alors degyF*=n . Soient R(X) lc
résultant de F* et G* comme polynémes de la variable Y, oy, 05,... 0 les
racines de R . Soient B;, les racines communes de F*(a;,Y) et G*(w;,Y)
(il existe au moins une, Fr, F.7.7.1.9.). Alors les (a;,B;;) sont exactement
les racines communes de  F* et G* . Bien entendu, de 14 on trouve les
racines communesde F et G .

7.2. Les racines communes de 2 polynémes homogénes 4 3 variables

Soient F(Z,X,Y) (resp. G(Z,X,Y) ) un polynéme homogene de
degré n (resp. m ) ; on suppose F et G sans facteur irréductible en
commun. Alors les éléments de P2(%) , racinesde F et G sontles (1:x:y)
avec (x,y) racinesde F(1,X,Y) et G(1,X,Y) etles (0:x:y) avec (x,y)
racines de F(0,X,Y) et G(0,X,Y) . Cela est résolu par 7.1..

7.3. Calcul de la multiplicité d'intersection de deux courbes planes
projectives en un point

Soient F(Z,X,Y) (resp. G(Z,X,Y)) un polynéme homogene de
degré n (resp. m ) ; on suppose F et G sans facteur irréductible en
commun. Par  7.2., on sait déterminer les éléments p;:=(z;:%;:5;) eP2(k)
qui sont zéros communs de F et G,etona 1<i<nm . llexiste A,uck
tels que z;+Ax;+py;#0 pour tout ¢ (il suffit de considérer le polynéme
S(A,p)= Ej ((z;—2;) + (%~ x;) +u(y;—y;)). Soit
FNZ . X,Y)=F(Z-2X-uY,X,Y),GNZ,X,Y) =G(Z-2X—uY ,X,Y) ; alors
les zéros communs de F' et G sontles q;:i=(z;+Ax;+uy;:%;:9;) ,
deg F'=n ,degG'=m et F' et G" sont sans facteur irréductible en
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commun. Ainsi les éléments de P2(k) racines communes de F* et G" sont
de la forme (1:x;:y,) ; cela s'identifie aux racines communes de
F'(1,X,Y) et G'(1,X,Y) quisontles r;:=(x/:y/) . Soit F,h1 la composante
homogene de degré n de F'(1,X,Y) . Alors il existe vek tel que
Flv,1)#0 et x{~vyj#xj—vy si i#j (il suffit de considérer le
polynéme Fitv,1) il:[j((xi’—y})——v(y;—yj))) . Soient
FMX,Y)=F"1,X,7),G*x,v) =G"(1,X,Y) alors les zros communs de
F* et G* sontles t;:=(x{~vy!,x)).

D'abord il suit que 1.2. et 1.3. que
i(pi; F,G) =i(g; F',¢" ) =i(r; FN(1,X,Y),G 1, x, v =i(4;;F*,G% . Si
donc a:=zx!-vy; , B:=y: , il suit de la définition de v que
F¥(a,y)=G*(a,y)=0 implique B=7v . Par conséquent 3.1 partic 2. dit
que i(t;;F*,GY =val x_ R(X) ot R(X)=res(F*,G*) .
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