Jean Fresnel, le 02/11/2008

La théorie de 1'élimination

1. Le systéme résultant de plusieurs polyndmes a une variable.

Théoréme 1 Soient les variables sur 7 : X ,Aq §,A1 1,...,41,4,-1,4;,j pour
2<i<r,0<j<d;,Vy,Vs,...,V,. . Soient

Fi(X)=Ay g +A; 1 Xt ot Ay g XD 714 XD

FiX)=A; g +A; 1 X+ . +A; g1 X% pour 2<i<r,

Fy(X) :=VyFy(X) + V3 Fs(X)+...+ V, F.(X) . Alors le résultant de F, et Fy
considérés comme polyndmes en la variable X et en degré d et max d;, s'éerit

sous la forme Res(Fl,FV):| |Z—d a,(AVY oit v=(vg,v3,...,v,) et

|vI=vo+vy+..+v, et a(A)eZ[A;;]; ;.

Soient K un corps commutatify (a;;); ; une famille d éléments de K,

p:ZLA; ; 1; ;> K lhomomorphisme canonique défini par p(A; j)=a;;,
1S9 s S les images canoniques induites par p de Fy,F,,...,F, dans K[X] .
Alors les propriéeés suivantes sont équivalentes.

i) [lexiste aeK™ avec f1(o)=fola) =...=f,(a)=0,

i) ona p(a,(A))=0 pourtout v avec |v|=d,.

La famille (a,(A)), s'appelle un systéme résultant de F1,F,, ..., F, .

Démonstration

i) implique i) . Soit fy(X) :=Vyfo(X) + Vg fs(X) +...+V, f(X). Si donc
Frlo)=fola)=... =f(a) =0, il suit que fi(a) =0 et que fy(a)=0, on sait
alors que cela implique que Res(f1(X), fy(X)) =0 . Si on note encore
p:7[A,V1-Ki V] 'homomorphisme canonique induit par p(A; ;) =a;; ct
p(V;)=V, . Alors on déduit que p(Res(F;(X),Fy(X))=0; Le,

>  a,(a)V¥=0 etdoncque a,(a)=0, pourtout v avec |v|=d;.
g, q p

ii) impliqgue i) Si a,(a)=0 pourtout v avec |v|=d;, ona donc
Res(fy,fy) =0, il suit qu'il existe aeK(V)“# tel que fi(a)=0 et fy{a)=0,
ot K(V):=Fr(K[Vy,V3,..,V,1).0r fi(a)=0 implique que oK.
Ensuite Vo fo(a) + Vs fa(o) +...+V,.f.(e) =0 implique

fola) =Fala) =...=f(a)=0 parce que (Vy,Vs,...,V,) reste une famille
algébriquement libre sur K%
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2. Existence d'un systéme résultant pour plusieurs variables

Théoreme 2 Soient g>1 un entier
N,:={ Vi=(Vo, Vi, o, V) ENPYL v iz v+ v+ vy =4,
ng:=cardN,= (”;f;q) G5 q0, -, q, des éléments de N, Xy, X1,..,X, ,
(A; vi)1<i<r,vieNy, des indéterminées sur 7 . Soit F;(X) ::l lZ A; XY avec

vt :qt
XV=X0X{ W Xor st vi=(vg,Vi,u,vy) » 1e. FyX) est un polynéme homogéne en
les X; homogene de degré q; et & coefficients dqm ZLA; il |l vil=q;1 . Alors il
existe G1,Gg,...,G,eZ[A; ,i|1<i<r,|v'|=q;] qui sont des polynémes
homogenes en les variables A; i pour chaque i . Soient K un corps commusatif,
(a; yi) une famille d'éléments de K, f(X):= 2 a; X", g; limage canonique

I[vil=g;
de G; dans Klo; il 1<i<r,| vil=q;1.
Alors les propriétés suivantes sont équivalentes.
1) La racine de l'idéal F1EIX1+foKIX1 4. +F, KX est l'idéal
X KIX1+X,KIX1+.. +X,K[X],
ii) il existe j avec gi(a; ,i)#0.
Cet énoncé est équivalent au suivant.
i1y Il existe xq,%q, ..., xneK“lg avec (xg,%1,..,%,)#(0,0,..,0) et qui est un
zéro commun de fi,fo,.r S s
i) lafamille (a; ,:)1<i<r | vil=q; estun zéro commun de g,,85,...,8; -
La famille (G,Gs,...,G,) s'appelle un systéme résultant de Fy,F,,...,F, .

Démonstration 1l existe g, tel que pour ¢>gy on ait

Mg gt Rg gyt kN g 21y . Pour v tel que |v|+g¢;=q,ona
i . , ., . ’ . .
X'Fi= 2 A; i X', cetie suite d'égalités pour 1<i<r définit une matrice
lv; |=q;

M,(A; ) 4 n, colonnes et Ni=n, ,+n, g +..+n, o lignes. Ainsi donc les

mineurs d'ordre n, extraits de cette matrice sont des polyndémes homogenes

q
enles A; , pour chaque i.Notons D, ; pour 1<;j< (f) ces polyndémes. On

peut extraire de la famille (Dg ;)g5,, —une famille finie qui engendre l'idéal

2D, ;7IA; 15 nowonsla (Gy,Gy,...,Gy) .
q.J

Supposons ii) satisfait. Ainsi il existe un mineur D, ;(a; ,;)#0 , on peut alors
résoudre le systeme linéaire associé et cela veut bien dire que

XVefi KIX1+f K[X]+..+f. K[X], ce qui est bien i) .

Supposons i) satisfait. 1l existe s;>1 avec

Xice fLKIX]1+f, K[ X1+ ...+f.K[X] . Soit maintenant
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g>max(s;+8y+...+5, +1,qgy) , on a donc
XVefi KIX1+fo KIX1+ ...+ f, KLX] avec |v|=q. Il suit de cela que
(> ¥ KXYF;))= @® KX.Ainsi donc la matrice M(a; ,;) estde rang

i jvil=g-g tvi=q
n, . En conséquence il existe un mineur d'ordre n, de M,(a; ,;) qui est non
nul.

3. Le résultant de n polynémes a n variables

Théoréme 3 Soient les wzmzbles suivantes sur Z Xl,Xz, X A; i avee
1<i<r, vi=(vi,vh, ., vh) et |vi] -v1+v2+ A4v.=d; . Soient les polyndmes

Fi(X)= X A Xt avec X V= Xfl 22...X,‘{n.

W= I,vi
Notons Z[A ,X | l'anneau des polynémes sur Z en les variables précédentes ;
enfin soit %::%:Z[A,X]Fi .
1. Soit TeZ[A,, vilici<r, vi, Alors les propriéiés suivantes sont équivalentes.
i) Il existe m>0 tel que X{"Te,
it) pourtour j, il existe m;>0 tel que X" Tel.
I suit de ii) quesi G1,Gy,...,G, engendre T, alors (G1,Gy,...,G;) estun
systeme vésultant de (Fy,Fy,...,F,) .
2. Soit T lidéal des TeZlA;,vi11<i<r,vi pour lesquels il existe mgp>0 avec
X" TeW . Il suit de 1.ii) quesi G1,Gy,...,G, engendre T , alors
(Gy1,Gy,...,Gy) est un systeme vésultant de (Fy,Fy,...,F,) , selon le théoréme 2 .
D 'autre part T est un idéal premier.

3. Sir<n,ona T={0}.8i r=n,ona T2{0} et T estun idéal principal.
On note R(F{,Fs,...,F,) un générateur de l'idéal T .

1) Montrons 1.. Il est immédiat que if) implique ¢) . Montrons maintenant
que i) implique ii) . Notons A; , le coefficient de X;-if dans F;(X) ,ona
donc Fi:Ai’aXJf-ii—Ff . Ainsi le degré F{,Fi,..,Fy en les variables
Al,a,Az’a,...,Ar o st négatif ou nul. Soit p;:Z[A,X1-7Z[A, X] [l] défini

J

par p;(A; ,):= e ,pJ(AL J=A; , pour vza et pi(A; )=X; pour 1<i<n.

J

Facilement p;(%)={0}.Si X{"Te¥, onadonc p{(T)=0. Soit

B:=7lA; ,,X1,,, s0na donc

Z(A,X1=BlA1 o Ay, v s by, ] 25

T=3%by ., (A1, o) M (Ag, a)t (A, ) avec b, ,, . €B . llexiste donc m’=0

tel que X' T=30', , , (X{1A; oc)‘h (XP2A5 o) 2. (XA, )b avec
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b's t,..¢ €B . Sachant que XfiAl’a:FﬁFf‘ , on déduit que X}RIT: U+V ol
UcU,VeB . Comme p,(T)=0, p;(U)=0 et p;(V)=V, on déduit que V=0
et donc X" Te¥.

En considérant de fagon analogue un homomorphisme p; , on déduit que si
XJme e , alors il existe m">0 avec X7 Te¥ .

Soit (Gy,Gy,..., G;) un systtme générateur de & , K un corps commurtatif,
a; , €K des spécialisations de A; ,,81,82,...,85, f1,f2, -, fr les spécialisations
induites sur les G; etles F;. On suppose que x=(xy,%g,... , X,) est un zéro

commun de fy,fs,...,f» avec x;#0 . Comme

x"G;(a) =Uy(x) f1(x) + Ug(x) fo(x) +...+ U (x) f.(x) onabien G;(a)=0
pour 1<j<s. Sion suppose qu'il existe j avec G;(a) 0, sachant que
XPiG(a) = Uy (X) £1(X) + Up(X) fo(X) +... + U,(X) f,(X) , on a bien
VAKX £, RIX ]+ £ RIX1 =X, K[ X1+ X, K[ X1 +..+X,K[X] ; ce qui
montre que (0, 0,...,0) est le seul zéro commun de £y, 75, ..r.fr -

2) Montrons 2. Il suit facilement de i) de 1. que ¥ est un idéal de
ZIA; i 11<i<r,vi. Soit py:ZIA; ,i1; i —Z[A; ] [%1] , il suit de 1) que

TeZ sietseulementsi py(T) =0 . Comme ZLA; '] [L] est intégre, on

X

déduit que T est un idéal premier.

3) Montrons 3. .

3.1) On suppose que r<n .Soit A; 5 le coefficient de X% dans F;, on a donc
Fi=A; ) X%—F; . Soient B:=Z[A; ,1; yzp ,p:ZLA,X]1>B (X111 défini

par p(Ai,ﬁ){—éi,
p(A; ))=A; , pour v#8 , p(X;)=X; pour 1<i<n.Si TeJ , on a donc
p(T)=0. On spécialise A; , pour v#§ defagon que F; ait pour image x&
pour 1<i<r.Comme T est non nul, par le lemme ci-aprés, cela veut dire
que (%) di (‘;%) %..., (‘%) 4 sont algébriquement lides sur K ; ce qui est faux,

ainst T={0}.

3.2) On suppose maintenant que r=n et qu'tl existe TeX et T+#0, il s'agit de
montrer que degy ,T>1 . On suppose le contraire, et p est toujours
I'homomorphisme défini selon le paragraphe précédent 3.1) , on a donc
p(T)=0 . On spécialise A; , pour (i,v)=(n,B) defagon que F; ait pour
image X pour 1<i<n—1. Par le lemme ci-aprés, il suit que
(‘%)dl,(‘;ﬁ)dzm,(}%) -1 sont algébriquement liés, ce qui est faux, ainsi

n

degAn’ﬁTzl .
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3.3) 8§i r=n, il existe D, €T qui est un polyndéme homogéne en (A; ), et qui est
de degré dydy...d, _1 en (A, ), . En particulier si
degF;=degFy=...=degF,_,=1, alors R(F{,Fy,....F,) est homogéne en A,
de degré 1.

Soient d:=1+(dy -1 +(dy—1)+...+(d,—-1),

Ho={v=_(vy,vg,...,v,) | |v]|=d},

Hy={v=_(v{,ve,..,v,) | |v|=d,vi=d; },

Ho:={v=_(vy,va,...,vp) | VvI=d,vi<dy,vy2ds},

%iI:{V:(Vl,Vz,... ,Vn) | |v!:d,v1<d1,..., Vi—1<di—l ,Vi?_di}

K, ={v=(vi, Ve, , W) | | V]=d,vi<dy, ..., vy_1<dy 1, vy 2d, }
Onadonc #¥=#,uHyuwu..u¥,.
On considére le systéme linéaire suivant
XIdIXvF1=| 2, Ay XPHVXTY ety
pl=dy

X UXF= 3 A XPTVXTY ve¥,
ul=d;

X;“X'F;= le_d.Ai,#X““*“’X;dn, ve¥, .
e 4

Si h:=card %, c'est un systéme de h équationsd A inconnucs, notons D, le
déterminant du systéme qui est bien un polyndme homogtne en A; , de
degré card %; pour 1<i<n ; en particulier card ¥,=d;dy...d,_; . Sion
spécialise A; , de fagon que F; donne X% , il suit que la matrice du systéme
est une permutation des colonnes de la matrice I, il suit donc de cela que le
polynéme D, n'est pas nul. On peut donc résoudre le systéme, ce qui veuc dire
qu'il existe U; {,U; 3...,U; ,€Z[A,X ] avec

X{D,=U, \F\ +U; 3 Fy +..+U; , F, . Ainsi D, eZ.

3.4) Si r=n, montrons que l'idéal T est principal. Soit donc ReT~{0} etde
degré minimum en A, 5,onadonc R=Ryg+R1A, sg+..+R.(A, p)7 et
degAn’ﬁRiSO. Soit TeJ , alors il existe m>1 tel que (R)"T-QR=T" avec
degy, ,T'<r ; ce qui veut dire que 7'=0. Le fait que ¥ soit premier implique
facilement que R est un élément irréductible de Z[A4; ,1; , . Comme R, 2T
il suit de la relaton (R,)"T=QR que R divise T et donc que
T=Z[A4; ,]; ,R .



4. Sur le degré de R(F,F,,...,F,)

Théoreme 3 Soient A; i, X,,X;,..., X, des variables sur Z,
F(X):= X A; ., X", notons toujours R(F|,Fy,...,F,) un générateur de
|vi|=d,

lidéal T . Soient By , et Cy , des variables,
G(X) = ; B, ,, X' ,HX) = % Ci,, X" avec o+ B=dy , on a donc
|v[=e 7 [v !

GX)YHX)= > > 1(31 VCIM)XVl . Notons p(R(F{,Fy,...,F,)) le
lvl|=dy v4u=v ’

polyndme oix l'on a spécialisé Ay ,» en > By,Cyp, . Alors

vtp=vl
R(H,Fy,..,F,)R(G, Fy,...,F, estégald p(R(F{,Fs,...,F,)) , aux inversibles
prés. En plus R(Fy,Fy,...,F,) est un polynéme en A; i de degré
dl"'difldiJrl"'dn—l ,paur 1SZSR .

Démonstration 1l existe m>0 tel que
XPR(F,,Fy,...,F,)=U,F,+UpyFy +...+U,F, .
En spécialisant A; ,» en 2 By,C;, on obtient

vrp=vl

X' p(R(F,Fy,....F,))=p(Uy) GH+p(Ug) Fo+ ...+ p(U,) F, . Cela veut bien
dire que p(R(Fy,Fs,...,F,)) divise R(G,Fy,...,F,) dans

ZIBy , Ay 2, .rAy 21y et que p(R(Fy,Fy, ..., F,)) divise R(H,Fy ,...,F,)
dans Z[ C1 Az 2.y Ay o] . Facilement R(G,F,,...,F,) et R(H,Fy,...,F,)
sont des irréductibles non associés, ainsi p(R(F,Fy,...,F,)) divise
R(G,Fy,...,F,)R(H,Fy,..,F,) .

Si on spécialise Fy,Fy,...,F,_; en des produits de polynémes homogenes de
degré 1, on déduit de 3.3) et de ce qui précede que R(F,,F,,...,F,) estun
polynéme en A, ,» dedegré didy...d,_; .

Sachant que de fagon analogue 3 D, , il existe un élément D; de T qui est
homogene en A; i de degté d;..d;_ 1d;,1...d, , on déduit que
R(Fy,Fy,...,F,) estun polynbmeen A; , dedegré dyd;_1d; 1..d,_1.1l
suit de cela que R(F,,Fy,...,F,) est aux inversibles prés un pged de
Dy,Dy,....D,.

Il suit aussi du calcul des degrés que p(R(F,,Fy,...,F,)) est égal aux
inversibles prés & R(G,F,,...,F,)R(H,F,,...,F,) .

Lemme Soient K un anneau intégre, Aq,Aq,...,A,,X1,Xy,..., X, des variables
sur K,F,Fy,...,F.eK[A,X] . On suppose qu'il existe

P(Zy, 7, Z) €K A1 Zy, % , -, Z.] avec P20 et P(Fy,Fy,...,F)=0.
Soient a4 ,a9,...,a, €K, f;(X):=Flaq,..,a,Xq,...,X,)} , alors il existe

Q(Zy, 2oy Z) €KL Z1, 20, Z,) avec Q20 et QUL faymifi) =0 .
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Démonstration Soient B un anneau intégre, A,X;,X,,... , X, des variables sur
B,Fy,Fy,.. FoeBIA1[X,Xy,.., X, ] et

PlZy,Z9,..., Z,1€BIA1[Z{,Z5,..., Z,] avec P#0 et P(Fy,Fy,...,F)=0.
Soit aeB, si Pla,Z{,Z,,...,2Z,) %0, alors

Q(Z,Zy,..., Z,) =P(a,Z,Zy,..., Z,) esttel que
Q(Fi(a,X),Fy(a,X),...,F(a,X))=0.Si Pla,Z1,Zy,...,Zy) =0, il existe
m>1 tel que P(A,Z,Z,,...,Z¢)=(A—a)"S(A,Z,,Zy, ...,Z;) avec
S(a,Zy,2Zy,..., Zy) 20 . De plus P(A,Fq,Fy,... ,F)=0 implique
S(A,Fy,F,,.. ,F,)=0; il suit que S(a,F(a,X),...,Fy(a,(X))=0.Cecla
permet de montrer le lemme par récurrence sur p .
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