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es 221. Introdu
tionL'obje
tif de 
e texte est de présenter le système Pari/GP [5℄. C'est un survolne prétendant pas se substituer au volumineux manuel du système, ni au tutorielin
lus dans 
e manuel. Pour toutes informations d'ordre général, télé
hargement,do
umentation (et Foire aux Questions), on renvoie le le
teur à la page du logi
iel,http://pari.math.u-bordeaux.fr/et aux Ressour
es Pari/GP, notamment une ar
hive de s
ripts utiles,Date: 08 janvier 2010. 1



2 LE SYSTÈME PARI/GPhttp://www.math.u-bordeaux.fr/~belabas/pari/Pari/GP a été développé à partir de 1986 par un petit groupe animé parHenri Cohen à l'université Bordeaux 1 (C. Batut, C. Bernardi, H. Cohen, M. Oli-vier), à l'origine 
omme outil d'expérien
e pour la re
her
he sur les algorithmesde la théorie des nombres. Il a été repris en 1995 par Karim Belabas (Paris XI,puis Bordeaux), qui le maintient depuis. Le développement est devenu plus ou-vert : li
en
e GPL, versions régulières, a

ès aux versions de développement. Deuxmailing-lists existent depuis novembre 1997 (pari-users et pari-dev), et sontar
hivées sur les sites sus-mentionnés.La version stable 
ourante est la version 2.3 (pat
hlevel 4 à la date où 
e texteest é
rit). La version 2.4(.3 au jour de l'é
riture de 
e texte) est une versionde développement publique, a

essible via Subversion, voir http://pari.math.u-bordeaux/svn.html.Pari/GP né
essite environ 3 Mo d'espa
e disque1 et 4 Mo de mémoire vivepour fon
tionner 
orre
tement. Il est é
rit en C, don
 très portable2, supplémentéd'un noyau assembleur pour l'arithmétique sur les ar
hite
tures 
ourantes, don
sans sa
ri�er l'e�
a
ité. Pari/GP supporte l'utilisation de GMP [4℄ pour l'arith-métique entière à la pla
e du noyau natif3. Des versions binaires sont disponiblespour les systèmes les plus 
ourants (Linux, Windows).1.1. Présentation générale. Le système Pari/GP, 
omme son nom l'indique,
omporte deux parties.
• La première, Pari, est une bibliothèque de fon
tions C orientée vers lathéorie des nombres ;
• La se
onde, gp, est un interpréteur qui permet d'a

éder depuis une lignede 
ommande de syntaxe simple à l'ensemble des fon
tionnalités de Pari.Cet interpréteur est programmable, dans le langage de s
ript GP.L'intérêt est d'o�rir, d'une part, une 
al
ulette intuitive pour des non-expertsen programmation, qui permet toutefois d'a

éder à la quasi-totalité des fon
-tionnalités de Pari et dispose d'un langage de s
ript permettant de réaliser des
al
uls moins élémentaires. Et d'autre part de préserver la possibilité de program-mer en C une longue suite de 
al
uls de bas niveau pour lesquels l'e�
a
ité estprimordiale.Dans 
ette optique, signalons l'outil gp2
, é
rit par Bill Allombert, qui tra-duit les s
ripts GP en 
ode C 
ompilable ave
 la bibliothèque Pari. L'interfa
egp2
-run réalise même 
e
i de façon transparente : elle traduit les s
ripts, les
ompile et exé
ute une session gp disposant au démarrage des nouvelles fon
tions.115 Mo pour la version Windows2Les développeurs n'ont 
onnaissan
e d'au
un système moderne, disons de moins de 20 ansd'âge, sur lequel gp ne tourne pas.3Le noyau GMP est légèrement plus lent à faible pré
ision, légèrement plus rapide à partirde 100 
hi�res dé
imaux, deux fois plus rapide à partir de 300 
hi�res. . . 
inq fois plus rapidevers 2000000 
hi�res.



LE SYSTÈME PARI/GP 3Cela permet souvent un gain important en vitesse lors de l'exé
ution par rapportà l'interprétation du 
ode GP, sans ne
éssiter d'intervention sur un 
ode C.Remarque importante : La syntaxe ainsi que les noms de fon
tion de GP onténormément 
hangé entre les versions 1.xx (avant 1996) et les versions 2.x.x. Cedo
ument traite ex
lusivement des versions 2.x.x.1.2. Fon
tionnalités.1.2.1. Ce que Pari/GP sait bien faire. Cal
uls élémentaires sur les entiers enpré
ision arbitraire [fa
torisation des entiers (jusqu'à 80 
hi�res environ)℄ ; fon
-tions trans
endantes ; 
al
uls sur les polyn�mes univariés (fa
torisation, re
her
hede ra
ines 
omplexes ou p-adiques) et les séries formelles (
al
uls élémentaires) ;
al
uls sur les 
orps de nombres (sa prin
ipale for
e) ; 
al
uls sur les 
ourbes el-liptiques ; algèbre linéaire sur Z, Q, ou un 
orps �ni ; rédu
tion des réseaux etprin
ipales appli
ations.1.2.2. Ce que Pari/GP sait faire. Analyse numérique (
al
ul intégral, somma-tion de séries, algèbre linéaire) ; graphisme. Toutes 
es 
hoses sont présentes soitpar sou
i de 
omplétude, soit par
e qu'elles ont un jour été né
essaires à une appli-
ation parti
ulière, mais ne 
onstituent pas un obje
tif majeur de développement,et ne sont à 
e titre généralement pas optimisées.1.2.3. Ce que Pari/GP ne sait pas faire. Corps �nis non premiers ; manipula-tion de polyn�mes multivariés ; manipulations d'objets gigantesques : milliardsde 
hi�res, dimension ou degré 106 (toutes 
hoses possibles dans le prin
ipe, maisvite inutilisables). . . et bien d'autres 
hoses en
ore.1.2.4. Pari/GP n'est pas un système de 
al
ul formel. Il ne sait ni représen-ter, ni manipuler des expressions autres que des fra
tions rationnelles (ou sériesformelles), ou des expressions algébriques sur 
es domaines. En parti
ulier, toutefon
tion trans
endante est automatiquement rempla
ée par son développementlimité au voisinage de 0.gp > sin(x)%1 = x - 1/6*x^3 + 1/120*x^5 - 1/5040*x^7 + (...)En arguant en outre du fait que le traitement des polyn�mes multivariés ou desstru
tures 
reuses dans Pari est rudimentaire, Pari n'est pas un système de
al
ul formel à part entière, même s'il o�re un 
ertain nombre de fon
tionnalitésformelles.Remarque : Dans 
e do
ument, les (...) sont utilisés pour 
ouper les exemplesqui dépassent la largeur de la page, mais gp présente les résultats intégralement.À moins qu'on ne lui demande de les 
ouper à n lignes, via default(lines, n).2. gp - ligne de 
ommandeCette partie a pour obje
tif de présenter la 
al
ulette gp, d'en expliquer rapi-dement le fon
tionnement et les fon
tionnalités.



4 LE SYSTÈME PARI/GP2.1. Premiers pas.gp > 1 + 1%1 = 2gp > (1/2)^2%2 = 1/4gp > Pi%3 = 3.141592653589793238462643383gp > 
os(Pi)%4 = -1.000000000000000000000000000gp > quitGoodbye!Jusqu'i
i, pas de surprises.2.2. A

ès à l'aide. Premier obje
tif : a

éder à la do
umentation. Taper ? puisEnter a�
he la liste des rubriques d'aide et le mode d'emploi de l'aide, tandisque ?? a�
he l'intégralité du manuel. Trois niveaux de do
umentation existentsous gp :
• ?fun donne une do
umentation minimale sur la fon
tion fun.
• ??fun a�
he la partie du manuel 
orrespondant à la fon
tion fun, dansune fenêtre xdvi ou dans le terminal.
• ???"mot-
lé" indique les fon
tions ayant un rapport ave
 le mot-
lé (quipeut d'ailleurs être une expression arbitraire, 
ontenant éventuellementdes espa
es ; les guillemets sont optionnels si elle n'en 
ontient pas).Par défaut, la re
her
he est restreinte au Chapitre 3 du manuel, 
eluiqui dé
rit les fon
tions GP. Si un � est présent à la �n du mot-
lé, au
ontraire, la re
her
he est étendue à l'intégralité du manuel.gp > ???GRHbnf
ertify bnfinit bnfisintnorm bnfisnorm quad
lassunitrnfisnorm thue thueinitSee also:Fun
tions related to general number fieldsgp > ???"ellipti
 
urve"�Chapter 1:==========Arithmeti
 fun
tionsChapter 2:==========?See also:Member fun
tionsSpe
ifi
 Use of the \kbd{gp} Cal
ulator



LE SYSTÈME PARI/GP 5Chapter 3:==========elladd ellak ellan ellap ellbilell
hange
urve elleisnum ellglobalred ellheight ellinitellison
urve elllo
alred ellminimalmodel ellorder ellpointtozellpow ellrootno ellsub elltaniyama elltorsellwpSee also:Fun
tions related to ellipti
 
urvesFun
tions related to general number fields2.3. Les types GP. GP n'est pas typé au sens informatique du terme ; en par-ti
ulier, les variables n'ont pas de type. Cependant, 
haque objet GP a un typeinterne spé
i�que, qui peut être visualisé en utilisant la fon
tion type(). Parexemple, on obtientgp > type(3)%1 = "t_INT"Chaque résultat renvoyé par gp se voit attribuer un numéro (%1 i
i). Un résultatpré
édent peut être rappelé par son numéro pré
édé d'un % ; par exemple, i
igp > type(%1)%2 = "t_STR"Le dernier résultat peut être rappelé par %, l'avant-dernier par %`, l'antépénulti-ème par %�, et
. Ci-dessus, type(%) aurait donné la même réponse.Pour 
e qui est des types proprement dits, la 
ommande \t permet d'en obtenirune liste :List of the PARI types:t_INT : long integers [ 
od1 ℄ [ 
od2 ℄ [ man_1 ℄ ... [ man_k ℄t_REAL : long real numbers [ 
od1 ℄ [ 
od2 ℄ [ man_1 ℄ ... [ man_k ℄t_INTMOD : integermods [ 
ode ℄ [ mod ℄ [ integer ℄t_FRAC : irred. rationals [ 
ode ℄ [ num. ℄ [ den. ℄t_FFELT : finite field elt. [ 
ode ℄ [ 
od2 ℄ [ elt ℄ [ mod ℄ [ p ℄t_COMPLEX: 
omplex numbers [ 
ode ℄ [ real ℄ [ imag ℄t_PADIC : p-adi
 numbers [ 
od1 ℄ [ 
od2 ℄ [ p ℄ [ p^r ℄ [ int ℄t_QUAD : quadrati
 numbers [ 
od1 ℄ [ mod ℄ [ real ℄ [ imag ℄t_POLMOD : poly mod [ 
ode ℄ [ mod ℄ [ polynomial ℄-------------------------------------------------------------t_POL : polynomials [ 
od1 ℄ [ 
od2 ℄ [ man_1 ℄ ... [ man_k ℄t_SER : power series [ 
od1 ℄ [ 
od2 ℄ [ man_1 ℄ ... [ man_k ℄t_RFRAC : irred. rat. fun
. [ 
ode ℄ [ num. ℄ [ den. ℄t_QFR : real qfb [ 
ode ℄ [ a ℄ [ b ℄ [ 
 ℄ [ del ℄t_QFI : imaginary qfb [ 
ode ℄ [ a ℄ [ b ℄ [ 
 ℄t_VEC : row ve
tor [ 
ode ℄ [ x_1 ℄ ... [ x_k ℄t_COL : 
olumn ve
tor [ 
ode ℄ [ x_1 ℄ ... [ x_k ℄t_MAT : matrix [ 
ode ℄ [ 
ol_1 ℄ ... [ 
ol_k ℄t_LIST : list [ 
ode ℄ [ n ℄ [ nmax ℄[ ve
 ℄



6 LE SYSTÈME PARI/GPt_STR : string [ 
ode ℄ [ man_1 ℄ ... [ man_k ℄t_VECSMALL: ve
. small ints [ 
ode ℄ [ x_1 ℄ ... [ x_k ℄t_CLOSURE: fun
tions [ 
ode ℄ [ arity ℄ (...)La �n de la ligne dé
rit la stru
ture C des éléments du type donné : par exemple,pour le type t_INT, les deux premiers mots sont des mots de 
ode, et les motssuivants représentent la mantisse. Pour le type t_FRAC, le premier mot est un motde 
ode, le se
ond mot 
ontient l'adresse du numérateur, et le troisième l'adressedu dénominateur.En GP, 
ette stru
ture C n'est pas pertinente : on a

ède aux 
omposantesd'un objet naturellement pour les matri
es (M[1,2℄) ou les ve
teurs (v[1℄), parpol
oeff pour les polyn�mes, les séries, ou les formes quadratiques binaires, parimag ou real pour les nombres 
omplexes ou quadratiques, par denominator ounumerator pour les fra
tions et fon
tions rationnelles, et �nalement lift(x) oux.mod pour le représentant 
anonique et le module asso
iés à un type modulaire.Il n'y a pas de façon simple d'a

éder aux mots de la mantisse d'un réel ou d'unentier (une première appro
he utiliserait \x ou bitand).Examinons maintenant rapidement les di�érents types GP et les fon
tions quipermettent de les manipuler.2.3.1. t_INT. Ce type est utilisé pour représenter les entiers en pré
ision arbi-traire.gp > 450!%1 = 17333687331126326593447131461045(...)gp > 250!%2 = 32328562609091077323208145520243(...)gp > 200!%3 = 78865786736479050355236321393218(...)gp > %3/(%4*%5)%4 = 67985441606155742983110298166171(...)gp > binomial(450, 200)%5 = 67985441606155742983110298166171(...)gp > divrem(%3, %4*%5)%6 = [679854416061557429831102981661718339(...), 0℄~gp > fa
torint(2^128+1)%7 =[59649589127497217 1℄[5704689200685129054721 1℄Signalons deux fon
tionnalités utiles dans 
e dernier 
as : la 
ommande ##permet de 
onnaître le temps CPU utilisé par la dernière 
ommande :gp > ##*** last result 
omputed in 210 ms.



LE SYSTÈME PARI/GP 7De façon analogue, la 
ommande # dé
len
he un 
hronomètre, de sorte que lerésultat de 
haque 
al
ul s'a�
he ave
 le temps qu'il a pris. Un nouveau # inter-rompt le 
hronomètre.En�n, la 
ommande \gn, où n est un entier (entre 0 et 10) dé
len
he desmessages de diagnosti
, qui permettent de suivre le déroulement d'un 
al
ul unpeu long. Dans la fa
torisation 
i-dessus, g3, g4, g5 g6, g8, permettent d'a

éderà des niveaux di�érents. Dans le 
as de la fa
torisation, on peut voir la suite desalgorithmes utilisés (naïf, ρ, SQUFOF, ECM, MPQS). Les options de fa
torintpermettent d'in�uer sur 
es di�érentes méthodes :gp > ?fa
torintfa
torint(x,{flag=0}): fa
tor the integer x. flag is optional, whosebinary digits mean 1: avoid MPQS, 2: avoid first-stage ECM (may fallba
k on it later), 4: avoid Pollard-Brent Rho and Shanks SQUFOF,8: skip final ECM (huge 
omposites will be de
lared prime)L'expression entre a

olades dans le prototype de la fon
tion indique que 
etargument est optionnel : la valeur transmise si l'argument flag est omis est 0.À l'instar de fa
torint, un grand nombre de fon
tions GP ont des argumentsfa
ultatifs, qui permettent de pré
iser l'algorithme utilisé, ou des paramètres uti-lisés par 
et algorithme. Par exemple, la fon
tion fa
tor :gp > ?fa
torfa
tor(x,{lim}): fa
torization of x. lim is optional and 
an be setwhenever x is of (possibly re
ursive) rational type. If lim is setreturn partial fa
torization, using primes up to lim (up toprimelimit if lim=0)Ainsi, fa
tor(x) tente de fa
toriser 
omplètement x, mais fa
tor(x, 10�5) se
ontente de re
her
her les fa
teurs premiers inférieurs à 105.Quelques autres fon
tions GP manipulant les entiers sont : bezout, 
ore,
oredis
, divisors, eulerphi, g
d, isprime, l
m, sigma, sqrtint. No-ter que la fon
tion isprime, 
ontrairement à la majorité des systèmes de 
al
ulformel, prouve la primalité du nombre (méthodes N − 1 et APRCL) plut�t qued'utiliser une batterie de tests probabilistes (
omme le fait ispseudoprime).Exer
i
e : Consulter l'aide de la fon
tion sigma. Cal
uler la somme des 
arrésdes diviseurs de 2128 + 1. Est-il fait appel à la fa
torisation pour e�e
tuer 
e
al
ul ? Combien de temps faut-il ?2.3.2. Les types t_REAL, t_COMPLEX. Le type t_REAL est utilisé pour représenterdes nombres réels en pré
ision arbitraire. Les fon
tions trans
endantes habituellespeuvent être utilisées pour manipuler 
es nombres. Faire?3 pour obtenir une liste.Les 
onstantes Euler, Pi sont prédé�nies.gp > 
os(Pi)%1 = -1.000000000000000000000000000gp > gamma(1/2)^2%2 = 3.141592653589793238462643383



8 LE SYSTÈME PARI/GPIl 
onvient de dire un mot de la façon dont gp gère la pré
ision. La pré
ision
ourante s'obtient par \p :gp > \prealpre
ision = 28 signifi
ant digitsCette pré
ision a�e
te l'a�
hage des résultats et la 
onversion de données exa
tesen �ottants (dont les 
omposantes de bas niveau sont de type t_REAL). Par 
ontre,un 
al
ul utilisant des données �ottantes est e�e
tué à la pré
ision des données,indépendamment de la pré
ision 
ourante, même si seuls les 
hi�res 
orrespondantà la pré
ision 
ourante sont a�
hés. De même, si un résultat a moins de 
hi�ressigni�
atifs que la pré
ision 
ourante, seuls 
eux-
i sont a�
hés. Finalement, ap-pliquer une fon
tion dont le résultat est �ottant à des données exa
tes né
essiteune 
onversion préliminaire et le 
al
ul s'e�e
tue don
 à la pré
ision 
ourante (y
ompris les 
onstantes Pi, Euler). Voyons 
omment 
es règles s'appliquent surquelques exemples :gp > x = Pi/2 - exp(-10)%1 = 1.570750926865134134379786100gp > \p 9realpre
ision = 9 signifi
ant digitsgp > y = Pi/2 - exp(-10)%2 = 1.57075093gp > x2 = tan(x)%3 = 22026.4658gp > y2 = tan(y)%4 = 22026.6029gp > \p 28realpre
ision = 28 signifi
ant digitsgp > x2%5 = 22026.46577967340659405015287gp > y2%6 = 22026.60286gp > tan(x)%7 = 22026.46577967340659405015287gp > 
os(y2)%8 = -0.624136994gp > print(pre
ision(x), " ", pre
ision(x2), " ",\pre
ision(y), " ", pre
ision(y2))28 28 9 9gp > y2 = pre
ision(y2, 28)%9 = 22026.60287475585937500000000gp > 
os(y2)%10 = -0.6241406338839195625935912308gp > (1e20 + Pi) - 1e20%11 = 3.141592653Noter que la pré
ision de x2 est 
elle de x, et non la pré
ision 
ourante.



LE SYSTÈME PARI/GP 9Le type t_COMPLEX est de même nature, les pré
isions des parties réelle etimaginaire sont gérées indépendamment.2.3.3. Le type t_PADIC. C'est le type utilisé pour représenter les nombres p-adiques. On les entre par x + O(p�n), où p�n représente la pré
ision p-adique, et
x un entier ou un rationnel.On peut faire de l'arithmétique ave
 les p-adiques : quatre opérations, ra
ine
n-ème et plus généralement fa
torisation de polyn�mes dans Qp[X] ; la plupartdes fon
tions trans
endantes sont également disponibles, exp, log (logarithmed'Iwasawa), la fon
tion Γ (de Morita), la fon
tion ζ (de Kubota-Leopoldt), et
.gp > 2748 + O(2^12)%1 = 2^2 + 2^3 + 2^4 + 2^5 + 2^7 + 2^9 + 2^11 + O(2^12)gp > 1729 + O(2^15)%2 = 1 + 2^6 + 2^7 + 2^9 + 2^10 + O(2^15)gp > %1 / %2%3 = 2^2 + 2^3 + 2^4 + 2^5 + 2^7 + 2^8 + 2^10 + O(2^12)gp > 1 / %%4 = 2^-2 + 2^-1 + 1 + 2 + 2^5 + 2^6 + O(2^8)gp > fa
torpadi
(x^3-x-1, 7, 10)%5 =[(1 + O(7^10))*x + (2 + 5*7 + 6*7^2 + 2*7^3 + (...) + O(7^10)) 1℄[(1 + O(7^10))*x^2 + (...) + (3 + 6*7 + 2*7^2 + (...) + O(7^10)) 1℄2.3.4. Le type t_INTMOD. C'est le type des éléments de Z/NZ. On 
rée un telélément par Mod(x, N). Diverses fon
tions s'appliquent à 
es éléments (issquare,sqrt, 
hinese, fon
tions arithmétiques).gp > issquare(Mod(2, 2^127-1))%1 = 1gp > lift( sqrt(Mod(2, 2^127-1)) )%2 = 18446744073709551616gp > 
hinese(Mod(2, 10), Mod(3, 13))%3 = Mod(42, 130)gp > 
hinese(Mod(2, 10), Mod(3, 5))*** 
hinese: in
ompatible arguments in 
hinois.gp > a = Mod(5, 143)^7%4 = Mod(47, 143)gp > b = 1/Mod(7, eulerphi(143))%5 = Mod(103, 120)gp > a^103%6 = Mod(5, 143)gp > a^lift(b)%7 = Mod(5, 143)Pour 
onvertir un élément de type t_INTMOD en entier usuel, on utilise la fon
-tion lift qui donne le relèvement 
anonique (dans [0, N − 1]) de l'élément, ou



10 LE SYSTÈME PARI/GP
enterlift qui donne le relèvement 
entré (dans ]−N/2, N/2]). Cal
ulons main-tenant une ra
ine primitive modulo 101 et résolvons un problème de log dis
retdans le (groupe multipli
atif du) 
orps premier Z/101Z :gp> g = znprimroot(101)%1 = Mod(2, 101)gp> g = znlog(7, g)%2 = 9gp> g^9%3 = Mod(7, 101)La fon
tion znstar permet d'obtenir la stru
ture de (Z/NZ)∗ même quand iln'est pas 
y
lique.2.3.5. Le type t_FRAC. Nombres rationnels ; la fra
tion est réduite au plus petitdénominateur.La fra
tion 
ontinue d'un nombre réel ou d'une fra
tion peut être obtenue via
ontfra
, 
ontfra
pnqn : la première fon
tion donne les quotients partiels, lase
onde les réduites partant des quotients partiels.2.3.6. Le type t_FFELT. Éléments d'un 
orps �ni. On les 
onstruit à l'aide deffgen et du polyn�me minimal d'un élément primitif sur le 
orps premier, souventobtenu via ffinit.gp > T = ffinit(3, 4, t)%1 = Mod(1, 3)*t^4 + Mod(1, 3)*t^3 + Mod(1, 3)*t^2 + Mod(1, 3)*t + Mod(1, 3)gp > t = ffgen(T)%2 = tgp > t^4%3 = 2*t^3 + 2*t^2 + 2*t + 2gp > g = ffprimroot(t)%4 = 2*t^2 + t + 1gp > fflog(t, g)%5 = 48gp > g^48%6 = tCe
i 
onstruit un modèle F3[t]/(T ) de F := F34 ; par abus de langage, on 
ontinuede noter t l'image par la proje
tion 
anonique de la variable de F3[t], mais lerésultat %3 montre bien qu'il ne s'agit pas d'un polyn�me ordinaire ! Puis on
al
ule un générateur g de F∗ et on résoud un problème de log dis
ret dans 
egroupe.2.3.7. Le type t_QUAD. Le type t_QUAD permet de manipuler les éléments d'ordresquadratiques. On dé�nit l'ordre par l'appel à la fon
tion quadgen, qui prend ledis
riminant en argument, et renvoie une valeur notée w. On peut alors 
al
ulersur les éléments du 
orps des fra
tions, qui sont de la forme a+b*w.gp > s97 = quadgen(97)%1 = wgp > 
harpoly(s97)



LE SYSTÈME PARI/GP 11%2 = x^2 - x - 24gp > 5 + 3*s97%3 = 5 + 3*wgp > %^2%4 = 241 + 39*wgp > s97^2%5 = 24 + wC'est un type obsolète. Il vaut mieux utiliser t_POLMOD, qui est un peu plus lent,mais bien plus général et prête moins à 
onfusion.2.3.8. Le type t_POL. Le type des polyn�mes univariés. Les 
oe�
ients peuventavoir n'importe quel type. Les polyn�mes multivariés sont implantés 
omme despolyn�mes univariés à 
oe�
ients polynomiaux. L'ordre des variables fon
tionnesur le prin
ipe �premier arrivé, premier servi�, à l'ex
eption de la variable x,prédé�nie. La fon
tion variable() fournit les priorités 
ourantes des variables.Une variable à laquelle a été a�e
tée une valeur peut en
ore être appelée par'x ; on peut don
 �ré
upérer� la variable par x = 'x.gp > t; z; y;gp > f = z^3*t+y*t+z^2*y%2 = (z^3 + y)*t + y*z^2La substitution d'une expression à une variable se fait par la fon
tion subst. Maison peut faire des substitutions plus évoluées grâ
e à substpol et substve
 :gp > subst(f, z, t+y)%3 = t^4 + 3*y*t^3 + (3*y^2 + y)*t^2 + (y^3 + 2*y^2 + y)*t + y^3gp > substpol(x^4 + x^2*y + 1, x^2, x)%4 = x^2 + y*x + 1gp > substve
(x+y^2+z^3, [x,y,z℄, [1,x,y+x℄)%5 = x^3 + (3*y + 1)*x^2 + 3*y^2*x + (y^3 + 1)Les fon
tions suivantes permettent de manipuler des polyn�mes univariés : g
d,fa
tor, fa
tormod, pol
y
lo, poldis
, polresultant, polroots, polroots-mod, polrootspadi
, polsturm, polsym. Faire?8 pour une liste.Signalons une fon
tion utile, basée sur des te
hniques de rédu
tion des réseaux :étant donné un polyn�me irrédu
tible P ∈ Z[X], polred et polredabs 
her
hentun polyn�me Q à petits 
oe�
ients qui dé�nisse la même extension que P , 
'est-à-dire tel que Q[X]/(P ) ≃ Q[X]/(Q). L'option 1 de polred ou polredabs fourniten plus l'isomorphisme permettant de passer d'une ra
ine de P à une ra
ine de Q.gp > P = x^3 + 371025000*x^2 + 45886547466011250*x\+ 1891675437731848027406250;gp > Q = polredabs(P)%2 = x^3 + 2*x - 2gp > V = polredabs(P, 1)%3 = [x^3 + 2*x - 2, Mod(123675*x - 123675000, x^3 + 2*x - 2)℄gp > subst(P, x, V[2℄)%4 = 0gp > modreverse(V[2℄)



12 LE SYSTÈME PARI/GP%5 = Mod(1/123675*x + 1000, x^3 + 371025000*x^2 + 458865474(...)gp > subst(Q, x, %)%6 = 02.3.9. Le type t_POLMOD. C'est l'équivalent du type t_INTMOD pour les poly-n�mes, qui permet de 
onstruire des extensions algébriques d'algèbres.gp > Mod(x^3, x^7+1)%1 = Mod(x^3, x^7 + 1)gp > 1/%%2 = Mod(-x^4, x^7 + 1)gp > 
hinese(%, Mod(x^2, x^3-1))%3 = Mod(x^8 - x^4 + x, x^10 - x^7 + x^3 - 1)Exer
i
e : Cal
uler l'inverse dans F4 = F2[X]/(X2 + X + 1) de l'élément X.En déduire qu'il est ardu d'utiliser gp pour les 
al
uls dans les 
orps �nis nonpremiers. Ceux qui ne sont pas 
onvain
us peuvent 
al
uler l'inverse de Y + 1dans F16 = F4[Y ]/(Y 2 + Y + X).Solution naïve :gp > T = Mod(1,2)*(X^2+X+1); 1 / Mod(X, T)%1 = Mod(Mod(1,2)*X + Mod(1,2), Mod(1,2)*X^2 + Mod(1,2)*X + Mod(1,2))gp > 1 / Mod(Y+1, (Y^2 + Y + X) * Mod(1,T))*** Mod: forbidden division t_POLMOD % t_POLMOD.gp > 1 / Mod(x+1, (x^2 + x + X) * Mod(1,T))%2 = Mod(Mod(Mod(1, 2)*X + Mod(1, 2),Mod(1, 2)*X^2 + Mod(1, 2)*X + Mod(1, 2))*x,Mod(1, Mod(1, 2)*X^2 + Mod(1, 2)*X + Mod(1, 2))*x^2+ Mod(1, Mod(1, 2)*X^2 + Mod(1, 2)*X + Mod(1, 2))*x+ Mod(X, Mod(1, 2)*X^2 + Mod(1, 2)*X + Mod(1, 2)))Le premier essai é
houe 
ar les priorités relatives des variables sont in
or-re
tes : puisque �X < Y �, gp interprète (Y�2 - X) * Mod(1,T) 
omme−X+Y 2

(mod T ) qui est un élément de (

F2(Y )[X]
)

/(T ), et non 
omme un élément de
(

F2[X]/(T )
)

[Y ]. Le deuxième essaie fon
tionne 
ar �x < X�.Solution évoluée : Plut�t qu'utiliser des t_POLMOD de t_POLMOD, il est préférablede réaliser un gros 
orps �ni par un élément primitif sur son 
orps premier, et yplonger les 
orps intermédiaires grâ
e à polrootsff :gp > T = Mod(1,2)*(x^2+x+1);gp > U = ffinit(2, 4, y);gp > X = polrootsff(T, 2, U)[1℄; \\ une ra
ine de T dans F16gp > Y = polrootsff(x^2+x + X, 2, U)[1℄;gp > 1/(Y+1)



LE SYSTÈME PARI/GP 132.3.10. Le type t_SER. Ce type permet de manipuler des séries formelles. À l'ins-tar des nombres p-adiques, une série formelle s'entre 
omme P (X)+O(Xn), où Pest une fon
tion rationnelle. On peut e�e
tuer les 4 opérations sur les séries for-melles, les 
omposer (fon
tion subst), en prendre l'exponentielle, le logarithme,le 
osinus, et
. On a

ède au développement limité des fon
tions usuelles en lesévaluant en un paramètre formel (la pré
ision des séries formelles se gère 
ommepour les �ottants, en utilisant \ps 
ette fois) :gp > \psseriespre
ision = 16 signifi
ant termsgp > 
os(x)%1 = 1 - 1/2*x^2 + 1/24*x^4 - 1/720*x^6 + 1/40320*x^8 \- 1/3628800*x^10 + 1/479001600*x^12 - 1/87178291200*x^14 \+ 1/20922789888000*x^16 + O(x^18)gp > \ps3seriespre
ision = 3 signifi
ant termsgp > sin(x)%2 = x - 1/6*x^3 + O(x^4)Le premier 
al
ul 
ommen
e par la 
onversion x → x + O(x17) = x(1 + O(x16))(soit 16 termes signi�
atifs) 
e qui permet d'obtenir 16 termes de cos(x) − 1 =
x2 + . . . , et don
 18 termes dans le résultat �nal.2.3.11. Le type t_RFRAC. Ce type, similaire aux type t_FRAC, implante les fon
-tions rationnelles.2.3.12. Les types t_VEC, t_COL, t_MAT. La façon la plus simple de 
onstruire unve
teur 
onsiste à saisir ses 
omposantes entre 
ro
hets. Un ve
teur 
olonne estobtenu en transposant un ve
teur ligne, 
e qui peut se faire soit par la fon
tionmattranspose, soit par le su�xe �.gp > v = [1,2,3℄%1 = [1, 2, 3℄gp > type(%)%2 = "t_VEC"gp > mattranspose(%`)%3 = [1, 2, 3℄~gp > v~%4 = [1, 2, 3℄~gp > type(%)%5 = "t_COL"Une matri
e, quant à elle, se saisit de la façon suivante :gp > [1,2,3; 4,5,6; 7,8,9℄%6 =[1 2 3℄[4 5 6℄[7 8 9℄



14 LE SYSTÈME PARI/GPgp implante bon nombre d'opérations d'algèbre linéaire (sur un anneau eu
lidienou un 
orps) : pivot de Gauss, polyn�me 
ara
téristique, déterminant, HNF, SNF,noyau, image, et
. Faire ?8 pour une liste.L'a

ès à une 
omposante d'une matri
e ou d'un ve
teur se fait via v[i℄ oum[i,j℄ ; on peut également utiliser m[i,℄ (resp. m[,j℄) pour a

éder à la i-èmeligne, (resp. j-ème 
olonne) de la matri
e m. La fon
tion ve
extra
t permet enoutre d'extraire une partie d'un ve
teur ou d'une matri
e. Les numéros de ligne etde 
olonne 
ommen
ent à 1. La longueur d'un ve
teur v s'obtient par length(v)ou #v. Le nombre de 
olonnes d'une matri
e v s'obtient ave
 la même syntaxe ;il n'y a pas de manière naturelle d'obtenir son nombre de lignes, il faut utilisermatsize ou demander le nombre de 
olonnes de sa transposée.Une matri
e ou un ve
teur doit être 
réé avant de pouvoir modi�er ses entrées.Faire v[1℄ = 2 sans avoir 
réé le ve
teur v au préalable 
ause une erreur. Onpeut par exemple utiliser la 
ommande v = ve
tor(15), ou M = matrix(5,10).gp > M = matrix(20, 20, j, k, g
d(j, k));gp > matdet(M)%2 = 46965467381760gp > fa
torint(%)%3 =[2 32℄[3 7℄[5 1℄gp > N = M; N[2,2℄ = -1; matdet(N)%4 = -346370321940480gp > matsnf(M, 4)%5 = [720, 24, 24, 24, 12, 12, 4, 4, 4, 2, 2, 2, 2, 2, 2, 2, 2, 2℄gp > M2 = ve
extra
t(M, "-10.."); \\ 10 dernières 
olonnesgp > matsize(matkerint(M2~))%6 = [20, 10℄Un point à noter : une 
ommande qui se termine par un point-virgule ne voitpas son résultat a�
hé ; toutefois, 
elui-
i reste numéroté et disponible par sonnuméro (%1, %4) i
i pour utilisation ultérieure. Autre point à noter : les objets%x ne peuvent être modi�és.gp o�re en outre une implantation de l'algorithme LLL a

essible via qflll.Par exemple :gp > N = 10^20; [1,0,0; round(N*Pi),N,0; round(N*exp(1)),0,N℄%1 =[1 0 0℄[314159265358979323846 100000000000000000000 0℄



LE SYSTÈME PARI/GP 15[271828182845904523536 0 100000000000000000000℄gp > U = qflll(%)%2 =[15431582173353 -4771327925432 -8876602352967℄[-48479745189073 14989568758405 27886668740919℄[-41947389406198 12969813997321 24129106874527℄gp > fra
(U[1,1℄ * Pi)%3 = 0.000000133262572gp > fra
(U[1,1℄ * exp(1))%4 = 0.000000032444343Noter que qflll renvoie une matri
e U de déterminant ±1, donnant une baseLLL-réduite en termes de la base 
anonique ; les ve
teurs 
ourts du réseau pro-prement dits sont donnés par M * qflll(M).Parmi les autres appli
ations, signalons les fon
tions algdep et lindep, quitentent de trouver une relation algébrique véri�ée par un réel ou un 
omplexe, ouune relation entière véri�ée par un ve
teur de �ottants.gp > lindep([log(15), log(3), log(5)℄)%1 = [1, -1, -1℄~gp > polroots(x^3 - x + 1)%2 = [-1.324717957244746025960908854 + 0.E-28*I, (...)℄gp > sqrt(%[1℄)%3 = 1.150963925257758035680601218*Igp > algdep(%, 8)%4 = x^6 - x^2 + 1Noter qu'il faut donner à algdep une borne sur le degré de la relation à trouver.3. Fon
tions sur les 
orps de nombresIl semble important de 
onsa
rer une tête de se
tion, fût-elle 
ourte, à 
es fon
-tionnalités qui sont le fer de lan
e de Pari et sa prin
ipale originalité. Toutefois,expliquer le r�le de 
es di�érentes fon
tions et la nature des objets qu'elles 
al-
ulent dépasse largement le 
adre de 
et exposé. Signalons juste que ?6 permetd'a

éder à une liste. Pour le reste, on renvoie par exemple au tutoriel de ladistribution, aux livres d'Henri Cohen [3, 2℄, et au survol [1℄.4. Fon
tions diversesGP o�re un grand nombre de fon
tions d'intégration et de sommation numé-rique, limitées aux 
as univarié. La plupart d'entre elles sont étudiées pour le
al
ul à grande pré
ision. Leur 
omportement est très 
onvenable sur les fon
tionssimples :



16 LE SYSTÈME PARI/GPgp > \p105gp > intnum(x=1, 2, 1/x^2) - 1/2%1 = 0.E-106Par 
ontre, elles sont très sensibles aux singularités, ainsi qu'au 
omportementasymptotique des fon
tions os
illantes. Il est don
 préférable d'indiquer expli
i-tement les problèmes, sous peine de résultats ridi
ules :? oo = [1℄; \\ definition, pour alléger l'é
riture? \p105? intnum(x = 0, oo, sin(x) / x) - Pi/2%2 = 20.78.. \\ n'importe quoi? intnum(x = 0, [oo,-I℄, sin(x)/x) - Pi/2%3 = 0.E-105 \\ parfaitI
i le -I signale que la fon
tion est os
illante, de type f(x) sin(x), où f(x) tendlentement vers 0. Regarder ? ?intnum et ? ?sumnum pour la syntaxe et de nom-breux examples, puis ?9 pour une liste 
omplète.Finalement, quelques fon
tions graphiques sont disponible, pour des tra
éssimples. Voir ?10 pour de plus amples renseignements.5. S
ripts GPCette partie dé
rit les stru
tures de 
ontr�le de GP qui permettent d'é
rire depetits s
ripts. On peut a

éder à une des
ription 
omplète par ?11. Ces stru
turessont voisines de 
elles de C.5.1. Variables. Les variables peuvent, hormis les noms réservés, porter n'im-porte quel nom 
omposé de 
ara
tères alphanumériques (plus le 
ara
tère _)
ommençant par un 
ara
tère alphabétique. L'ensemble des noms réservés in
luttoutes les fon
tions et 
onstantes prédé�nies.5.2. Fon
tions. Les fon
tions utilisateur sont simplement dé�nies parf(args) = 
mdoù args est une liste d'arguments (un argument peut être du type n=5, 
e quisigni�e que si l'argument 
orrespondant n'est pas spé
i�é par l'utilisateur, lavaleur par défaut de n est 5 ; si un argument pour lequel au
une valeur par défautn'est donnée est omis par l'utilisateur, il prend la valeur 0).gp > f(x,y=1,z) = x+2*y+4*zgp > print( f(), ":", f(1,,1), ":", f(,1,1) )2:7:6La valeur de retour d'une fon
tion est 
elle de la dernière expression évaluéedans 
elle-
i. On peut aussi utiliser expli
itement return(val), qui interromptl'exé
ution de la fon
tion et �xe la valeur de retour à val.En fait, une fon
tion utilisateur n'est rien d'autre qu'un objet de type t_CLOSURE,assigné à une variable ordinaire. Plut�t que 
e qui la 
onstru
tion 
i-dessus, onpeut utiliser la 
onstru
tion équivalente



LE SYSTÈME PARI/GP 17gp > f = (x,y=1,z) -> x+2*y+4*z(qui asso
ie une fon
tion à la variable f) et même utiliser des �fon
tions ano-nymes�, sans leur donner de nom :gp > ve
sort([-3,2,-1℄)%1 = [-3, -1, 2℄gp > ve
sort([-3,2,-1℄, (x,y) -> abs(x) - abs(y))%2 = [-1, 2, -3℄Dans le dernier exemple on appelle une fon
tion de tri en lui imposant une fon
tionde 
omparaison expli
ite. Le résultat est un ve
teur trié par ordre 
roissant desvaleur absolues, et non pas pour la relation d'ordre ordinaire.5.3. Bou
les for. La syntaxe GP d'une bou
le for est for(X = a, b, 
md).Elle permet d'exé
uter la suite de 
ommandes 
md pour une valeur de la variableX allant de a à b. I
i, 
md est une séquen
e de 
ommandes séparées par despoints-virgules. Signalons trois variantes utiles :
• fordiv(n, X, 
md), qui a�e
te à la variable X les diviseurs su

essifs den dans l'ordre 
roissant et exé
ute 
md ;
• forprime(X = a, b, 
md), qui a�e
te à X les nombres premiers su

essifsde l'intervalle [a, b℄
• forve
(X = [m, M℄, 
md) ; dans 
e dernier 
as, m et M sont des ve
teursde même dimension k et X par
ourt le produit 
artésien ∏k

i=1
[ m[i], M[i] ].On pourra aussi 
onsulter l'aide de forstep, forsubgroup. Il est possible demodi�er dire
tement la valeur de X dans le 
orps de la bou
le. De plus, X estlo
ale à la bou
le et sa valeur initiale est restaurée en sortie de bou
le.5.4. Tests. La syntaxe de if est if(test, 
md1, 
md2). La mention de 
md2est fa
ultative ; on peut don
 é
rire if (test, 
md1). Si la 
ondition test estvrai, alors 
md1 est exé
utée, sinon 
md2 est exé
uté s'il est présent.GP, 
omme C, n'a pas de type booléen ; le résultat d'un test (>, <, ==) est unentier ; sa valeur est vrai si 
et entier est non nul, faux sinon. Ainsiif (n % i, print(i));a�
he i ssi il ne divise pas n.Piège : Il est fa
ile de 
onfondre = et ==. Comme en C, la tournure if(a = b,
md1, 
md2) exé
ute 
md1 si b ne s'évalue pas à 0 (la valeur de retour de a=b estb). De même, if (a=0, 
md1, 
md2) exé
ute 
md2.Les opérateurs ET, OU et NON se notent &&, ||, ! (le NON est pre�xe ;
omme su�xe, il désigne la fa
torielle).5.5. Bou
les while et until. Ces deux bou
les s'é
rivent while(a, 
md) etuntil(a, 
md). La suite de 
ommandes 
md est exé
utée tant que a est non nul,ou jusqu'à 
e que a soit non nul. De plus while teste la 
ondition avant d'exé
uter
md, alors que until exé
ute d'abord 
md avant de tester la 
ondition.



18 LE SYSTÈME PARI/GP5.6. break, next. Ces deux instru
tions permettent de sortir de la stru
ture de
ontr�le 
ourante, et de remonter au niveau supérieur. Dans le 
as de next, onavan
e d'une itération au niveau atteint. Ces deux 
ommandes admettent unargument entier qui permet de spé
i�er le nombre de niveaux à remonter.5.7. Variables lo
ales. Toutes les variables dé�nies sont 
onsidérées 
ommeglobales, et traitées 
omme telles dans les fon
tions :gp > p = 3%1 = 3gp > f(x) = x+pgp > f(2)%2 = 5gp > f(x) = t=2; g(3)gp > g(x) = x+tgp > f(5)%3 = 5Toutefois, l'utilisation d'un nom de variable 
omme paramètre d'une fon
tion (ouvariable d'une bou
le) 
a
he sa valeur globaleLe mot-
lé my permet de limiter la portée d'une variable à la fon
tion 
ourante,ou même à la bou
le 
ourante. Une variable dé
larée par my est initialisée à 0.Pour éviter 
ette initialisation, utiliser my(x='x).gp > f(x) = t=2gp > t%1 = tgp > f(2); t%3 = 2 \\ la variable globale t a été modifiéegp > t = 't%4 = tgp > g(x) = my(t); t=2;gp > g(2); t%5 = t \\ la variable globale t n'est pas affe
téePour éviter les 
on�its de noms de variables, qui provoquent des erreurs rare-ment 
ompréhensibles, un bon prin
ipe 
onsiste à dé
larer les variables lo
ales
omme telles, en leur donnant la portée minimale possible : si une variable tem-poraire n'est utile que dans le 
orps d'une bou
le, la dé
larer my pour la bou
le.En�n, pour utiliser une variable formelle x et éviter les mauvaises surprises, uti-liser 'x.5.8. É
riture de s
ripts. Un s
ript peut se saisir dire
tement dans une fenêtregp. Pour éviter que les retours 
hariots soient interprétés (et don
 l'ensemble del'expression évaluée telle quelle), on é
rit usuellement une fon
tionGP de la façonsuivante :f(x) ={ my(y = 1);



LE SYSTÈME PARI/GP 19...}Les retours 
hariots après le = initial et à l'intérieur des a

olades sont ignorés. Ilest en général préférable de saisir le s
ript dans un éditeur de texte, puis de lirele �
hier 
orrespondant par la 
ommande \r.L'appel à ?f permet à tout moment de ré
upérer le 
ode d'une fon
tion é
ritepré
édemment. 6. La pratiqueExer
i
e 1 : É
rire un s
ript qui prend en argument un entier n et renvoie le
n-ème nombre de Fibona

i.Exer
i
e 2 : É
rire un s
ript qui e�e
tue un produit de matri
es.Exer
i
e 3 : É
rire un s
ript qui implante le test de primalité de Miller-Rabin :prenant en argument un entier n et un paramètre p, on é
rit n − 1 = 2st, et ontire su

essivement p valeurs de a ∈ [1, n − 1] au hasard, pour lesquelles on testesi at = 1 mod n, ou il existe k ∈ [0, s − 1] tel que a2kt = −1 mod n. Si un de 
estests est faux, on sait que n n'est pas premier. On pourra utiliser valuation etrandom (voir l'aide). 7. Le mode bibliothèqueIl nous reste à dé
rire la façon d'a

éder à toutes 
es fon
tions en mode biblio-thèque.7.1. Fi
hiers in
lude. A�n d'utiliser Pari en mode bibliothèque, il faut in
lurele �
hier pari/pari.h, et linker ave
 la bibliothèque libpari.7.2. Le type GEN. Tous les objets Pari sont d'un type unique, à savoir GEN, quiest dé�ni 
omme un pointeur sur un long. Chaque objet x de type GEN 
ontientun premier mot de 
ode x[0℄ 
ontenant des informations, prin
ipalement sur letype au sens GP de l'objet, ainsi que la taille, et
. Le 
ontenu pré
is dépend dutype 
onsidéré. On renvoie au manuel (et au 
ode sour
e) pour tous les détails.7.3. Philosophie générale. Pari utilise une pile pour gérer l'allo
ation dyna-mique de mémoire. Chaque fon
tion est responsable de l'allo
ation de la mémoirede la valeur de retour mais aussi de la libération de la memoire utilisée par le
al
ul intermédiaires. La pile rend la gestion mémoire très peu 
outeuse en tempset espa
e, mais doit être nettoyée manuellement.Pari a 
hoisi une philosophie d'é
riture plus pro
he de l'habitude 
onvention-nelle que 
elle de GMP [4℄. Là où GMP é
rit mpz_add(x, y, z), Pari é
rit x =gadd(y, z). Ce 
hoix implique deux 
hoses :

• Dans la tournure x = gadd(y, z), l'allo
ation du résultat est opérée parla fon
tion gadd elle-même. Ainsi l'utilisateur n'a-t-il pas à se sou
ierd'e�e
tuer 
ette allo
ation. De façon générale, seuls les objets 
onstruits



20 LE SYSTÈME PARI/GP�à la main� par l'utilisateur né
essitent d'e�e
tuer une allo
ation, qui sefait alors par la 
ommande 
getg(taille, type). La taille désigne lenombre de mots à réserver pour l'objet (attention au(x) mot(s) de 
ode !),et type peut être t_INT, t_REAL, et
.
• Dans la tournure x = gadd(y, gadd(z, t)), un objet intermédiaire est
réé qui ne sera pas a

essible à l'utilisateur. Il faut que l'utilisateur gèrelui-même l'utilisation de la pile de mémoire bloquée par Pari.7.4. Gestion de la mémoire. Avant tout appel à une fon
tion Pari, il fautappeler la fon
tion pari_init. Cette fon
tion se 
harge de bloquer un espa
emémoire dédié à Pari, et de pré
al
uler un 
ertain nombre de nombres premiers.pari_init, en parti
ulier, prend don
 deux arguments, soit l'espa
e à réserverpour la pile, et la limite des nombres premiers à 
al
uler. L'appel 
rée en plus de lapile des 
onstantes gen_0, gen_1, gen_m1, gen_2, et
, et un ve
teur de variables.En outre, un tas est 
réé, 
ontenant les objets universels qui ne doivent pas êtresupprimés.L'état 
ourant de la mémoire est fourni à l'utilisateur par la variable globaleavma (available memory address), de type pari_sp (sta
k pointer), qui dé
roîtau fur et à mesure de l'exé
ution et pointe sur la �n de la zone de la pile en
oredisponible. Les variables top et bot pointent vers le bas et le haut de la pile.Il appartient à l'utilisateur de veiller à �nettoyer� la pile périodiquement. À
ette �n, plusieurs fon
tions sont disponibles. Le 
as le plus simple est le 
as oùtous les résultats 
al
ulés entre deux points du 
ode peuvent être jetés : il su�tde sauvegarder la valeur de avma en début de se
tion de 
ode et de réa�e
ter 
ettevaleur à avma à la �n de 
ette se
tion.voidaffi
he_add(GEN x, GEN y) {pari_sp ltop = avma;output( gadd(x, y) );avma = ltop;}Parfois des 
al
uls intermédiaires sont né
essaires, dont les résultats doiventêtre jetés sans détruire le résultat �nal. Il faut alors utiliser la fon
tion gerepile,ou une de ses variantes. Par exemple :GENadd3(GEN x, GEN y, GEN z) {pari_sp ltop = avma, lbot;GEN t = gadd(y, z);lbot = avma;return gerepile(ltop, lbot, gadd(x, u));}La fon
tion gerepile(ltop, lbot, t) e�e
tue les opérations suivantes :
• Elle ne modi�e pas la zone mémoire entre ltop et top ;
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• La zone mémoire 
omprise entre avma et lbot est dépla
ée en ltop ; lespointeurs sont mis à jour.
• La zone située entre lbot et ltop est purement et simplement supprimée.
• La valeur de retour est la nouvelle adresse de l'objet t.Une di�
ulté à ne pas oublier : si un objet Pari est situé entre avma et lbot,mais si 
ertains de ses 
omposants sont situés entre lbot et ltop, une erreur estsoulevée par gerepile. C'est possible par exemple ave
 un ve
teur :GENfun(GEN x, GEN y, GEN z) {pari_sp ltop = avma, lbot;GEN ve
, t = gadd(x, gmul(y, z));lbot = avma;ve
 = 
getg(t_VEC, 4);gel(ve
,1) = x;gel(ve
,2) = t;gel(ve
,3) = gadd(t, z);return gerepile(ltop, lbot, ve
);}Ce 
ode produit une erreur (signifi
ant pointers lost in gerepile) ; ene�et, si ve
 est préservé, sa deuxième 
omposante est e�a
ée.Exer
i
e : Comment 
orriger le 
ode 
i-dessus ?Quelques variantes de gerepile, qui su�sent en général :
• gerepileupto(pari_sp ltop, GEN q) nettoie la pile entre ltop et q, etrenvoie q mis à jour. Attention : pour que 
ette syntaxe fon
tionne, q doitavoir été 
réé avant ses 
omposants (
omme dans l'exemple plus haut).
• gerepile
opy(pari_sp ltop, GEN x) est fon
tionnellement équivalentà l'instru
tion gerepileupto(ltop, g
opy(x)), quoique plus rapide : onmet x en sé
urité, on nettoie la pile de ltop à la position 
ourante, et onrenvoie la nouvelle adresse de x.
• gerepileall(pari_sp ltop, int n, ...) permet de nettoyer la pileentre ltop et la position 
ourante. Les n objets dont les adresses suiventsont préservés et leurs adresses mises à jour. Par exemplegerepileall(ltop, 3, &x, &y, &(z[1℄));Les deux fon
tions les plus lentes sont gerepile
opy et gerepileall, parla re
opie qu'elles impliquent. En 
ontrepartie, elles ne supposent rien sur lastru
ture des objets qu'elles mettent à jour.Exer
i
e : É
rire une fon
tion Pari qui prend en argument deux réels x et y etrenvoie le ve
teur [x�2+y, y�2+x℄.Exer
i
e : É
rire une fon
tion Pari qui prend en argument un polyn�me et unnombre réel, et qui évalue le polyn�me au point 
orrespondant.
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i
e : É
rire une fon
tion Pari qui implante le test de primalité de Miller-Rabin. On pourra utiliser la fon
tion Fp_pow.8. install et gp2
Cette partie évoque deux �interfa
es� entre Pari et gp. La fon
tion installpermet d'a

éder à un symbole d'un �
hier .so depuis gp. En parti
ulier, unefon
tion é
rite en Pari peut être utilisée depuis gp. Cette possibilité n'existepas sur 
ertains vieux systèmes d'exploitation (par exemple Ma
 OS 9), et nefon
tionne généralement que dans le 
as d'un binaire gp dynamique.L'interfa
e de 
ette fon
tion est déli
ate, en parti
ulier par
e que le type desarguments (au sens du C) doit être fourni à install. On renvoie au manuel pourles détails.Le 
ompilateur gp2
 permet de 
ompiler des s
ripts GP vers Pari. On 
onstatedes gains en e�
a
ité signi�
atifs dès lors que le 
ode GP d'origine est un tantsoit peu 
omplexe. Noter que pour pouvoir 
ompiler le langage de s
ript GP, il afallu l'a�aiblir (
ertaines syntaxes, inutiles en prin
ipe en mode non intera
tif, nesont pas valides). En 
ontrepartie, pour permettre des gains en e�
a
ité, 
ertainesdire
tives de 
ompilation peuvent être intégrées aux s
ripts, pré
isant les typesdes objets manipulés (e.g., le 
as où un entier devrait être sto
ké dans un entierlong du C). Référen
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