
Université Bordeaux 1 Préparation à l'agrégationMathématiques Année 2009�2010Preuves en géométrie par le alul formelIl est rappelé que le jury n'exige pas une ompréhension exhaustive du texte. Vous êtes laissé(e)libre d'organiser votre disussion omme vous l'entendez. Il vous est onseillé de mettre enlumière vos onnaissanes à partir du �l onduteur onstitué par le texte. Le jury demande quela disussion soit aompagnée d'exemples traités sur ordinateur. Il est souhaitable que vousorganisiez votre présentation omme si le jury n'avait pas onnaissane du texte. Le jury auranéanmoins le texte sous les yeux pendant votre exposé.1. IntrodutionLes théorèmes lassiques de géométrie, onnus et démontrés depuis bien longtemps,peuvent maintenant être démontrés en un instant par le alul formel. Il su�t en e�etde dé�nir quelques proédures de bases, pour aluler des hose omme l'équation d'unedroite passant par deux points, ou tangente à un erle, une onique en un point, l'inter-setion de deux droites, et. : toutes es notions qui interviennent dans les onstrutionsgéométriques. Ensuite, on peut aussi dé�nir d'autres proédures qui permettent de vé-ri�er les faits qui interviennent souvent dans les théorèmes : la onourane de troisdroites, l'alignement de trois points, l'orthogonalité, le fait qu'un triangle soit retangle,isoèle, équilatéral, et.Il ne reste alors qu'à suivre l'énoné du théorème hoisi, après avoir hoisi un repère,onstruisant les objets selon les hypothèses imposées, puis à véri�er que la onlusion estbien véri�ée. Nous proposons ii d'illustrer e fait par des exemples. Bien sûr, d'autresexemples que eux-i peuvent être hoisis.On peut également se servir du alul formel omme aide à la démonstration deertains théorèmes. Nous proposons ii un exemple où le alul sur mahine de résul-tants donne une solution au problème posé. Le logiiel peut bien sûr aussi illuster esthéorèmes par des �gures. 2. Le théorème de MorleyThéorème 2.1. Soit ABC un triangle, et soient 3a, 3b et 3c les angles en A, B et C dee triangle. Soient P le point tel que ( ̂[AP ), [AC)) = a et ( ̂[CA), [CP )) = c, Q le pointtel que ( ̂[BQ), [BA)) = b et ( ̂[AB), [AQ)) = a, et R le point tel que ( ̂[CR), [CB)) = cet ( ̂[BC), [BR)) = b. Alors le triangle BQR est équilatéral.Pour montrer ela, on peut hoisir un repère orthonormé où A et B ont pour oor-données respetives (0, 0) et (1, 0). On peut dé�nir une proédure qui donne l'équationde la droite passant par un point et faisant un angle donné ave l'axe des absisses,et une proédure alulant le point d'intersetion de deux droites dont on onnaît leséquations. On peut alors aluler les oordonnées de C en fontion des angles a et b,1



2ainsi que les oordonnées de P , Q et R. Il nous faut aussi une proédure alulant learré de la distane entre deux points, et en�n une dernière proédure testant si untriangle est équilatéral.Attention, pour les omparaisons, il faut utiliser une fontion qui simpli�e les expres-sions. Dans Maple : simplify, ave, ii, option trig.3. Le théorème de BrianhonThéorème 3.1. Soit E une ellipse. Soient Pi, i = 0, . . . , 5 six points deux à deuxdistints tels que les droites (Pi, Pi+1) et (P5, P0) soient tangentes à E. Alors les droites
(P0, P3), (P1, P4) et (P2, P5) sont onourantes.Pour démontrer e théorème, on peut utiliser une équation paramétrée d'une ellipse.L'ellipse d'équation
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= 1a pour équation paramétrée
x = c1 + d1 cos t , y = c2 + d2 sin t,où t parourt R. On peut aussi utiliser
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2
, y = c2 + d2
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2i
,où t parourt le erle des nombres omplexes de module 1. On peut dé�nir une proé-dure qui alule la tangente à l'ellipse au point orrespondant à une valeur donnée duparamètre t, et appliquer ette proédure à des valeurs indéterminées t1, . . . , t5. Puis,on alule les oordonnées des points Pi, grâe à une proédure qui alule le pointd'intersetion de deux droites. Une autre fontion permettant de aluler l'équationd'une droite passant par deux points donnés nous donne les droites (P0, P3), (P1, P4) et

(P2, P5). Grâe aux équations obtenues, on véri�e la propriété requise.4. Le théorème des six erlesIi, nous allons donner l'esquisse d'une démonstration pour un théorème de géométrie.Cette démonstration utilise un alul de résultant.Théorème 4.1. Soient xyz un triangle, i le entre du erle insrit à xyz, T l'enveloppeonvexe de xyz, Cx (resp. Cy, Cz l'ensemble des erles tangents à (x, y) et (x, z) (resp.
(y, z) et (y, x), (z, x) et (z, y)) entrés sur [x, i) (resp. [y, i), [z, i)) qui renontrent T .Soit Cu ∈ Cx un erle de rayon u qui renontre T . Alors il existe un erle Cv ∈

Cy de rayon v tangent extérieurement à Cu, un erle Cw ∈ Cz de rayon w tangentextérieurement à Cv, et un erle Cu′ ∈ Cx de rayon u′ tangent extérieurement à Cw.De plus, es erles étant donnés, il existe un erle Cv′ ∈ Cy de rayon v′ tangentextérieurement à Cu′ et un erle Cw′ ∈ Cy de rayon w′ tangent extérieurement à Cv′tels que Cw′ est tangent extérieurement à Cu.



3Dans la démonstration, on va supposer que le erle insrit est de rayon 1. Soient 2α(resp. 2β, 2γ) la mesure de l'angle en x (resp. y, z) dans ]0, π[.Lemme 4.2. Le erle Cu (resp. Cv, Cw) renontre T si et seulement si u 6 1

tan β tan γ(resp. v 6 1

tan γ tan α
, w 6 1

tan α tan β
).Preuve. Soit j le entre du erle exinsrit en x, 'est à dire le erle extérieur au triangletangent aux droites (x, y), (x, z) et (z, y) tel que le point de tangene ave ette dernièredroite soit dans le segment [y, z]. Alors le erle Cu renontre T si et seulement si sonentre appartient à [x, j]. En onsidérant des triangles retangles bien hoisis, on peutmontrer que si Cu est de entre j, alors u

tan α
= xy + u tan β, et que xy = 1

tan α
+ 1

tan β
.Cela donne : u

tan α
= 1

tan α
+ 1

tan β
+ u tan β, et par suite u = 1

tan β tan γ
. �Lemme 4.3. Si les erles Cu, Cv, Cw et Cu′ sont omme dans le théorème, on a lesrelations
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= 4wu′.Preuve. Soient s et t les entre des erles Cu et Cv, on démontre que
st2 = (u + v)2 = (u − v)2 +
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,e qui donne la formule désirée. �On hange maintenant de notations, en posant a = 1

tan α
, b = 1

tan β
, c = 1

tan γ
. Alors

a + b + c = abc, a > 0, b > 0 et c > 0. De plus, les relations du lemme 4.3 s'érivent(1) (a(1 − u) + b(1 − v))2 − 4uv = 0(2) (b(1 − v) + c(1 − w))2 − 4vw = 0(3) (

c(1 − w) + a(1 − u′)
)2

− 4wu′ = 0Par ailleurs, les onditions du lemme 4.2 s'érivent 0 6 u 6 bc, 0 6 v 6 ca, 0 6 w 6 ab.Lemme 4.4. Si u 6 bc, alors les éléments v dé�nis par l'équation (1) sont réels positifsou nuls et satisfont v 6 ca.Preuve. L'équation (1), vue omme polyn�me en v, a pour disriminant ∆ = 4(ab −

1)(bc − u)u. Par hypothèse, bc − u > 0, et les onditions sur a, b et c montrent que
ab − 1 > 0 et bc − 1 > 0. Ainsi, ∆ > 0 et les raines en v sont réelles. Comme le termeonstant (a(1−u)+ b)2 est positif ou nul et que le oe�ient de v est négatif ou nul, lesraines sont toutes deux positives ou nulles. Il reste à montrer que si v est une raine,



4alors v 6 ca, e qui se fait en utilisant les formules donnant les raines d'un polyn�mede degré 2. �Soient les polyn�mes de Z[U, V,W,U ′, A,B,C] dé�nis par
P (U, V,A,B,C) = (A(1 − U) + B(1 − V ))2 − 4UV = 0,

Q(V,W,A,B,C) = (B(1 − V ) + C(1 − W ))2 − 4V W = 0,

R(W,U ′, A,B,C) =
(

C(1 − W ) + A(1 − U ′)
)2

− 4WU ′ = 0.Soient les résultants
S(V,U ′, A,B,C) = ResW (Q(V,W,A,B,C), R(W,U ′ , A,B,C)),

T (U,U ′, A,B,C) = ResV (S(V,U ′, A,B,C), P (U, V,A,B,C)).Soient u, v, w, u′, a, b, c satisfaisant les relations (1), (2) et (3). Alors S(v, u′, a, b, c) =
0, et T (u, u′, a, b, c) = 0. Or, on peut fatoriser le polyn�me T (U,U ′, A,B,C)−T (U ′, U,A,B,C)en (A + B + C −ABC)Θ, où Θ ∈ Z[U,U ′, A,B,C]. Comme a + b + c = abc, il suit que
T (u, u′, a, b, c) = T (u′, u, a, b, c), et don que T (u′, u, a, b, c) = 0. De là, on peut déduirel'existene de v′ et w′ onvenables tels que

P (u′, v′, a, b, c) = Q(v′, w′, a, b, c) = R(w′, u, a, b, c) = 0,et démontrer le théorème.Référenes.
• Méthodes modernes en géométrie, par Jean Fresnel.
• Le théorème des sept erles, par Evelyne, Money-Coutts et Tyrrell.
• Le site web de Doron Zeilberger http://www.math.rutgers.edu/~zeilberg/(Ekhad's Geometry WebBook)


