
Université Bordeaux 1 Préparation à l'agrégationMathématiques Année 2009�2010Test de primalité de Luas, nombres de MersenneIl est rappelé que le jury n'exige pas une ompréhension exhaustive du texte. Vous êtes laissé(e)libre d'organiser votre disussion omme vous l'entendez. Il vous est onseillé de mettre enlumière vos onnaissanes à partir du �l onduteur onstitué par le texte. Le jury demande quela disussion soit aompagnée d'exemples traités sur ordinateur. Il est souhaitable que vousorganisiez votre présentation omme si le jury n'avait pas onnaissane du texte. Le jury auranéanmoins le texte sous les yeux pendant votre exposé.1. IntrodutionOn peut se poser trois questions distintes sur la nature arithmétique de N ∈ N :
• N est-il omposé ?
• N est-il premier ?
• Fatoriser N .Si les trois questions semblent équivalentes, elles sont en fait de di�ulté largement dif-férente. On s'intéresse ii aux deux premières. A savoir, omment montrer qu'un nombreest omposé, puis, si la réponse est (( apparemment pas )), omment montrer qu'il est pre-mier. Les tests proposés utilisent les notions néessaires aux aluls et raisonnementsdans Z/nZ, où n est un entier, parfois premier. On utilise également un alul sur unorps �ni quadratique sur Fp (p étant un nombre premier) pour le test de primalité deLuas. 2. Tests de non primalitéLe petit théorème de Fermat fournit un test qui peut permettre de montrer qu'unnombre N n'est pas premier. Si en e�et en alulant 2N−1 mod N , on trouve un résultatdistint de 1, on est ertain que N n'est pas premier. Par ontre, si on trouve 1, elane veut pas dire que N est premier. On peut alors prendre d'autres valeurs a que 2,et aluler aN−1. Si l'on trouve 1 à haque fois, ela ne prouvera pas non plus que Nn'est pas premier. Il existe des nombres omposés pour lesquels on n'a que très peu dehanes de onlure ainsi : les nombres de Carmihael, 'est-à-dire les nombres omposés

N tels que aN−1 ≡ 1 mod N pour tout a premier ave N . Il a été démontré qu'il existeune in�nité de tels nombres.Un renforement de e test a été donné par Rabin et Miller en 1977. Il se base sur lethéorème suivant.Théorème 2.1. Soit N un nombre premier impair, et a un entier premier à N . Si
N − 1 = 2eq, où q est un entier impair, alors :(1) Soit aq ≡ 1 mod N .(2) Soit il existe i tel que 0 6 i 6 e − 1 tel que a2iq ≡ −1 mod N .1



2 Là enore, la réiproque est fausse, omme le montre l'exemple où N = 3277 et a = 2.Si un entier a ∈ {1, . . . N − 1} véri�e l'une des propriétés (1) ou (2) du théorème deRabin-Miller, on dit que N est pseudo-premier (de Miller-Rabin) pour la base a.Toutefois, la situation est meilleure que pour le test venant diretement du petitthéorème de Fermat. Le théorème suivant montre en e�et que si un nombre N n'estpas premier, et si l'on essaie un nombre su�sant de valeurs de a, on a une très forteprobabilité de trouver une base a pour laquelle N n'est pas pseudo-premier.Théorème 2.2. Si N est omposé, alors il est pseudo-premier dans au plus 1/4 desbases a.Pour démontrer e théorème, on peut proéder de la manière suivante. On éritla déomposition de N en produit de fateurs premiers N =
∏

p pfp . En utilisant lethéorème hinois, on voit que le nombre A d'éléments a qui satisfont le test est égal à
∏

p

#{x : qx ≡ 0 mod (p − 1)pfp−1}

+

e−1
∑

i=0

∏

p

#
{

x : q2ix ≡ (p − 1)pfp−1/2 mod (p − 1)pfp−1
}

.On trouve alors que
A =

(

1 +
2ωE − 1

2ω − 1

)

∏

p

(q, p − 1),où ω est le nombre de fateurs premiers de N , et où E = minpep, l'entier ep étant dé�nipour tout p par : ep = v2(p − 1). La probabilité P herhée est égale à A/(N − 1). Si
ω = 1, on trouve P = 1 si fp = 1, et P 6 (p− 1)/(pfp − 1) 6 1/(p + 1) 6 1/4 si fp > 1.Si ω > 1, les inégalités (q, p − 1) 6 (p − 1)/2ep et ∏

p(p − 1) 6 N − 1 montrent que
P 6

(

1 +
2ωE − 1

2ω − 1

)

/2ωE .On obtient alors la majoration voulue, sauf dans le as où ω = 2, où on obtient seulement
P 6 1/2. Dans e as, on peut a�ner les inégalités préédentes pour obtenir le bonrésultat, sauf si p − 1 divise N − 1 pour tout p et si N est sans fateurs arrés. Onmontre alors que e as est impossible.3. Tests de primalitéSupposons que N ait passé le test de Rabin-Miller. Nous sommes alors à peu prèsertains que N est premier. Le démontrer rigoureusement est un problème plus di�ile.Nous donnons ii un exemple de test, dû à Luas. Ce test suppose onnue la fatorisationde N + 1. Il utilise les suites (Un), appelées suites de Luas, dé�nies par réurrene :

U0 = 0, U1 = 1, Un+1 = SUn − PUn−1,pour n > 2, où S et P sont des nombres entiers. Soit D le disriminant du polyn�me
Q(x) = x2 − Sx + P , et soit p un nombre premier impair ne divisant pas DP . On



3onsidère la suite (Un) modulo p. On note r et r′ les raines de Q dans une l�turealgébrique de Fp. Alors [Un]p = (rn − r′n)(r − r′)−1. Si (

D
p

)

= 1, alors rp−1 = r′p−1 = 1,don Up−1 ≡ 0 mod p. Si (

D
p

)

= −1, alors rp = r′, don Up+1 ≡ 0 mod p. De plus, si
e est le plus petit entier tel que Ue ≡ 0 mod p, alors Un ≡ 0 mod p si et seulementsi e divise n. On peut alors montrer le théorème suivant, qui donne un autre test deprimalité.Théorème 3.1. Supposons que l'on puisse trouver une suite de Luas (Un) telle que
(N,DP ) = 1, et telle que

(U(N+1)/p, N) = 1, pour tout premier p | N + 1et
UN+1 ≡ 0 (mod N).Alors N est un nombre premier.En e�et, on peut démontrer que dans les onditions de e théorème, si d est undiviseur premier de N et e le plus petit entier stritement positif tel que Ue = 0, alors

N + 1 | e | d + 1. On en déduit alors que N = d.4. Nombres de MersenneSi N est de la forme 2n − 1, la fatorisation de N + 1 est simple et il est plus failed'étudier la primalité de N . L'entier N ne peut être un nombre premier que si n estpremier. Un nombre de ette forme Mn = 2n − 1, où n est un nombre premier, estappelé nombre de Mersenne.Pour donner un exemple déjà anien, Euler a démontré que M31 est premier enutilisant le théorème suivant.Théorème 4.1. Soient p et q deux nombres premiers impairs. Si p divise Mq, alors
p ≡ 1 (mod q) et p ≡ ±1 (mod 8).Mais revenons aux suites de Luas. Soit (Vn) dé�nie par réurrene : Vn+1 = SVn −
PVn−1 pour n > 1, V0 = 2 et V1 = S. Alors U2n = UnVn. Si N est un nombrede Mersenne, on a don UN+1 = U(N+1)/2V(N+1)/2. On peut alors remplaer les deuxonditions du théorème 3.1 par la seule ondition : V(N+1)/2 ≡ 0 (mod N). Pour aluler
V(N+1)/2, on peut remarquer que V2n = V 2

n −2Pn. On pose alors vn = V2n et on obtientla réurrene vn = v2
n−1 − 2P 2n−1 . Il est don intéressant de s'arranger pour que P = 1ou −1, 'est-à-dire, si a et a′ sont les raines de Q dans C, pour que aa′ = 1 ou −1.De plus, il est impliite dans le théorème 3.1 que si le test réussit, (

D
N

)

= −1. On peutprendre pour D un arré multiplié par 3, et don par exemple a = 2+
√

3, e qui donnepour Q : Q(x) = x2 − 4x + 1.Malheureusement, le fait que P = 1, ave (

D
N

)

= −1, implique que UN+1

2

≡ 0 mod
N , e qui empêhe d'appliquer le théorème 3.1 diretement.



4 On peut alors faire un autre hoix pour a et a′. Par exemple :
a =

√

2 +
√

3 =

√
3 + 1√

2
, et a′ =

√
3 − 1√

2
,e qui donne le polyn�me x2 − x

√
6 + 1. Le raisonnement préédent ne s'applique pasdiretement, puisque les oe�ients ne sont plus dans Z, mais on peut l'adapter pourobtenir un résultat similaire.Pour ela, on peut remarquer qu'il existe un nombre premier q divisant N tel que

(3
q ) = −1. De plus, le théorème 4.1 permet d'a�rmer que 2 est un arré modulo q. Soit αune raine arrée de 6 dans Fq2 , et soient r et r′ les raines dans une l�ture algébriquede Fq de X2−αX +1. On peut démontrer que rq = −r′, r′q = −r et Uq+1 ≡ 0 (mod q).Soit (V ) la suite orrespondante, 'est-à-dire : V0 = 2, V1 =

√
6, V2 = 4, et. Enposant vk = V2k+1 , pour k > 0, on peut démontrer le résultat suivant.Théorème 4.2. Soit n un entier impair. Alors Mn est premier si et seulement si

vn−2 ≡ 0 (mod Mn), où vk+1 = v2
k − 2 pour k > 0 et v0 = 4.5. Problèmes ouvertsSignalons au passage une propriété intéressante des nombres de Mersenne : toutnombre parfait pair est de la forme 2n−1Mn, où Mn est premier. On rappelle qu'unnombre parfait est un nombre entier positif égal à la somme de ses diviseurs propres.Par exemple, 6 est un nombre parfait. Il n'est pas onnu à e jour de nombres parfaitsimpairs, et on ne sait pas s'il en existe.Quant aux nombres de Mersenne, on ne sait pas s'il en existe une in�nité qui soientpremiers. On ne sait pas non plus s'il en existe une in�nité qui soient omposés. Il existeependant un résultat (théorème 5.1 i-dessous), dû à Euler, qui semble indiquer que laréponse à ette dernière question devrait être a�rmative. On pense en e�et qu'il existeune in�nité de ouples de nombres premiers (p, 2p + 1), où p ≡ 3 mod 4.Théorème 5.1. Si k > 1 et p = 4k +3 est un nombre premier, alors 2p+1 est premiersi et seulement si 2p ≡ 1 (mod 2p + 1).6. Suggestions

• Plusieurs a�rmations sont données sans preuve. Le andidat est invité à lesdémontrer. Il est ependant déonseillé d'essayer de démontrer qu'il existe unein�nité de nombres de Carmihael.
• Par ailleurs, la preuve de ertains théorèmes n'est qu'ébauhée. On pourra enfournir plus de détails.
• Plusieurs tests sont proposés. On pourra en implémenter ertains et les om-menter.
• On pourra aussi faire une liste de nombres premiers de Mersenne, de nombresparfaits, de nombres omposés de Mersenne.


