
Université Bordeaux 1 MHT633 � Arithmétique et CryptologieMathématiques Année 2008�2009Partiel du Lundi 16 mars 2009 (Corretion)Exerie 1 � [Chiffrement affine℄1) A est un ensemble �ni, don une appliation de A dans A est bijetive siet seulement si elle est injetive, ou enore si et seulement si elle est surjetive.Pour que eK soit inversible, il faut par exemple que eK soit surjetive, don que
aA + b = A e qui équivaut enore à aA = A. Mais alors il existe x ∈ A tel que
ax = 1 e qui prouve que a est inversible.Réiproquement, si a est inversible, alors x 7→ ax est une injetion de A dans A,elle est don bijetive et inversible. La ondition néessaire et su�sante herhéeest don

a ∈ A∗ = {1, 3, 5, 7, 9, 11, 15, 17, 19, 21, 23, 25} .2) On est amené à résoudre dans A = Z/26Z le système
{

20a + b = 14
13a + b = 17.Par di�érene on trouve 7a = 23. Il faut aluler l'inverse de 7 dans A. L'algo-rithme d'Eulide étendu onduit à la relation de Bezout

7 × 15 − 26 × 4 = 1.On en déduit que l'inverse de 7 est 15, e qui donne a = 15×23 = 7. En réinjetantette valeur dans l'une des deux équations initiales on obtient b = 4. La réponseest don (a, b) = (7, 4).3)On est onduit à résoudre dans A l'équation 7x+4 = n, ave n ∈ {6, 9, 4, 18, 7}.Par multipliation par l'inverse de 7 qui est 15, on obtient x+8 = 15n, ou enore
x = 15n− 8, et l'on obtient x = 4, 23, 0, 2, 19. On en déduit le lair (( EXACT )).Exerie 2 � [Hill affine℄1) Posons M = ( a b

c d ) et B = (x, y). On est onduit à résoudre le système suivant,à inonnues dans A :


























18a + 8c + x = 25 (1)
18b + 8d + y = 0 (2)
12a + 15c + x = 4 (3)
12b + 15d + y = 25 (4)
11a + 4c + x = 16 (5)
11b + 4d + y = 16 (6)

.Par di�érenes, (1)−(3), (3)−(5), puis (2)−(4), (4)−(6), donnent respetivement
{

6a + 19c = 21 (1′)
a + 11c = 14 (2′)

,

{

6b + 19d = 1 (3′)
b + 11d = 9 (4′)

.1



2En alulant 6× (2′)− (1′), on en déduit 21c = 11, ou enore −5c = 11. L'inversede −5 dans A est 5, et on obtient c = 5× 11 = 3 puis, par (2′), a = 7 ; De même,on obtient (b, d) = (6, 5). En reportant dans (1) et (2), on trouve (x, y) = (5, 8).La lé est don
K =

((

7 6
3 5

)

, (5, 8)

)

.2) On herhe (u, v) ∈ A2 tel que (3, 12) = (u, v)M + B, ou enore
{

3 = 7u + 3v + 5 (7)
12 = 6u + 5v + 8 (8)En e�etuant 5 × (7) − 3 × (8), on obtient 5 = 17u + 1 d'où 17u = 4. L'inversede 17 dans A est 23, d'où on tire u = 14.En reportant dans (7) ela donne 3v = 4. L'inverse de 3 dans A est 9 et l'on a�nalement v = 10. On a don (u, v) = (14, 10) et le lair reherhé est ((OK )).1Exerie 3 � [Pohlig-Hellman℄1) On veut que l'équation me = 1 n'ait pas d'autre solution que m = 1. Puisque

m est forément non nul, et que (Z/29Z)∗ est ylique, d'ordre 28, m est de laforme αk pour une raine primitive α (un élément d'ordre 28). L'équation me = 1devient ke ≡ 0 (mod 28), qui n'a pas d'autre solution que k = 0 ssi e est inversiblemodulo 28. On obtient e ∈ {1, 3, 5, 9, 11, 13, 15, 17, 19, 23, 25, 27}.2) On herhe e tel que
2e = 14 mod 29.Les puissanes suessives de 2 dans Z/29Z sont 22 = 4, 23 = 8, 24 = 16, 25 = 3,

26 = 6, 27 = 12, 28 = 24, 29 = 19, 210 = 9, 211 = 18, 212 = 7, 213 = 14.Si on y rajoute l'équation 214 = 28, e alul montre que 2 est raine primitivemodulo 29. En e�et si e n'était pas le as, 2 serait d'ordre 6 14 mais auune despuissanes 2i ne vaut 1, pour 1 6 i 6 14. On en déduit l'unique solution e = 13.3) La lettre 0 (= A) ne permet pas de retrouver e (on a 0e = 0 pour tout e). Onpeut don supposer qu'une lettre onvenable est dans (Z/29Z)∗, don de la forme
αx, pour α une raine primitive d'ordre 28 (2 par exemple, d'après la premièrequestion). Elle se ode en un élément non nul, disons αy, tel que αex = αy, soit
ex ≡ y (mod 28). Cei permet de retrouver e si et seulement si x est inversiblemodulo 28. Par la �n de la première question, les 2x onvenables sont

2, 8, 3, 19, 18, 14, 27, 21, 26, 10, 11, 15,orrespondant aux lettres C, I, D, T, S, O, V, K, L, P . Noter qu'auune lettre neorrespond à 26 et 27.1Autre méthode : la fontion de déhi�rement est X 7→ (X−B)M−1 ; on applique la formule
M−1 = (ad − bc)−1

(

d −b
−c a

)

.On trouve ad − bc = 17, dont l'inverse dans (Z/26Z)∗ est 23 ; soit M−1 = ( 11 18

9 5
). On obtientle même résultat.


