
Université Bordeaux 1 MHT633 � Arithmétique et CryptologieMathématiques Année 2008�2009FEUILLE D'EXERCICES no 3Compléments d'arithmétiqueExerie 1 � [Théorème Chinois℄Dans le livre de Sun Zi, le Sunzi Suanjing datant du IIIe sièle, on trouve leproblème suivant :Combien l'armée de Han Xing omporte-t-elle de soldats si, rangés par3 olonnes, il reste 2 soldats, rangés par 5 olonnes, il reste 3 soldatset, rangés par 7 olonnes, il reste 2 soldats ?La résolution proposée par Sun Zi pour le problème des soldats est la suivante :Multiplie le reste de la division par 3, 'est-à-dire 2, par 70, ajoutelui le produit du reste de la division par 5, 'est-à-dire 3, par 21 puisajoute le produit du reste de la division par 7, 'est-à-dire 2, par 15.Tant que le nombre est plus grand que 105, retire 105.La solution n'explique pas très lairement la méthode utilisée. Nous allons for-maliser les hoses :1) Soient a et b ∈ Z deux entiers non nuls premiers entre eux. Si n 6= 0, on note
xn la lasse de x dans Z/nZ. Montrer que l'appliation

Φ: Z/abZ −→ Z/aZ× Z/bZ
xab 7−→ (xa, xb)est bien dé�nie.2)Montrer qu'il s'agit d'un isomorphisme d'anneaux et déterminer sa réiproque.3) Généraliser à r entiers non nuls a1, a2, . . . , ar premiers entre eux deux à deux.4) Résoudre le problème de Sun Zi et retrouver la solution proposée.5) Résoudre le problème suivant :Une bande de 17 pirates possède un trésor onstitué de pièes d'ord'égale valeur. Ils projettent de se les partager également, et de donnerle reste au uisinier hinois. Celui-i reevrait alors 3 pièes. Mais lespirates se querellent, et 6 d'entre eux sont tués. Un nouveau partage



donnerait au uisinier 4 pièes. Dans un naufrage ultérieur, seuls letrésor, 6 pirates et le uisinier sont sauvés, et le partage donneraitalors 5 pièes d'or à e dernier. Quelle est la fortune minimale quepeut espérer le uisinier s'il déide d'empoisonner le reste des pirates ?Exerie 2 � [Indiatrie d'Euler℄Soit ϕ la fontion indiatrie d'Euler dé�nie sur Z>0 par
ϕ(n) = |{k ∈ Z>0 : 1 6 k 6 n et pgcd(k, n) = 1}| .1) Montrer que ϕ(n) est le ardinal de (Z/nZ)∗.2) Soit p un nombre premier et k ∈ Z>0. Caluler ϕ(p) et ϕ(pk).3) Se servir du théorème hinois pour établir que si
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.4) Soit n, a ∈ Z>0 tels que pgcd(a, n) = 1. Montrer que
aϕ(n) ≡ 1 (mod n).Ce résultat généralise le petit théorème de Fermat.5) En déduire une façon de aluler l'inverse de xn dans (Z/nZ)∗ (même notationque dans l'exerie 1), qui ne fasse pas appel à l'algorithme d'Eulide étendu.Appliation : alul de l'inverse de 715 dans (Z/15Z)∗.Exerie 3 � [Exponentiation binaire℄1) Montrer que 35 est inversible modulo 129.2) Caluler l'inverse de 35 modulo 129 à l'aide de l'algorithme d'Eulide.3) Caluler le maintenant par la méthode de l'exerie préédent.4) Érire un algorithme réursif permettant de aluler ak (mod n) de façonéonomique, en distinguant les as k pair / impair, puis en se ramenant à unproblème du même type après une mise au arré.



Exerie 4 � [Ordre d'un élément dans un groupe abélien fini℄SoitG un groupe abélien �ni. On note multipliativement sa loi de ompositioninterne et e son élément neutre. On rappelle que l'ordre d'un élément g de G estle plus petit entier k > 1 tel que ak = e. On pourra poser |G| = n.1) Dans ette question (et uniquement dans elle-i) on suppose G ylique degénérateur g. Quel est l'ordre d'un élément quelonque gr ?2) Montrer que si les ordres de a et b ∈ G sont premiers entre eux, ab a pourordre leur produit.3) Soit H = 〈a, b〉 le sous-groupe de G engendré par deux éléments a et b. Montrerqu'il existe g ∈ H d'ordre le ppm des ordres de a et b.[Indiation : noter ∏
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i la déomposition en produit de fateur premiers duppm en question ; pour haque i, déterminer un gi ∈ H d'ordre pei

i .℄4) Soit ω le ppm des ordres des éléments de G. Déduire de la question préédentequ'il existe g ∈ G d'ordre ω et que ω divise |G|.5) En déduire que tout sous-groupe multipliatif �ni G d'un orps ommutatif Kest ylique.[Indiation : remarquer que tout x ∈ G est raine de Xω − 1 et en déduire que
ω = |G|.℄Exerie 5 � Travail dans F161) Trouver dans F2[X] tous les polyn�mes irrédutibles de degrés 1, 2, 3 et 4.2) On onsidère le polyn�me P (X) = X4 +X +1 qui est irrédutible dans F2[X]et l'on pose

F16 = F2[X]/(P (X)),qui est un orps à 16 éléments. Véri�er que ω = X mod P (X) engendre F
∗

16. Ondressera la liste des puissanes de ω sous la forme de 4-uplets [ε3, ε2, ε1, ε0], où
εi ∈ F2, représentant l'élément ∑3

i=0 εiω
i. Par exemple

ω5 = ω2 + ω = [0, 1, 1, 0].3) À l'aide de e odage, oder ω57 · ω18 puis ω13 + ω11 + ω8 + ω2 + 1 et alulerles omme puissanes de ω.4) En déduire des règles de alul simples et ommener à dresser les tablesd'addition et de multipliation de F16.5) Identi�er un orps à 4 éléments dans F16.



6) À haque indie i (1 6 i 6 14) on assoie j (1 6 j 6 14) tel que
ωj = 1 + ωi.Montrer qu'un tel j est bien dé�ni et qu'alors on a ωi = ωj + 1.7) On érira alors i ←→ j et on parlera de orrespondane de Zeh. Dresser laliste des orrespondanes de Zeh de F16.8)Montrer que le reours à es orrespondanes peut ramener le alul de sommesde puissanes de ω à elui beauoup plus simple de produits de puissanes de ω.


