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0. Introduction

Soit R un anneau de valuation discréte, a corps résiduel k parfait. Soient C
une courbe projective lisse, géométriquement connexe, de genre g = 1 sur
K = Fr(R), et X le modéle régulier minimal de C sur S = Spec R. On
associe a X le conducteur d’Artin

Art(X/S) = x(X;) — 2(X5) — 6

ou y est la caractéristique d’Euler pour la topologie étale, et § est le
conducteur de Swan associé 4 une représentation l-adique Gal(K/K) —
Autq(H4(Ck, Q) avec | # car(k) (voir [Se], §2.1). Voir [BI] pour une
motivation de I'étude de Art(X/S). On sait que Art(X/S) < 0, 'égalité ayant
lieu si et seulement si X — S est lisse ou si g = 1 et (X).q €5t lisse.

Pour une courbe elliptique C, Art(X/S) est relié au discriminant minimal
v(A) par la formule d’Ogg ([Ogl], voir aussi [Sal], Cor. 2):

—Art(X/S) = v(A)

Le membre de droite a encore un sens pour une courbe hyperelliptique de
genre g = 2, mais I’égalité n’est plus vraie en toute généralité. Le but du
présent travail est d’étudier, dans le cadre des courbes de genre 2, 1a relation
entre Art(X/S) et le discriminant minimal v(A;,) de C (§1, déf. 1). On
suppose désormais que g = 2.

Cette étude remonte a [Og2], mais des résultats significatifs n’ont été
obtenus qu’en 1987 par K. Ueno dans le cas car(k) = 0 [Ue], et T. Saito
en 1989 [Sa2]. Ueno a calculé explicitement la différence

o(X) := v(Amin) — (— Art(X/S)) (D
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(notée [ + 1 ou [ + 2 dans [Ue]) en fonction du type géométrique de X
(c’est la type numérique de X plus le type de la réduction stable de C sur
une extension finie de K, voir §5). Il conjecture que le résultat reste vrai
quelque soit car(k). C’est-a-dire que ¢(X) ne dépend que du type géomét-
rique de X, et pas de car(k).

Dans [Sa2], Saito donne une interprétation des termes apparaissant
dans (1) comme une mesure de dégénéréscence de certains isomorphismes
canoniques provenant des courbes lisses sur K. Ici, car(k) est quelconque.
Cette interprétation s’écrit comme suit:

ord A; = ord A’ — (— Art(X/S)) (2)

On a v(A,;n) = ord A’ et donc ¢(X) = ord A, (voir §2). L’entier ord A, peut
se calculer en terme du lieu des points-base du faisceau dualisant relatif
wy;s (op. cit., Theorem), Saito a ainsi calculé ord A; lorsque X est
semi-stable (op. cit., Proposition).

Dans ce travail nous démontrons la conjecture d’Ueno ci-dessus lorsque
car(k) # 2. Si car(k) = 2, en dehors de certains types numériques de X,
I’énoncé reste vrai. Sinon il y a des contre-exemples (§5, exemple 1). On
donnera néanmoins un encadrement de ¢(X) dans ce cas-la. Nos résultats
recouvrent en tout cas ceux d’Ueno et de Saito concernant c¢(X).

On procéde comme suit. On peut supposer R hensélien et k algébriquement
clos. Soit 7: X — Y la contraction des composantes irréductibles I' de X telles
que p,(I') =0 et I'> = —2 (ce qui équivaut a deg wy;slr = 0). Au §4, on
montre que w3 est cohomologiquement plat, ramenant ainsi le calcul de ¢(X)
a la comparaison entre det(SH(Y, wy,s) et det H(Y, w§3) (voir §4, lemme 6).
L’involution hyperelliptique ¢ de C s’é¢tend en un automorphisme de Y. Soit
Z:= Y/{o),c’est un modéle projectif normal de P} sur S. Le nombre ¢(X) est
alors complétement déterminé en fonction de la structure de Z (§4):

THEOREME 1. Soient Z défini comme ci-dessus et Z — Z la désingularisa-
tion minimale de Z. Soit d le nombre de composantes irréductibles de Z..
Alors d est impair et

V(A min) = —Art(X/S) + d—;—l

Ensuite, on détermine la structure de Z en fonction du type géométrique
de X (§5), cela étant possible si car(k) # 2, ou en excluant un certain
nombre de types numériques de X lorsque car(k) = 2. On retrouve alors
les constantes ¢(X) en fonction du type géométrique de X données par
Ueno en car(k) = 0 (voir aussi §5, Remarque 6).

La définition du discriminant minimal v(A,;,) fait appel a un mode¢le
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régulier de C sur S. On peut aussi considérer le plus petit discriminant
possible v(A ) des équations de C a coefficients dans R. Au §6, on verra que
la différence de ces deux discriminants peut s’exprimer en terme de ¢(X):

THEOREME 2. On a l'egalitée v(Ay) = W(Amin) + 10c(X).

Le probléme du calcul effectif de Art(X/S) sera abordé au méme para-
graphe.

Soient R*" I'hensélisé strict de R, K* = Fr(R*"). Alors X x R*" est le
modéle minimal de C x K*P; Art(X x R*"/Spec R*")=Art(X/S); Cet C x K™
ont le méme discriminant minimal. Donc pour I’étude des invariants
concernés, on peut toujours supposer R hensélien a corps résiduel algé-
briquement clos.

Je remercie le referee pour ses nombreuses remarques judicieuses.

NOTATIONS. Dans tout ce qui suit, R sera un anneau de valuation
discréte hensélien, a corps résiduel k algebriquement clos; C sera une courbe
projective lisse, géométriquement connexe, de genre 2 sur K = Fr(R). On
note v la valuation normalisée de K, t une uniformisante, S = Spec R et
X — S le modéle régulier minimal de C sur S.

1. Conducteur, équations minimales et discriminant minimal
1.1. Une formule du conducteur

Soit W un schéma propre plat sur S, régulier, dont la fibre générique W,
est une courbe lisse géométriquement connexe de genre g = 1. On note
I',,...,[, les composantes irréductibles de la fibre spéciale W,, m; la
multiplicité de T',.

Soient G = Gal(K/K) et f =¢+ & l'exposant du conducteur de la
représentation l-adique G — Autg (H4(W;, Q) (voir [Se], §2.1). Ce con-
ducteur est aussi celui de la Jacobienne J de W,. En effet, soient T; le
module de Tate de J et V,= T,® Q,, on a un isomorphisme canonique
Hi{(W,, Q) ® Q,(1) ~ V,. Comme w- < K, G agit trivialement sur Q,(1).
Donc Hi(W,, Q) est isomorphe a ¥} en tant que G-module.

PROPOSITION 1. Supposons que pged{m;|1 < i < n} = 1. Alors*
—Art((W/S)=n—1+f
Preuve. Soient A" le modéle de Néron de J et A4"° sa composante neutre.

*En fait, la proposition est vraie sans I’hypothése sur le pgcd des multiplicités. Elle résulte
immédiatement de Iisomorphisme de [BI], Lemma 1.2(i) pour m = 1.
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On note a(W) (resp. t(W); resp. u(W)) le rang abélien (resp. torique; resp.
unipotent) de AY. Alors ¢ = 2u(W) + t(W) ([Se-Ta], §1, lemmas 1-2),
a(W) + t(W) + u(W) = g. De plus, 'hypothése sur le pged des m; implique
que Ay ~ Picy ;i ([B-L-R], §9.5, theorem 4). En particulier, la somme des
genres géométriques des I'; est égale a a(W).

Soit E une courbe propre connexe sur k. Soit 7: E — E le morphisme fini
composé de 'immersion fermée E. — E et de la normalisation E — E,,.
Suivant Dolgadev ([Do], §2) on définit le nombre

o= (#n7 (g — 1)

qeE

On note ng le nombre de composantes irréductibles de E, ¢ le rang torique
du groupe algébrique Picg,. On a ty, = t(W). On connait le nombre x(E)
en fonction de d, et de E (op. cit., prop. 2.4). En prenant E = W,, on obtient

—Art(W/S) —(n—1+ f)=0w,—(n— 1+ tw)

Il reste donc a montrer que pour toute courbe propre connexe E sur k, on
adg=ng— 1+t

Soit E’ la plus grande courbe entre E et E., universellement homéo-
morphe & E, (voir [B-L-R], p. 247). Alors on a trivialement dg = Jy,
ng. = ng, mais aussi tz = tg. (op. cit.,, §9.2, prop. 5 et 9). On peut donc
supposer E’ = E. On démontre 1’égalité souhaitée en considérant la suite
longue de cohomologie déduite de la suite exacte

1 - 0f > n,0% > n,05/0% > 1

REMARQUIE 1. Si W, a un point rationnel (par exemple si c’est une courbe
elliptique) ou si g = 2, alors la condition sur le pgcd des multiplicités est
vérifiée.

1.2. Equations hyperelliptiques de C

Appelons equation (hyperelliptique) de C toute équation affine de la forme

(6): y* + Q(x)y = P(x), P, QeK[x]

telle que Spec K[ X, YJ/(Y? + Q(X)Y — P(X)) soit isomorphe a un ouvert
de C, et que deg Q(x) < 3, deg P(x) < 6.

A une équation (&) on peut associer son discriminant A(&) de la
fagon qui suit. Si car(K) # 2, on pose A(&):=2"12 discx(4P+Q?), ou
disc4(4P+Q?) est le discriminant de 4P(x)+Q(x)*> considéré comme un
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polynéme de degré 6 en x. Si car(K) = 2, on reléve les polyndmes P, Q en
P,0e W(K)[x] dans l'anneau des vecteurs de Witt, et on définit A(&)
comme la réduction de 2712 disc(4P + 02)e W(K) modulo 2W(K). On a
A(&) = J o 0u J,, est Pinvariant d’Igusa de degré 10 associé a ’équation
(&) ([1g], §6 ou [Liu2], §2.2).

Les formes différentielles suivantes

dx x dx
@) =550 Y5 rom

sont holomorphes sur C, et forment donc une base de H(C, Q¢ k) sur K.

1.3. Relations entre les equations de C

Toute autre équation (8"):z? + H(v)z = L(v) de C s’obtient a partir de (&)
par changement de variable

po XD (2’ b)eGLz(K)

Cex+d’ d
N %c%%l’ e€ K*, G(x) € K[x], deg G(x) <3

Si 'on pose w; = w;(8), w; = w,(&), A = A(E), A’ = A(&"), alors

A = e?%ad — bc)~*°A

()= (5 2)(2)
wh b a/\w,

En particulier la section
A@, A ©,)®" 0 e(AH(C, Q&x)®°
ne dépend pas du choix de (&).
1.4. Equations minimales et discriminant minimal

Soit X’ un modéle régulier de C (c’est-a-dire un schéma propre plat sur S,
régulier et a fibre générique isomorphe a C). Soit wy-s le faisceau dualisant
relatif sur X', il est inversible et on a wyslc = Q&k. La restriction a C
induit une injection canonique HO(X’, wy-s) & HO(C, Q¢ x), et HY(X', wx,s)
est un R-module libre de rang 2.



56 Q. Liu

Suivant [Ue], remark 2.3.1 (qui est légérement erronée), on pose la
définition suivante.

DEFINITION 1. On appelle équation minimale de C toute équation (&)
de C telle que {w,(€), w,(&)} soit une base de HO(X, wyx;s) sur R. On
appellera discriminant minimal de C 'entier v(A(£)) associé a une équation
minimale (&).

Le discriminant minimal ne dépend pas du choix d’une équation mini-
male grice a Iinvariance de A(€)(w (&) A w,(6))®'°. On le notera v(Apn).
On pose aussi

c(X) := v(Apin) + Art(X/S)

REMARQUE 2. La définition ci-dessus des équations minimales n’est pas
exactement celle d’Ueno ([Ue], def. 2.2). Mais celle du discriminant
minimal est la méme.

Une équation minimale n’est pas nécessairement a coefficients dans R
([Ue], example 2.4). Mais on a toujours vw(A,,;,) = 0 (remarque 3). D’autre
part, on peut définir un discriminant minimal au sens “naif” v(A,) de la
fagon suivante: c’est le plus petit entier tel qu’il existe une équation (&) de
C a coefficients dans R avec V(A(&)) = v(A,). On a v(A,) = V(A (prop.
2(d)). En général, il n’y a pas égalité (voir théoréme 2).

PROPOSITION 2. On a les proprieétés suivantes:

(a) Il existe une equation minimale (&) de C,;

(b) Si (6”): z2 + H(v)z = L(v) est une autre équation de C, alors elle est
minimale si et seulement s’il existe un changement de variable comme
dans (1.3) avec

a b
<c d)eGLZ(R), ee R*

(c) Pour tout modele régulier X' de C, on a H(X, wy;s) = HU(X', wx/s)
en tant que sous-groupes de H(C, Q¢ x);

(d) Si (&) est une équation de C a coefficients dans R, alors v(A(&")) =
WA min)- De plus, 'egalite a lieu si et seulement si (6”) est minimale.

Preuve. (a) Soit (&”):z> + H(v)z = L(v) une équation de C. Il existe une
matrice

a b
(C d)eGLZ(K)
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qui transforme (w,(&”), w,(&’)) en une base de H(X, wys) sur R. Par le
changement de variable

x_dv+c _ad —bc
T bv+a’ y—(bv+a)3z

on obtient une équation minimale (&) :y* + Q(x)y = P(x).

(b) On raisonne de la méme fagon.

(¢) Il existe une modification f: X’ - X. Comme X est régulier, tous ses
points fermés sont des singularités rationnelles, donc f, wyxs = wxs, d’ou
I’égalité recherchée. On peut la démontrer de fagon plus élémentaire comme
suit.

On obtient X a partir de X’ en contractant successivement des diviseurs
exceptionnels. Il sufit donc de montrer que si g: X; — X, est un morphisme
entre modeles réguliers de C qui consiste en la contraction d’un diviseur
exceptionnel E en un point p, alors H(X |, wx,;s) = HY(X ,, wx,/s)-

Comme wy,s =~ g*wy,s ® Ox,(E), on a HYX ,, wx,;s) = HY(X ,, wx,s).
Comme wy, s est inversible et que X, est normal, on a

HO(XZ, Wx,s) = Ho(Xz“ {P}, Wx,s) = HO(X1 —E, wx,;5)> HO(X 1> Dx,/s)

Ce qui démontre I’égalité annoncée.

(d) Soit (&”):2z*> + Q,(v)z = P,(v) une équation de C avec P,, Q, € R[v].
Soient 4 = R[v] et B la cléture intégrale de 4 dans #(C). D’apres le
lemme 1 ci-dessous, il existe ye B tel que B= A + Ay. Soient H(v) =
—oa(y) — y, L(v) = —a(y)y, ou o correspond a I'involution hyperelliptique
sur C. Cela induit une équation (&,): y*> + H(v)y = L(v) de C a coefficients
dans R. Il existe aeR, aeA tels que z=ay+ a, donc VA(&") =
20v(er) + V(A(E o)) = V(A(& (). 11 reste & montrer que WA(E () = V(A min)-

Soient W le modéle normal projectif de C induit par U = Spec B,
W — W sa désingularisation minimale et w; = ®,(€,). On a wy;s = ©,0y
d’aprés le lemme 2 ci-dessous. On en déduit aisément que HO (W, wys) =
Rw, + Rw,. Par conséquent HO(W, o) < Rwy+Rw,, et v(A(F,)) =
v(Amin) €n utilisant (1.3).

Enfin si WA(”)) = V(Amin), on a€R* et HO(W, wy5) = Ro] + Ra'y, ot
w; = w,(€”). Donc (&”) est minimale.

LEMME 1. Soit A une R-algebre integre de type fini. Soient F une extension
de Fr(A) de degré 2, B la cloture integrale de A dans F. On suppose que:
(@) A ®gK est principal;
(b) \/ZZ est un ideal premier principal de A et que A/\/a est normal.

Alors il existe ye B tel que B= A + Ay.



58 Q. Liu

Preuve. Les hypothéses sur A impliquent que A est régulier de dimension
<2. Il suit que B est fidélement plat sur 4 ([EGA], 0;y, 17.3.5). Donc
B = A+ L ou L est un A-module localement libre de rang 1 ((EGA], IV,
2.2.17). En utilisant la valuation discréte de Fr(A4) associée a 'idéal premier

/tA, on montre aisément que Pic(4) = 0. Donc L est libre de rang 1.

LEMME 2. Soit U = A% un sous-schema intégre defini par une suite
reguliére F,,...,F,eR[T,,..., T,]. Soit ¢ son point generique. Supposons
qu’un mineur

OF,;
J = det (——’)
6’1; 1<i,j<r

soit non-nul dans Oy ;. On identifie wy;re a (dt,+1 A - AdL)0y ¢, ot dt; est
l'image de dT,e Qay g dans Qfg. Alors

Wuyr = J 1! '(dtr+1 AN Adt")(QU

Preuve. Soit # I'idéal de 05, engendré par les F;. On a

wyr = det(F/ %) @ wayrly
D’autre part, soit V un ouvert de U lisse sur R, on a une suite exacte

0 (F/23)y - Qagrly = Qbyrly = 0
Cela suffit pour montrer le résultat. Il est clair que R peut étre remplacé par
un aneau intégre quelconque.
2. Interprétation de ¢(X) en terme du faisceau dualisant
2.1. La formule de Saito
Rappelons l'interprétation par T. Saito de I'identite (1), voir [Sa2] pour
plus de précision. Soit g: Y — T une courbe propre lisse a fibres géomét-
riques connexes de genre 2. Il existe trois isomorphismes canoniques qui

commutent au changement de base:

A:det Rg*(w;?/z]‘) e d (det Rg*ﬂ)y/T)®l3
A, : (det Rg,wy;7)®* — det Rg, (0F)
A/ . @T g (det Rg*COY/T)®10
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ou A, provient de Iisomorphisme canonique S*(g, wy;1) = g, (@F7) (S?
signifie puissance symétrique d’ordre 2); et A’=(A-A,) ® Id. On peut
appliquer ces isomorphismes & T = SpecK et Y =C. Soit f: X > S le
morphisme structural. On a donc un isomorphisme canonique

A, :(det Rf,wyx5)® @ K — det Rf,(§%) ® K,

il induit donc une identité A, ((det Rf, wxs)®*) = t" det Rf, (w%}s), ou neZ.
On note cet entier ord A;. On définit de la méme maniére ord A et ord A"
Comme ord A = —Art(X/S) ([Sal], theorem 1), on a

ord A" = —Art(X/S) + ord A,
2.2. Comparison avec le discriminant minimal

Notons Ay,r I'isomorphisme A’ de (2.1) relatif & une courbe propre lisse
g:Y->T

PROPOSITION 3. Soit (&) une équation de C. Alors l'isomorphisme A¢;x
est defini par

k(1) = AE)w (&) A w,(8)) ®Y°

Preuve. Considérons A’ = Z[ay,...,as by, --., b3] I'anneau des poly-
némes a 11 variables a;,b;. Soient 2(x) = (box> + --- + by), P(x) =
aox® + -+ + ag et 2'2J,, le discriminant du polyndéme 42 + 22 (en tant
que polyndme de degré 6 en x). On pose A = A'[J1o!] et T = Spec A. Soit
% la courbe projective lisse de genre deux sur T définie par une équation
affine y% + 2(x)y = 2(x). 1l est clair que

o, = 9X o, = Xdx
T2y 4+ 9(x) P 2y + 2(x)

forment une base de H%%, wgr) sur A. Comme detRg, wyr =
(det HY(¥, wg 1))~ ona Ayr(1) = a-(w, A w,)®% avec ae A*. 1l suit qu'a un
signe pres, a = J, pour un entier ge Z.

Soit (&) : y? + Q(x)y = P(x) une équation de C. Il existe un homomor-
phisme d’anneaux é:A[x] - K[x] tel que J)(x) =X, $(Q(x)) = Q(x) et
#(?(x)) = P(x). Posons ¢ = @|,. Il induit un morphisme Spec K — T et on
a C =% x;Spec K. Comme A’ commute au changement de base, on a

Agix(1) = ¢ 10)(P@ 1) A (e ,) ®*?
= A(8)(@ (&) A (£) **
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En utilisant (1.3) on voit que A(€)? ! ne dépend pas de I'équation (&), donc
q=1

COROLLAIRE. On a ord A’ = v(Ain)-
Preuve. On sait que wy,s est cohomologiquement plat sur S ([Ra], prop.
9.5.1), donc

det Rf*wx/s = (det HO(X, wX/S))~

Soit (&) une équation minimale de C. Alors par définition (w,(&)A
@,(6))®"° est une base de (det H(X, wys))®". 1l suit que ord A’ =
VA(E)) = V(Amin)-

REMARQUE 3. Supposons avoir montré que wgsest cohomologiquement
plat sur S (voir §4, théoréme 1). Soit f:X — S le morphisme structural.
Alors on a

det Rf,(0®%) = (det HY(X, 0$3)~

Si I'on identifie S2 H(X, wys) & son image canonique dans H(X, %),
alors ¢(X) est I'entier défini par

det(S? HUX, wx;s)) = t°® det HO(X, 0$s) (3)
Une conséquence immédiate est que ¢(X) = 0, et donc v(A ;) = 0 (voir
aussi [Sa2], Cor. 2).

3. Modéles projectifs normaux de Pk

On démontre dans ce paragraphe quelques résultats techniques qui vont
servir au calcul de wyg et a la détermination du quotient X/{c).

3.1. Intersection sur une surface arithmetique

Soit W comme dans (1.1) mais g peut étre nul éventuellement. Il y a une
théorie classique d’intersection sur W entre les diviseurs verticaux et des
diviseurs quelconques (voir par exemple [La], Chap. III, §2-3). On note
p.(I")) le genre arithmétique de I'; et wys le faisceau dualisant relatif de W
sur S. On a les identitées suivantes:

mI?=—=%Y mI; T, 2p,(T)—2=T7?+T; wys

j#i
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29—2= ) (p,[T)—2—THm,

1<i<n
Si le pged des m; est égal a 1, 0n a
HO(WS’ 0"’5) = ka dimk Hl((Ws)réd’ @(Ws)réd) < g

Cela est démontré dans [Ar-Wi], lemma 2.6, si g > 2 et si W est minimal. La
méme démonstration marche sans ces derniéres hypothéses (qui servent a
montrer une inégalité stricte lorsque W, n’est pas réduit).

3.2. Modéles réguliers de Pk

On conserve les notations de (3.1) mais avec W, = PL. Comme W, a des
points rationnels sur K, le pged des m; est égal 4 1. En appliquant (3.1), on
voit que (W) est une courbe de genre arithmétique 0. En particulier
[;~Piet:T;= #I,nT;sii#j On peut associer un graphe a W, de
la fagon suivante: les sommets du graphe sont les composantes I';, etily a
I;-T; arétes entre I'; et T';.

Si W, est irréductible, alors W ~ Pg. Danns le cas contraire, W a au
moins un diviseur exceptionnel relatif a S.

LEMME 3. On a les propriétés suivantes:

(a) Tout diviseur exceptionnel I", de W rencontre au plus deux autres
composantes, et il les rencontrent en des points distincts;

(b) W est semi-stable et le graphe de W, est un arbre;

(c) Supposons que W admet un unique diviseur exceptionnel I";. Si I'; se
trouve sur le chemin qui relie I'; a I'y, alors m; = m;.

Preuve. On peut supposer que n = 3, ou n est le nombre de composantes
irréductibles de W,.

(a) Soient I',,...,T", ., les composantes de W, qui rencontrent I';. Alors
aucune des composantes I;, 2 <i<r + 1, n’est exceptionnelle. Par des
contractions successives des diviseurs exceptionnels différents de I', on se
rameéne au cas ou I'; est 'unique diviseur exceptionnel. Pour tout 2 < i <
r+1,ona —mI?>m, donc (—2—THm; > m, — 2m,. 1l suit que

m—2= Y (=2-=TIPm;= Y (m —2m)=(r—2m,

2<js<n 2<is<r+1
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Dot r<2. Sir=2onal,n[;=¢, car sinon —m,['3>m,+m,,
—m3I'3 = m, +m,, donc

my —2=(my + my— 2my) + (m; + my, — 2m;) = m;,

absurde.

(b) 11 s’agit simplement de montrer que les points d’intersection p de W,
sont doubles. Cela est vrai si p se trouve sur un diviseur excptionnel d’aprés
(a). Dans le cas général, on fait une récurrence sur n en contractant un
diviseur exceptionnel.

(c) Soit W — W, la contraction de la composante I';. On a W, # Pk. Si
W, a au moins deux diviseurs exceptionnels, alors n =3, m; =2, m, =
my =1 et le résultat est immédiat. On peut donc supposer que W, a un
unique diviseur exceptionnel. Ce diviseur est nécessairement 'image d’une
composante de W, qui rencontre I';. On montre ainsi le résultat par
récurrence sur n.

3.3. Application a la desingularisation

Les notations sont celles de (1.1). Soient I'y, I', deux composantes de W,
qui se coupent transversalement en un point p (i.e. I'; et I', sont les seules
composantes qui passent par p, elles sont lisses en p et ont des tangentes
en p distinctes). On suppose qu’il existe un R-automorphisme d’ordre 2 non
trivial ¢ de W qui laisse invariants p et chacune des composantes I';, I",.
On cherche une description de W’':= W/{a) au voisinage de I'image p’ de
p. On note I'; 'image de I'; dans W’ et m; sa multiplicité.

LEMME 4. Supposons W, /{c) ~ Pk. On a les propriétés suivantes:

(a) Si p' est un point regulier de W', alors (m';,m5)e{(m, m,/2),
(my/2,my)};

(b) Si p’ est un point singulier de W', lors m; + m,e2N, m; =m;, et
l'image réciproque de p’ dans la desingularisation minimale de W' est
une composante de multiplicite (m, + m,)/2, isomorphe a P;, et de
self-intersection —2;

(¢c) Supposons I'; lisse et qu'elle coupe les autres composantes de W,
transversalement. Si my = m,/2, alors les points de T"} sont reguliers
dans W'

Preuve. (a) Soit g: W — W’ le morphisme canonique. D’apreés la formule
de projection (voir par exemple [La], III, Theorem 4.1), on a I'} -g,I', =
g*I'; - T',. Par conséquent, I} - 2/(m ,/my))[7, = (m/m)T, - T, or T 15 =
1 d’apres (3.2), donc mym, = 2mim’. D’ou le résultat car m; divise m;.

(b) Soit W’ — W] la contraction des composantes irréductibles de W/
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distinctes de I'} et I', (voir (4.1) pour la définition de la contraction). Soit
W - W la désingularisation minimale. Si I est une composante de 1174
au-dessus de p’, montrons que sa multiplicité m’ vérifie m’ = (m, + m,)/2.
En effet, il existe un point xe I7V,,’ rationnel sur une extension de degré m’
de K, et dont la spécialisation dans W, appartient a I'". Soit ye W, un point
au-dessus de x, alors y est rationnel sur une extension de degré <2m’ de
K. Comme y se spécialise en p dans W,, ce degré doit étre =m, + m,, d’ou
m = (m; + m,)/2.

Si m, # m,, par exemple si m; > m,, alors I'} est l'unique diviseur
exceptionnel de W’. On conclut en appliquant le lemme 3 aux composantes
qui rencontrent I'}. Si m; = m,, on éclate W le long du point fermé p,
ajoutant ainsi une composante de multiplicité 2m, qui coupe chacune des
I',T, en un point p,,p,. On conclut en étudiant laction de o aux
voisinages respectifs de p, et p, (on est alors ramené a des situations
considérées précédemment).

(c) L’action de o sur I'; est triviale. Soit geI'; et g’ son image dans W".
Si g est un point d’intersection, on sait d’aprés (b) que g’ est régulier dans
W’. Supposons que qef‘l. Donc q’ef“’l. Soit W — W” la contraction des
composantes de W, autre que I';. Si ¢’ est singulier dans W’ (donc dans
W), il est remplacé par une chaine de droites dans la désingularisation
minimale de W”, de plus, une de ces droites est de multiplicite m” < m’
d’apres le lemme 3(c). Il existe donc un point Q' e W, de degré m” sur K,
qui se spécialise en g’ € W,. Soit Q un point de W, au dessus de @, alors Q
est de degré <2m” < m, sur K, et Q se spécialise en g. C’est impossible car
I'; est de multiplicite m,.

REMARQUE 4. Supposons car(k) # 2. Alors ce lemme reste vrai sans
I’hypothése W, /(o) ~ Pk%. Les composantes I'; et I, se coupent encore
transversalementen p’. En effet, soit B, I'ildéal premier de Oy, correspondant
aI';. Il existe un générateur u; de B, tel que o(u;) = +u,. Les propriétés (a) et
(b) se démontrent en passant par le complété formel @W, » qui est engendre
par les u; sur R La propriété (c) se démontre suivant le méme principe.

Faute d’avoir une telle description de 'action de ¢ lorsque car(k) = 2,
nous somme obligés de supposer que W,/{c) =~ P} et d’utiliser les prop-
riétés des modéles réguliers de Pk sur S.

3.4. Structures locales de certains modéles normaux de Pk

On fixe dans cette section un modéle normal projectif Z de Pk sur S tel
que T:=(Z). soit irréductible de multiplicit¢é 2. On note Z - Z sa
désingularisation minimale, T" le transformé strict de I' dans Z. Il suit de
(3.2) que Z, est de la forme
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1
ou o e e ! !

1 2 2

En particulier, Z a au plus deux points singuliers.
LEMME 5. On a les propriétes suivantes:

(a) Il existe un ouvert affine de Z isomorphe a
Spec R[X, W]/(X? — t(x + BX + t"X*W))

avec e R*, fe R, NeN et ¢€{0,1};
(b) Z, a exactement 2N + ¢ + 3 composantes irreductibles.

Preuve. (a) Rappelons que t désigne une uniformisante de R. Soit H,
('image de) une section de Z. On pose U = Z — H,. Cest un ouvert affine
de Z. Notons A" = O4(U), A’ = A’ @k, et v;- 1a valuation de #(Z) induite
par le point générique de I'.

Il existe xe A" — tA’ tel que Ax = K[x]. Montrons que I'image x de x
dans A’ est algébrique sur k. Pour tout ae 4, il existe ge Z, Q(X) e R[X] —
tR[ X7 tels que t%a = Q(x). Si X était transcendant sur k, alors g < 0, donc
A" = R[x], ce qui impliquerait que Z est intégre.

Quitte a translater x par un ¢lément de R, on peut supposer X nilpotent.
Donc vi(x) =1 car x¢tA’. Le point rationnel x =0 de Z, induit une
section H, de Z. On pose B = O0,(U n(Z — H,)). Alors \/E = xB.

Posons w, =1t"'x% On a wye By et vi(w,) =0, donc wyeB. Si son
image w, dans B® gk est transcendant, on pose a =1, f=¢=N=0 et
w=w,— 1. Sinon, il existe o, eR* tel que w,— a, e\/ﬁ, donc
wo = a; + xw, avec w, € B. On construit ainsi deux suites a;€R et w;e B
telles que

X2 =10y + ayx + ozt + -+ + X wyj,,) (6 =0,1)

Cette construction s’arréte si 'on arrive a un i tel que w; goi ndant
; soit transce

sur k. Montrons que c’est toujours le cas. Supposons le contraire. Soient
a=3;50t%0j4+1€ER, B =Zj5¢t/,;+,€R. On voit que x> — t(x + fx)et"B
pour tout n > 2. Il suit que v(x? — t(a + Bx)) = + o0, donc x est algé-
brique sur K. Ce qui est impossible.
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Il existe donc Ne N, ¢€{0, 1}, we B et e R*, feR tels que
x? = t(a + Bx + tNx*w)

et w transcendant sur k, o, f étant définis comme ci-dessus mais par des
sommes finies. Posons 4 = A’si¢ =0et 4 = Bsi ¢ = 1. En utilisant le fait
que Ax = K[x,w] et que we A @ k est transcendant sur k, on montre sans
difficulté que 4 = R[x, w]. L’homomorphisme R[X, W] — A qui envoie X
a x et W a w est surjectif, de noyau engendré par X2 — t(a + X + tNX*W).
Par construction, Spec A est un ouvert de Z.

(b) L’¢lément we #'(Z) induit un morphisme fini Z, — Pk de degré 2, et
un modéle Z' ~ P} de P% sur S. De plus, Z est la normalisation de Z’ dans
A(Z). Soient D la cloture intégrale de R[w™!] dans H#(Z), v=w !,
y = xv. Alors on a la relation y? = t(aw? + Byv + tNy*v! 9). 1l est facile de
voir que I'on a en fait un isomorphisme

RLV, YIAY? — t@V? + BYV + t¥Y*V'1=%) 5D

Comme Z = Spec A U Spec D, il suffit maintenant de résoudre leurs singu-
larités par éclatements et normalisations successifs. Notons que si
N =¢e=0, alors Z a deux points singuliers de type “quadratique™
x2 — tw = 0; sinon, Spec A est régulier et SpecD a un unique point
singulier p. Lorsque l'on éclate ce point p, on trouve une droite de
multiplicité 2 qui coupe le transformé strict I" de I' en un point singulier
de type quadratique, et qui contient un autre point singulier de méme type
que p mais avec N — 1 a la place de N.

4. Deétermination de c(X) en fonction de la structure de Z
4.1. Contraction des diviseurs sur lesquels wys est trivial

Soit W comme dans (1.1). Soit I un sous-ensemble strict de {1,...,n}.
Notons E = Uisl I'; Comme R est hensélien, il existe un morphisme de
contraction n: W — V de E ([B-L-R], §6.7, Prop. 4). C’est un morphisme
propre a fibres connexes; V est un schéma normal, projectif sur S; n(E) est
un ensemble fini de points fermés et © induit un isomorphisme W — E 5
V — n(E). La contraction 7 est uniquement déterminée par I'ensemble E.
Supposons de plus que deg wwslr, = 0 pour tout iel. Cette condition
équivaut a p,(I",) = 0 et I'? = —2 (voir (3.1)). Il suit que w5 est trivial sur
un ouvert de W contenant E (voir par exemple [Ar], Cor. 2.6). De plus,
d’aprés [Lip], Theorm 27.1, les points singuliers de V sont des singularités



66 Q. Liu

rationnelles. On en déduit facilement que wy 5 est un faisceau inversible et
que T*Wy 5 = W5, Ty s = Oys. Pour tout ge Z, on aura

T wvh) = opls, T(hls) ~ o @

les deux derniers faisceaux inversibles étant isomorphes sur V — n(E).

Un faisceau cohérent & sur un S-schéma g: W— S est dit cohomologique—
ment plat sur S s’il est plat sur S et si la formation de g,% commute au
changement de base. Ce dernier est équivalent a (9,5 ), ~ g, (F,). Re-
venons au modeéle minimal X de C sur S. Si le pgede des multiplicités des
composantes de X, est 1 (ce qui est le cas si g(C) =2), alors Oy est
cohomologiquement plat sur S ([Ra], théoréme 8.2.1). Par dualité de Serre,
il en est alors de méme pour wys.

LEMME 6. Soit E la réunion des composantes irreductibles I' de X telles
que deg wy sl = 0. Soit m: X — Y la contraction de E. Supposons que wy,s
n’a qu'un nombre fini de points-base. Alors w}‘?/zs est cohomologiquement plat
sur S. De plus, en identifiant S* HO(Y, wy,s) a son image dans HO(Y, wiys), on a

det(S2 HO(Y, wy/s)) = t°® det HO(Y, (Uy/s) )

Preuve. L’hypothése sur les points-base de wy,s implique que ce dernier
peut &tre représenté par un diviseur de Cartier relatif effectif. On a donc
une injection wy i, & Oy . Comme wy,s est cohomologiquement plat, il en
est de méme pour wy;s. Donc HYY,, Oy) =k et HY(Y,, wy,}) =0. Cela
entraine par dualité que H(Y,, w57,) = H(Y, oys) = 0. D’ou la platitude
cohomologique de a)‘ff’/fg et donc celle de w}‘?,zs. Enfin la formule (5) résulte
des formules (3) et (4).

4.2. Calcul de ¢(X)

On conserve les notations du lemme 6. Soit ¢ I'involution hyperelliptique
de C, elle se prolonge en un automorphisme de X par I'unicité du modéle
minimal. Clairement ¢ laisse invariant I’ensemble E, donc il se prolonge en
un automorphisme de Y par I'unicité de la contraction.

Dans toute la suite, on note par Z le quotient Y/{o), p:Y—>Z le
morphisme canonique, Z — Z la désingularisation minimale de Z et d le
nombre de composantes irréductibles de Z.

Soit ¥ un ouvert de Y dense dans les fibres. Comme Y est normal et wys
est inversible, on a pour tout ge Z,

H(Y, oF%) = HUV, 0$%) nHYC, w5 (6)
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Pour tout ye #(C), on note Tr(y) = a(y) + y, N(y) = o(p)y.
D’aprés les formules de (3.1), Y, est soit irréductible de multiplicité <2,
soit réduit avec deux composantes irréductibles. Il en est de méme pour Z_.

PROPOSITION 4. Si Z, est integre (donc lisse), alors ¢(X) = 0. De plus, C
admet une equation minimale a coefficients dans R.

Preuve. On a Z~ P}. Soient U = Spec R[x] un ouvert affine de Z et
V = p~Y(U). On pose 4 = 0,(U), B = 0y(V). D’aprés le lemme 1, il existe
yeB tel que B= A + Ay. Soient Q(x) = —Tr(y), P(x) = —N(y). Alors on
a un isomorphisme

R[x, Y]J(Y?* + Q(x)Y — P(x)) > B

D’aprés le lemme 2, on a wysly = ©,0yly, o0 @, = 2y+Q(x))~ "' dx. Il suit
de Pidentité (6) que H(Y, wy5) a pour base {w,,w,} avec w, = xw,. On
voit immédiatement que wy s est engendré par ses sections globales et que
S2HYY, wy,s) > H(Y, w§s). D’ott ¢(X) = 0.

Montrons qu’il existe z,eB tel que B= A + Az, et degTr(z,) < 3,
deg N(z,) < 6. Ce qui fournira une équation minimale de C a coefficients
dans R. Considérons I’ensemble

o = {A+Az|zeB, By = Ax+ Agz, deg Tr(z) < 3, deg N(z) < 6}

Cet ensemble est non-vide car g(C) = 2. Soit A + Az ° un élément maximal
(pour Tinclusion) de cet ensemble. On a z, = ay + ﬁ(x), a€ R, h(x) e R[x].
11 suffit de montrer que o € R*. Supposons le contraire. Alors on peut écrire
a=tf, h(x) =tg(x) + f(x), avec BeR, ¢g(x), f(x)eR[x] et deg f(x) =
deg f(x). Donc z, = t(By +g(x))+ f(x). Il suit que By + g(x) € o, ce qui
contredit I’hypothése de maximalité de 4 + Az,

PROPOSITION 5. Supposons que Z, ~ 2P;. Alors d est impair et ¢(X) =
d —1)/2.

Preuve. D’apreés le lemme 5(a), Z contient un ouvert affine Spec R[x, w],
avec x2 = t(x + Bx + t¥x*w). En vertu de la proposition 8(a) et (b), on a d
impair. Il suit du lemme 5(b) que e =0 et d = 2N + 3.

Posons h=1t"'x2, A= R[x,w,h™']. Alors ﬂ = xA. En vertu du
lemme 1, la cloture intégrale B de A dans A#(C) est de la forme
B = A + Ay. On peut choisir y entier sur R[x,w]. Alors V:= Spec B est
isomorphe de fagon naturelle & un ouvert principal de

Spec R[X, W, Y1/(X2—t(a+BX + t"W), Y2+Q(X, W)Y — P(X, W))



68 Q. Liu

ou Q, PeR[X,W] vérifient Q(x,w) = —Tr(y), P(x,w)= —N(y). En
utilisant le lemme 2, on voit que wysly = 0,0y, avec

5. = dx
N2y + Q(x, w))

Soit (&) :z% + H(x)z = L(x) une équation de C (donc K[x, z] est la cloture
intégrale de K[x] dans J#(C)). Il existe AeK*, f(x)eK[x], qeZ et
re{0,1} tels que y = f(x) + Ax"h%z. Posons w; =t ¥ 117 1w,(&). Alors
wy/sly est également engendré par x ;.

Comme {w,, w,} est une base de H(C, wy), il suit immédiatement que
H(Y, wy;s) a pour base {w, ¢t "w,}. On en déduit que sur V, wys est
engendré par ses sections globales (plus précisément par w, si r =0 et par
t 'w, sinon). D’autre part, si 'on note w;»; 'image de w; ® w; dans
HO(C, »¥5%), un calcul simple montre que H(Y, w$s) a pour base

{t77w}, t 7w w,, (VT (—tawt — tfw,w, + 03)}
Il suit que
det(S? H(Y, wys)) = V* ! det H(Y, w¥)s)

La proposition résulte alors du lemme 6.

PROPOSITION 6. Supposons que Zg soit réduit avec deux composantes
irréductibles. Alors il en est de méme pour Y,, et ses composantes se coupent
en un unique point double ordinaire p. Enfin, on a ¢(X) =n, ou n est
lépaisseur de p dans Y, et d = 2n + 1.

Preuve. Comme Y, n’est pas irréductible, il suit des formules de (3.1) que
Y, est réduit avec deux composantes irréductibles. Le fait qu’elles se
coupent en un unique point double ordinaire sera montré a la prop. 7 en
utilisant la configuration précise de X|.

I1 est aisé de voir que I'image de p dans Z est un point double ordinaire
d’épaisseur 2n (appliquer le lemme 4 4 X si I'on veut). Donc d = 2n + 1 et
Z contient un ouvert Spec R[x, v] avec xv = t*". Soient

U =p~'(Spec R[x,x']), V = p~'(Spec R[v, v~ '),

alors U u V est un ouvert de Y dense dans les fibres. Par conséquent, pour
tout geZ, on a

H(Y, 07 = HYC, w¥fs) n HOU, 0§k n HV, oFf)
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On cherche une description de 0y (U) et de Oy (V).

Soient I}, I', les composantes de Y,. Soit vy, la valuation de #°(C)
associée au point générique de I',. On peut supposer par example que
vr,(x) > 0. Notons B la cldture intégrale de R[x] dans 2 (C). Il est facile
de voir (comme pour la proposition 4) que I’ensemble

o/ = {ye B| B = R[x] + R[x]y, deg Tr(y) < 3, deg N(y) < 6}

est non-vide. Considérons Y — Y’ la contraction de la composante I',. Soit
p’ 'image de p dans Y’. Alors p’ est un point singulier cuspidal de Y;, et la
normalisation de Y; au point p’ donne une courbe de genre arithmétique
1. Comme Spec B est un ouvert de Y’ contenant p’, on voit que x* ne divise
pas N(y) (réduction de N(y) eR[x] modulo ) pour tout yes/. Si
Tr(y) = agx® + Q-+ + ay et N(y) = byx® + --- + bg, alors on a

03?2 + (@pt® + -+ + azv®)wd) = bot'®" + -+ + b @)

11 suit que 0 < vr,(yv*) < 3n. On fixe un ye o/ avec m = v (yv®) maximal.
Soit D la cl6ture intégrale de R[v] dans A#(C). On va montrer que
z:=t ™yv3 engendre D sur R[v].

Pour cela, il suffit de montrer que z¢ R[v] +tD car on a déja
Dy = K[v, z]. Supposons le contraire. Comme N(z) est un polynéme en v
de degré <6, on peut écrire z = f(v) + tu, avec ueD, f(vv)eR[v] et
deg f(v) = deg f(v) < 3. Quitte a translater y par une constante, on peut
supposer que deg f(v) < 2. On voit d’aprés I’équation (7) que v? divise f(v).
On peut donc supposer que f(v) = av? avec o€ R*. Montrons que m > 2n.
En effet, si m < 2n, il résulte de (7) que f2 + (t~™a, ) f e v’R[v] + tR[v],
ce qui est impossible. Soit y, = y — at™ 2"x. Alors y, e o/ et vr,(y,v°) =
m+ 1, ce qui contredit la maximalité de vr(yv®). Par conséquent
D = R[v, z]. De plus, le méme raisonnement que ci-dessus montre que vt
ne divise pas N(z), donc 3" ™b e R*, ce qui montre finalement que
D = R[v, z] avec z =t~ 3"yv3.

En particulier, Oy(U) = R[x,x "', y], Oy(V) = R[v,v™ 1, z] avec xv = t>",
z = t3"x " 3y. Notons Q(x) = Tr(y). En appliquant le lemme 2, on obtient

HO(U, wy/s) = 0,0y (U), HO(V, wys) = "w,O0y(V)
ou

dx

—, W, = XW
2y +Q(x)” 7 !

Cela implique que {t"®,, w,} est une base de H(Y, wy,), et que
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{t*w}, 0 w,, w3} est une base de HY(Y, wyjs). Par conséquent, wy est
engendré par sections globales sur Cu U U V et, en utilisant le lemme 6,
on trouve ¢(X) = n.

On constate que les trois propositions précédentes peuvent se résumer
comme suit.

THEOREME 1. Soient n:X — Y la contraction des composantes irréduc-
tibles I' de X, tellef que deg wyslr = 0, Z le quotient de Y par linvolution
hyperelliptique 6, Z — Z la deésingularisation minimale de Z. On note d le
nombre de composantes irréductibles de Z,. Alors a)?/zs est cohomologique-
ment plat sur S, d est impair et on a

— _Ar(x/s) + =1

V(A >

min)

Preuve. La platitude cohomologique a ét¢ démontrée dans les proposi-
tions ci-dessus cas par cas.

5. Détermination de Z en fonction du type geométrique de X
5.1. Type numérique et type geometrique de X

DEFINITION 2. Appelons un type numerique la donnée d’un triplet
(I, M,p), ou I est un ensemble fini, M = (a;); ;1€ M;.i(Z) et p=
(P))ier€ N On identifie deux types numériques (I, M, p) et (J, N,q) s’il y a
une bijection de I sur J qui envoie M sur N et p sur q par permutation des
indices.

Soit X le modéle minimal de C sur S, on lui associe un type numérique
de la fagon suivante: I est un ensemble fini qui indexe les composantes
irréductibles I'; de X; M = (I';-T)); 1 est la matrice d’intersection; et
P = (p,(I'))icr- Notons que la multiplicité m; de I'; est déterminée par M
puisque le pged des m; est égal a 1. En effet, le vecteur (m;);; engendre le
noyau de l'application linéaire Z' — Z* définie par M.

D’aprés un théoréme de Deligne et Mumford ([De-Mu], Corollary 2.7),
il existe une extension finie L de K et une courbe stable € sur R, (cldture
intégrale de R dans L) telle que C ® ¢ L soit la fibre générique de . Pour
abréger, on dira que la fibre spéciale €, de € est la réduction stable de C.
Cette courbe sur k ne dépend pas de L.

DEFINITION 3. On appelle type geométrique de X la donnée de son type
numérique et la donnée du type de la réduction stable €, de C. Dans le
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présent article, le type de la réduction stable %, sera simplement le nombre
de ses composantes irréductibles. Signalons toutefois que I’on peut déter-
miner complétement ¥, en utilisant les invariants d’Igusa de C [Liul].

Les types numériques provenant de modéles minimaux de courbes de
genre 2 ont €té classifiés par Ogg ([Og2] avec omission de trois cas); de
méme, les types géométriques ont été classifiés par Namikawa et Ueno
lorsque car(k) # 2,3,5 ([Na-Ue]).

Dans tout ce qui suit, nous adoptons la notation d’Ogg. Il faut cependant
ajouter quelques précisions supplémentaires. Chaque numéro dans la liste
de [Og2] peut représenter soit un seul type numérique, soit une infinité de
types numériques. Ce dernier cas se présente lorsqu’il ya une chaine de
droites de méme multiplicité (par exemple les types [3], [13]). D’autre part
le type numérique de X ne détermine pas entiérement la configuration de
X,. Par exemple si X est de type numérique [34], X, a deux composantes
I',, T',, elles peuvent se couper en un, deux ou trois points, les ordres
de contact des points d’intersection sont seulement régis par ’égalité
r,-r,=3.

On dira que X est de type numérique [0] si X est irréductible (donc
intégre). Il faut ajouter aussi a la liste trois numéros manquants notés [41,],
[41,] et [41_] ([Na-Ue], page 143).

Enfin pour certains types numériques on va donner une notation
différente, inspirée de [Na-Ue]. Soit E la fibre spéciale du modéle minimal
d’une courbe elliptique. Soit [#7] le symbole de Kodaira correspondant a
E. On dira que X est de type numérique [2¢" — n], n = 0, si X, peut étre
obtenue de la fagon suivante: on prend 2E, on ajoute a une composante de
multiplicité 2 de 2E une chaine de n droites de multiplicité 2, et on ajoute
encore deux droites de multiplicité 1 a la derniére composante de cette
chaine. Par exemple on a

4
—_—
2 2 \
2B

2B a4
“ e e e s ! : 1
A B 4
n I 1 1 1
type [2IV* —n],n>1 type [2111-0]
La composante notée B vérifie B> = —3. La notation [2# —n] est

la méme que celle de [Na-Ue] (excepté [2I, —n], quils notent
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[2], — (n — 1)]), mais ici, ce symbole ne présume pas le type de réduction
stable de C. L’ensemble des types [2#" — n] correspond aux types [12],
[15], [24,], [24], [26], [27], [28], [31] et [32] dans la liste d’Ogg.
Strictement parlant, la notation [22" — n] donne une classification plus
fine de X, que le type numérique, puisque par exemple [21I] —n] et
[21, — n] ont le méme type numérique.

5.2. Structure de Z

Soient X le modéle minimal de C, n: X — Y la contraction des com-
posantes irréductibles I" de X telles que deg wxslr = 0, et Z le quotient de
Y par Pinvolution hyperelliptique ¢ (voir (4.2)). On note Z — Z la désin-
gularisation minimale de Z, d le nombre de composantes irréductibles de
Z,. Les propositions 7 et 8 sont indépendantes du §4. On commence par
les cas ou Z; est réduit.

PROPOSITION 7. On a les propriétes suivantes:

(a) Si X est de type numerique [0]—[11], [19]-[23], [25], [29], [29,].
[33]-[38], [40]-[44], [41,], [41,], ou [41.], alors Z est integre
(donc lisse);

(b) Supposons X de type numerique [13], [14] ou [39]. Alors Z est réduit,
d=2n+ 1,oun— 1= 0 est le nombre de composantes dans la chaine
de droites de multiplicite 1 qui relie les deux composantes I'|, I, telles
que deg wy/slr; # 0.

Preuve. (a) On doit distinguer plusieurs situations. Si X est de type
numeérique [0]—-[11], Y, est intégre, donc Z; aussi. Dans les cas [19]-[23],
[25], [29], [29,], [33], [40]-[44], [41,], [41,] et [41_], on utilise le lemme
4 avec W = X et le fait que tout modéle régulier non lisse de Pk sur S
comporte au moins un diviseur exceptionnel.

Si X est de type numérique [35], Y, est constituée de deux composantes
se coupant en deux ou trois points distincts. S’il y a deux points
d’intersection, l'involution ¢ ne les permute pas car 'un est double
ordinaire mais pas l'autre; s’il y en a trois, ¢ en laisse au moins un invariant.
I1 suit que o permute les deux composantes de Y,, car sinon Z aurait deux
composantes qui se coupent en deux points, ce qui impliquerait que
p.(Z) = 1. Le méme raisonnement vaut pour [37].

Il reste les cas [34], [36] et [38]. Il y a exactement deux composantes
irréductibles I';,I", dans X, non contractées par n. Il suffit de montrer
qu’elles sont permutées par ¢. Supposons le contraire. Soit p, un point lisse
de X, appartenant a I', il se reléve en un point rationnel de X, et définit
ainsi un section D, de X. Posons D =D, + ¢(D,). Alors le faisceau
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inversible Oy(D) coincide avec wys sur X,. Il existe donc un diviseur
vertical V de X (i.e. a support dans X ) tel que Oyx(D + V) ~ wy;s. Comme
D-T'y=2,D-I'=0siI #TI,, on peut vérifier a la main que dans les cas
[341], [36], [38], il n’existe pas de tel diviseur V.

(b) On a Y, réduit avec deux composantes irréductibles I';, I',. Ces deux
composantes se coupent en un unique point double ordinaire d’épaisseur n
dans Y. Comme p,(I";) + p,(I';) = pa(Y) =2 et I'; % Py, on a p,(T') = L.
I1 suit que o(I";) = T';. Par conséquent, Z est réduit avec deux composantes
irréductibles qui se coupent en un point double ordinaire d’épaisseur 2n
dans Z. Ce qui achéve la démonstration.

REMARQUE 5. Si X est semi-stable, alors Z, est réduit. En combinant la
proposition ci-dessus et le théoréme 1, on retrouve les résultats de Saito
([Sa2], Proposition).

Les types numériques qui restent sont [16], [17], [18], [30] et [24~ — n],
n > 0. Rappelons que si Z; ~2P{, alors Z, posséde exactement deux
composantes de multiplicité 1.

PROPOSITION 8. Supposons X de type numerique [16], [17], [18], [30]
ou[2A4 — n],n > 0. Alors Z, ~ 2Pi. De plus, on peut estimer d comme suit:

(a) Si X est de type numerique [16], [17], [18], [30], alors d = 3;

(b) Si X est de type numerique [24" — n], alors d est impair et 3 <d <
2n+3;

(c¢) Supposons car(k) # 2 et X de type numerique [2#4" — n]. Si [A'] =
[1,], v=0, et si la réduction stable de C est une courbe irréductible,
alors d = 3. Dans les autres cas, on a d = 2n + 3.

Preuve. On démontre I'assertion sur Z; en méme temps que les propriétés
(@), (b), (c). 1l existe une unique composante I'j de X telle que deg wy /s« o
donc Y, et Z, sont irréductibles.

Soit X’ le modéle régulier de C sur S tel que (X%)q soit semi-stable (i.e.
ses composantes irréductibles sont lisses et ses points d’intersection sont
doubles ordinaires) et qui soit minimal pour cette propriété. Alors ¢ agit
sur X'

(a) On utilise de nouveau le lemme 4 (avec W = X’) et les propriétés des
modeles réguliers de Pk (voir (3.2)). On montre que X/{¢> a un unique
point singulier et que Z en a deux, d’ou d = 3.

(b) Notons I'y,...,I', les composantes de X, telles que I'; soit de
multiplicit¢ 2, T',_; nI# F, et I',_,nT; =, i <n. Soit p un point
d’intersection de I', avec une composante différente de I';, ou un point
singulier de T', (si cela existe), la méme méthode que ci-dessus montre que
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I'image de p dans X/{c) ainsi que I'image de n(p) dans Z sont des points
réguliers, et que si n = 0, ¢ permute les deux composantes de multiplicité 1.

Soit m < n le plus grand entier tel que 'image de I'; dans X /{0 soit une
composante de multiplicité 2 pour tout 0 < i < m. En utilisant le lemme 4,
on voit que d = 2m + 3. Par conséquent 3 < d < 2n + 3.

(c) D’aprés (b), on a d = 3 si n = 0. On peut donc supposer n > 1. On
va d’abord étudier le cas [#] # [I,]. Donc la normalisation de ', est P}
et homéomorphe a I'y. Pour tout 0 <i<n — 1, ¢ a deux points fixes sur
I'; qui sont les points d’intersection de I'; avec les autres composantes, ou
I'onI'; plus le point singulier de I', si [#"] = [II]. Soit I'; 'image de T;
dans X/{g)>. Comme I', et I'y ont la mé€me multiplicité, ¢ agit non
trivialement sur I'y. Or cet automorphisme a au plus deux points fixes,
donc I'y ne contient pas d’autre point singulier de X/{a> que I'image de
I'o n T éventuellement. Cela entraine que I'} est nécessairement de multi-
plicité 2. On recommence le méme raisonnement avec I';. On montre ainsi
de suite que I'; est de multiplicité 2 pour tout i < n. D’ou d = 2n + 3.

Supposons maintenant [#7] =[I,], v= 0. Alors C admet un modéle
stable sur R[¢!/?] (voir par exemple SGA 7 I, exp. I, 3.4). Plus précisément,
soit Y’ (resp. Z’) la normalisation de Y ® p R[t'/?] (resp. de Z ® g R[t/?]),
alors Y’ est le modéle stable de C sur R[t!/?]. D’aprés le lemme 5, on a
d = 3 si et seulement si Z; est irréductible. Par conséquent, si la réduction
stable Y, de C est irréductible, il en est de méme pour Z;, doud = 3. Si Yy
n’est pas irréductible, alors elle est réunion de deux courbes stables de genre
arithmétique 1, donc ¢ laisse invariante chacune de ces composantes, donc
Z, n’est pas irréductible. Il suit que Z n’a qu’un point singulier. Le méme
raisonnement que ci-dessus montre alors que d = 2n + 3.

REMARQUE 6. Les propositions 7, 8 et le théoréme 1 montrent que si
car(k) # 2, c(X) est entiérement déterminé par le type géométrique de X et
sa valeur est celle donnée par [Ue]. En fait ¢(X) ne dépend que du type
numérique de X lorsque celui-ci n’est pas de la forme [2¢7 — n], n > 1. Si
car(k) = 2, cela reste vrai a condition que le type numérique de X ne soit
pas de la forme [24" — n] avec n > 1.

EXEMPLE 1. Soit K I'hensélisé strict de @,. On va exhiber une courbe
C avec X de type numérique [2# —n], et 3<d< 2n+ 3 (donc
1<cX) <n+1). Ce qui montrera que la proposition 8(c) n’est pas
valable si car(k) = 2.

Soient ay, a; € R. On pose P(x) = (x? — 2)* + 16a,x? + 16a,. On choisit
ay, a, de telle sorte que P(x) soit séparable et que a, soit un carré dans
R/4R. Soit C la courbe hyperelliptique sur K définie par I’équation
y? = P(x). Alors les calculs montrent que d = 5, donc ¢(X) = 2, et que X
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est de type numérique [21, — 2] (resp. [2]1 — 2]) si a,€ R* (resp. si a,€2R
et a, € R¥*).

REMARQUE 7. En examinant (cas par cas suivant le type numérique de
X) le quotient X/<{a), on constate que le nombre ¢(X), calculé a I’'aide du
théoréme 1, coincide avec le nombre de points singuliers de X/{o). Cela
n’est sirement pas un hasard, mais nous n’avons pas d’explication.

De plus, soit p un point singulier de W:= X/{o). Alors, le complété
m,-adique Ow , est isomorphe 4 I'un des anneaux suivants

R[[U, VIIUV — 3, R[[U, VIIU? —tV),
RI[U, V, WUV —t, W?* —tT),

ou T est un élément inversible de R[[U, ¥, W]]. Notons que si car(k) = 0,
le nombre de Milnor d’une telle singularité est égal a 1.

6. Calcul effectif du discriminant minimal
6.1. Comparaison de v(A,) et V(Anin)

Rappelons que I'on note w(A,) le plus petit discriminant des équations de
C a coefficients dans R. On sait que w(A,) = w(A,;) (prop. 2(d)). Le
théoréme suivant précise leur relation.

THEOREME 2. Avec la notation ci-dessus, on a l'égalite
V(Ap) = V(Amin) + 10¢(X)

Preuve. Pour tout modé¢le normal propre W de C sur S, on notera
simplement par w le faisceau dualisant relatif wy s s’il n’y a pas de
confusion possible. Si W est localement d’intersection compléte sur S, il y
a un choix canonique de wy,s en utilisant le lemme 2.

Soit (&):y* + Q(x)y = P(x) une équation de C a coefficients dans R (i.e.
0, Pe R[x]). Comme dans la preuve de la prop. 2(d), on peut supposer que
R[x, y] est la cloture intégrale de R[x] dans #°(C). La fonction rationnelle
x induit un modéle Z, ~ P} de Pk sur S, la normalisation W de Z,, dans
C est localement d’intersection compléte sur S (lemme 1) et contient
Spec R[x, y] comme ouvert affine dense dans les fibres.

Soit ¢ : W — W la désingularisation minimale. On a

HO(X, w) = HY(W, w) =« HYW, w) = Rw,(&) + Rw,(&)
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Il résulte de (1.3) que
V(AS)) — Amin) = 10long(H(W, w)/HO(W, w))

ou longg désigne la longeur sur R. Le faisceau wy;s ® (9*wyys)¥ étant
inversible et trivial sur C, il existe un unique diviseur vertical V tel que

Wyys = (P*wW/s ® Op(—V)

11 vient de la définition de W que V-T' < 0 pour toute composante I'
contenue dans le support de V. 1l suit que ¥ = 0. On a donc HYW, w)/
HOW, w) ~ HO(V, O}), car HY(W, w) est sans torsion sur R. Par suite

V(A(&)) — V(Amin) = 101ongg HO(V, ) ®)

Si ¢(X) =0, Z; est intégre (théoréme 1), le théoréme résulte alors de la
prop. 4. On va traiter le cas ou Z, ~ 2P} et ¢(X) > 2. La preuve dans les
autres cas se fait de fagon similaire.

Le type numérique de X est [2# — n], n = 1 (voir (5.1)). Notons [, la
composante de X telle que degwy,lr, = 1. On peut écrire X = 2E +
2+ +2I,+I,,, +T,., ou E est la fibre spéciale du modéle
minimal d’une courbe elliptique de type [#]; I'; ~ Pt pour i > 1; I[,,, et
I',+, ne rencontrent que I',; et Iy, I'},..., I, forment une chaine. Soit
m < n le plus grand entier tel que I'image I'; de I'; dans X/{o) soit de
multiplicité 2 pour tout i < m. On a vu dans la preuve de la prop. 8(b) que
cX)=m+ 1.

La composante I';, contient un point singulier de X/{c¢) dont I'image
réciproque dans la désingularisation minimale est une droite I" de multi-
plicite 1. Le point générique de (Z,), induit une valuation discréte de
A (P%). On peut voir que si W(A(£)) = v(A,), alors cette valuation corre-
spond & I'j,+; ou a I'". Montrons que longg H(V, ©,) est égale a m + 1
dans le premier cas, et a m + 2 dans le second. En fait, on va se restreindre
au premier cas, le second se traite exactement de la méme fagon.

Supposons donc que (Z,), correspond a la composante I},+;. On a
W=X,V=",+20,_, + - +ml, +(m + 1)E. De la suite exacte

on déduit que
longz H(V, 0y) = [(m + 2)/2] + longg H'(X, Ox(=V))iors ©

car HY(X, 0y) est sans torsion. Soit D’ (resp. D’,) I'adhérence du point
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{x = 0} e Pk (resp. {x = o0} e Pk) dans X/{c). Ce sont des diviseurs de
Cartier. Soit D (resp. D) I'image réciproque de D’ (resp. de D) dans X.
Alors on a @*wy s =~ Ox(D), wy;s ~O0x(D—V)~0x(D, —V,), ou V=
o1+ -+ @m—1DI'; +mE. 1l suit que V~D—D_ + V. De la suite
exacte

0-0y(—D) >0y - 0,0
tensorisée par Ox(D , — V), on déduit la suite exacte
HO(X, Ox(D ,—V,)) > HD, 0;) —H\X, Ox(—V)) —H(X, w)
ou p est la restriction & D. On a
HO(D, 0,)=R+Ry, et HYX, Ox(D,—V,)=H%C, Ox(D,)=K+Kx

Soit vr, (resp. vry) la valuation de #(C) (resp. de A (Pk)) associée au point
générique de I'; (resp. de T7j). Il est facile de voir que pour tout i <m,
vry(x) = — 1. 11 suit que pour tout i < m, on a vr,(x) = —1 et v () = 2. Cela
montre que

HOX, Oyx(D,, — V) = t1m+ D2IR 4 (lm*2/2Rx

Comme H!(X,w) est sans torsion sur R, on a HY(X, Ox(—V))iors =
(Coker p)ors. D’autre part, p(t™*2/2x) = 0, donc longg H'(X, Ox(—V))1ors =
[(m + 1)/2]. 11 suit de Iidentit¢ (9) que longg HY(V, Oy) = m + 1 = ¢(X).
D’aprés la relation (8), on a WA(€)) — WA i) = 10c(X).

REMARQUE 8. On peut voir que si Z; est irréductible, il y a une unique
équation (&) de C (dans le sens de la prop. 2(b)) a coefficients dans R telle
que W(A(&)) = v(A,). Si Z, a deux composantes irréductibles, il y a ¢(X) + 1
classes de telles équations.

6.2. Calcul effectif de v(A,,;,)

Supposons car(k) # 2. Alors il existe un algorithme qui, a partir d’'une
équation hyperelliptique de C, donne le type géométrique de X [Liu2].

Si C a réduction stable aprés une extension modérément ramifiée de K
(par exemple lorsque car(k) # 2, 3,5), alors les entiers v(A,;,), —Art(X/S)
sont donnés dans la table d’Ueno [Ue] (respectivfement notés d, et J,).
Nous avons vérifié les valeurs de Art(X/S) en utilisant la prop. 1 (le
conducteur de Swan § étant nul). Pour le type géométrique [3]-
[I11* — 11,], 1a valeur correcte de — Art(X/S) est 7 au lieu de 8; pour le
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type géométrique [2]-[1] — II — m], les valeurs correctes sont v(A
2m + 4, —Art(X/S) = m + 4.

Supposons car(k) = 5. Un algorithme permet de savoir s’il faut une
extension sauvagement ramifiée de K pour réaliser la réduction stable de
C ([Liu2], §5.1). Supposons que cela est le cas. Alors on aboutit a une
équation de C de la forme

min) =

(8):z22 =bgu® + bu® + -+ + bg

avec byetR, b e R*, 1 < v(bg) < 9 et v(bg) # 5 (op. cit., prop. 5.1(b)). On a
V(A L) = WA(E)) — 10e, avec e = 0si v(bg) < 4 e =151 vbg) =6,ete=2
dans les trois cas restants. Comme on a ¢(X) = 1si v(bg) =7 et ¢(X) =0
sinon, on connait alors explicitement la valeur de Art(X/S).

Lorsque car(k) =3, on a un algorithme analogue pour déterminer
Art(X/S) en utilisant les parties (5.2) et §6 de [Liu2]. Les résultats sont trop
longs pour étre exposés ici.

EXEMPLE 2. Supposons car(K) = 0 et car(k) = 5. Soit C la courbe propre
lisse sur K définie par une équation affine (&):y%> = x°> +t. Alors C a
potentiellement bonne réduction. Le modéle minimal X est de type
numeérique [0]. D’aprés ce qui précéde, on a —Art(X/S) = v(A,;) =
VA(&)) =4 + 5v(5). Ce qui implique que le conducteur de Swan vaut
d = 5v(5) en utilisant la prop. 1.

REMARQUE 9. Supposons maintenant que C est une courbe hyperellip-
tique de genre g > 1 définie par une équation affine y? + Q(x)y = P(x). On
peut encore définir le discriminant A de cette équation. Soient w; =
2y + 0(x))"'x'"1 dx, 1 < i< g. Alors il est facile de voir que

A9 (@ A A )®* D e (det HO(C, Q¢x)) &4 Y

est un élément (notons-le par w) indépendant de I’équation choisie. En
général (si g = 3), il n’existe pas d’équation de C comme ci-dessus telle que
{w,,...,0,} soit une base de H(X, wy,;s) sur R (ou X est le modéle
minimal de C sur S). En revanche, soit de Z tel que t " “w soit une base de
(det HO(X, wy,s)) ®***" sur R, alors on doit avoir d >0. Si g=2, on a
d =2v(Amin).- On peut aussi se demander s’il est encore possible de
comparer d avec Art(X/S).

Signalons que P. Lockhart [Loc] a étudié, pour une courbe hyperellip-
tique de genre g > 1 ayant un point de Weierstrass rationnel, le dis-
criminant minimal, c’est-a-dire le plus petit discriminant possible des
équations y* + Q(x)y = P(x), avec P,QeR[x], deg Q(x) < ¢, deg P(x) =
2g + 1 et P unitaire.
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