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0 Introduction 

Soient R u n  anneau de valuation discr6te, K son corps de fractions et k son corps 
r6siduel. Consid6rons une courbe projective lisse C sur K,  g6om6triquement connexe 
de genre g(C) => 1. D'apr6s un th6orbme de Deligne et Mumford [D-M, Corollary 
2.7], il existe une extension finie K t de K,  telle que C x/~ K t soit la fibre g6n6rique 
d 'une courbe stable ~ sur RK,, cl6ture int6grale de R dans K ~. Soit s ~ un point 
ferm6 de Spec RK,, soit ~ = U 'XRK ' k(s~) alg. Alors C~ est une courbe stable 

sur h alg, elle ne d6pend pas du choix de s ~, ni de celui de K ~. Rappelons que si C 
est une courbe elliptique (i.e. une vari6t6 ab61ienne de dimension 1), la courbe U~ 
est compl~tement d6termin6e par l'invariant modulaire j de C. Plus pr6cis6ment, si 
j E R, alors ~ est lisse, son invariant modulaire est l ' image de j dans le corps 
r6siduel de R; si j ~ R, alors U 8 est une courbe rationelle avec un seul point double 
ordinaire. 

Darts le pr6sent travail, notre premier but est d'obtenir le m~me type de r6sultat 
lorsque C est de genre 2. Ce probl~me a 6t6 6voqu6 par Coleman [C, p. 16, 
remark 3]. Une solution complete est donn6e par le th6or~me 1 grfice aux invariants 
J2, Ja, J6, J8, Jl0 introduits par Igusa. Nous nous int6ressons ensuite aux extensions 
K ~ de K telles que C ait r6duction stable sur K ' .  

Pratiquement on peut calculer les invariants Jzi de la fa~on qui suit. Si car(K) Af 2, 
C est donnde par une 6quation y2 = P(x). Si deg P(x) = 5, les invariants J2i 
sont des fonctions polyn6miales explicites des coefficients de P(x) [Ig, p. 623]. Si 
deg P(x) = 6, cela peut encore se faire sans trop de difficult6s [Me, par. 1.3]. Si 
car(K) = 2, les calculs des J2, ne sont pas plus difficiles. 

Un r6sultat intimement 1i6 au th6or~me 1 est la description du sch6ma de modules 
~ 2  sur Z des courbes stables de genre 2 (cf. [D-M], par. 1). Soit Z[_J] la Z-alg~bre 
gradu6e Z[J ]  :=  Z[J2, J4, J6, J8, Jlo]/(J24 - J z J 6  -}- 4J8) avec deg J2i = 2i. Soient 
2E = ProjZ[J]  et .J/Z2 : Seh ~ E n s  le foncteur qui h tout sch6ma S, associe 
les classes d'isomorphisme de courbes propres lisses sur S, h fibres g6om6triques 
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connexes et de genre 2. Alors on a un morphisme de foncteurs 

: ~ ' /~2 ---+ ha: := Mor(.,3r (1) 

qui induit un isomorphisme du sch6ma de modules grossier 93I 2 sur l 'ouvert  principal 
D+(dlo ) de ~ Jig, Theorem 2]. Concrhtement, soit C u n e  courbe projective lisse de 
genre 2 sur un corps F ,  soient d2i les invariants de C calcul6s ~ partir d 'une 6quation 
de C, alors (d2, d4, d6, J8, dlo) sont les "coordonn6es homoghnes" de r E 3~(F), 
ota [C] est la classe d ' isomorpfiisme de C. En utilisant le th6orhme 1 et le morphisme 
q5 ci-dessus, on montre que ~l'~ 2 e s t  la normalisation d 'un certain 6clatement du sch6ma 

3r (th6orhme 2). Sur Z[~], cette description est relativement simple (corollaire 3.2). 

Darts la suite du travail, on s'int6resse ~t des problhmes de nature plus arithm6- 
tique. Au par. 4, on dresse la table des groupes d 'automorphismes Aut (X)  des 
courbes stables X de genre 2 sur  k alg. Le cas oh X est lisse est bien classique (voir 
par exemple [Ig, par. 8]). Cette table sera utile au par 6. Pour toute courbe stable 
U de genre 2 sur R, les 6paisseurs des points singuliers de ~ sont calcul6es en 
fonction des invariants d2i de sa fibre g6n6rique ~ (par. 5, proposition 2), ce qui 
permet de d6terminer le modhle minimal de ~7' ainsi que le module de Ndron de la 
Jacobienne de ~l" Au par. 6, on suppose K strictement hensdlien, on 6tudie alors 
l 'extension minimale L de K telle que C ait r6duction stable sur L. Aprhs un r6sum6 
de quelques propri6t6s g6ndrales (propositions 3 et 4), on les applique aux courbes 
de genre 2 (corollaire 4.1). On donne pour terminer un critbre trhs simple de bonne 
r6duction en car(k) + 2, 3, 5 (propositions 5 et 6). 

Supposons K strictement hens61ien et car(k) =~ 2, 3, 5. Soit ,Z" le modhle minimal 
de C sur K.  Tousles types possibles pour la fibre sp6ciale . ~  de .G" ont 6t6 r6pertori6s 
par Ogg (lOg], liste compl6t6e par [N-U]). On peut chercher un moyen de reconnaitre 
,Z~ ~t partir des invariants de C, comme pour les courbes elliptiques. D'aprhs Viehweg 
(IV par 3 et par 8)], .Z~ est complhtement d6termin6e par trois donn6es: U~, des 
"degr6s" (qui sont les 6paisseurs des points singuliers de ~ )  et l 'action du groupe 
Gal ( L / I f )  sur ~S, oh L e s t  l 'extension minimale de K ddfinie ci-dessus. Les deux 
premihres donn6es sont d6termindes par le th6orhme 1 et la proposition 2. Quant h la 
troisihme, elle est l 'objet  d 'un autre travail [Li-2] qui fair suite ~ celui-ci. Une version 
condens6e des par. 1 et par. 3 du pr6sent article est d6j~ parue [Li-1]. 

Notations. Dans tout de qui suit, 
R sera un anneau de valuation discrete, 
K son corps de fractions, m son id4al maximal et k = R / m  son corps rdsiduel. 
On note c~ ~ ~ l 'homomorphisme canonique de R sur k, 
u : K --+ Z U {+oo},  la valuation normalis6e de K.  
Pour tout sch6ma X sur R,  on note X ,  la fibre g6n6rique de X,  X~ la fibre 

sp6ciale et X~ := X~ x k alg la fibre spdciale g6omdtrique. 
Pour tout 616ment homog6ne H E Z[J ] ,  on note aussi par H sa valeur en une 

dquation d'une courbe C s'il n ' y  a pas de confusion possible. 

1 R6duction stable des courbes de genre 2 apr~s une extension de K 

Rappelons d 'abord quelques notions et propri6t6s de base. Soient F u n  corps et 
f = Uo xn + . . .  + u~ E F[uo , . . . , un] [x ] .  Un invariant de degrd d de f est un 
polyn6me homog~ne H E F[u0,  . . . ,  un], de degr6 d, qui v6rifie les propri6t6s 
suivantes: 
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(i) nd E 2N; 
(ii) H(uo, ul, . . . ,  %0 = ( -1 )"H(un ,u ,~  1, . - . ,  u0), ofa r = nd/2;  

(iii) Pour tout a, b E F alg, a =~ 0, si l 'on 6crit 

Z u j (ax  + b) '~-j = Z ulJ x'~ a C F a l g [ u o ,  . . . ,  Ur~][X] , 
O<a<~ o<_j <=~ 

alors H(ulo, . . . ,  ulna) = a"H(uo,  . . . ,  %~). 

Par exemple, le discriminant de f est un invariant de degr6 2n - 2. Pour n = 6, Igusa 

a d6fini des invariants J2, J4, J6, Js, Jl0 C Z[�89 Uo, . . . ,  u6] de f = Uo x6 + . . .  + u 6, 

avec deg J2~ = 2i [Ig, par. 3]. Ces 616ments engendrent une Z-alg6bre gradu6e 
Z[ J ]  = Z[J2, J4, J6, J8, J10] avec une unique relation J~ - JzJ6 + 4 J  8 = 0. 

On appelle courbe hyperelliptique sur F toute courbe projective lisse X,  g6om6tri- 
quement connexe sur F ,  telle qu'il existe un morphisme s6parable X ---, ]?~ de degr6 
deux. Ce morphisme sera alors unique aux automorphismes de ]71 pr~s. 

Supposons ~ pr6sent que g ( X )  = 2, alors X est hyperelliptique. Elle est donc 
d6finie par une 6quation hyperelliptique 

y2 + Q(x )y  = P(x ) ,  P, Q E F[x],  deg Q < 3, deg P <_ 6. (,) 

Si car(F) ~ 2, on peut prendre Q = 0, et on appellera invariants de X associ~ a (*) 
les valeurs des J2~ en (%, . . . ,  a 6 ) ,  o~1 a0 x6 + . . -  -}- a 6 = P ( x )  ( a  0 peut ~tre nul). 
Pour simplifier, ces valeurs seront encore not6es J2i. Si car(F) = 2, on relive les 

polyn6mes P, Q en/~(x),  (~(x) E W ( F ) [ x ]  sur l 'anneau des vecteurs de Witt W ( F ) ,  
ayant respectivement m~me degr6 que P et Q, on calcule les invariants associ6s 

4/3 + ~2 qui sont des 616ments de W ( F ) .  Les ,12i de X associ6s h (*) sont alors 
obtenus en r6duisant ceux-ci modulo 2W(F) .  Des calculs directs sont possibles (loc. 
cit.), mais il faut modifier l '6quation auparavant. 

Darts tous les  cas, si J~, . . . ,  J~0 sont les invariants de X associ6s a une autre 
6quation hyperelliptique, alors il existe a E F - { 0 }  tel que J ~  = a2iJ2z. Inversement, 
si deux courbes X et X '  ont pour invariants respectifs J2~, J~  vdrifiant ce type 
d'6galit6, alors elles sont isomorphes sur F alg (loc. cit.). 

Pour d6terminer la r6duction stable des courbes de genre 2, nous aurons besoin 
des 616ments homog~nes de Z[J ]  suivants: 

/4 :=  ~ - 23" 3J4, I12 :=  -23J43 + 32J2J4J6 3 2 - 3-J~ - J 2 J  8 . (2) 

Soit X une courbe stable irrdductible de genre arithm6tique 2 s u r  k alg, avec un unique 
point double ordinaire. Sa normalisation Y est une courbe elliptique qui peut ~tre 
ddfinie par une 6quation (si car(k) =~ 2): 

y2 = x 4 + ax 2 + bx + c. 

En appliquant les formules de [Ig, p. 623] au polyn6me X 4 q- a x  2 q- bx "{- C, on 
obtient I 4 = 2-4c4(F),  I19 = 2-~ZA(Y) et donc j ( Y )  = I3I~21. C'est  ce qui motive 
l'introduction des fonctions I 4 et Il2. On peut remarquer qu'avec les notations de 
[Me, pars. 1.3-1.4], on a A'  = 23J2, B '  = 2214 et E = 212 - 33112. 
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D6finition 1. Soient C u n e  courbe sur K,  R t un anneau de valuation discrete dominant 
R. Un modkle stable de C sur R t est une courbe stable U sur R t (voir [D-M, d6finition 
1.1]) ~ fibre g6n6rique isomorphe ~ C •  F r R  ~. 

Soient F une extension finie de K, R F la cl6ture int6grale de R dans F. On dira 
que C a r~duction stable sur F si elle admet un mod61e stable U sur une localisation 
R '  de R F e n  un id6al maximal. 

On notera dans toute la suite ~ la fibre sp6ciale g6om6trique de ~ sur R ~. Cette 
courbe sur k alg ne d6pend pas du choix de R ~, ni de celui de F .  

Pour condenser l '6nonc6 du th6or6me suivant, on pose 

= c(k) = 1 si car(k) ~= 2, 3; c = 3 si car(k) = 3 et c = 4si car(k) = 2. (3) 

On note 12 :=  12-1J2, 16 :=  J6,I8 :=  Js. Alors I2~ est un 616ment homog~ne de 
Z[J]  de degr62c.  

Th~or~me 1. Soit C une courbe projective lisse sur I( ,  g~om~triquement connexe 
et de genre 2, soient J2i, 1 <= i <= 5, les invariants de C associs ~ une ~quation 
y2 + Q(x)y  = P(x) .  Alors on a 

5 i (I) (Igusa) C~ est lisse si et seulement si: JziJlo E R pour tout i <= 5; 
6 --4 (II) ~ est irr~ductible avec un seul point double si et settlement si: J~ff12 C R 

pour tout i <= 5 et J60I~25 E m .  La normalisation de ~ est alors une courbe elliptique, 

d' invariant modulaire j = ( I34 I ~ 1); 
2 --4 (III) ~ est irr~ductible avec deux points doubles si et seulement si: J~iI4 E R 

pour tout i <= 5, J~oI45 E m, I12143 C m, et J4141 ou j2143 inversible dans R," 
(IV) ~ est constitude de deux droites projectives se coupant transversalement en 

trois points si et seutement si: j~[~-i  E m pour tout 2 <_ i <_ 5; 
( V . )  g's est la r~union de deux composantes irrdductibtes se coupant en un seul 

point si et seulement si: 

I~ I ~  2 E m, J~oI~ 5 E m, I~zI~ 6 c m,  (4) 

--i  off I2~ est d~finie dans (3) (cela implique que pour tout i <= 5, J~iI2~ E R). De plus, 
(V) les composantes de ~ sont lisses si et seulement si: en plus de (4), on a 

I3~J -~T- I  U T - e l - - I  4 10 ~2e E R, 12~ "2e E R. Soient Jl, J2 les invariants modulaires des deux 
composantes de ~ ,  alors 

{( j l j2)~  3E -~ - I  = ( / 4  J~o I ~ )  

(j~ + j~)e = 2 6 . 3 ~ + (I~2J~o~I~); 

(VI) une seule des deux composantes de ~ est lisse si et seulement si: en plus de 

(4), on a I~4I~ ~ E R, J~oI2eI~ ~ E m. L'invariant modulaire de la composante lisse 

de ~ est alors j = (I~I~2~); 
(VII) les deux composantes de U~ sont singuli~res si et seulement si: en plus de 

(4), on a I~2[4 ~ E m, et J~oI2eI4 ~ E m .  

Preuve. Comme dim~,~g H~(g~, ~ )  = 2, par des arguments combinatoires simples 
on volt que les sept cas recens6s sont les seuls possibles, il suffit donc de montrer la 
partie "seulement si" du th6or~me. 
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Expliquons d 'abord  l ' id6e de la d6monstration. Suivant les diff6rentes situations, 
on 6crit une 6quation aussi simple que possible d 'un  ouvert affine de ~ dense dans 
toutes les fibres, et on v6rifie ensuite le th6or6me par des calculs directs. Cela est 
possible sauf pour un cas pr6cis oil car(k) = 2 et oil ~ est r6union de deux courbes 
elliptiques d ' invariant  modulaire nul. Dans ce cas-lh, on raisonne sur l 'espace de 
modules 99t 2 x R, et on conclut par un argument de "continuit6". 

Etant donn6 que le module stable est "stable" par changement de base, darts la 
d6monstration on peut toujours remplacer R par un anneau de valuation discrete 
R "  dominant R ' ,  et donc remplacer K par Fr R ' .  I1 est alors possible de supposer 
R ~ = R et k alg6briquement clos. Comme g(C) = 2, on a un morphisme s6parable 
C --+ ~?~; de degr6 2. Soit cr l ' involution hyperelliptique de C, alors cr se prolonge 
en une involution de ~ [D-M, lemma 1.12]. Soit f : U --~ ~ :=  U/(cr} le 
morphisme fini canonique. Alors vT: est un R-sch6ma normal, h fibre sp6ciale ~ ~  
r6duite et connexe (car c 'es t  vrai pour ~ )  et ~t fibre g6n6rique Z.~ _~ F 1 .  Donc 

les composantes irr6ductibles de ~ sont isomorpbes h F~. Par la th6orie de Galois 
(cf. [S, chap. l ,  par. 7]) appliqu6e aux points g6n6riques de g.~, on volt que f n 'es t  
ramifi6 en aucun de ces points, que les quatre premiers cas correspondent h ~.~ 
irr6ductible, et que les autres cas correspondent h ~ ayant deux composantes. On a 

Dans la suite de la d6monstration, nous supposerons pour simplifier que car(k) + 2. 

(A) Considdrons d'abord le cas og~ -g.~ 
extension de K ,  il existe une section F de 
du point E~ (on identifie une section avec 

soit l ' image d 'un point double de ~ .  Soit 
est un rev&ement galoisien de degr6 2 de 

est irrOductible. Alors Z ~_ F}~. Aprbs 
sur R telle que f soit ramifi6 au-dessus 

son image), et que si ~ n 'es t  pas lisse, F~ 

U = Z - F ,  on a U = S p e c R [ x ] , f - l ( U )  
U, il suit que f - 1  (U) = Spec R[x, y] avec 

y2 = P(X), P ( x )  E R[X]. (5) 

Le morphisme f,~ 6tant ramifi6 au-dessus du point x = oo, on a deg P = 5. 

Si ~ est lisse, alors ff'(x) est un polyn6me sdparable de mOme degr6 que P(x) ,  il 
suit de la d6finition que Jl0 E R* (voir [Ig, p. 621]), d 'otl  (I). Si ~ n 'est  pas lisse, 
apr6s changement de variable on a P(x)  = rex 5 + 32 4 ~- ax 2 + bx + c, avec a, b, c c R 
et re ~ m. I1 suit que J10 = 0, et apr~s calculs 

= - 2 &  ~ --~ 2 - 3 ( 0 ,  2 - -  4e), ~ = 6~ 2 + 12g~, 

= 2-4b2, 112 = 2-~ d i s c ( P ) .  

Darts le cas (II), la normalisation E de ~ est une courbe elliptique d '6quation 

/1 2 = P(x) .  Donc I12 -r 0, et j ( E )  = (I~I121). Dans le cas (III), on a ~ = Ij2 = 0, 

ff44 =F 0. Et comme ~ est irr6ductible, on a ~ ou ,T 6 =~ 0. Enfin, dans le cas (IV), on 

a J2---i = 0 pour tout 2 -< i -< 5, donc ff44 :~ 0. 

(B) Consid~rons maintenant le cas ogt ~ - ~  a deux composantes irrgductibles. Alors 
~ s  est r6union de deux droites projectives se coupant transversalement en un point. 
Apr~s extension de K ,  il existe F l ,  F 2 deux sections de ~ telles que ( Z ' -  (F~ tO F2))s 
soit affine et connexe. Soit U = ~ " -  ( F  I UF2), alors on montre que U = Spec R[x, v] 
avec xv = rc 2, o?a re E m - {0}. 
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On  peut choisir/~1 et F 2 contenus dans le lieu de ramification de f et dans le lieu 
de lissit6 de ~ ~ Spec R. I1 suit que, aprbs extension de K ,  l ' o n  a U = Spec R[x, v] 
avec xv  = 7r 2 E m -  {0}, et f - l ( u )  = Spec R[x, v, y, z] avec 

y2 = x 3 + ax 2 + x + bTr 2 + Tr2v, a, b E R ,  

z 2 = v  3 + b y  2 §  2+Tr2x, yz=Tr(X 2 + a x + l + b v + v 2 ) .  

Les composantes  irr6ductibles de ~ sont  les compl6t6s projectifs respectifs des 
courbes affines 

y 2 . = x  3 §  2 + x ,  z 2 = v  3 + b v  2 + v .  

Si la premiere composante  (par exemple)  est lisse, son invariant  modulaire  sera 
28(g 2 - 3)3/(0~ 2 - 4). Les calculs sur l '6quat ion  affine 

W 2 = X 5 -Jr a x  4 + x 3 -~- bTr2x 2 + 7 f4x  

de C montrent  que Jzi E R, I 2 - 2 -4  c m si car(k) :~ 3, I 6 - 1 E m si car(k) = 3 
(voir (3)) et 

I 4 - (a 2 - 3)(b 2 - 3)7r 4 c 7rsR, J10 - 2-12( a2 - 4)( b2 - 4) 7r12 E 7r13R 

I12 - 2 -1~  a2 - 3)3( b2 - 4) + 4(b 2 - 3)3(a 2 - 4) 

- 27(a 2 - 4)(b 2 - 4)}7r 12 c 7r13/~. 

Les conclus ions  du thdor6me sont  donc v6rifi6es pour les cas (V), (VI) et (VII). 

Exemple 1. Soit C la courbe sur Q d6finie par l '6quat ion:  y2 + y = ms. On a J2~ = 0 
pour tout i =~ 5 et J10 = 55. Donc  C a potent ie l lement  bonne rdduction partout, ce 
qui se vdrifie d 'a i l leurs  faci lement  (cf. [B-M-MB, par. 4.1]). 

Exemple 2. Soit C la courbe sur Q d6finie par l '6quat ion:  92 = x 5 + x. On a 

J2 = 5, ']4 = 2--3 " 15, I 4 = - 2 2 .  5, J6 = - 2 - 4 "  5, 

J8 = - 2 - 8  " 325, J10 = 2-4 ,  I12 = - 2  �9 25 .  

La courbe C a c la i rement  bonne rdduction en toute place diffdrente de 2. D 'aprbs  le 
th6oreme 1, ta r6duction stable U~ de C est la rdunion de deux courbes ell iptiques 
d ' invar ian t  modulaire  nul.  On peut  encore construire ~t la main  le modble stable de C 
(sur une extension de Q),  mais cela n ' e s t  pas complbtement  imm6diat.  

Remarque 1. Pour une courbe C sur K d6finie par une 6quation y'~ = P(x),  la 
connaissance des racines (avec multiplici t6) de P(x)  ddtermine la courbe ~ ,  si car(k) 
ne divise pas n (voir [Bo] pour  le c a s n  = 2). Mais dans la pratique, il n ' e s t  pas 
toujours ais6 de trouver ces racines. Coleman  a 6tudi6 le cas n = car(k)  [C, par. 6], 
e t a  donn6 un  algoritfime efficace dans certaines situations. 

Coro l l a i r e  1.1. Les notations sont celles du thdorOme 1. Alors la fibre, spdciale 
est totalement ddgdndrde (i.e. toutes ses composantes irrdductibles sont des courbes 
rationnelles) si et seulement si 

I1214 3 C m, J~oI4 5 E m, J~olzeI4 3e E m .  
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Preuve. La situation totalement d6gdndr6e est d6crite par les cas (III), (IV), et (VII) 
du th6or~me 1. Les conditions ci-dessus sont clairement n6cessaires. Inversement, si 
elles sont vdrifides, on voit cas par casque  ~ ne peut pas atre de la forme (I), (II), 
(V) ou (VI). 

Remarque 2. Soit F u n  corps alg6briquement c loset  complet pour une valeur absolue 
non-archimddienne. On peut alors munir canoniquement 9N.q x F d'une structure 
d'espace analytique rigide (cf. [F-vdP, III. 4.6]). Les courbes C sur F telles que la 
fibre sp6ciale du modble stable soit totalement d6g6n6rde sont appel6es les courbes de 
Mumford. L'ensemble des points de 9)l o • F correspondant aux courbes de Mumford 
est un ouvert analytique. Pour g = 2, la structure analytique de cet ouvert est 
compl6tement d6terminde, c 'est le produit sur F de A~, d 'un disque ouvert/77 C A~ 
et de E -  {un point} [He, Satz 6]. 

2 La sp~cialisation est surjective 

Soit X un sch6ma, soient x, y deux points de X.  On dit que x est une spdcialisation 

de y o u  que y se spdcialise en x, s i x  appartient ~ l'adhdrence {y} de {y}. Soit X 
un sch6ma plat et localement de type fini sur Spec R. Si R est excellent, alors nous 
allons voir que tout point ferm6 de X~ est une sp6cialisation d 'un point ferm6 de Xrt 
(proposition 1). Ce rdsultat est sfirement bien connu, mais faute de le trouver dans la 
litt6rature, nous l'6crivons ici pour les besoins du par. 3. 

Pour les notions utilisdes dans le lemme 1, nous renvoyons ~i [F-vdP, II. 1 et II. 
4.1]. Pour une algbbre de type fini D sur k, on note par Spm D la varidt6 algebrique 
associ6e (i.e. on ne considere que les points fermds de Spec D). 

L e m m a  1 (Fresnel). Supposons H, complet. Soit A = R[xl ,  . . . ,  x•]/I  une R-algObre 
plate. Considdrons l'algObre @noi'de t3 = K ( x l ,  . . . ,  x~z)/I. Alors le morphisme 

canonique ~ : Spm B ~ Spin A • R k est fini swjectif. 

Preuve. Soit ~# : A @R k -+ B l 'homomorphisme canonique. Soient f : K ( x )  ~ t3, 

f : k[x] ~ B les homomorphismes finis canoniques. Montrons que (Ker f ) N  R(x )  = 
I + 7f iR(x) .  

Soit g E (Ker f )  N R ( x )  = I I ( ( x )  A R(x ) .  Soient Pl, . . . ,  P,~ un systSme 
gdn6rateur de [ sur R[x]. Alors il existe Q~ E K[x] ,  c~ E 7rR(x) tels que 

I1 suit que 

Q,P~ E I K I x l  N R ( x )  = IK[x]  C~ R[x l .  
I 

l < i ~ m  

Comme A est sans torsion sur R, on a IK[x]  N R[x] = I. Donc g E I + 7f iR(x) .  

Par cons6quent K e r f  = I | k. Or ker ] = ~ ,  4 ~# est compos6 de 
k[x] / I  ~ k -+ k[x] / x / I  ~ k et de k[x] /x / I  | k ---+ D. Le deuxi~me homomorphisme 
6tant fini injectif, �9 est bien surjectif. 
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Le lemma 1 implique le r6sultat suivant: 

L e m m a  2. Supposons toujours R complet. Soient X un schdma plat localement de 
type fini sur R,  U un ouvert dense de X .  Alors tout point ferm6 x~ de X~ est la 
spdcialisation d'un point fermd de U~7. 

Preuve. On peut supposer X = SpecA affine int~gre et U = X /  avec f E A 
non nul. Avec les notations du lemme 1, l ' image de f dans /3 est non nul. Soit 
Ys C ~5-l(x~) C Spm B. Alors y,~ est la sp6cialisation d 'un point Yn de Spm B -  V ( f )  
(utiliser [T, theorem 6.4]). On peut supposer Yn rationnel sur K (quitte h faire une 

extension de K).  On a donc une section y# : B ~ ---+ R. Le diagramme commutatif 
suivant 

# 

A |  R K ) B Y~l> K 

T T t 
A ) B ~ Y# > R 

A | k > B v#> k 

induit un point de U,~ qui se sp6cialise en x,.  

Proposition 1. Soit R un anneau de valuation discrbte excellent. Soient X un schdma 
plat de type fini sur R,  U un ouvert dense de X .  Alors tout point ferm6 x ~ de X ~ est 
la sp4cialisation d'un point ferm6 de U~j. 

Preuve. On se ram~ne ais6ment ~ R hens61ien. Notons R le compl6t6 de R et 

/s -- Fr/{. D'apr~s le lemme 2, il existe une extension finie F de K et un point 

u C U ( F )  qui se sp6cialise en x 8. Soit L une extension finie de K telle que F C L, 
aprbs avoir remplac6 K par L et R par sa cl6ture int6grale dans L, on peut supposer 

que u E U(K).  Par un th6or~me d'approximation (c'est lh qu'intervient l 'bypoth6se 

R excellent), l 'ensemble des points X ( K )  est dense dans X ( K )  pour la topologie sur 
X,I induite par celle de K (voir par exemple [B-L-R, 3.6/10, p.82]), donc il existe un 
point x~l E U,~ qui se sp6cialise en x~. 

Remarque 3. Nous ne savons pas si l 'hypothbse R excellent est indispensable dans 
la proposition 1. 

3 Le schema de modules ffY~ 

m 

Soient 5~ = Proj Z[_J] (voir par. 0), ~')~2 le sch6ma de modules (grossier) des courbes 
stables de genre 2 sur Z. Ce sont des scMmas propres (m6me projectifs) sur Z, h 
fibres g6om6triques connexes, normales. 

Soit s u n  point g6om6trique de Spec Z. On utilisera les notations (cf. [Mu, pp. 
315-319] )  A0, Al ,  A01, A00 , Coo 0 et C0o I pour d6signer certaines parties ferm6es 
de (9Yt2) ~. Plus pr6cis6ment: A 0 est l 'adh6rence dans (ff~2).~ du lieu des courbes 



Courbes  s tables  de genre  2 et leur sch6ma de modules  209 

irr6ductibles singuli~res; A I e s t  le lieu des courbes stables ayant deux composantes 
qui se coupent en un point; A01 = A 0 N A1; Aoo c A 0 est le lieu des courbes 
stables dont les composantes sont rationnelles; Coo 0 correspond ~ la courbe stable qui 
est r6union de deux droites projectives se coupant en trois points; et Coo 1 correspond 
?~ la courbe stable qui est r6union de deux droites rationnelles singulibres qui se 
coupent en un point. Les ferm6s A o, A 1 sont deux diviseurs de (9"2/2) ~ ?~ croisement 
normal. 

Soient ~ : 93l 2 --+ :E le morphisme birationnel induit par (1), on peut le consid6rer 
comme une application rationnelle de 9J~ 2 darts 3~. On a l e  th60rbme suivant: 

Th60r~rne 2. Soit ,7  le faisceau d'id~aux de ~X engendr~ par I346, 112 /-12 Soit 0 : �9 ~10 ~ ~12 " 

---+ ~ l' ~clatement de ~ de centre .7. Alors l'application rationnelle ~ : 9B 2 ~ Y~ 

est un morphisme, elle induit un unique morphisme birationnel fini ~ : ~;~2 -~ ~ tel 

que ~ = ~ o ~. Ainsi ~i~ 2 est isomorphe d la normalisation de ~. 

Preuve. I1 s'agit de montrer que ~ est d6finie partout, que ~ 1.7. ~@2 est inversible, 

et que le morphisme canonique ~ : ~ 2  -+ -~ induit par ~ est ~ fibres finies. Ce qui 
revient h dire que pour tout hombre premier p __> 2, ~ • Zpz v6rifie ces propri6t6s. 

Soit z~hpz l'hens61is6 strict de Zpz, il est fidblement plat sur ZpZ, donc il suffit que 

ces propri6t6s soient v6rifi6es pour ~ • Z~ h.  Fixons donc un p _>_ 2, notons R = Z~ h,  

X = 3~ • R, M = ff'~2 • R ,  M = ffJ~2 • R ,  et ~ • R toujours par ~p. Comme M e t  
X sont propres sur H., il suffit de montrer que pour tout point ferm6 q ~ M , ,  ~ est 
d6finie en q, ( ~ - ~ J  �9 ~ ) q  est inversible, et que ~-~(~(q))  est finie. 

(a) L'application rationnelle ~ est d~finie partout. Soit q ~ M ~ - M~ un point ferm6, 
il correspond ~ une courbe stable singulibre g.~ sur k. Soit U l 'un des ouverts affines 
D+(II2) , D+(I4) ou D+(I2e), selon que ~, est de la forme (II), ( I I I ) - ( IV) ,  ou (V.)  
(voir th60r~me 1). Pour que ~ soit d6finie en q, il suffit qu'en identifiant les corps de 
fonctions ,7{'(M) et .~ ' (X) ,  on ait ~X(U) C ~ , q .  Ce qui revient ~ dire que pour 

toute fonction rationnelle h ~ # ' x (U)  C .7{'(M), q n'appartient pas ~i Supp (h)~,  le 
support du diviseur des p61es de h sur M (le sch6ma M 6tant normal, il s'agit ici de 
diviseur de Weil). 

5 - 6  Prenons d 'abord q ~ A 0 - (Ao0 U A01), donc U = D + ( I I 2  ). Soient 9 = I l Z J l o  6 

~ M ( M ) ,  V(9)  le ferm6 de M associ6 ~ 9- Alors pour tout h ~ ~)~(U), on a 

Supp(h)~ n M s = (Supp(hlM) ~ n Ms)  U A C V(9)  U A 

- -  E 

ofJ A C {O, A0, A I , A  0 U A1} et . . . .  signifie adh6rence dans M.  Si q C V(9),  
alors il est la sp6cialisation d 'un point de V(9) N M n (appliquer la proposition 2 

avec X = V(9)  et U = V(g), X 6tant plat sur R). I1 existe donc un anneau de 
valuation discrete R '  dominant R, et une courbe stable U sur R '  telle que ~8 = q 
et ~ c V(g) x Fr(R') .  Donc la valeur de 112 e n  ~l est nulle, ce qui est impossible 

d'apr~s le th6or[me 1, (II). Donc q ~ V(g). I1 reste ~ montrer maintenant que 
A 0 ~ Supp(h)~.  Sinon, A 0 - Supp(h) 0 est un ouvert non vide de A o, ofJ (h) o 
est le diviseur des z6ros de h sur M. Soit q' E A o - (Supp(h)0 U A00 U A01), alors 
h - 1  6 m q , ,  id6al maximal de h~,~, .  II existe une courbe stable ~ sur R telle que 
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m 

.@~ ~ M,~ et ~'~ = q'. On a donc une section 0 : Spec R --+ M qui envoie le point 
g6ndrique sur ~ et le point ferm6 sur q'. Le diagramme commutatif 

0 # 
~ , q !  ------+ J~ 

l 
# 

0 7 
K 

implique que 0~(h - l )  c m, c'est-5-dire que la valeur de h - I  en S,~ appartient ~t m. 
Or c 'es t  impossible d'apr6s le th6or6me 1. D'ofa q ~ Supp(h)o~, donc ~ est ddfinie 
en q. 

Si q E A0o - ( A 0 o  U AOl), on se ram~ne comme ci-dessus g montrer que pour tout 
h 6 (~((D+(I4)) ,  on a A 0 ~ Supp(h)oo. Supposons le contraire: A 0 c Supp(h)~ = 
Supp(h-I)o,  et 6crivons h = a I 4  n avec n E N e t a  homog~ne de degr6 @~. On 
a (I43I~1) ~ = (h-l)3(a3Ii2n), donc A 0 C Supp(/31121)o . Cela implique que pour 
toute courbe stable ~ E A 0 - (Aoo U Am), la normalisation de ~ est une courbe 
elliptique d'invariant modulaire nul (voir th60rbme 1, (II)). Ce qui est clairement faux. 
Par cons6quent A 0 ~ Supp(h)~ et ~ est ddfinie en q. 

Si q E A 1, comme pr6c6demment, on se ram6ne h ddmontrer que pour tout 
h E ~x(D+(I2~)) ,  on a A 1 ~ Supp(h)~ et A 0 ~ Supp(h)~ (lorsque q E Am). 
La premiere propri6t6 est imm6diate. La seconde se ddmontre comme pour les 
points de Aoo - (Aoo N A1), en construisant explicitement des courbes stables 
q' ~ A o - (Aoo U A01) vdrifiant I6~I~S(q ') ~= O. 

(b) Le faisceau d'iddaux cp-~.f �9 d~4,q est inversible en tout point q C M~. On a 

~ - I ( V ( J ) )  n M~ = A 1. Donc il suffit de consid6rer les points q C A 1. Soit 
/24 : =  19'/3 - 2J4 E Z[__J]. On voit que V(.C) c D+(I24). Soient f ,  = I26[~46, 
f2 = ~10~24rlSr-5 e t  f 3  = ~12~24112/--6. En utilisant les m~mes arguments que prdcEdemment, 

on montre que les fonctions rationnelles f l f [  1, f 3 f f  ~ (resp. f l f~  -I. , f2f,~-l; resp. 

f2f~- l , f3f[  -1) sont r6guli6res en q si q C A 1 - Ao~ (resp. si q ~ Aol - {Cool}; 
resp. si q = Corn). Donc ~ - l J .  dM,q est inversible. 

(c) Le morphisme ~ : M ~ X est g* fibres finies sur M ~. Sur A 1, les courbes stables 
~s ~ A1 sont d6termin6es par les invariants modulaires (J~,J2) ~ P~ • P~ de leurs 
composantes irr6ductibles. I1 suit du thdorbme 1, (V)- (VII ) ,  que ~IA~ est ?a fibres 
finies. D'autre part, en utilisant les calculs de la ddmonstration du th6or6me 1, on voit 
aisdment que ~1~?~ & l e s t  ~t fibres finies (on peut voir en fait que ~ est bijective). 
Ce qui achbve la d6monstration du th6or6me 2. 

Corollaire 2.1. Soit F l le fermd de 9)l 2 tel que pour tout corps algdbriquement 
clos L, F 1 • L soit le lieu des courbes stables de genre 2 sur L qui sont rdunions 
de deux composantes se coupant en un seul point. AIors ~ induit un isomorphisme 
~J[2 - -  F I  ~ y - -  V( ' / '7) .  

Th60r~me 3. Soit 5; le schdma Spec Z[~],' (resp. Spec Z[2] :  resp. Spec Z[�89 Soit 

),7 le faisceau d'id~aux sur .~' x 5; engendrd par I2, J,o, Il2 (resp. par I~ 2, ff~o, I42; 
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resp. par I14 2, J40, I42 ). Alors ~ x Ids  : 9)I 2 x S -4 2E x S induit un unique morphisme 

birationnel fini de 9Jl 2 x S sur l'dclatement de 2~ • S de centre ~ .  

Preuve. Notons ~ ~ ;E x 5: l '6clatement de centre f f  et conservons les nota- 
tions du th6or~me 2. Alors l'injection canonique .7#~'Xxs C .ff induit un morphisme 

20 --~ (~ x S)- ,  ofa (2E x S) ~ ~_ ~ x S est l '6clatement de 2E x S de centre , ~ x x s .  
Compte tenu du fait que V( .~  x x s )  est contenu dans l 'ouvert principal de Y x S 

associ6 5 J2 (resp. J6; resp. Js) si S = S p e c Z [  1] (resp. Spec Z[~]; resp. 

Spec Z[�89 on voit imm6diatement que 20 -~ ~ x 5' est un morphisme fini bira- 

tionnel. Comme 9Jl 2 x S est normal, ~ x Ids  induit un morphisme fini de 9)I 2 x S 
sur 20. 

Corollaire 3.1. Soit t~ un corps, soit ~ k  le faisceau d'iddaux sur Y. xl2k engendr~ 
par I~, Jm, I12 si car(k) ~ 2, 3; par I~, J~0, J~2 si car(k) = 3; et par I, 1 , J40, I42 s i  

car(k) = 2. Alors ~ x k : 928 2 x k -+ Y x k induit un isomorphisme de 9N 2 x k sur la 
normalisation de l'dclatement de 2E x k de centre ,77 k. 

Preuve. Soit S = SpecZ[~] (resp. Spec m[�89 resp. Spec Z[~]) si car(h) =~ 2, 3 (resp. 

si car(k) = 3; resp. si car(k) = 2). Soit 23 l'6clatement de X • S de centre f ,  
et (IE x k)-  l'6clatement de ~ x k de centre f k .  On a un morphisme canonique 
(!~ x k)~ ~ ~ x k qui est une immersion ferm6e. Comme les deux vari6t6s sont 
int~gres et birationnelles, on a un isomorphisme. 

Corollaire 3.2. Notons H 6 = ,]23 - 2 4 �9 33J6 - 3J2I  4 E ZLJ]. Soit T un schema sur 

Spec Z[~]. AIors ~ x Id T " ~J~2 X T -~ 2E x T induit un isomorphisme de ~ 2  x T sur 

l'~clatement de 2~ x T de centre l'id~al engendrd par I~,3 J10, H~2 et I~H 6. 

Preuve. On a I12 = 2-83-3(4I~ - / /62)  �9 On montre que l'6clatement ci-dessus donne 

la normalisation de .~ x T. 

Remarque 4. Soit Y)~ le quotient du demi-plan sup6rieur de Siegel de degr6 9 Par 
le groupe simplectique Spzg(Z), c 'est  l 'espace de modules (grossier) des classes 
d'isomorphisme de vari6t6s ab61iennes principalement polaris6es de dimension 9. 

Soient ~3~ sa compactification de Satake, Y)* la normalisation de l'6clatement de "~9 le 

long de Y)S - Y)*. Namikawa a d6montr6 que le morphisme canonique 9)I~ x C -~ ~* 

se prolonge en un morphisme de 9Ylg x C sur Y)g, et que ce dernier est un isomorphisme 
pour g = 2 [N, par. 6 et par 9]. 

On peut noter que si F 0 d6signe l'adh6rence du lieu des courbes stables ~ fibres 
g6om6triques singuli~res irr6ductibles, alors 93l 2 - F 0 est isomorphe au sch6ma de 
modules des sch6mas ab61iens principalement polaris6s sur Z. 

Soit k un corps alg6briquement clos. Le corollaire 3.1 permet d'6tudier la structure 
locale de ~J[2 X k, par exemple le lieu de ses singularit6s. Consid6rons les points 

suivants de M 2 x k: 
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(a) q,  C 9Y~ 2 • k les points v6rifiant J2 : J4 = J6 : 0, Jl0 + 0; 
(b) ql E A 0 - (A0o t3 Aol ) tel que '/2 = J4 = 3"8 = Jao = 0 et J6 + 0, si 

car(k) ~: 3; 
(c) q2 E • 0  --  (A00  U A01 ) tel que J2 = J6 = Jl0 = 0, J4 ~: 0 si car(k) + 2; 
(d) q** E /~l les points correspondant aux courbes stables dont l 'une des 

composantes irr6ductibles est d ' invariant  modulaire j = 0 ou j = 1728. 

Si car(k) + 2, alors il y a un unique point de la forme q , ,  il correspond ?~ la 
courbe de l ' exemple  1 si car(k) + 5, et h la courbe d'6quation y 2  : X 5 __ X 
si car(k) = 5; si car(k) = 2, ces points forment un ferm6 de dimension 1, ils sont 
repr6sent6s par les courbes d '6quation y2 _ y = x 5 q_ ax 3, a E k. Si car(k) • 2 
et 3, alors ql correspond h la courbe d6finie par l '6quation y2 = x2(x  3 + 1); 
si car(k) = 2, il correspond ?a la courbe d'6quation y2 _ x y  = x 5. La normalisation 
de la courbe ql est une courbe elliptique d ' invariant  modulaire nul. Si car(k) ~ 2, q2 
correspond h la courbe y2 = (x - 1)2(x 3 + x). Sa normalisation est une courbe 
elliptique d ' invariant  modulaire 1728. Toutes ces courbes ont de "gros" groupes 
d 'automorphismes.  

Coro l la i re  3.3. Soit k un corps algdbriquement clos. Alors les points singuliers de 
9~i~ 2 )< k sont les points q , ,  ql, q2 et les q** d6crits ci-dessus. 

Remarque 5. Le lieu singulier de TA~ • k est connu pour tout g > 2 et tout corps 

alg6briquement clos k [L0], celui de 93tg • C est connu pour tout g > 4 [Mo]. D'autre  
part, le corollaire ci-dessus est obtenu par calcul direct, mais il devrait ~tre possible 
de l 'obtenir  en 6tudiant l 'act ion du groupe d 'automorphismes des courbes C (comme 
par exemple dans [L0, par. 1]). 

4 Les groupes des automorphismes des courbes stables de genre 2 

Dans cette section, k sera un corps algdbriquement clos. On 6tudie le groupe des k- 
automorphismes Autk(X)  d 'une courbe stable X de genre 2 sur k. On s'intOresse plus 
particuli6rement aux ordres des 616ments de Auto(X).  Dans la suite du paragraphe, 
on notera ce groupe par Aut(X).  

4.1 Les cas ot~ X est lisse. Le groupe Aut (X)  est bien connu [Ig, par. 8]. Nous nous 
bornons ~ rappeler quelques r6sultats en car(k) ~: 2. Soit C o la courbe sur k d'6quation 
y2 = x 5 _ 1 si car(k) ~ 5 et y2 = x 5 _ x si car (k) = 5. Elle est caract6ris6e par 
J2 = ,14 = J6 = 0, et J10 ~: 0. Si car(k) ~: 5, on consid6re aussi la courbe C 1 sur 
k d'6quation y 2  = X 5 __ X ,  elle est caract6ris6e par J2 ~ O, J4J2 2 = 2 - 3  �9 5 -1 �9 3, 

J6J2  3 = - 2  -4  - 5 -2, et J10J2 5 = 2 -4  - 5 -5. On voit d 'apr~s le tableau d ' Igusa  (loc. 
cit.) que: 

4.1.1. Si X n 'est  isomorphe ni ~ C o ni ~ C 1, alors les 616ments de Aut (X)  sont 
d 'ordre  divisant 4 ou 6; 

4.1.2. Si car(k) :~ 5, alors les 616ments de Aut(Cl)  sont d 'ordre  divisant 6 ou 8; 
4.1.3. Si car(k) ~ 5, alors Aut(C0) -~ Z / 1 0 Z ;  
4.1.4. Si car(k) = 5, Aut(C0) est extension de PGL2(F 5) par Z / 2 Z .  
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4.2. Le cas o~ X est de laforme (V,). Soient XI, X 2 les composantes irr6ductibles de 
X, p leur point d'intersection. Notons AUtp(X 0 les automorphismes de X~ laissant 
invariant p. Comme X,i est une courbe stable de genre 1, Autp(X~) est parfaitement 
connut en fonction de son invariant modulaire. On a: 

4.2.1. Si X l ~ X2, alors Aut(X) ~ Aut~(Xl) x Autp(X2); 
4.2.2. Si X l ~ X2, alors Aut(X) est produit semi-direct de Z/2Z par le sous- 

groupe n o r m a l  Autp(Xl) • AUtp(X2) , o?1 Z / 2 •  est  engendr6 par la permutation des 
deux composantes de X. 

4.3. Les cas o~ X est de la forme (IV). On a: Aut(X) ~ .~ x G/2Z, oh Z/2Z 
correspond h la permutation des deux composantes de X, et .~ correspond aux 
permutations des trois points d'intersection de X. 

4.4. Le cas oti X est de laforme (III). Comme pour le cas suivant, X est d6finie par 
une 6quation y2 + Q(z)p = P(z) .  Notons d2~ les invariants de X associds ~ une telle 
6quation. Alors gl0 = I12 = 0. On a: 

4.4.1. Si J6 + 0, alors Aut(X) _~ Z/2Z x Z/2Z; 
4.4.2. Si J6 = 0 (cela implique que car(k) =~ 2), alors Aut(X) est produit 

semi-direct de Z/2Z par Z/2Z • Z/2Z, le premier groupe correspond au groupe 
de permutations des deux points singuliers de X; 

4.5. Le cas oti X est de la forme (II). On a dl0 = 0 et I12 ~ 0. Soit j l'invariant 
modulaire de la normalisation de X. On a: 
4.5.1. Si j ~= 0, 1728, alors 

Z/2Z si J6 =~ 0 
Aut(X)-~ Z / 2 Z •  si J 6 = 0 ;  

4.5.2. Si j = 1728 et car(k) ~= 2, 3, alors 

Z/2Z si J6 ~= 0 
A u t ( X ) ~  Z / 2 Z •  si d2~:0,  J 6 = 0  

Z/2Z x Z / 4 Z  si d 2 = J 6 = 0 ;  

4.5.3. Si j = 0 et car(k) ~= 2, 3, alors 

Z /2Z si J2 =b 0, J6 ~: 0 
Aut(X)--- Z / 2 Z x Z / 2 Z  si J 6 = 0  

Z/6Z si ']2 z 0; 

4.5.4 Si j = 0 et car(k) = 3, alors 

z / 2 z  si + o 
Aut(X) ~- Z/2Z x Z/4Z si J6 = 0, 

il est ~ remarquer que dans ce cas-l?~, 3 ne divise pas le cardinal de Aut(X); 
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4.5.5. Si j = 0 et car(k) = 2, alors 

Z /ZZ si " / 8 + 0  
A u t ( X ) ~  Z / 6 Z  si J s = 0 .  

Preuve. Montrons par exemple 4.5.5. Soient Y ~ X la normalisation de X, Pl et P2 
les points de Y au-dessus du point double de X.  Alors 

Aut(X) = {~- E Aut (Y )  l ' r ({p l ,p2})  = {Pl,P2}}" 

Soit G o = {r  C Aut(Y) ] T(pl) = Pl, r(P2) = P2}, alors Aut(X) _~ G o • Z /2Z ,  o~ 
Z / 2 Z  est engendr6 par t 'involution hyperelliptique ~ de X.  Fixons un point invariant 
o0 de cr (E Aut(Y)) comme 616ment neutre de Y, alors a(y) = - y .  Le groupe G o 
est conjugu6 du groupe G l = { r  E Aut(Y) [ "r(2p 1) = 2pl}. I1 ne reste plus qu'h 
d6terminer ce dernier. Dans le cas 4.5.5, X a une 6quation 

X : y2 + xy = x 5 + ax  3, a E k, 

donc '/2 = J4 = Jlo = O, J6 =~ 0 et J ~ J 6  4 = a 24. La courbe Y a pour equation 

f : z 2 + z - ~ -  x 3-}-ax~ 

et on a x(p 0 = z(p 1) = 0, doric x(2pl) = a 2, z(2p 1) = a 3 + 1. Le groupe A u t o ( Y )  
6tant bien connu, on v6rifie que si a # 0 (donc Js # 0), alors G 1 = {1}, donc 
Aut(X) = Z /2Z .  Si a = 0, alors G 1 _~ Z / 3 Z  est engendr6 par z ~-+ z, x ~ ~zx, o~ 
~z E k est une racine primitive cubique de 1. 

5 Les 6paisseurs des points singuliers 

Supposons que k soit s6parablement c lose t  que C soit la fibre g6n6rique lisse d'une 
courbe stable ~ sur R. Notons u : K --~ Z U {+oc}  la valuation normalis6e de K.  
Soit q un point singulier de Zs, alors q est rationnel sur k et le compl6t6 mq-adique 

de ~ , q  v6rifie 

F~,~ ~_ ~ [ [~ ,  v ] ] / ( ~ v  - ~), ~ ~ m - {0}.  

D6finition 2. On appelle gpaisseur de q l 'entier u(Tr) E •, et on le note e(q). I1 est 
appel6 "degr6 de singularit6 local" dans [V, 3.10]. 

Soit Hg le sch6ma de Hilbert des courbes stables f : X --~ Spec R de genre g 

~5~-6 ]?(f,(w~ o~ w x / R  est le faisceau sur R, munies d 'un isomorphisme ~n  ~- 

dualisant de X (cf. [D-M, par. 1]). Soit S* le diviseur de H 9 correspondant aux 
courbes stables singutibres. Notons ~ : Spec R --~ Hg une section induite par ~ ,  s le 

point ferm6 de Spec R. On a ~o(s) c S* si U~ est singuli~re. 

Lemme.  Conservons les notations ci-dessus. Soient ql, " �9 ", q, les points singuliers 
de U s, d'~paisseurs mspectives e(qj), . . . ,  e(q~), et t une ~quation minimale de S* en 

Q(s). Alors ~ e(qi) --- u(~o#(t)). C'est  done le degr~ du diviseur ~*(S*) sur Spec R. 
i=1 
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Preuve. Soit Z.q ---+ H~ la courbe stable universelle. La section 0 induit un isomor- 

phisme ~ Z~ • H~ Spec R. On a 

[D-M, theorem 1.6]. On en d6duit que 

off ~ : #fHu,o(s ) ---+ R e s t  induit par 0. I1 suit que e(q~) = u(~(t~)) .  Or S* est d6finie 
2 

par t l  . . .  t,, = 0 dans N, Hu,o(, ), ce qui d6montre le lemme. 

Dans la proposition suivante, on calcule les 6paisseurs des points singuliers de 
Us (lorsque g(C) = 2) en fonction des invariants J2~ de C. Ce r6sultat se trouve 
partiellement dans [Me, par. 1.4]. C 'es t  d 'ai l leurs la lecture de ce dernier qui nous a 
pouss6s h achever le travail. 

La connaissance des 6paisseurs ddtermine le module minimal .~" de C sur R par 
6clatements successifs de U (voir la preuve de la proposit ion 2.2 de [D]). So ien t .4  ' 
le modble de N6ron de la Jacobienne de C [B-L-R, p. 12], .,./"~ la composante neutre 
de . / t ' ,  alors d 'aprbs Raynaud (loc. cit., par. 9.5, theorem 4) on a 

�9 4s'~ ~ Pic~, /k 

2 , I1 suit que si ~,  est de la forme (III), (IV) ou (VII), alors .As "~ ~- G ~ ,  k, dans les cas 

(II) et (VI), ./t~ "~ est extension d 'une  courbe elliptique (d' invariant modulaire (I~I~21)) 
par G~,k;  enfin dans le cas (V), ./Is "~ est produit de deux courbes elliptiques dont 
les invariants modulaires sont d6termin6s par le th6orbme 1, (V). D'autre part, le 
groupe des composantes connexes ~b de .~t~" peut etre calcul6 h partir de la matrice 
de monodromie M C Sp4(Z) de ,Z '  (qui est donn6e explicitement dans [N-U] en 
fonction du type de .Z') : 4) = I~I(TA/d~Z) off les d~ sont les 616ments non nuls d 'une 

i 
matrice diagonale 6quivalente (dans Z) h M - Id [Lo-2, remark 2.2]. 

P ropos i t ion  2. Supposons k s~parablement clos. Soient ~ une courbe stable de genre 
2 sur R, C = gn' et J2i les invariants d'une dquation de C. Soient .Z ~ le modOle 
minimal de C sur R,.A/" le modkle de Ngron de la Jacobienne de C et q) le groupe 
des composantes connexes de .J~'. On a 

(i) Si gs est lisse, alors ,Z" = ~ et.~s" est la Jacobienne de ~ ;  
(ii) Si K s est de la forrne (II), alors l'~paisseur du point singulier de ~, est 

1 6 -5 (selon les notations de [N-U]) et q) Z / e Z ;  e = gU(JloI12 ), .;g' est du type [I~_0_0] = 

(iii) Si ~,  est de la forme (III) alors les dpaisseurs e I <= e 2 des points singuliers 
de U s sont 

1 I 1 2 -5 e 1 = inf u(IleI43),  ~u(J~oI4 5) , e e = ~U(J lo I  4 ) - e 1 , 

.~" est du type [Iel_ez_O] et �9 = Z / e l Z  • Z / e2Z ;  
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(iv) Si ~ est de la forme  (IV), soient e I <= e 2 ~ e 3 les dpaisseurs des points  

singuliers de U s. Posons  1 = u(J loJ25) ,  n = / / ( I 1 2 J 2  6) et m = u(J4J2 2). Alors 

e I ---- i n f  , -~ ,  m , e 2 = i n f  I - 2  e l  , zf - -  e / , e 3 = l - -  e 1 - -  e 2 ,  

.~" est du type [Ieq_e2_e3] et 49 = Z / d l Z  • Z / d 2 Z  , o t i  d 1 = pgcd(e l ,ee ,  e3) , 

did 2 = e l e  2 ~-  e l e  3 -[- e2e3,"  

iv) Si U s est de la forme  (V), alors l '~paisseur du point  singulier de f s est (voir 
(3) p o u r  les notations) 

1 
i J~oI~ - 5) 

.Z" est du type [I 0 - I 0 - e] et donc ~ = {0}; 
(vi) Si U; s est de la f o rme  (VI), soient e o l '~paisseur du point  d'intersection des 

deux composantes de f s et e 1 r ~paisseur de l 'autre point  singulier. Alors 

1 1 
e~ = -f-2~E u( el = e u( J~~ ~2~) ' 

.Z" est du type [I~l - I 0 - %] et 4) = Z/e lZ ,"  

(vii) Si ~ est de la forme  (VII), soient e o l ' (paisseur du point  d'intersection des 
deux composantes de U s e t  e 1 <= e 2 les dpaisseurs des autres points singuliers. Alors 

e o = 4-~.,(I,~G2), 

1 ~ -3~ ) 1 ~ -3~ 
e I = inf  u(I12/4-3), ~ u ( J l o I 2 ~ I  4 " ) } ,  e 2 = 7 u ( J ,  o I 2 j 4  " ) - e l ,  

.Z" est du type [Iej - I~2 - %] et 49 = Z / Q Z  • Z / e 2 Z .  

Preuve. II est clair que les r6sultats ne  d6pendent  pas du corps de base K ,  ni d ' u n e  
6quation y 2  = P(x) de C. Si car(k) • 2, ou si carik)  = 2 mais  U s n ' e s t  pas la r6union 
de deux courbes elliptiques d ' invar ian t  modulaire  nul, on peut t rouver  une 6quation 
simple de C sur K alg et obtenir  les 6paisseurs par  calculs directs (de la m~me fa~on 
que pour  le th6or~me 1). Traitons deux cas repr6sentatifs. 

Supposons  d ' abord  car(k) =~ 2 et que f s  soit r6union de deux droites projectives 
se coupant  en trois points. Quitte h faire une extension de K et un  changement  de 
variables, on peut  supposer que C est d6finie h partir  d ' u n e  6quation 

y 2  ---- X ( X  - -  2a)(x  - 1)(x - 1 - 2b)(2cx - 1), 0 < u(a) <= u(b) <= u(c) < + c ~ .  

Soit q C ~s la sp6cialisation du point (x = 0, y = 0) E C.  I1 existe w E CC~ ,q tel que 

w 2 = i x -  1 ) ( x -  1 - 2 b ) ( 2 c x -  1). Posons  u = y w  -~ - x + a, v = - y w  -1 - x + a. 
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Alors uv = a 2, et ~ ,q = /~[[u, v]]. I1 suit que e I = u(a2), et e 2 = u(b2), e 3 = u(c2). 
Calculons  les invariants de C avec l '6quat ion ci-dessus: 

J2 C 1 + rn, '/4 E 2-2(a2(1 q- m) +/)2(1 + m) q- c2(1 + m)) 

Jlo c 2 6a2b2c2(1 q-m),  

[12 C 2-4(aeb2(1 + m) -t- a2c2(1 + m) + b2c2(1 + m)) .  

On  en d6duit donc faci lement le r6sultat. 
Examinons  main tenan t  le cas oil car(k) = 2, et g~ est r6union d ' une  courbe 

ell iptique d ' invar ian t  nul  et d ' une  courbe rationnelle.  On peut  montrer  que, apr~s une 
extension de K et un changement  de variables 6ventuels,  C est d6finie ~ partir d ' une  
6quation: 

y 2 _ x ( l + a c x + a 3 x 2 ) y = x  3 + b x ,  a ,b ,c ,  E m .  

On calcule les invariants:  

,]g E 1 + m, Jm E b2al2(l + m), I12 E a12(1 + m) .  

' = / / ( a 2 ) ,  du point  d ' in tersect ion de ~_~ est e 0 II est ais6 de voir  que l '6paisseur  e 0 
donc e 0 = u(a). Calculons main tenant  e 1. Soit q C Z~ la sp6cialisation du point 

(x = 0, y = 0) E C,  alors A :=  ff~. ,q = i~[[x, y]]. Soit z = x(1 + a c x + a 3 x 2 ) ,  alors 

A = R[y,  z]] avec y2 _ y z  = bz + z2u, ofa u est un 616ment de l ' id6al  maximal  m A 
de A. I1 existe w E m A tel que w 2 + w = u. On obtient  la relation suivante: 

((1 + 3w + 2w2)z - (1 + 2w)y + b)((w + 2w2)z + (1 + 2w)y + b) = b 2 . 

Ce qui implique que e I = e(q) = u(b2). La proposit ion se v6rifie alors imm6diatement.  
I1 reste le cas of J car(k) = 2 et ~ est r6union de deux courbes elliptiques sur k 

d ' invar ian t  modulaire  nul.  Soit x 0 E H 2 un  point  correspondant  ~ une telle courbe. 

Soit t u n e  6quation min imale  de S* en x 0. Soit h = J4oJ~5 C ' ~ ' ( ~ 2  X R )  C .7~'(H 2) 
consid6r6 comme une fonction rat ionnelle sur H 2. En proc6dent comme ci-dessus, on 
volt que pour tout x C S* correspondant  ~t la r6union de deux courbes ell iptiques dont 
l ' u n e  au moins  est d ' invar ian t  modulaire  non  nul, on a t -48h c (" * (les 616ments 

" H 2 ,  x 

inversibles  de dH2,~-)" Cela  est donc vrai aussi pour  x 0. On peut alors conclure avec 

le lemme ci-dessus. 

6 Extension minimale r~alisant la r~duction stable 

Notons R Sh l'hens61is6 strict de R, K Sh = Fr(RSh), /~ le compl6t6 de R et 

h" = Fr R. Soient  R / = R ou R Sn, K '  = F r R ' ,  soient C une courbe projective 
lisse g6om6tr iquement  connexe  sur K de genre g(C) => 1, .Z '  le module min imal  de 
C sur R. Alors .Z '  x R R '  est le module min imal  de C x K K / sur R ~. Soient J (C)  
la Jacobienne de C,.~r le modble de N6ron de J ( C )  sur R. On sait que ,/1 " x R R ~ 
est le module de N6ron de J ( C  x K K ~) sur R '  (voir [B-L-R, par. 7.2, theorem 1]). 
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Dans les deux propositions suivantes, nous rassemblons quelques rdsultats g6n6raux 
sur la r6duction stable, certains d'entre eux sont bien connus. 

Proposition 3. Avec les notations ci-dessus, les propri~tds suivantes sont dquivalentes: 
(a) C admet un modOle stable sur t~; 
(b) C admet un modOle stable sur R~h ; 

(c) C admet un modOle stable sur !~; 
(d) . ~  est r~duite et n'a que des points doubles ordinaires comme singularitds; 
(e) la fibre spOciale ./1~ "~ de la composante neutre de ~/]/" est une varidtd semi- 

abdlienne (i.e. extension d'une varidtO abdlienne par un tore). 

Preuve. (b) ~=~ (d) r (e): on peut supposer R = R ~h, voir alors [D-M, proposition 
2.3 et theorem 2.4]. 

(a) r162 (b): il suffit de montrer que (b) implique (a). Soit U le modble stable de 
C sur R sh, alors G : -  Gal(K~h/K)  agit sur U de fa~on compatible avec son action 
sur Spec(R~h). Le quotient U' /G est un R-sch6ma normal, donc ( ~ / G )  • /l~sh 
est normal (puisque 6table sur U~/G). Comme on a un morphisme fini birationnel 
~---+ (~'/G) • H'sh, c'est  un isomoprhisme, donc U)/G est un module stable de C 
sur /~. 

Enfin, en appliquant l'6quivalence (a) 4=> (d) h R, on a (c) ~ (d). 

Proposition 4. Supposons R strictement hensdlien. Soit C une courbe projective lisse 
gdomdtriquement connexe sur I f ,  de genre g(C) >= 1. Alors on a les propridtds 
suivantes: 

(c~) ll existe une extension galoisienne L de 142 telle que pour route extension finie 
F de K ,  C a rOduction stable sur F (voir dOfinition 1) si et seulement si F D L; 

([~) Soit ~ le modOle stable de C sur R c (la cloture intdgrale de R darts L), il 
existe un homomorphisme canonique injectif Gal( L / I f  ) --+ Autk,~g ( ~ ) ;  

(q/) En particulier si d est le plus grand facteur premier d car(k) de [L : K], alors 
d est l'ordre d'un dldment de AUtka,g(?5;); 

(~5") lnversement, supposons R complet et k atgibriquement clos. Alors pour route 
courbe stable D sur k telle que Autk(D) air un dldment d'ordre n premier d car(k), il 
existe une courbe projective lisse E sur I f  avec ~ ~- D, et qui n'a rdduction stable 
qu' aprOs extension de I~ de degrd n. 

Preuve. (ct) Voir l 'expos6 de [D, th6orbme 5.15]. 
(/3) Soit G = G a l ( L / K ) ,  il agit sur le R-sch6ma ~ ,  d'o/a une application 

A : G --~ AutR(U).  En consid6rant l 'action de G sur U • L --~ C x K L, on 
voit que A est un homomorphisme de groupes. Soit 1 le corps r6siduel de L, alors A 
induit un homomorphisme de groupes co : G --* Autk(U XRL l) = Aut t (~ X•L l). 

Posons L 0 = L ker ~, alors d'apr~s [D, lemme 5.16], J (C)  a r6duction semi-ab61ienne 
sur L o, donc C a r6duction stable sur L 0, d'o~ L 0 = L e t  Kerc9 = {1}. On obtient 
un homomorphisme injectif G --~ Autkalg(~) en composant ~ avec Aut~(~ •  l) --~ 

Autkajg (U s) ([D-M, theorem 1.1 1 ]). 
(~/) Comme k est s6parablement clos, d divise l 'indice de ramification de L / K .  

Donc G a un groupe quotient cyclique d'ordre d. I1 suit que G a un 616ment d'ordre 
d. 

(6) C'est  une cons6quence imm6diate de [V]. En effet, soient r c Autk(D) d'ordre 
n premier ~t car(k) ,x I . . . ,  :c,. les points doubles de D. En utitisant [V, Satz 4.4, 
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suivantes, 
(l) ~ 
(2) ~ 
(3) ~ 
(4) ~ 

Remarque 
6quation de C (thgorbme 1). En particulier: 

Lemma 3.8 et Bemerkung 4.6(iv)], on voit qu'il suffit de montrer qu'il existe des 
entiers naturels ha, . . . ,  n,. qui satisfont les conditions de [V, Definition 4.1 (i)]. 

Prenons les notations de [V, 3.11 ]. Soient x~ un point double de D, m un g6n6rateur 
du groupe {l E Z ] TZ(x~) = x~}. Montrons que m divise # :=  #(e~ ,7~ , x i )  
dans Z / n Z  (on prendra alors n. i =- p / m  mod[nl). Soient q = pgcd(rn, n), a, b, c, d 

les gldments de k associds ~t l 'automorphisme de (s induit par ~-'~. Comme 

(~-")'~/q = 1, on a (ab + c d )  n / q  = 1, donc q divise #, donc m divise p dans Z/nZ .  

Remarque 6. Supposons R strictement hensdlien. On sait que si car(k) --- 0 ou si 
car(k) > 2g(C) + 1, alors L e s t  une extension mod6rdment ramifige, donc cyclique, 
de K ([V, Satz 2.2], voir aussi IS-T, par. 2]). On peut aussi dgduire ce r6sultat 
de la proposition 4. En effet, soit U, la fibre spdciale gdomdtrique de ~ sur RL, 
on volt sans trop de difficult6s que les diviseurs premiers de Card(Autk,lg(~)) sont 
_-< 2g(C) + 1 (voir [Ho] pour le cas U lisse; le cas non lisse rdsulte du cas lisse et d 'un 
raisonnement combinatoire sur le graphe de ~ ) ,  il suit que l 'hypothbse car(k) = 0 
ou car(k) > 2g(C) + I implique que [L : K]  est premier ?a car(k). 

Dans la suite du paragraphe, on gardera les notations de la proposition 4 (lorsque 
R e s t  strictement hensOlien). 

Corollaire 4.1. Supposons R strictement hensdlien, car(k) =~ 2, 3. Soit C u n e  courbe 
projective lisse giorndtriquernent connexe de genre 2 sur K.  Dans les situations 

Les t  une extension moddrdment ramifiOe (donc cyclique) de K:  
est lisse et r Co, C 1 (voir 4.1), cela implique que [L �9 K] divise 4 ou 6," 

C l e t  car(k) ~= 5, on a alors [L : K] divisant 6 ou 8," 
~- C oet  car(k) A= 5, on a [ L  : KI  divise 10; 
est singulibre, alors [L : B2] divise 8 ou 12. 

7. On sait que ~.~ est dgtermin6e par les invariants J2~ associds h une 

5 --1 ~ : . ~ C  o c v J ~ d l o  c m  pour tout i < 5 ;  

si car(k) ~= 5, alors ~, _~ C 1 6quivaut h ,12 Af 0 et 

J4J2 -2 - 2 -3 - 5 -1 - 3 C m ,  J6J2 3 + 2 -4 �9 5 -2 E m, J~o,]~ 5 - -  2 - 4  �9 5 - 5  E m .  

Remarque 8. Dans l'hypothbse o?~ ~ est lisse, g(C) >- 1 et L / K  mod6r6e, Lorenzini 
donne une majoration [L : K]  __< 2(2u + 1) en termes du rang unipotent u du modble 
de N6ron de J(C), ainsi que des renseignements pr6cis sur les diviseurs premiers 
de [L : K] [Lo-l,  proposition 2.7]. A noter que si k est alg6briquement clos, et 
g(C) = 2, alors C est automatiquement une S-courbe dans la terminologie de [Lo-1] 
(cf. [R, proposition 9.5.1]). D'autres majorations de [L : K]  sont donn6es par Xiao 
[Xi, theorem 2]. 

D~finition 3. Soit C une courbe projective lisse sur K.  On dit que C a bonne 
r~duction sur /s si elle est ta fibre ggn6rique d 'une courbe stable lisse sur R. On 
dit que C a potentiellement bonne rdduction si ~ (d6finition 1, par. 1) est lisse. Cela 
veut dire qu'il existe une extension valu6e finie F de K telle que C •  F ait bonne 
r6duction sur F .  
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Lemme.  Supposons R strictement hensdlien, car(k) ~ 2. Soit C une courbe projective 
lisse sur I f  ddfinie par une dquation y2 = P(x )  E I f  Ix]. Si C a bonne rdduction sur 
I f ,  alors les racines de P(x )  sont dans I f .  lnversement, si P ( x )  a au moins deux 
racines dans Ix[ et si C a potentiellement bonne rdduction, alors C a bonne rdduction 
sur une extension quadratique de If .  

Preuve. El6mentaire. 

Proposi t ion  5. Supposons car(k) + 2 et notons u la valuation normalisde de If .  Soit 
C une courbe projective lisse de genre 2 sur I f ,  d~finie par une dquation 

y2 = a l x  5 + a2x4  q_ . . .  q_ a6 C K [ x ] ,  

ayant potentiellement bonne rdduction. Supposons que U~ ~ C O si car(k) = 5 (voir 

par. 4.1). Alors C a bonne rgduction sur I f  si et seulement si 40 I u(a)~ �9 Cette 
condition est encore ndcessaire si car(k) = 5 et ~ ~ C o. 

Preuve. On v6rifie que la propri6t6 40 I u(a)~ 1) ne d6pend pas du choix de 
l '6quation y2 ~___ a l x  5 ~_ a2x4 _}_ . . .  ~_ a6" Si C a bonne r6duction, alors on aura 

une 6quation de C avec aL, ,ll0 E R*, d'ofi 40 I u(a~~ 

Inversement, supposons ~ lisse et 40 I u(a~~ Soit u(a~~ t) = 40r,  posons 
a = al  t - z r ,  b = a~t -5r, o~1 t est une uniformisante de R. Alors par le changement 
de variables x = av - ( 5 a l ) - l a 2  , y = bw, on se ramene h une 6quation 

W 2 = V 5 -l- b3 v3 -1- b4 v2 4- bsv + b 6 E K[v] 

de C avec Jlo E R*. Si car(k) + 5, cela implique que b i E R,  donc C a bonne 
r6duction. Si car(k) = 5 et g~ ~ C o, on se rambne d 'abord  h R strictement hens61ien. 
On sait alors que [L : K ]  divise 4 ou 6, et le lemme ci-dessus permet de conclure. 

Remarque 9. La courbe y2 = x 5 + x +  1/5 sur Q5 a potentiellement bonne r6duction et 
v6rifie Jl0 E R*,  mais elle n 'a  pas bonne rdduction. D'autre  part, si R e s t  strictement 
hensdlien avec car(k) = 5, et si ~ -~ C 0, le lemme pr6c6dent montre que [L : K]  
divise 40. La courbe y2 = x 5 + 5x 4 + 25 sur Q~h v6rifie u(J10) = 11, donc la borne 
40 est atteinte. 

Proposi t ion  6. Supposons car(k) + 2, 3, 5. Soit C une courbe projective lisse sur K 
ddf in ie  p a r  u n e  ~ q u a t i o n  y2 : aoX6 4- aa x5 q- . . .  + a 6 E [ ( [ x ] ,  a v e c  a 0 ~: O, a y a n t  

potentiellement bonne rdduction. Posons A 2 = 12a0a 2 - 5a 2, h = A~Sao2~ 1. Alors 
C a bonne rdduction sur K si et seulement si: ou bien 

u(h) >= O, et 2 I "(ao), 301 u(a~~ 1) 

(par convention u(O) = +cx~), ou bien 

. ( h ) < O ,  et 2 lu(A2)  , 40]u(AlSJ~o~).  

Preuve. On peut supposer R strictement hens61ien en vertu de la proposition 3. 
On v6rifie que h e s t  invariant par les transformations x ~ ax + b, o?a a E K* ,  
b E K .  De meme, les propri6t6s de divisibilit6s ci-dessus restent inchang6es par 
ces transformations. Soient U le modSle stable de C sur L, cr son involution 



Courbes stables de genre 2 et leur schdma de modules 221 

hyperel l ipt ique.  On  peut consid6rer  le morphisme fini canonique  f : T ~ ~ : =  
1 /(or). Si ~ est lisse, alors Z ~  ~ I?k,,g. Notons  w le point  de g,7 correspondant  

z = oc, et c5 sa sp6cialisation dans ~ s .  

(A) Supposons que C a bonne rdduction. Si f est non-ramifi6 au dessus de c~, on peut 
se ramener  ~ a~ E R et a0, J~0 E R* .  I1 suit que 

u(h)  > O, et 21 u(a0), 30 [ u(alo~ 

Si f est ramifi6 au dessus de ~ ,  on peut se ramener  h a~ E R ,  a o E m et a l ,  J lo  E R* .  

On a alors A 2 E R* ,  u(h)  = - 2 0 u ( a o )  < 0 et 40 I u(A~SJlol)  �9 

(B) D~montrons la rdciproque. Supposons d ' abord  que l ' on  est dans le cas u(h)  >= O. 

Soient  u(a o) = 2q, u (a~~  ~) = 30r,  avec q , r  C Z. Posons a = t ", b =  t 3,,+q, 
o~ t e s t  une uniformisante de /2. Alors,  aprbs le changement  de variables :r = 
av - ( 6 a o ) - l a l ,  y = bw, on est ramen6 ~ une 6quation 

~1~ 2 : bo v6 + b2 v4 + b3 v3 + . . .  + b 6 = :  Q ( v )  E /-([v] 

de C avec b0, JJ0 E /2* et b e c /2. D 'aprbs  (A), f est non-ramifi6 au dessus de ~ .  
Donc  il existe c~ C L tel que Q(v  + c0 c R L[v], oiJ R L est la cl6ture intdgrale de 
R dans L.  II suit que o, E /2L et donc Q(v)  E R[v] .  Par  cons6quent,  C a bonne 
rdduction. 

Pla~ons-nous maintenant  dans le cas u(h)  < 0. Posons u(A2) = 2s, u(A~5J[-o 1) = 
40r .  Par le changement  de variables z = t '~-2"u - a l (6a0)  -1 ,  y = t3s-5"w,  on se 
ram6ne ~ une 6quation de C:  

W 2 = bozt 6 + b2~z 4 + b3~z 3 + . - .  + b 6 = Q ( u )  c K[u] 

avec Jlo,bob2 c R*  et b 0 c m. C o m m e  ~ est lisse, il existe ct E L tel que 
Q ( u + a )  E Rr~[u,], et [J : =  6boa E /2"c. Par suite 1 5 b 0 a 2 +  b 2 c R L, donc 
5/32 + 12b0b 2 ~ boR r.  Soit c C R *  tel que  5c 2 + 12bob 2 = 0, a lo r s  f12 _ c 2 C  RL" 

On a doric par exemple  ;~ E c + boR r ,  cela impl ique que c~ E (6b 0) ~c + R r .  On en 
conclut  que Q(u  + (6b0)-%)  = b0 ~6 q- c~t 5 q- . . .  c /2[u] .  Donc  C a bonne r6duction 
sur K .  

Remerciements. Je remercie J. Fresnel et M. Matignon pour les nombreuses conversations que nous 
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