
Bordeaux I, 2011-2012. M1 Enseignement des Mathématiques.Probabilités et StatistiquesExamen du 15 déembre 2011 (14h-18h)Exerie 1Un message omposé de n symboles binaires '0' ou '1'. Lors de sa transmission àun destinataire, haque symbole est perturbé ave la probabilité p et se transformealors en symbole opposé. On fait l'hypothèse que les erreurs de transmission sontindépendantes.1) Envoi simple. On envoie le message une fois à son destinataire. Déterminer laprobabilité pour que le message reçu ne oïnide pas ave le message d'origine.2) Envoi doublé. Par préaution, on hoisit d'envoyer le même message deux fois.a) Ave quelle probabilité le i-ième symbole du premier message reçu est-il iden-tique au i-ième symbole du deuxième message reçu ?b) Ave quelle probabilité les deux messages reçus sont-ils identiques ?) Sahant que les deux messages reçus sont identiques, déterminer la probabilitépour que le message reçu ne oïnide pas ave le message d'origine.d) On suppose n = 100 et p = 0.001. Que valent les probabilités trouvées auxquestions 1 et 2. ? Commenter. Exerie 21. On onsidère un point aléatoire (U, V ) de loi uniforme sur le arré [0, 1]× [0, 1].a) Pour x hoisi arbitrairement dans [0, 1], représenter graphiquement l'ensemble :
{(u, v) ∈ [0, 1]× [0, 1] / | u − v |≤ x}.b) Déterminer la densité de | U − V |.) Montrer que | U − V | a pour espérane 1/3 et pour variane 1/18.2. Une expériene onsiste à tirer deux points du segment [0, 1] de manière in-dépendante suivant la loi uniforme sur [0, 1], puis à relever la longueur du segmentdéterminé par es deux points.On répète plusieurs fois ette expériene. A haque étape n, on alule la moyennearithmétique Mn des longueurs des n premiers segments obtenus.a) Le théorème entral-limite apporte-t-il des renseignements sur la suite desvariables aléatoires Mn ?b) A l'aide d'un tableur, un élève a engendré 1000 segments et obtenu ommevaleur moyenne de leurs longueurs 0.3398 . Au vu de e résultat, le professeur1



2doit-il suspeter une erreur de programmation ? (On argumentera soigneusement laréponse.) Exerie 3On onsidère la haîne de Markov (Xn)n∈N sur l'ensemble d'états {1, 2, 3} etdont la matrie de transition est
P =







0 1 0

1 − a 0 a

a 1 − a 0





ave 0 ≤ a ≤ 1.1) Déterminer pour quelles valeurs de a la haîne est irrédutible. Détermineralors sa période.2) On suppose dans ette question 0 < a < 1.Sahant qu'à l'instant initial, la haîne est dans l'état 1, la suite des distributionsde probabilités (P (Xn = 1) P (Xn = 2) P (Xn = 3) )n∈N est-elle onvergente ? Sioui, en déterminer la limite.2) Peut-on trouver une valeur de a (0 ≤ a ≤ 1) pour laquelle les trois propriétéssuivantes sont remplies simultanément :- la haîne est irrédutible,- la haîne possède une et une seule distribution de probabilité invariante
π = (π1 π2 π3),- sahant qu'à l'instant initial, la haîne est dans l'état 1, la suite
(P (Xn = 1) P (Xn = 2) P (Xn = 3) )n∈N n'est pas onvergente ?ProblèmeToutes les variables aléatoires qui apparaissent dans le problème sont supposéesdé�nies sur un même espae de probabilité (Ω,A, P ).On onsidère dans tout le problème une variable aléatoire X de fontion derépartition FX et admettant une densité fX .On appelle médiane théorique de X une solution de l'équation FX(x) = 1/2 .Pour n dans N

∗, on onsidère un éhantillon X1, X2, ..., Xn de variables aléatoiresindépendantes de même loi que X , et X = (
∑n

i=1 Xi)/n désigne la moyenneempirique de l'éhantillon.On admet l'existene de variables aléatoires Y1, Y2, ..., Yn telles que, quel quesoit ω dans Ω, Y1(ω), Y2(ω), ..., Yn(ω) onstituent un réarrangement roissant de



3
X1(ω), X2(ω), ..., Xn(ω), de telle sorte que quel que soit ω dans Ω,
Y1(ω) ≤ Y2(ω) ≤ ... ≤ Yn(ω).En partiulier, Y1 = min(X1, X2, ..., Xn) et Yn = max(X1, X2, ..., Xn).Si n est impair, et si on pose n = 2l + 1, la variable aléatoire Yl+1 est appelée lamédiane empirique de l'éhantillon X1, X2, ..., Xn.I. Pour tout réel x et tout entier k tel que 1 ≤ k ≤ n, on note Jk(x) la variablealéatoire dé�nie par

Jk(x) =

{

1 si {Xk ≤ x}
0 si {Xk > x}et on pose Cn(x) =

∑n

k=1 Jk(x).1. a) Montrer que Y1 et Yn ont pour densités respetives les fontions fY1
et fYn

,dé�nies pour tout réel x par
fY1

(x) = n(1 − FX(x))n−1fX(x) fYn
(x) = n(FX(x))n−1fX(x)b) Quelle est la loi de probabilité de Cn(x) ?) Justi�er l'égalité {Yk ≤ x} = {Cn(x) ≥ k}.d) Montrer que pour tout k tel que 1 ≤ k ≤ n et tout réel x,

FYk
(x) =

n
∑

j=k

(

n

j

)

(FX(x))j(1 − FX(x))n−je) Montrer que pour j entier ompris entre 1 et n,
j

(

n

j

)

= (n − j + 1)

(

n

j − 1

)f) Montrer que fYk
est dé�nie par

fYk
(x) = k

(

n

k

)

(FX(x))k−1(1 − FX(x))n−kfX(x)g) Montrer que si X admet une espérane, alors pour tout k tel que 1 ≤ k ≤ n, Ykadmet une espérane, et que si X admet une variane, alors Yk admet une variane.II. Dans ette deuxième partie, on suppose que la fontion de répartition FX estdé�nie par
FX(x) =







1 − 1√
x

si x ≥ 1

0 si x < 11. a) Représenter le graphe de FX . Justi�er que X est une variable aléatoire àdensité. Caluler la densité fX .b) La variable aléatoire X a-t-elle une espérane ? A-t-elle une variane ?



4) Montrer l'existene et l'uniité de la médiane théorique de X et la aluler.d) Pour k tel que 1 ≤ k ≤ n, expliiter fYk
, et en déduire un équivalent de fYk

(x)lorsque x tend vers +∞.2. On suppose dans ette question n ≥ 3.a) Montrer que pour tout k tel que 1 ≤ k ≤ n − 2, Yk admet une espérane.b) En utilisant le hangement de variable t = 1/
√

x, montrer que pour tout k telque 1 ≤ k ≤ n − 2,
E(Yk) = k

(

n

k

)

∫ 1

0

tn−k−2(1 − t)k−1dt) On admet que pour tout ouple d'entiers positifs ou nuls (r, s),
∫ 1

0

tr(1 − t)sdt =
r! s!

(r + s + 1)!En déduire l'expression de E(Yk) pour k tel que 1 ≤ k ≤ n − 2.3. On suppose dans ette question n impair et supérieur ou égal à 5. On pose
n = 2l + 1.a) Etablir l'égalité E(Yl+1) = 4 +

6

l − 1
.b) On suppose de plus n ≥ 9. Justi�er l'existene de la variane de Yl+1. Onadmet sa valeur :

var(Yl+1) =
4(2l + 1)(l + 1)(4l − 7)

(l − 1)2(l − 2)(l − 3)b) On suppose dans ette question l = 100. Utiliser l'inégalité de Bienaymé-Thébythev pour déterminer un intervalle borné I tel que P (Yl+1 ∈ I) ≥ 0.90.III. Dans ette partie, on suppose que la loi de X est normale, d'espérane µ etde variane 1.1) Justi�er l'existene et l'uniité de la médiane théorique mX de X , et l'exprimeren fontion de µ.2) Pour n dans N, on pose k(n) = l + 1, où l désigne la partie entière de n/2.On admet que la suite √2n

π
(Yk(n) − mX) onverge en loi vers la loi normale en-trée réduite N (0, 1). Utiliser e résultat pour déterminer un intervalle de on�aneasymptotique pour la médiane théorique de X au niveau de on�ane de 0.95.3) On onsidère l'estimateur X de µ.a) Quelle est sa loi ?b) Utiliser et estimateur pour déterminer un intervalle de on�ane pour mXau niveau de on�ane de 0.95.4) Comparer les deux intervalles de on�ane obtenus et ommenter le résultat.


