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Introduction

L’étude aérodynamique de corps de rentrée, de navette spatiale ou de sondes planétaires conduit
a considérer des régimes ou le comportement du fluide ne peut pas étre prédit correctement par
les modéles classiques de la mécanique des milieux continus comme les équations de Navier-Stokes.
C’est le cas a haute altitude ot ’atmosphére est raréfiée mais aussi & plus basse altitude dans les
régimes transitionnels oil ces équations sont mises en défaut dans les chocs ou dans la couche limite.
On doit alors utiliser un modéle cinétique reposant sur une description microscopique du fluide
considéré comme un ensemble de particules. Cependant ces équations sont plus complexes et plus
coliteuses & résoudre numériquement. L’objectif de ce travail est de proposer dans ce contexte de
nouveaux modeéles numériques pour le calcul d’écoulements en régime transitionnel, de les analyser
et de les valider.

Le modéle de base pour les écoulements raréfiés est ’équation de Boltzmann qui s’écrit

atf+vvwf:Q(faf)a

ou f est la fonction de distribution des particules (voir Cercignani [12]). Le premier membre décrit
le vol libre de ces particules et le second membre décrit les collisions. Cette équation est complexe &
traiter tant du point de vue théorique que du point vue numérique. En particulier ’aspect binaire
des collisions est numériquement cotiteux et implique en général des algorithmes dont la complexité
est quadratique. Aussi dans un souci de simplification, en particulier dans les régimes transition-
nels, différents auteurs ont tenté de proposer des équations plus simples, conservant les propriétés
principales de ’équation de Boltzmann. Le modéle le plus connu est sans doute celui de Bathnagar-
Gross-Krook (BGK). Ce modéle consiste a remplacer le terme de collisions entre particules par un
terme représentant le phénomeéne de relaxation de f vers ’équilibre maxwellien M|[f]. Le modéle
BGK s’écrit alors

0uf +v-Vaf = ~(MIf] - f).

On peut vérifier que cette équation posséde beaucoup des propriétés de ’équation de Boltzmann
telles que les lois de conservation macroscopiques et la dissipation d’entropie. En outre 1’équation
BGK posséde les mémes limites fluides que I’équation de Boltzmann, bien qu’avec des valeurs diffé-
rentes des coefficients de transport. Enfin le traitement numérique du terme de relaxation conduit
& des algorithmes plus simples dont la complexité est linéaire. Pour ces raisons, ce modéle est bien
adapté aux écoulements en régime transitionnels et il nous servira de base pour le développement de
modéles numeériques. Il reste que I’équation BGK n’est pas & méme de modéliser précisemment les
forts déséquilibres cinétiques et une de nos préoccupations sera de préciser son domaine de validité.

L’approche la plus classique pour le calcul numérique d’écoulements raréfiés repose sur les mé-
thodes de simulation directe ou de type Monte-Carlo. La plus connue est la méthode DSMC de
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Bird [5], mais il existe des variantes comme la méthode de Nanbu [47] ou celle de ’équipe de Kai-
serslautern [26]. L’appellation “simulation directe” signifie que ’on utilise directement la dynamique
moléculaire sans passer par la modélisation du gaz par une équation de type Boltzmann. On peut
décrire grossiérement ces méthodes en disant qu’on simule un paquet de molécules que 1’on fait se
déplacer en ligne droite pendant un pas de temps (phase de vol libre), puis que l'on fait s’entre-
choquer “au hasard” (phase de collision). Ce processus est itéré jusqu’a stationnarisation, puis on
fait des moyennes pour calculer les quantités macroscopiques. De fait, cette méthode peut étre vue
comme une approximation de I’équation de Boltzmann au moyen d’'un splitting, et on peut méme
résoudre ’équation BGK de cette facon en remplacant la phase de collision par une phase de re-
laxation. Ces méthodes ont atteint une grande maturité depuis leur invention dans les années 50, et
I’approche phénoménologique sous-jacente permet de traiter un grand nombre de phénomeénes com-
plexes comme les mélanges de gaz, la chimie, etc. Cependant, elles ont plusieurs défauts bien connus:
leur colt devient élevé pour des écoulements denses, elles calculent difficilement des écoulements
lents comme la recirculation en arriére d’un corps, enfin & cause de leur caractére stochastique, les
résultats sont entachés d’un bruit qui nuit & la précision et que ’on ne peut diminuer qu’au prix
d’une augmentation importante du cott de calcul. Ces défauts ont donc motivé une approche dif-
férente, basée sur la résolution déterministe de I’équation de Boltzmann. C’est cette voie que nous
avons choisie dans ce travail.

Dans I’approche déterministe pour les équations de Boltzmann ou de BGK, la principale diffi-
culté provient du traitement de la variable v qui décrit R? tout entier. En pratique, on est condamné
& travailler avec un ensemble tronqué et discrétisé de vitesses et donc & introduire des modéles &
répartition discréte de vitesse. Les modeéles cinétiques a vitesses discrétes peuvent étre vus comme
un premiére étape vers la discrétisation des équation cinétiques, mais ils peuvent étre vus également
comme une simplification de la description physique du gaz, ou l'on suppose que les molécules ne
se déplacent que selon un nombre de vitesses fini. Cette seconde approche, la théorie cinétique dis-
créte, a été introduite initialement pour simplifier I’étude mathématique de I’équation de Boltzmann
(voir 'ouvrage de Gatignol [24] pour des références sur le sujet et de nombreux développements).
L’approche “numérique”, plus récente, est motivée par la recherche d’une alternative & la méthode
DSMC (voir Walus [63] pour un exposé complet de cette approche pour ’équation de Boltzmann).
On peut citer par exemple Rogier et Schneider [55] ou Buet [11] pour 'équation de Boltzmann, De-
gond et Lucquin-Desreux pour 1’équation de Fokker-Planck. Signalons également tous les travaux
sur les méthodes de type Lattice-Boltzmann qui relévent d'une approche comparable bien qu’elles
attaquent plus particuliérement des régimes continus (voir [40, 52]). Mentionnons enfin ’approche
par méthodes particulaires déterministes (voir Mas-Gallic [39] ou Issautier [29]) qui comporte une
phase de vol libre (comme DSMC) et une phase dans laquelle I'opérateur de collision est approché
par une formule de quadrature, ou les particules elles-mémes jouent le role de points de quadrature.

Dans ce travail, nous proposons un modéle & vitesses discrétes original pour ’équation BGK.
Notre objectif est “numérique”, mais nous empruntons & la cinétique discréte la recherche d’'un mo-
déle cinétique discret conservant la positivité et vérifiant exactement les lois de conservation et de
dissipation d’entropie. Ces propriétés ont ’avantage d’apporter beaucoup de robustesse aux mé-
thodes numériques issues de ce modéle et d’autoriser un pas en vitesse beaucoup plus grand que
d’autres approches moins rigoureuses. Pour ’équation BGK, le point essentiel est de fixer correc-
tement la notion “d’équilibre discret” jouant dans notre contexte le role de maxwellienne. Nous y
arrivons en utilisant une version discréte du principe de minimisation d’entropie (chapitre 1, théo-
réme 1.1). Toutes les bonnes propriétés du modeéle BGK & vitesses discrétes sont ensuite déduites
(théoréme 1.2). Cette approche peut sans doute étre utilisée dans tous les modeles cinétiques com-
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portant des termes de relaxation vers un équilibre (comme par exemple en transfert radiatif).

Le modeéle BGK & vitesses discrétes étant obtenu, il est intéressant aussi bien par rigueur ma-
thématique que pour justifier sa pertinence physique, d’étudier sa convergence vers 1’équation BGK
continue en vitesse quand la grille de vitesse tend vers R3. Pour cela, on donne tout d’abord un
théoréme de consistance de ’approximation de la maxwellienne par la fonction d’équilibre discréte
(chapitre 2, théoréme 2.1). Ensuite, on donne un théoréme d’existence et d'unicité du modéle discret
en vitesse qui vérifie les lois de conservation et d’entropie (théoréme 2.2). Remarquons qu’un tel
résultat n’est pas connu pour les modéles & vitesses discrétes de Boltzmann. La derniére propriété
est un résultat de convergence de cette solution discréte vers une solution de I’équation BGK conti-
nue (théoréme 2.3). Nous utilisons pour cela la preuve de stabilité des solutions de ’équation BGK
donnée par Perthame [49], et quelques techniques tirées du travail de Mischler sur un modéle discret
de I’équation de Boltzmann [46].

La prise en compte d’écoulement axisymétriques est trés importante en pratique et tout par-
ticuliérement pour les applications rencontrées au CEA-CESTA. Ceci nous a conduit a étudier ce
probléme.

Un aspect mathématiquement trés intéressant des écoulements axisymétriques est que le passage
des coordonnées cartésiennes aux coordonnées cylindriques fait apparaitre un terme de gradient en
vitesse de la fonction de distribution dans le terme de transport. Contrairement & 1’équation en
coordonnées cartésiennes, la vitesse ne joue alors plus seulement le réle d’un paramétre. La fagon
dont on discrétise ce gradient de vitesse lors de la construction du modéle a vitesses discrétes peut
faire perdre les lois de conservation, la positivité, ou la dissipation d’entropie.

Nous proposons alors plusieurs nouveaux schémas de discrétisation du terme de transport pour
résoudre ce probléme (chapitre 3). Notamment, nous introduisons deux discrétisations qui vérifient
les propriétés de positivité, de conservation de la densité, de la quantité de mouvement axiale et
de 'énergie, ainsi que de dissipation d’entropie. A notre connaissance, c’est la premiére fois que
sont proposés des schémas possédant toutes ces propriétés a la fois, notamment la propriété d’en-
tropie, qui pouvait sembler délicate & concilier avec les propriétés de conservation. De plus, nous
insistons sur le fait que ces schémas sont des discrétisations du terme de transport, et peuvent donc
s’appliquer a une large classe d’équations cinétiques (en particulier les équations de Boltzmann, de
Fokker-Planck, ou celles du transfert radiatif).

Un autre probléme important pour les applications physiques est la validité de la limite fluide de
I’équation BGK. Il est bien connu que les équations de Navier-Stokes obtenues par un développement
asymptotique de I'’équation BGK n’ont pas des coefficients de transport physiquement corrects. Ceci
traduit une relaxation vers 1’équilibre des phénoménes thermiques et visqueux & la méme vitesse,
alors que physiquement 1’une est plus lente que 'autre. Ce défaut peut se traduire par de mauvais
résultats dans des cas ol les phénomeénes de transfert thermique sont importants.

Cependant, plusieurs modéles de type BGK ont été proposés dans la littérature pour introduire
une deuxiéme vitesse de relaxation, notamment le modéle BGK-ES (pour “Ellipsoidal-Statistical”)
introduit par Holway [28]. Ce modéle vient d’étre récemment repris par Andriés, Le Tallec et Per-
thame dans [2]. Ils ont montré une propriété de dissipation d’entropie dont la validité était jusqu’alors
assez suspecte. Ce modéle posséde donc toutes les propriétés de ’équation BGK, avec en plus une
limite fluide correcte.

Nous avons alors appliqué notre approche de discrétisation en vitesse sur ce modéle BGK-ES.
Nous montrons en particulier que pour préserver la relaxation vers 1’équilibre, il est nécessaire de
remplacer la température intervenant dans ce modéle par le tenseur d’énergie associé & 1’équilibre
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discret.

Cependant, le modéle BGK-ES est plus complexe que le modéle BGK, et nous n’obtenons pas de
propriétés mathématiques aussi fortes que précédemment. Nous proposons alors un nouveau modéle
de type BGK a deux vitesses de relaxation, basé sur les fonction d’équilibre généralisé de Lever-
more [36], qui posséde une limite fluide correcte. Ce modéle présente néanmoins d’autres difficultés.

La derniére partie de ce travail concerne la résolution numérique des modéles proposés. On intro-
duit d’abord un schéma explicite héritant des propriétés mathématiques fortes de 1’équation BGK
(positivité, conservation, dissipation d’entropie) et nous montrons qu’il converge vers la solution du
modéle & vitesses discrétes. Puis nous construisons, pour le calcul des écoulements stationnaires, un
schéma implicite linéarisé. Le schéma explicite est en effet extrémement cotiteux pour calculer de
tels écoulements, du fait de la restriction sur le pas de temps nécessaire a la stabilité. Le schéma
implicite que nous introduisons est semblable & celui de [65], mais nous apportons deux nouveautés
essentielles :

— nous implicitons et linéarisons 1’équilibre discret, ce qui permet d’accélérer la convergence vers
I’état stationnaire,

— nous proposons une méthode itérative pour résoudre le trés grand systéme linéaire qui apparait
dans le schéma. Nous mettons pour cela en évidence les structures creuses particuliéres des
différentes matrices du systéme, liées aux roles différents des variables d’espace et de vitesse.
Cette méthode permet de faire converger rapidement le schéma implicite vers la solution
stationnaire, en ne faisant que deux ou trois itérations du solveur linéaire.

Ces différentes méthodes numeériques ont permis de développer un code de calcul (le code KISS,
pour Kinetic Implicit Supersonic Simulation) autorisant le calcul d’écoulements 1D, 2D plan ou
axisymétrique sur des maillages structurés curvilignes. Ce code sera utilisé au CESTA pour le
dimensionnement de véhicules de rentrée et servira de maquette pour le développement d’un code
industriel 3D.

Il a permis de valider les méthodes proposées, d’un point de vue numérique et physique. Nous
montrons en particulier que le fait d’avoir un domaine de vitesse borné n’est pas forcément un frein
& l'utilisation des méthodes déterministes. De plus, nous mettons en évidence un moyen simple de
tester a posteriori si une grille de vitesse est adaptée & 1’écoulement calculé, en visualisant la fonction
de distribution. Nous montrons par ailleurs que le domaine de validité du modéle BGK comprend
des écoulements denses et transitionnels en fort déséquilibre cinétique, allant jusqu’a des nombres
de Knudsen locaux de 0.5. Nous comparons pour cela nos résultats avec des résultats obtenus par
DSMC, ou avec des résultats expérimentaux. Finalement, nous montrons tout l'intérét de notre
approche pour des écoulements tels que la recirculation en arriére d’un corps. De tels écoulements
sont trés cotiteux a calculer par les méthodes stochastiques de type DSMC, et sont méme parfois
inaccessibles. Les qualités de notre approche la rendent tout & fait envisageable pour ces problémes.

Certains des résultats présentés dans ce travail ont déja donné lieu & publication. L’existence
d’un équilibre discret est parue dans une note aux Comptes Rendus de 1’Académie des Sciences [16].
Un article accepté a Math. Models and Meth. in Applied Sciences [43] comporte l'essentiel des
chapitres 1 et 5 et certains des résultats numériques du chapitre 6. Enfin, une note aux Comptes
Rendus de I’Académie des Sciences sur la convergence du modele & vitesses discrétes [44] est égale-
ment acceptée pour publication.



Chapitre 1

Modéle a vitesses discrétes pour
I’équation BGK

Pour résoudre numériquement 1’équation BGK, la principale difficulté est la discrétisation de la
variable de vitesse. La plupart de méthodes numériques existantes (comme celles d’Issautier [29],
Aoki-Kanba-Takata [4], Yang-Huang [65]) ne vérifient pas les propriétés de conservation de la masse,
de la quantité de mouvement, et de I’énergie, ainsi que la propriété d’entropie. Ceci aboutit & des
algorithmes qui sont cotliteux en raison de la grille de vitesse trés fine nécessitée pour garantir la
robustesse, en particulier avec les schémas implicites.

Une approche élégante qui permet d’avoir les propriétés de conservation et d’entropie avec des
approximations de I’équation de Boltzmann est la théorie cinétique discréte. Elle a été beaucoup
développée par Gatignol [24] qui a construit quelques modéles & vitesses discrétes de I’équation de
Boltzmann. De plus, elle a démontré des propriétés de conservation et d’autres propriétés intéres-
santes. Ces modéles ont été initialement utilisés pour simplifier I’étude mathématique de I’équation
de Boltzmann. Cependant, les méthodes numériques récentes développées par [55, 11| utilisent aussi
des modeles a vitesses discrétes possédant les propriétés mentionnées ci-dessus.

Dans ce chapitre, nous présentons une approche similaire a celle de [55] et [11] pour le déve-
loppement d’'un modéle & vitesses discrétes de 1’équation BGK. Nous proposons une discrétisation
non-triviale de la maxwellienne, définie par un principe de minimisation d’entropie. Nous prouvons
un résultat d’existence et d’unicité de cette approximation. Notre modéle & vitesses discrétes est
donc conservatif et entropique. A notre connaissance, c’est la premiére fois qu’un tel modéle est pré-
senté pour ’équation BGK (notons que la méthode conservative de Perthame-Coron [18] posséde
les propriétés mentionnées ci-dessus, mais ne peut pas étre interprétée comme un modéle a vitesses
discrétes). Par conséquent, contrairement aux méthodes non conservatives, notre modéle apparait
trés économique.

Dans la section 1.2, nous donnons quelques définitions et notations utilisées constamment dans
ce rapport. Nous rappelons les propriétés de I’équation BGK et de ’équilibre maxwellien, ainsi que
quelques conditions aux limites. Nous présentons ensuite notre modéle & vitesses discréetes, basé sur
la notion d’équilibre discret, et ’existence d’une fonction d’équilibre discréte est démontrée. Dans
la section 1.3, nous étudions quelques propriétés du modéle discret. Nous donnons enfin dans la
section 1.4 une interprétation discréte en vitesse des conditions aux limites.

1. La majeure partie de ce chapitre ainsi que le chapitre 5 ont fait ’objet d’un article intitulé Discrete Velocity
Model and Implicit Scheme for the BGK Equation of Rarefied Gas Dynamics, a paraitre dans Math. Models and Meth.
in Applied Sciences.
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1.1 Equation BGK

1.1.1 Définitions

Considérons un gaz constitué de molécules monoatomiques sans degré d’énergie interne, de méme
masse constante, et d’'une méme espéce chimique. Le principal outil permettant de décrire le gaz
au niveau microscopique est la fonction f(t,z,v) de distribution des vitesses des molécules. Elle
représente la masse totale de molécules ayant la position z et la vitesse v par unité de volume de
I’espace des phases. Les positions et les vitesses des molécules sont données dans R” . L'intégrale de
toute fonction g(v) est notée

0 = [ ato)dv.

Les quantités fluides usuelles sont obtenues par intégration de f sur l'espace des vitesses. Par
exemple, la densité, la quantité de mouvement, et 1’énergie totale du fluide sont données par

p=(NER,  pu=(vf)€RP, E=(ipf’f) €k (11)

Par conséquent, ces variables sont les D + 2 premiers moments de f par rapport & v. Les quantités
microscopiques 1, v, %|v|2 (appelées invariants collisionnels) sont notées par le vecteur!

m(v) = (L,v, 1[v2)" € RPH2, (1.2)
Par analogie, les D + 2 premiers moments de f sont notés par le vecteur
T
p=(p,pu, E)", (1.3)

dont les composantes sont numérotées de 08 D+1: p = (p();j—g.p+1. La définition (1.1) peut alors
étre réécrite sous une forme plus compacte

p = (mf), (1.4)

et on dit alors que p est réalisable par f, ou que f réalise p. Enfin, on définit I’entropie cinétique f
par

H(f) = (flog [), (1.5)
et on rappelle que la température T et la pression p du gaz sont définies par
1 2
T =pgllv—ulf),  p=pRT, (1.6)

ol R est la constante du gaz.

1.1.2 Nombre de Knudsen

La description microscopique d’'un gaz est nécessaire quand 1’échelle de longueur associée aux
gradients des quantités macroscopiques devient de ’ordre du libre parcours moyen. Pour préciser

1. Dans toute la suite de ce rapport, sauf mention contraire, les quantités écrites en gras sont des vecteurs de RP+2,
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cette idée, on définit généralement le degré de raréfaction d’un gaz par le nombre de Knudsen, qui
est le rapport entre le libre parcours moyen A et une dimension caractéristique L de ’écoulement :

Kn = I (1.7)
Cependant, la définition d’un nombre de Knudsen global pour tout I’écoulement, reposant sur une
grandeur caractéristique souvent arbitraire, n’est pas toujours appropriée. En effet, généralement, les
échelles de longueur de gradients sont supérieures au libre parcours moyen seulement dans certaines
régions de ’écoulement. II est plus pertinent de définir un nombre de Knudsen local, par exemple
basé sur la longueur du gradient de densité

L=

S

On considére que ’erreur obtenue en utilisant les équations de Navier-Stokes devient significative
quand le nombre de Knudsen local est plus grand que 0.1 (cf. Bird [5]).

1.1.3 Equation

L’équation classique décrivant 1’évolution de f est I’équation de Boltzmann. Celle-ci traduit la
variation de f au cours du temps due au collisions binaires entre les molécules. Cette équation
étant trés complexe, des équations simplifiées, appelées équations modéles, ont été développées par
différents auteurs. C’est le cas de ’équation BGK, introduite en 1954 par Bathnagar, Gross et Krook
dans [51]. Les auteurs de ce modéle ont considéré que Deffet des collisions étant de ramener le gaz
dans un état d’équilibre dit “maxwellien” (décrit par une fonction de distribution particuliére donnée
ci-dessous), on peut remplacer le terme de collision de ’équation de Boltzmann par un terme de
relaxation vers I’équilibre maxwellien. L’équation BGK est alors la suivante

0uf +v-Vaf == (Mlp] - f). (19

ou 7 = 7(p,T) est le temps de relaxation que l’on précisera par la suite (cf. chapitre 4). La distri-
bution maxwellienne M [p] représentant 1’équilibre local du gaz est définie par

_ o
M= o (- )- (19)

Cette distribution est une gaussienne isotrope, qui a les mémes D + 2 premiers moments que f, i.e.
(mM{p]) = p.

On peut facilement constater que M [p] est 'unique solution du probléme de minimisation d’en-
tropie suivant (voir par exemple [49])

(P)  H(MIp]) = min{H[g], g >0 t.q. (mg) = p}. (1.10)

Cela signifie simplement que 1’équilibre local minimise ’entropie de tous les états microscopiques
possibles ayant les mémes propriétés macroscopiques. Notons que ce probléme de minimisation ne
dépend que du vecteur de moments p. Il est aisé de voir qu’il admet une unique solution pour tout
vecteur de moments p si et seulement si p,7 > 0. De plus, on obtient une expression de M|p]
équivalente & (1.9) en résolvant (P) par multiplicateurs de Lagrange

Mlp] = exp (- m(v)), (1.11)



18 1. Modéle a vitesses discrétes pour ’équation BGK

ou les composantes du vecteur a sont les multiplicateurs de Lagrange du probléme (4 une constante
prés). Ces multiplicateurs sont des fonctions de ¢ et z, et peuvent étre exprimés en terme de p,u, T
par la relation inversible

1 P uf w1 (1.12)
a=|lo — — ] . .

&\ 2xRT)P/2) ~ 2RT’ RT’  RT

Avec cette caractérisation de 1’équilibre local maxwellien, on obtient (au moins formellement) les

propriétés suivantes de conservation de la masse, quantité de mouvement, énergie, et de dissipation
d’entropie

o(mf)+ Vy(mvf) =0, (1.13)
O (flog f) + Vy(vflog f) <0. (1.14)

De plus, il est possible de vérifier que les solutions de (1.8) sont positives.

Nous insistons sur le fait que dans un schéma numérique, la préservation de ces propriétés est
essentielle pour obtenir une discrétisation robuste et économique. En fait, la plupart des méthodes
couramment utilisées (particulaires, ordonnées discrétes ou différences finies) ne les satisfont pas.
Nous présenterons dans les sections suivantes un modéle a vitesses discrétes pour lequel toutes ces
propriétés sont effectivement vérifiées.

1.1.4 Conditions aux limites

Le probléme de l'interaction d’'un gaz avec une paroi est un sujet difficile, encore 'objet au-
jourd’hui de nombreuses recherches en mécanique. C’est pourquoi on ne considére souvent dans
la pratique que des conditions aux limites relativement simples. La premiére est la condition dite
spéculaire. Elle se traduit par la réflexion des particules incidentes sur une paroi a la fagon de boules
de billard; en d’autres termes, la distribution des molécules réfléchies (c.-a-d. de vitesse v telle que
v-n(z) > 0, ot n(x) est la normale a la paroi dirigée vers le fluide) est fonction de la distribution
des molécules incidentes suivant la loi

ft,z,v) = f(t,z,Rv), wv-n(z)>0, (1.15)

ou Rv = v—2(v-n(z))n(z) est la vitesse symétrique de v par rapport a la paroi en z. Cette condition
n’est généralement pas réaliste, et I’on considére souvent la condition dite diffuse. On suppose alors
que les molécules incidentes sont absorbées par la paroi qui se comporte comme un gaz a 1’équilibre.
Ces molécules sont réémises a la température T,, de la paroi avec une vitesse aléatoire en moyenne
égale & celle de la paroi u,,, selon une distribution maxwellienne

f(t,2,0) = M[p,](v), ©-n(z) >0, (1.16)

ou p,, = (1, uy, %|uw|2 + %RTw) et ¢ est un paramétre déterminé pour que le flux de masse a travers
la paroi soit nul, i.e.

b=— </v-n(m)<0 v-n(z)f(t z,v) d’l)) (/U.n(m)>0 v-n(z)M[p,](v) dy) . (1.17)

Enfin, on peut définir une troisiéme condition aux limites en couplant les deux précédentes: c’est la
condition dite d’accommodation de Maxwell

f@t,2,0) = af(t, 2, Rv) + (1 = a)pM[p,](v), v-n(z) >0, (1.18)

ol a est le paramétre d’accommodation compris entre 0 et 1.
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1.2 Construction du modéle BGK discret

1.2.1 Principe de discrétisation

Soit K un ensemble de N multi-indices de NP, défini par K = {k = (k®);_1.p, &® < KO},
ot {K®} sont des bornes données. Nous définissons un ensemble de vitesses discrétes V de RP par

V ={vy =kAv+a,k €K}, (1.19)

oll a est un vecteur arbitraire de RP et Aw est un scalaire 2. Les quantités microscopiques sur V sont
notées my = m(vg) = (1, vy, %|vk|2)T. La fonction de distribution “continue” en vitesse f est alors
remplacée par le vecteur & N composantes fx(t,z) = (fx(t,z))kex, out chaque composante fi(t, )
est supposée étre une approximation de f(¢,z,vx). Les quantités fluides sont définies comme dans
le cas continu, sauf que les intégrales de RP sont remplacées par des sommes discrétes sur V. Ainsi,
posant

(9r =Y grdoP (1.20)
kex

pour tout vecteur g € RV nous définissons les moments discrets et I’entropie discréte de fx par

px = (mfx)k, (1.21)
Hx (fx) = {fxlog fx)x- (1.22)

Notre modéle BGK discret en vitesse est alors le systéme de N équations
1
Orfr +vg-Vafr = - (& — fx), VEk € K. (1.23)

Le principal probléme est de définir une approximation  de I’équilibre maxwellien M|p], de sorte
que les propriétés de conservation (1.13) et la propriété d’entropie (1.14) soient encore vérifiées.

1.2.2 Distribution d’équilibre discréte

Tout d’abord, il faut noter que l’approximation naturelle (utilisée par exemple par Yang and
Huang dans [65])

& = M[p,c](’uk), Vk € K, (1.24)

ne peut satisfaire ces propriétés. Au lieu de cela, nous proposons d’utiliser la version discréte du
probléme de minimisation d’entropie (1.10). Soit Ex définie par le minimum d’entropie discréte, avec
les contraintes d’avoir les mémes moments que fx, c.-a-d. Ex est la solution du probléme suivant

(Px)  Hx(éx) = min {Hk(g), 9 >0 € RY t.q. (mg)x = pc}- (1.25)

Evidemment, on doit vérifier que ce probléme admet une solution unique et facilement calculable
(résoudre directement (Py) dans RY serait numériquement trés cotiteux).

Dans le cas continu, la condition p, T > 0 est suffisante pour caractériser la solution de (1.10) par
la distribution maxwellienne. Cependant, ce n’est pas vrai dans le cas discret, car les calculs explicites
ne sont pas possibles. Nous prouvons alors que sous une hypothése naturelle sur V, I’équilibre discret

2. Les résultats présentés dans cette section restent valides si Av dépend de la direction (i) et de l'index k.
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Ex a une forme exponentielle si, et seulement si, une condition de “réalisabilité stricte” est vérifiée
par pi. Ce résultat a été annoncé dans [41, 16, 42, 17].

Théoréme 1.1. Soit p un vecteur de moments de RP*2, tel que l’ensemble E, ={9 >0 ¢
RN t.q. (mg)x = p} des distributions discrétes réalisant p est mon vide. Alors le probleme (Py.)
admet une solution unique Ex appelée équilibre discret. De plus, supposons que V est tel que les
quantités microscopiques satisfont

{my,k € K} est de rang D + 2. (1.26)
Alors il existe un unique vecteur o dans RPT? tel que Ex s’écrit

& = exp(a - my), Vk e K, (1.27)
si et seulement si p est strictement réalisable, i.e.

Jdg € E, t.q. g > 0. (1.28)

Remarque 1.1. Grace a ce résultat, le calcul de Ex ne nécessite pas la solution d’un cofiteux
probléme de minimisation dans RY : seul le calcul du vecteur o dans RP*2? est nécessaire. Ce
vecteur a est 'unique solution du systéme de D + 2 équations non-linéaires

{(mexp(a - m))x = py, (1.29)

puisque & réalise py. Ce systéme peut étre résolu par un algorithme de Newton (voir chap. 5).
Cette relation a déja été utilisée pour la condition initiale de simulations numériques (voir [57, 10]).
Cependant, a notre connaissance, c’est la premiére fois que le résultat d’existence et d’unicité est
prouvé.

Remarque 1.2. Ce résultat est généralisé dans [16] pour des équilibres discrets associés & des mo-
ments d’ordre plus élevé. Cela permet de définir des versions discrétes des fermetures aux moments
de Levermore (voir [36] pour les fermetures de Levermore et [15] pour la théorie discréte et des
applications numériques).

Remarque 1.3. On montre dans la section suivante que la condition sur V n’est pas trés restrictive.
Cependant, la condition (1.28) sur le vecteur de moments est plus restrictive que dans le cas continu.
La raison de cette différence est principalement le nombre de degrés de liberté du probléme : plus
le nombre de vitesses discrétes est faible, moins il y a de degrés de liberté pour réaliser p, i.e. pour
trouver g dans E,, et donc plus il est difficile de trouver une distribution gaussienne discréte dans
E,. Par exemple, avec D =1 et N = 3, si nous posons V = {—1,0,1} et p = (2,0,2), alors E, a
un seul élément g = (1,0,1). Par conséquent, ’équilibre discret . est égal & g, et ne peut pas étre
une exponentielle (puisque & = 0), alors que p,T" > 0 implique que ’équilibre continu est bien une
maxwellienne. Dans la limite continue en vitesse, le nombre de degrés de liberté devient infini, et la
condition (1.28) est toujours satisfaite pourvu que les conditions naturelles p, T' > 0 soient vérifiées.

Preuve du théoréme 1.1. Tout d’abord, notons que 'existence et 1'unicité de x est facilement ob-
tenue puisque l'application Hy est clairement continue, coercive, et strictement coercive sur le
sous-ensemble fermé F, (nous n’écrivons pas la preuve de ces assertions).
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La partie non triviale de ce théoréme est la caractérisation de k. Pour cela, introduisons ’ap-
plication J(8) = (exp(B - m))x — B - p définie dans RP+2 | et un second probléme de minimisation

(PY) o t.q. J(a) = min{J(B8); B € RP*2}. (1.30)

Il est clair que ce probléme implique le probléme original (P.) (voir (1.25)). En fait, une solution
o de (P}) satisfait nécessairement la relation d’extremum

J'(a) = (mexp(a-m))x —p =0. (1.31)

Par conséquent, si ’on définit & = exp(a - my) pour tout k € K, alors & réalise p. Finalement,
cette forme exponentielle permet de conclure que Ex est la solution de (Py.). Comme dans le cas
continu, (cf. [49]), la convexité de tlogt et la relation (1.31) impliquent que pour tout g € E,

Hi[€x] < Hklg] — (1 + a-m)(g — &)k
= Hi[g] + 0.
Nous voulons & présent prouver ’existence et l'unicité d’une solution de (P;C) L’avantage de ce
second probléme est que les conditions (1.26) et (1.28) apparaissent naturellement. Tout d’abord,

nous prouvons que J est strictement convexe. Pour cela, il suffit de remarquer que la dérivée seconde
de J satisfait

T'(B)(€,€) = €7 (m © mexp(8- m))x ¢
=" exp(8-m)(} e Vmi)) A0”.

kex

Par conséquent, J"(3)(&,€&) > 0 pour tout & € RP+2. De plus, 'hypothése (1.26) s’écrit
E-mp—0 VheKo£—0, (1.32)

ce qui implique J"(B)(&,€) > 0 si € # 0. Ceci prouve que J”(3) est définie positive pour tout
B € RP*2 et donc que J est strictement convexe. A présent, nous prouvons la coercivité de J dans
les deux étapes suivantes.

étape 1: Dans cette premiére étape, nous montrons que J est coercive “dans chaque direction de

RP+27 est-a-dire

Aw) = Aw ) AvP — Aw -
J(Aw) gl:cexp( w - my)Av w pm)+oo

localement uniformément autour de tout w de la sphére unité SP*1. Ce probléme est divisé en deux
cas. Premiérement, en supposant qu’il existe ko tel que w - my, > 0, nous obtenons 0 < ¢;(w) <
@ - my, pour tout @ d'un petit voisinage B(w,e(w)) de w. Par conséquent

J(A@) > exp(Aer (w))Av? — Az (w, p), (1.33)

qui tend vers +oo uniformément sur B(w, e(w)). Dans le second cas w - my, < 0 pour tout k, et la
propriété (1.26) implique qu’il existe kg tel que w-my, < 0. Donc w-p < 0, et il existe un voisinage
B(w,e(w)) de w dans lequel @ - p < c3(w) < 0. Par conséquent

JA®) > —dw - p > —dez(w) (1.34)
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qui tend vers +oo uniformément sur B(w, e(w)).

étape 2: Nous pouvons & présent prouver que J tend globalement uniformément vers +o0o pour
chaque direction w. Considérons les voisinages B(w, e(w)) définis ci-dessus pour tout w de SP+1. 11
est clair que la réunion de ces ensembles ouverts recouvre SP+1. Sachant que SP*! est compacte,
cette réunion contient par conséquent un recouvrement fini, i.e. il existe wi,ws,...wyr, de SPT! tel
que

L
SP c | B(wi,e(ws)). (1.35)
=1

D’apreés ’étape précédente, nous savons que pour tout ¢ et pour tout M > 0, il existe R(w;, M) > 0
tel que

A> Rw;, M) = JM@w)>M Vo € B(w;,e(w;)), (1.36)

donc nous pouvons définir R(M) = max;—1._ 1 R(w;, M) qui est fini. D’aprés (1.36), il est donc clair
que

Vo € SPT A> R(M) = JO&@) > M,

i.e. J(A@) tend vers 'infini uniformément en @. La coercivité est alors évidente.

L’unicité dans RP+2? d'une solution a du probléme (’P;C) est alors un classique résultat d’optimi-
sation. Comme nous ’avons noté au début de la preuve, ceci implique que Ex = (exp(a-my))rex est
'unique solution de (Pj-). Nous avons donc prouvé que sous I’hypothése (1.26), la solution de (Py.)
est caractérisée si la condition de réalisabilité stricte (1.28) est remplie. La réciproque est évidente,
puisque g = Ex = (exp(a - my))kex est nécessairement strictement positive et réalise p. O

Le modeéle est a présent complétement défini, excepté dans le cas ou E,  est vide. Dans ce
cas, on peut poser ¢ = 0, mais cela n’a pratiquement aucun intérét, puisque le modeéle contient
implicitement le fait que px est réalisé par fxz > 0. On peut néanmoins remarquer que si px n’est pas
strictement réalisable, alors la définition de £x n’est pas entiérement satisfaisante, dans la mesure ou
I’on doit pratiquement résoudre un probléme de minimisation dans R . Cependant, on montre dans
la section suivante que sous réserve d’une condition initiale raisonnable, alors py reste strictement
réalisable et donc que £k a la forme voulue.

1.3 Propriétés du modéle

1.3.1 Positivité, conservation, et entropie

Théoréme 1.2. Soit fo une fonction & valeurs dans RY strictement positives. Considérons le pro-
bleme de Cauchy

Oufi+ vk Vafi = = (€~ fy). (1.37)
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ot Ex est défini soit par (Py), soit par Ex = 0 (si B, = ). Si ce probleme admet une solution
fxc, alors on a (au moins formellement)
fr(t,z) >0 Vk,t, x,
&k = exp(o - my,) VEk,
d(mfr)x + Va(mofi)c =0,
9(fxlog fic)x + Va(vficlog fic)e < 0.

Preuve. La preuve des ces assertions est semblable & celle du cas continu. Comme Ex est toujours
positive par définition, alors

1
Oife + v - Vafr > —;fk,
d’ol
L (fult o+ ) > fult, 5+ toy)
ai kit +tug)) 2> Tk,UC Uk ),
et I’on conclut a l'aide du lemme de Gronwall que
Frlt,z) > [z — tog)e /7 > 0.

On voit donc que dans ce cas, (1.28) est trivialement vérifiée (prendre g = fx) et donc que Ex a bien
une forme exponentielle. Pour les lois de conservation (1.41), il suffit de multiplier (1.37) par my
et de sommer sur k. Par définition de k, le terme source s’annule et on trouve (1.41). Pour la loi
de dissipation d’entropie (1.42), on multiplie (1.23) par 1 + log fx et on somme sur k. On remarque
alors que le second membre vérifie

((€x — fx)log fr)x = ((Ex — fx)(log frc — log &)k + ((Ex — fx) log Ex) k-

Le premier membre de droite est négatif ou nul, car la fonction log est croissante, et le deuxiéme
vaut a - ((Ex — frx)ym)x = 0. |

Notouns ici que ces propriétés nous permettent d’obtenir un résultat d’existence et d’unicité, ainsi
qu’un résultat de convergence vers 1’équation BGK continue (voir chapitre 2).

1.3.2 Une grille de vitesse admissible

Il nous semble nécessaire d’expliquer pourquoi la condition (1.26) sur V n’est pas trop restrictive.
Le résultat suivant montre qu’il est en fait suffisant de prendre une grille cartésienne ayant au moins
deux points dans chaque direction (incluant 0), et au moins trois points dans une direction donnée
(par exemple un grille avec au moins trois points dans chaque direction est suffisante).
Proposition 1.1. Soit V défini par (1.19) avec
K®>1  Vi=1.D. (1.43)
S’il existe une direction 1 telle que
KO >29 (1.44)

alors {my, k € K} satisfait (1.26).
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Preuve. Supposons tout d’abord que a = 0 (voir (1.19)). De plus, quitte & renuméroter les axes, nous
pouvons supposer qu’il existe au moins trois points dans la direction 1 (poser ¢ = 1 dans (1.44)).
Avec les hypothéses de la proposition, on peut trouver un sous-ensemble de D + 2 multi-indices
{ki}1=1..0+2 de K tel que (cf. figure 1.1):

Vi, = 0,
v, = (vg) = Av si j <, 0 sinon) pour l =2..D + 1,

Vkpis = (24A0,0,...,0).
Nous voulons montrer que {m, };—1..p42 est une famille linéairement indépendante de RP+2 ce

3

Vi, = (2Av, 0,0)

FIG. 1.1 — hypotheses de la proposition 1.1 pour D = 3: K1) =2 K@ = K®) = 1, et donc
N =12.

qui prouvera la proposition. Considérons 8 € RP+? tel que 3 - my, = 0 pour [ = 1..D + 2, ce qui
s’écrit AB = 0 sous forme matricielle, ol

1 1 .. 1 1
Av Av 2Av
0 0 Av 0
A = [mkl,... ,mkD+2] =
0 0 .. . 0 Av 0
0 1A02 . . . . DjAv]2 242

On peut vérifier que le déterminant de A est det A = AvP+2 #£ 0. Ceci prouve que 8 = 0, et
{my, }1=1..p+2 est une famille linéairement indépendante, donc une base de RP+2.

Pour le cas a # 0, posons ¥y = v, — a pour tout k € K. D’aprés le cas précédent, il est
clair que {my = m(Uk)}r=1..p+2 est une famille linéairement indépendante, ce qui signifie que
A= [’l’hkl, ... ,ﬁsz+2] est inversible. Posant A = [mkl, ... ,mkD+2], nous avons le lemme suivant :
Lemme 1.1. Il existe une matrice L triangulaire supérieure telle que AT = ATL et Ly = 1 pour
[=0..D+1.
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On peut alors immédiatement en conclure que det A = det A x det L # 0. Il ne reste plus qu’a
prouver le lemme.

Preuve du lemme. Soit A € RP*2 on a

D+l D4l D41
j=0 §=0 §=0
D '
=20 4 Z ’\(J)(ﬁl(c]@') +aW) + )\(D+1)%|U7% +af?
Jj=1
D+l )
= > Wiy = ATy
§=0
ou
D+1
7(0) =20 4 Z 2D )\(D+1)%|a|2,
7j=1
A0 = AU 4 AP0 5 =1.D,
’Y(D+1) — \D+1)
Donc
1 e . . .. a®P %|a|2\
1 0 0 a®
(%)
v=IAot L= 1o 0 a
1 oD
1

On a donc montré que
VA e RPT2 | ATX = ATLA

avec L triangulaire et L;; = 1 pour [ = 0..D + 1, ce qui conclut la preuve du lemme et de la
proposition.

1.3.3 Bornes sur la vitesse et la température

Dans cette section, étant donné un ensemble de vitesses discrétes, nous étudions les propriétés
des quantités macroscopiques, indépendamment du processus de collision (i.e. BGK ou Boltzmann).
Le résultat suivant montre qu’une fois V choisi, un modeéle & vitesses discrétes ne peut pas décrire
n’'importe quel écoulement. Réciproquement, pour un écoulement donné, ’ensemble de vitesses
discrétes doit étre choisit avec attention pour permettre une représentation correcte.
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Proposition 1.2. Soit f € RY une fonction de distribution discréte positive. Alors les quantités
macroscopiques vitesse et température associées a f dansV par u = %(vf);c etT = D+a,;<|'”_“|2f>IC
satisfont les estimations

min U,(:) < u® < max v](:) i=1.D (1.45)
K K
e H}Cin g —ul* <T < 35 max log — ul?. (1.46)

Preuve. Par définition, on a

pu(i) = Z v,(;)kavD, et %pT = Z %|vk — u\kaAvD,
kex kek

et sachant en outre que

p=> frlv”,
ke
alors les relations (1.45) et (1.46) sont immeédiates. O

Ces inégalités montrent que la vitesse macroscopique et la température sont bornées supérieu-
rement par des quantités respectivement proportionnelles & la vitesse maximum de la grille et a
son carré. Cela implique que 'ensemble de vitesses discrétes doit étre assez large pour prendre en
compte les grandes vitesses et les grandes températures qui peuvent apparaitre dans 1’écoulement.

Une autre propriété, plus inattendue, d’un écoulement & vitesses discrétes est que la température
est bornée inférieurement. Cette borne est en fait fortement reliée & Av, comme on peut le voir
dans I'exemple suivant. Considérons un écoulement de Couette 1D plan (i.e. un écoulement entre
deux plaques de méme température T;,, dont I’'une est immobile alors que ’autre se déplace a la
vitesse uy). Dans un tel écoulement, la vitesse macroscopique croit continiment de 0 & u,,. Cela
implique qu'il existe une position x pour laquelle ming |u(z) —vg| = %Av. Donc en ce point T'(x) est
bornée inférieurement par %, quelque soit la température de la plaque. Par conséquent, une petite
température T, pourrait causer un saut de température surestimé au voisinage des plaques. Cet
exemple suggére que Av doit étre suffisamment petit pour prendre en compte les basses températures
pouvant apparaitre dans 1’écoulement.

Nous proposons dans la section 6.1.2 une stratégie de construction de la grille de vitesses qui

tient compte de ces contraintes.
Remarque 1.4. En mécanique statistique, il est préférable de définir la température d’'un gaz a
vitesses discrétes par le coefficient c tel que exp(a-my) = aexp(—a:|b—vg|?) (voir [13]). Le résultat
de la proposition précédente ne donne pas de borne sur cette température. Cependant, Rogier et
Schneider [55] ont montré que pour une maxwellienne continue dans un domaine de vitesses borné,
ce coefficient peut étre soit positif, si le domaine est assez large, soit négatif si le domaine est trop
petit. Il semble donc raisonnable de penser que c’est encore vrai dans le cas discret. Remarquons
cependant que dans la suite, nous utiliserons seulement la définition de la température donnée dans
la proposition 1.2.

1.3.4 Une remarque sur les écoulements plans

Cette remarque est motivée par le fait que dans le cas continu en vitesse (avec par exemple
D =3),si u® =0 (i.e. un écoulement plan), alors (1.12) implique qu’on a aussi a® = 0. 11 est
intéressant de vérifier si c’est le cas dans notre cadre discret en vitesse, puisque cela réduirait le coiit
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du calcul de ’équilibre discret. En effet, on obtiendrait alors un probléme dans RP*! plutot que
dans RP*2. Cependant, comme une relation explicitement inversible entre p et o n’est pas connue,
la situation n’est pas aussi évidente que dans le cas continu. Le résultat suivant montre pourtant
que la propriété reste vraie.

Proposition 1.3. Soit V une grille de vitesses vérifiant (1.26) et symétrique par rapport au j™€
hyperplan {v) = 0}. Soit p € RP+? un vecteur de moments strictement réalisable dans V (au sens
de (1.28)), tel que pl¥) =0 (i.e. ul) = 0). Alors le vecteur des multiplicateurs de Lagrange o du
théoreme 1.1 vérifie de fagon équivalente o) = 0.

Preuve. Remarquons que 'hypothese de symétrie de V signifie que pour tout k dans K, il existe K

dans K tel que ’U,(:) = U,(;,) sii#jet v,(cj) = —v,(cj,-). Alors

p) = Z ’U,(Cj) exp(a - my)Av®

kex

= Z v,(cj) exp(a - mi)AvP + Z U,(cj) exp(a - my)Av?,
k t.q. k t.q.
v,(cj)>0 v,(cj)<0

et I'on remarque que

a-my=a + a(l)'u,(cl) 4+ a(D)v,(cD) + aPHD L1y, 2
=71+ a(j)v,(cj),

ol r; ne dépend pas de v,(cj ). Par conséquent, I’hypothése de symétrie implique

o) = Z 'Ul(cj) exp(rg) [eXP(a(J')vl(cj)) - eXp(—a(j)vl(cj))]AvD
k t.q.

v,(cj)>0

= Z 'u,(cj) exp(rk)sinh(a(j)v,(cj))AvD.
k_t.q.
v,(cj)>0

Tous les termes de cette somme sont de méme signe, et sont nuls si et seulement si o) est nul, ce
qui conclut la preuve. U

1.4 Conditions aux limites discrétes

1.4.1 Reéflexion diffuse

Cette condition de réflexion se traduit naturellement dans le cadre discret. En effet, suivant
I'interprétation donnée section 1.1.4, on considére que les molécules incidentes sont réémises par la
paroi selon une distribution d’équilibre discréte associée & la température T, et a la vitesse u,. On
pose donc

fk(tam) = ¢€k[pw]’ Vg - n(w) > 0, (147)
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ot p,, = (1, Uy, %\uw|2 + %RTU,) et ¢ est un parameétre déterminé pour annuler le flux de masse a
travers la paroi:

p=—( Y won@htnm®)( Y won@aleM?) (L49)

k t.q k t.q
vg-n(z)<0 vg-n(z)>0

1.4.2 Réflexion spéculaire

Cette condition est plus délicate & généraliser aux vitesses discrétes que la précédente. En effet,
si on écrit la relation (1.15) en chaque point de la grille de vitesses, on obtient

fe(t,z) = fr(t,x), vg - n(z) > 0, (1.49)

avec k' tel que vy = Rvg = v — 2(vg - n(z))n(z) soit la vitesse symétrique de vy par rapport a
la paroi en z. Il est clair que cette relation n’est justifiée que si la grille V est confondue avec son
image RV dans la symétrie par rapport a la tangente n' & la paroi (voir fig. 1.2).

)42) )62)
VY

n nt n nt

| — RV /
o .
V=RV oL B
o o

0 oLl IR
L
paroi paroi

Fig. 1.2 — Grille de vitesses V et symétrique RV par rapport & la paroi (4 gauche: V = RV, a
droite: V # RV).

Cette propriété n’est en générale pas vérifiée et il convient donc de modifier la relation (1.49).
Nous nous bornons ici & suggérer une méthode, bien que nous n’ayons pas effectivement utilisé
cette condition aux limites dans nos calculs. Dans un premier temps, on peut considérer que si vy
n’appartient pas a V, ceci signifie que fi/ (¢, z) est négligeable, et donc on pose frr = 0. Cependant, la
condition aux limites obtenue n’est pas satisfaisante car elle crée artificiellement un flux de particules
a travers la paroi. On peut alors introduire un coefficient correctif ¢ de la fagcon suivante

¢ frr(t,x) sivy € VARV,

0 sinon,

pour vg -n(z) >0 : fy(t,z) = { (1.50)

déterminé pour que le flux normal & la paroi soit nul, c.-a-d.

-1
b=( Y wen@ ftna?)( 3 vpen(a) filt)A0") (151)
vg-n(z)<0 vg-n(z)<0
v EVNRY
On peut néanmoins remarquer que cette correction ne garantit pas que les flux de quantités de
mouvement, d’énergie et d’entropie soient nuls, contrairement & la condition continue. L’étude de
cette condition de réflexion mériterait donc une étude plus fine que nous n’avons pas menée dans
ce travail.



Chapitre 2

Etude théorique du modéle BGK discret

Dans les dix derniéres années, quelques résultats mathématiques importants ont été obtenus sur
I’équation BGK. Par exemple, Perthame a prouvé dans [49] un résultat global d’existence et de
stabilité pour une solution distribution dans tout 1’espace. Ce résultat a été étendu a des domaines
bornés avec de nombreuses conditions aux limites par Ringeisen [54]. Plus récemment, Perthame
et Pulvirenti ont montré dans [50] l'existence et I'unicité d’une solution intégrale (“mild solution”)
dans le cas de conditions aux limites périodiques, & ’aide d’estimations sur des normes L avec
poids. Ce résultat a été généralisé & RY par Mischler dans [45]. Nous mentionnons aussi le résultat
d’Issautier [29] qui a prouvé que la solution intégrale de Perthame et Pulvirenti est en fait une
solution forte si ’on suppose une certaine régularité de la condition initiale. Cependant, il est
important de remarquer que dans tous ces résultats, les différents auteurs supposent un temps de
relaxation constant (ils posent 7 = 1). Ce n’est physiquement pas trés réaliste car 7 est plutot une
fonction de p et de T' (cf. chap. 4). A notre connaissance, il n’existe pas pour I'instant de résultat
d’existence global pour des temps de relaxation réalistes. Dans la suite de ce chapitre, nous ferons
donc nous aussi I’hypothese 7 = 1.

Il est naturel d’étudier la convergence de notre modéle discret vers 1’équation BGK continue
quand la grille de vitesses “tend” vers RP . Pour obtenir un tel résultat, la méthode est assez générale
(voir par exemple la preuve de Mischler pour la convergence d'une modeéle a vitesses discrétes de
I’équation de Boltzmann [46]). Il y a essentiellement trois points distincts & prouver:

— la convergence d’une approximation du terme de collision, qui est local en ¢, z,
— D'existence et 'unicité d’une solution du modéle discret,
— la convergence de cette solution vers une solution de 1’équation continue.

Le premier point dépend fortement du probléme. Schneider et al. [6] I’ont par exemple montré pour
une quadrature de I'opérateur de collision de Boltzmann (voir aussi Heintz et Panferov [27]). Notre
modéle est bien stir complétement différent. La difficulté essentielle est que 1’équilibre discret est
implicitement défini par fx, et nous introduisons alors des problémes de minimisations dérivés pour
obtenir une propriété de coercivité uniforme.

Pour le second point, comme le note Mischler [46], un tel résultat n’est pas connu pour les
modéles discrets de I’équation de Boltzmann. Cependant, grace & la structure particuliére du terme
de collision de BGK et au fait que le domaine des vitesses est borné et discret, nous sommes
capables de prouver ’existence et 1'unicité d’une solution globale pour notre modéle. L’hypothése
sur la condition initiale continue est celle de Perthame [49].

1. Ce chapitre a fait I'objet d’une note aux Comptes Rendus de [’Académie des Sciences, parue en 1999 sous le
titre Convergence d’un modéle & vitesses discrétes pour l’équation de Boltzmann-BGK (cf. [44])
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Pour le dernier point, Mischler a proposé I'approche suivante. Il définit une formulation continue
du modéle discret, et il prouve la convergence en utilisant le résultat de stabilité de DiPerna-
Lions [21]. La principale difficulté dans cette méthode est la validité du lemme de moyenne en
vitesse dans le contexte des vitesses discrétes, mais il a été prouvé par Mischler. Nous suivons donc
une approche similaire en définissant une forme continue du modéle BGK discret, et nous utilisons
la preuve de stabilité de Perthame [49] pour I’équation BGK.

Il est enfin important de noter le résultat récent d’Issautier [29] qui a prouvé un résultat de
convergence pour une méthode particulaire de ’équation BGK dans laquelle le temps, 1’espace et
la vitesse sont discrets. L’avantage de cette approche est I’approximation explicite de la maxwel-
lienne (il prend & = M|[px](vg)) qui permet de dériver facilement des estimations d’erreurs. Mais
contrairement & notre modéle, la discrétisation d’Issautier n’est ni conservative ni entropique. Pour
notre méthode, le prix & payer pour avoir ces propriétés est la définition implicite de x, ce qui rend
difficile 'obtention d’estimations d’erreurs.

Le reste de ce chapitre s’articule de la facon suivante. Dans la section 2.1, nous donnons quelques
notations qui difféerent quelque peu du chapitre précédent, nous dérivons rigoureusement le modéle
discret de ’équation BGK continue, et nous donnons les principaux résultats prouvés dans les sec-
tions suivantes. La section 2.2 est consacrée a la consistance de I'approximation de la maxwellienne.
Dans la section 2.3, nous prouvons le résultat d’existence et d’unicité pour le modeéle discret. Dans
la section 2.4, nous prouvons le résultat final de convergence du modéle.

2.1 Notations et principaux résultats

Soient Awy, et By, deux suites de nombres réels tels que

Avp, — 0 By, — . 2.1
h h—0 ’ hh—>0+oo ( )

Soit V" une grille de N}, vitesses définie par
Vi = (o} = kAv,, ke Kty (2.2)

ot K" est ’ensemble de multi-indices K* = {k € ZP, |k| < By}. Nous définissons aussi les mailles
de vitesse Az par

A = [’UZ"I - %Avh,v,’;’l + SAvp[x ... x [UI}CL,D - %Avh,v;:’D + $Av]. (2.3)
Une fonction de distribution discréte g = (gx)gexcr sur V! est un vecteur de RV» dont les D + 2
premiers moments sont définis par

(On=> gedvy,  (mgp= ) m(vp)g Avy, (24)
kekh keKh

Dans tout ce chapitre, les sommes discrétes seront toujours notées ( )5, et les intégrales des fonctions
de v seront notées ( ).

La maxwellienne M |p,] associée 4 un vecteur de moments donné pj, est approchée sur V* par

5,’% = (5,’;) rexch- Cette approximation est définie par la version discréte du probléme de minimisation

d’entropie discréte
(Pr) H"(£}) = min{ H"(g) = (glog g} }
op (25)
avec X, = {g >0 € R (mg), = p,}.
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D’apres le théoréme 1.1, le probléme (P) a une solution unique si X, # 0. De plus, si B, > 1,
alors il existe un unique vecteur ay, € RP2 tel que

EM =exp(ap -m(v}))  Vke K", (2.6)
si, et seulement si, p;, est strictement réalisable dans Vh e
dg >0 € &), . (2.7)

Un résultat essentiel de ce chapitre, crucial pour la convergence du modéle discret, montre que
I’approximation de M[p] par £ est consistante si p, P
%

Théoréme 2.1. Soit {p,}n<i un suite de vecteurs de RP+2 strictement réalisables sur V' pour
tout h. Soit p € RP*2 tel que p, T > 0. Alors , si py, h—()) p, le vecteur a, donné par (2.6), converge
%

vers o défini par (1.12).

Nous pouvons & présent définir notre approximation discréte en vitesse de 1’équation BGK

6tf+’U'me:M[P]_f

2.8
F0,z,0) = f(z,v). 29
Supposons que la condition initiale f° satisfait les estimations classiques
/ (1 + |2l + [of? + |log £°))°) dz = Ty < +oo. (2.9)
RD

D’aprés le résultat de Perthame [49], nous savons que ces estimations assurent l’existence d’une
solution distribution de (2.8). Nous définissons alors ’approximation suivante de f°

1 1

£ (z) = min (E’ oD /Ah(fo(:c,fu) + hexp(—|z|> — [v]*)) dv) : (2.10)

On peut vérifier que f,%h = ( f,g ’h) keic satisfait les estimations

1
o p(z) < f,?’h(w) < 7 p.p dans RY | vk € K, (2.11)
S“P/ (1 [af” + o] + log fig"|) fig" ) dz =T < +oo, (2.12)
h<1 JRD

ou 6 = hﬁ mink(fAz exp(—|v|?) dv) et ¢(z) = exp(—|z|?). L’approximation discréte en vitesse
de (2.8) est alors
Ouff + v - Vofh =& — fi dans D'(J0, +oo[xRD) Vk € K",
1R(0,2) = £ (@),
ou 5,? est naturellement définie par (Py), avec
P = (P> prun, En)T = (mf)n. (2.14)

Le second résultat de ce chapitre montre que le modeéle (2.13) admet une solution unique. De plus,
grace & la définition de 1’équilibre discret, cette solution satisfait les lois de conservation et de
dissipation d’entropie.

(2.13)
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Théoréme 2.2. Le probléme de Cauchy (2.13) admet une unigue solution ff = (f})kex dans
L®(]0, tyae[ XREYNe  pour tout tee > 0. De plus, les relations de conservation et d’entropie
sutvantes sont vérifices, au sens des distributions

O(mfi)n + Vg (vmfit), =0, (2.15)
O fR1og f&)n + Va - (vflog f)n < 0, (2.16)
et f,’é satisfait les estimations
sup sup [ (1ol + o + g S (2 do < Dalbmas), (2.17)
07tmam
1
S p(x —tol) e < f(t,z) < 7 eNnt p.pt . (2.18)

Enfin, pour prouver la convergence de cette solution, nous définissons les fonctions constantes
par maille de vitesse

"(t,z,v) katarxk et  EMt,z,v) = ZEkta:Xk (2.19)
keKh kekCh

ot X% est la fonction indicatrice de A?. On peut faire le lien entre I’équation continue (2.8) et le
modéle discret (2.13) par ’équation

B f" + CMw) - Vot = &" —fh dans D'(]o, +oo[xRy X R}),

fh(O,.’II,’U) th (z,v) Z ), (2.20)

kekh
ou
= 3 ok, (2.21)
kekch

Nous donnons & présent le résultat de convergence:

Théoréme 2.3. Pour toutes suites Avp, By satisfaisant (2.1), la suite {fh}hsl est faiblement
convergente dans L'(]0, tmaz[XRY x RD) Vtpar > 0, a Uestraction d’une sous-suite prés, vers une
solution distribution de ’équation BGK (2.8).

2.2 Consistance de approximation de la maxwellienne

De facon analogue a la preuve du théoréme 1.1, on peut voir (cf. remarque 2.1) que o et o
sont les solutions uniques des problémes de minimisation suivants

In(en) = min { Jn(8) = (exp(B-m))n — B pa . (2:22)
J(a) = mDin{J( = (exp(B-m)) p} (2.23)

avec D = RP+2 n {B,ﬁ(D‘H) < 0}. Rappelons que (B, ..., B(P+1)) sont les composantes de 8.
Tout d’abord, nous avons besoin de la proposition suivante

Proposition 2.1. (P;) J, est strictement conveze et coercive dans RP+2

(Py) J est strictement conveze et coercive dans D

(P3) Jy, est localement uniformément convergente vers J dans D

(P1) on a supy Jp(ap) < 400
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Remarque 2.1. Les propriétés (Py) et (Pp) montrent bien que oy, et a sont les uniques solutions
des problémes (2.22) et (2.23)

Preuve de la proposition. La propriété (P;) est prouvée dans la section 1.2.2 (preuve du théo-
réeme 1.1).

Pour (P,), il est clair que J est de classe C?, et que J” = (m®m exp(B-m)) est définie positive.
Donc J" est strictement convexe dans D. La propriété de coercivité signifie que .J (ﬂp) —+> +o00
p—) o0

pour toute suite {ﬂp}ng C D s’approchant de la frontiére de D, c.-a-d. telle que

. (D+1) — ;.
(Z) /Bp p—>—+>oo 0 ou (M’) ‘ﬂpl p—>—+>oo +oo.

Pour le cas (i), nous considérons une expression analytique de J

9 D/2
7(8y) = exp (3 Zlﬁp 11657 +01) exo (64 (ﬁ)
14

5 (2.24)
_ ﬁ]go)p _ Z ﬂ]()i)pu(i) _ BI(JD+1)E,
i=1
s (1) (D) o o . (0) A(i=1..D)
ou u = (u',...,u\")) est défini par (1.3). Nous étudions alors toutes les limites de Gy, Bp

et il apparait que J(B,) tend toujours vers +oo. Nous résumons ici I’étude laborieuse de tous les
cas possibles. Si ﬂ,S,O) est bornée inférieurement, alors on voit que les exponentielles de la puissance
inverse de ﬁz(,DH) tendent plus vite vers +o0o que la partie linéaire de J. Si ;,0) — —o0, alors on
doit considérer deux cas différents. Si ﬁpo p— ED ﬂ(Z pu® — 400, alors J (ﬂp) — 400, quelle
que soit la limite de ﬂ(Z 1-D) Dans Tautre cas, —ﬁp p— ZZ 1 pz)pu() est borné supérieurement,
(i=1..D) . .

ce qui implique que 3, n’est pas borné; donc la premiére exponentielle tend assez vite vers
+00 pour qu’on ait J(8,) — +oo.

Pour le cas (7i), on peut supposer que ﬁz(,DH) < ¢ < 0 Vp. Soit R > 0 tel que la boule B(a, R) C
D. Alors si p est assez grand (i.e. p > po), on a B, ¢ B(a, R). Définissons v, = ﬁ(ﬂp —a)+ta,
qui est sur la frontiére S de B(e, R), alors 7, = Oy + (1 — ;) 3, avec 0 < 6, - ﬁ < 1si

p

p > po- En raison de la stricte convexité de J, on a J(B8,) > ﬁ((}( ») —0pJ () pour p > po. De
plus, o est 'unique minimum de J qui est continu, et S est compacte, donc on a J(v,) — J(a) >
m > 0 pour tout p > py. Par conséquent J(B,) > ﬁ + J(a) qui tend vers 4+oo car 6, — 1~
quand p — oo.

Pour la propriété (Ps), nous devons prouver que e, = |{exp(B - m)), — (exp(B-m))| — 0
localement uniformément sur D, ce qui est un probléme de quadrature dans R . Nous séparons ey,
en deux termes

n<| [ exp(B-m(w)do — Ao 3 exp(8-m(uf)] + 3 exp(8-m(uh)aof
RD kezD v,}:&vh
= Ey + Es.

Nous utilisons le lemme suivant, donné dans 53|
Lemme 2.1. II existe ¢ > 0 indépendant de Av tel que pour tout g € W™ (RP), m > D on a

‘/ v) dv — AvP Z g(vk)‘ < cAv™|g|m,1, (2.25)
RD

kezZP
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0t |g[m,1 = Z|l|:m 109l 1 -
Posons alors gg(v) = exp(8 - m(v)), qui est dans W™! ¥m > 0. Nous déduisons de ce lemme
que

By < cAvy'|ga|m,1-

On peut remarquer que puisque |gg|m,1 < [ [p(B,v)|exp(8 - m(v))dv on p est un polyndme, alors
|98|m,1 est bornée sur tout sous-ensemble compact K de D. Donc il existe une constante cx dé-
pendant uniquement de K, telle que E; < cxAwvy'. Pour le terme FEs, noter que ’UZ ¢ VP signifie
|vl| > Dy, (ot Dy, est le rayon V). Donc

1
E; < D2 Z [ |” exp(B - m(v})) Avy .
h gezD

On applique le lemme 2.1 a gg(v) = |v|? exp(B-m(v)), ce qui donne By < #cK sur tout compact K
de D. Par conséquent les bornes de E; et Ey montrent que e, — 0, uniformhément sur tout compact
K de D, ce qui termine la preuve de (P3).

Pour la derniére propriété (Py), remarquons que, par définition, Jy(ap) < Jp(B) pour tout
B € D. Grace a (P3), on a Jy(B8) — J(B), donc J,(B) est borné, et il existe ¢ > 0 tel que
Jr(an) < Jp(B) < ¢ pour tout h. Ceci prouve (Py), et achéve la preuve de la proposition 2.1. O

L’idée de la démonstration du théoréme 2.1 est alors de montrer que Jj est en fait coercive
uniformément en h. Ainsi, (P;) assure que o, est borné, et (Ps) implique que ap — a.

Tout d’abord, soit un réel S tel que S > J(a). La coercivité de J implique qu’il existe un
compact K C D (e.g. une boule fermée), telle que

JB)>S5+1 VBeD-K, (2.26)

o]
et on peut supposer que e € K (qui dénote U'intérieur de K). La propriété (Ps) implique qu’il existe
ho(K) dépendant uniquement du compact K tel que

[7n(B) — J(B)] < VB € K, Vh < ho(K). (2.27)

NI

Par conséquent, les relations (2.26) et (2.27) donnent

Tn(B) > S + % V8 € 0K, Vh < ho(K). (2.28)

[e]
De plus, le fait que a € K et la définition de S impliquent

Tn(e) < |Jn(@) — J(@)| + J(a) < S+ i <S+ Z Vh < ho(K). (2.29)

Nous utilisons & présent le lemme suivant :

Lemme 2.2. Soit 1 une fonction convere d’un ouvert convere Q de RP . S’il existe un sous ensemble
conveze compact K C Q et une constante c tels que

P(z) > ¢ dans OK et Jxp € Io{,zp(xo) <e, (2.30)

alors ¥(z) > ¢ dans Q — K.
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Preuve du lemme 2.2. Soit z ¢ K et soit y le point d’intersection de K avec [zg, z]. Alors il existe
0< o<1 tel que y=o0xy+ (1 —o0)z. La convexité de 9 implique

1
1—0¢

P(z) = (4 (y) — o9p(x0)),

et donc I'hypotheése (2.30) donne 9(z) > ¢, ce qui prouve le lemme. O

Les relations (2.29) and (2.28) montrent que Jp, satisfait les conditions du lemme 2.2 pour tout
h < ho(K), et donc J,(B) > S+ 3 Vh < ho(K), VB € RPT2 — K. Par conséquent, pour tout
S > J(a), il existe un compact K et un réel hy tels que
3
Jn(B) > S+ 1 Vh < ho(K), VB € RP+? — K.

Les fonctionnelles J;, sont donc coercives uniformément en h. Grace a (Py), ceci prouve que ap, € K
pour tout h < ho(K). Puisque K est compact, alors e, converge, a ’extraction d’une sous-suite
prés, vers a € D. La propriété (P3) et I'unicité de a implique & = a, et donc toute la suite ayp,
converge vers o, ce qui conclut la preuve du théoréme.

2.3 Un résultat d’existence et d’unicité pour le modéle discret

Ce théoréme étant indépendant de h, nous omettons l'indice h dans cette section quand il n’y
a pas d’ambiguité possible. Nous utilisons ici une méthode de point fixe pour 'opérateur ®, défini
par le probléme non linéaire

e O Fy, + v - Vo Fp + F, =&
Fd:fq)(G) {tk Uk - Vagl'k k k[Pl (2.31)

Fk(O’x) = fl(c)(‘T)a

ot pg = (MG)p, et Ex[pg] est le minimum d’entropie sur X, (voir (2.5)). Cet opérateur est bien
défini si G est strictement positif dans L ([0, typae [XRP)Y ) Va0 > 0.

Dans un premier temps, nous donnons une zone invariante pour ®. Pour travailler localement en
espace et en temps, considérons des réels R et t,,q, positifs et le cone de dépendance de ®(G) (timaz, )
sur la boule B(0, R)

Qltmaz) = { (4:2); ¢ < tmas €t o] < R+ (tmar — 1) max|ug}. (2.32)

Notons que grace au fait que les vitesses de propagation du modéle sont bornées par maxy, |vg|, cet
ensemble est compact. La zone invariante est donnée dans la proposition suivante :
Proposition 2.2. L’ensemble

Fr= {G € L®(Qr(tmas))”, doe~td(z — tvg) < Gi(t,z) < — eV, p.p (t,m)} (2.33)

S| =

est stable par ®.

Preuve de la proposition 2.2. On vérifie tout d’abord que pour G € Fg, la fonction F = ®(G) est
bien définie sur Qg(tmaz) et ne dépend que des valeurs de G sur ce compact, ainsi que des valeurs
de fO. En utilisant la représentation intégrale

Fy(t,z) = e ' fR(z — tug) + /Ot e "Elpa(s,z — (t — s)u)] ds,
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on obtient le résultat souhaité grace au lemme suivant :
Lemme 2.3. Soit (t,z) € Qr(tmaz). Pour tout 0 < s <t et pour tout k € K, on a

(s, — (t — s)vg) € Qr(tmaz)-

Preuve du lemme 2.3. Ce lemme repose sur le fait que les vitesses vy étant bornées, on ne peut
sortir de Qg (tmaz) en suivant les caractéristiques. D’aprés la définition (2.32), on a

t <tmaz et |z] <R+ (tmaz—1) m]?x|vk|,
et on veut montrer que
$<tmazr et |x—(t—s)vg] <R+ (tmaz — 9) mkax|vk|.
Par définition de s, il est évident que s < tpqez- De plus, par inégalité triangulaire, on a

|z — (¢ — s)vg| <la] + (2 — s)[ox]
< R+ (tmaz — t) max log| + (t — ) m]zclx|vk\

= R+ (tmaz — 8) m,?x vkl

ce qui conclut la démonstration du lemme. O

Pour terminer la preuve de la proposition 2.2, on montre a présent que F = ®(G) vérifie les
mémes estimations que G. Grace au fait que V est borné et discret, et grace a la définition de [pg],
on a l'estimation suivante de 1’équilibre discret

Elpo(s,u)] < 3 Evlpa(s, )] = 32 Guls,y) < Ny (234
k' k!

Alors une représentation intégrale de F' = ®(G) donne la borne supérieure de (2.33):
t
Fy(t,z) = fR(z — top) + / (Eklpg(s,z — (t — s)vk)] — Fi(s,z — (¢t — s)vk)) ds

0
1 b1 1
< = N_Nsd:_Nt
_h+/0 A A

et la borne inférieure est aisément obtenue en intégrant (2.31) le long des caractéristiques

t
Fi(t,z) = e 'f(z — tug) + / e e pa(s,x — (t — s)ug)] ds
0
> e folz —tug) > e 'ood(z — tuy).
]

L’idée consiste & présent & appliquer un théoréme de point fixe sur la zone invariante donnée par
la proposition 2.2. Nous montrons tout d’abord que G — Ex[p] est lipschitzien sur ’ensemble Fg.
Pour cela, remarquons que grace au théoréme 1.1, on a Ex[p] = exp(ag-m(vg)) pour tout G € Fg.
On peut donc vérifier que l'application p; +— ag € RP*2) définie dans I'ensemble {p; € RP
strictement réalisable dans V}, est continiment différentiable: en fait, la matrice jacobienne de
Papplication réciproque est (m ® mexp(ag-m))y, qui est définie positive en raison de la définition
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de V (voir la proposition 1.1), donc inversible. Or notons que les éléments de Fr sont uniformément
bornés et uniformément loin de 0, car

Soe tp(x — tuy) > e tma= o 1%1in d(x — tvg) = C(tmaz, R) > 0.
R tmaz
Donc l'opérateur G +— Ex[pg] est lipschitzien sur Fg, i.e. il existe une constante L(R, t;nqy) positive
qui ne dépend que de R et de t,,q; telle que

Exlor] = Elpcl|(t:2) < L(R: tmas) max| Fi. — Gy (t,2)

pour tout (¢,x) de Qr(tmaz) et pour tout F et G de Fr. Une technique classique en théorie
des équations différentielles ordinaires permet alors de montrer qu'une certaine itérée de ® est
contractante sur Fr. D’aprés le théoréme du point fixe, il existe alors une unique fonction fg dans
L®(Qr(tmaz))" telle que ®(fr) = fr presque partout sur Qg(tmqez). En prenant une suite crois-
sante de R, on peut donc construire une fonction f dans L%°([0,%mae] X RY) telle que ®(f) = f
presque partout. Par unicité de sa restriction & Qg(tmqez) pour tout R > 0, cette fonction est donc
unique, ce qui conclut la partie existence et unicité du théoréme.
Remarque 2.2. Nous avons choisi de travailler localement en espace sur Qg(tmqz) car la borne
inférieure de (2.33) tend vers 0 quand |z| — 400, ce qui ne permet pas d’obtenir une propriété
de Lipschitz globale en espace de 'opérateur G +— Ex[pg|. En effet, on s’approche alors de la
frontiére de ’ensemble des moments strictements réalisables, et il semble donc difficile de borner
uniformément en z la dérivée de cet opérateur.

Pour obtenir les lois de conservation (2.15), il suffit de multiplier (2.13) par m(vg), puis de
sommer sur K. Pour la loi de dissipation locale d’entropie (2.16), remarquons que si 1 est une
fonction lipschitzienne, alors (voir [21])

On(fr) + vk - Van(fi) = (€ — fr)n' (fr) dans D'(10, tmaz[xRY ). (2.35)

Mais 7(s) = slog s n’est pas lipschitzienne prés de 0, donc suivant Perthame [49], nous bornons sa
dérivée en posant

nr(0) =0, nr(s) = max(—R, min(R, 1 + log s))

sur [0, +oo[. Cette fonction est lipschitzienne et ng(s) - n(s). D’aprés (2.35), on a
—+00

t
nr(F2) — nr(f0) = /0 (£ (EL — 1) ds (2.36)

ol f,g(t,x) = fr(t,x + tvg). Le membre de gauche de cette équation converge p.p vers n(f,g) —
n(fP) quand R — 4o0. Il en va de méme pour le membre de droite, puisque |n/( f,g)| est bornée

supérieurement par 1+ |log f,§|, qui est borné d’aprés la borne supérieure de (2.33). On peut alors
passer & la limite dans (2.36), ce qui donne une formulation équivalente & (2.35). Finalement, on
somme (2.35) sur k € K et il est désormais classique de noter que

((Ex — fr)n' (fi))n = ((Ex — fx)(log fix —log Ex))n + (1 +1og k) (Ex — fi))n-

D’aprés la définition de Ex, le dernier terme est nul. Le second est négatif car s — log s est croissante.
On obtient donc l'inégalité d’entropie (2.16).
L’estimation (2.17) est aisément déduite de (2.15) et (2.16), ce qui termine la preuve du théoréme.
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2.4 Un résultat de convergence pour le modéle BGK discret

Suivant Perthame [49], nous divisons la preuve en quatre étapes.

étape 1: convergence faible de f" et (mf")
D’aprés (2.17), il est clair que f" vérifie I’estimation

sup sup / (1 + [z + |v|* + [ log f*) ") d& < T3(tmac) (2.37)
h [O;tmaz] RD

pour tout tmar > 0. Nous en déduisons classiquement qu’il existe une sous-suite encore notée {f h}h
telle que

fh =,/ faiblement dans LY[0, tmaz] X RZ x RP), V00 > 0. (2.38)
_)

De plus, il est clair que C"(v) converge ponctuellement vers v et est localement uniformément
bornée. Cela suffit avec (2.38) pour obtenir la convergence du membre de gauche de (2.20) vers
Ouf +v - Vi f dans D'(]0, +oo[xRY x RD).

Pour la convergence du membre de droite non linéaire, nous obtenons tout d’abord la convergence
faible de (mf"). L’estimation (2.37) donne

(@), 0)) = (o) = {(L,0) £ (t2,0)) Vhmaa >0 (239)

faiblement dans L' ([0, tmaz] x RD).

Cependant, & cause du manque d’estimations sur le comportement de f* pour les grandes vi-
tesses, 'estimation (2.37) n’est pas suffisante pour obtenir la convergence faible de (|v[2f") . Nous
utilisons alors le lemme de Perthame [49] pour estimer |v|? f*. Ce lemme est basé sur I’effet dispersif
de l'inversion de 0; + v - V3, qui existe aussi dans le cas discret en vitesse.

Lemme 2.4. Soit F € LY(RT x RD)Nr solution de
O Fy, +vg - Vi F, = g, Fk(O,w) =0 Vk‘EICh,
ot g > 0 satisfait
tmam
/ / ([v[29(t, ) dadt < c. (2.40)
0 RD
Alors, pour tout borné K de RY | on a
tmaw
/ / (o3P (t, ) dzdt < ¢ diam(K).
0 K
La preuve de ce lemme est exactement la méme que celle donnée dans [49] et nous ne I’écrivons
pas ici. Remarquons que 1’équilibre discret 5,'& a la méme énergie que f,’cl, et donc qu’il satisfait

Pestimation (2.40) du lemme 2.4. Par conséquent, on déduit de ce lemme que pour tout compact K
de RD on a

su /tmam/ Z [ol 2R (¢, z) Avp didz < oK) (2.41)
hp 0 K k k bl h — R * °

[vR|>R
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On a alors naturellement

sup/tmw/ / [v|? 2 (t, z,v) dtdzdy < C(K), (2.42)
n Jo K Jju/>2R R
et donc
[v|>f* — |v>f  faiblement dans L'([0, 4] x K x RY), (2.43)
(3[v]2f"y = E = (L]v’f)  faiblement dans L' ([0, tmas] X K), (2.44)

pour tout compact K de RY et pour tout 4, > 0. Nous avons donc montré que (mf") — p = (mf)
faiblement dans L' ([0, tuq¢] X K) pour tout compact K.

étape 2: Convergence faible de £
Nous avons besoin du lemme suivant.

Lemme 2.5. Pour tout tye; > 0, il existe une constante c(tmaz) tel que
sup sup / (1 + |22 + |v]2 + | log EM)EM) dz < c(tmaz)- (2.45)
B [0,tmaz] JRP

Preuve. Les bornes sur (1 + |z|2 + |[v|2)€" proviennent directement de la définition de £ et de
estimation (2.37). Pour £"|log €|, notons qu’en raison de la définition de I'équilibre discret EX,
on a

EMlog &M dv < / flog 7 dv.
RD RD

Alors une technique classique permet de passer de E?log " a £7|1og £"| (voir [49]) et donne

/ 5h|log8h|dxdv < c(tmaz)-
R2D
|

Ce lemme montre que £ est faiblement compact dans L!([0,#mee] x R?P), ainsi, il existe une
fonction M telle que £ — M faiblement dans L'([0, t;az] x RY x RP). On peut alors déduire des
étapes 1 et 2 que la limite faible f de f satisfait I’équation

Of+v-Vof=M-—Ff dans D'. (2.46)
Les étapes suivantes sont consacrées a la preuve de M = M|p].
étape 3: Convergence forte de py,
L’extension au cadre discret des lemmes de moyenne obtenue par Mischler [46] implique que les

moyennes en vitesse de f sur des ensembles bornés sont en fait fortement compactes. Quitte a
extraire une sous-suite, on a alors pour tout R > 0

/ m(v)f(t,z,v) dv — m(v)f(t,z,v)dv
lv|<R lv|<R

fortement dans L' ([0, t;nes] X RP). D’aprés les estimations uniformes (2.37) et (2.42), nous obtenons
donc

(mf" = p=(mf) fortement dans L([0, tae] X K)



40 2. Etude théorique du modéle BGK discret

pour tout compact K. Par ailleurs, comme ((1,v)T f*) = (pp, pun)? et (3v2f*) = Ep, + pp 2 AvZ,
alors il est clair que p, et (m f") sont asymptotiquement équivalents. Par conséquent, on conclut
que p, — p fortement dans L' ([0, tmaz] X K), pour tout compact K, pour tout ez > 0.

étape 4: Passage 4 la limite
En extrayant encore une sous-suite, on obtient py,(t, ) — p(t,z) p.p dans [0, tmaez] X RP. Alors le
théoréme 2.1 implique que sur l’ensemble Q = {(¢,z), p(t,z) et T'(¢t,z) > 0}, on a

ap(t,z) = aft,x) p-p.

Donc
E" - M|p] p.p dans Q x RY
et puisque
pu(tsw) = [|EM(t, 2, )l — p(t,2) =0 p.p dans °Q,
alors

EMt, ) = 0= M[p](t, z) p.p dans °Q x RP.

Ceci prouve que £" converge ponctuellement vers M [p]. En combinant ce résultat avec celui de
létape 2, on trouve que M = M|p]. Par conséquent, le membre de droite de (2.13) converge vers
(M[p]— f) faiblement dans L', et nous pouvons conclure que f est solution de I’équation BGK (2.8).
Remarque 2.3. Si la condition initiale f0 est suffisamment réguliére (par exemple f0 € BV), de
sorte que f%" converge vers f° dans L', alors la convergence du théoréme 2.3 est en fait forte dans
L'. On peut en effet montrer par des arguments similaires & ceux de Lions [37] que log(1 + f")
converge faiblement dans log(1 + f).

Remarque 2.4. Sil’on fait les hypothéses de Mischler [45] sur la condition initiale, alors la solution
de BGK est unique. Dans ce cas, la suite entiére f* converge vers f.



Chapitre 3

Discrétisation de 'opérateur de
transport axisymétrique

Dans la méthode discréte en vitesse que nous avons présentée dans les chapitres précédents, une
grande attention a été portée aux propriétés que doit vérifier le terme source discret pour que les lois
de conservation et de dissipation d’entropie soient satisfaites. De nombreux travaux ont d’ailleurs
été menés ces derniéres années sur d’autres équations cinétiques pour obtenir de telles propriétés.
Dans ces travaux, la discrétisation du terme de transport ne pose en général pas de difficulté, car
la variable de vitesse ne joue que le role d’'un parameétre.

En revanche, ce n’est pas le cas lorsque l'on traite des écoulements en géométrie cylindrique.
La transformation en coordonnées cylindrique permet de calculer un certain type d’écoulements
tridimensionnels en deux dimensions d’espace seulement. De tels écoulements sont dits axisymé-
triques, comme par exemple un écoulement sans incidence autour d’une sphére ou d’un coéne, ou un
écoulement entre deux cylindres en rotation. Dans les équations cinétiques exprimées en coordon-
nées cylindriques, il apparait des termes de gradient en vitesse dans 'opérateur de transport. La
discrétisation en vitesse de ces équations introduit donc une difficulté supplémentaire par rapport
aux équations cartésiennes. En effet, indépendamment de la discrétisation du terme source, les lois
de conservation macroscopiques et la loi de dissipation d’entropie peuvent ne pas étre vérifiées si la
discrétisation du terme de transport n’est pas effectuée correctement.

Dans ce chapitre, nous mettons en évidence les propriétés que doit vérifier la discrétisation en
vitesse de ’opérateur de transport en coordonnées cylindriques, pour obtenir les lois macroscopiques
correctes. Il apparait clairement que plusieurs schémas fréquemment utilisés dans la littérature ne
vérifient pas ces propriétés. Nous proposons alors différents schémas pour corriger ce défaut. En
particulier, nous proposons deux schémas qui garantissent la positivité de la fonction de distribution,
et qui vérifient les lois de conservation ainsi que la loi de dissipation d’entropie. A notre connaissance,
c’est la premiére fois que des méthodes garantissant toutes ces propriétés sont présentées. Nous
insistons sur le fait que ces schémas peuvent s’utiliser pour une large classe d’équations cinétiques
(Boltzmann, BGK, Fokker-Planck, etc..). Nous ne nous intéressons pas ici a la discrétisation des
opérateurs de collision exprimés en coordonnées cylindriques (voir & ce sujet [34] pour Fokker-
Planck).

Le reste de ce chapitre s’articule de la fagon suivante. Dans la section 3.1, nous faisons des
remarques générales sur les équations cinétiques et la fagon dont on obtient les lois macroscopiques,
en insistant sur la différence essentielle entre les représentations cartésiennes et cylindriques. Dans la
section 3.2, nous donnons les définitions nécessaires & la discrétisation en vitesse. Dans la section 3.3,
nous exposons les différentes propriétés que doit nécessairement vérifier une discrétisation différence
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finies de la dérivée en vitesse pour obtenir les lois de conservation et d’entropie axisymétriques.
Nous proposons différents modeéles discrets qui vérifient un certain nombre de ces propriétés. Dans
la section 3.4, nous étudions une autre approche, introduite récemment par Larina et Rykov, qui
permet aussi d’obtenir des modéles ayant certaines propriétés de conservation. Nous rappelons
leur idée ainsi que la discrétisation qu’ils proposent et les propriétés qu’elle vérifie. Cependant,
leur modéle ne garantit pas la positivité de la fonction de distribution. Nous proposons donc une
modification qui élimine ce probléme tout en conservant les autres propriétés.

3.1 Equation de transport et lois de conservation

Considérons une équation cinétique de type Boltzmann sans force extérieure, en coordonnées
cartésiennes

Of+v-Vxf=Q(f), t>0, X =(z,9,2) €R’, v=(vg,v,0;) ER’. (3.1)

En multipliant cette équation par m(v) = (1,v, 3[v[*)7 et (1 +log f), on obtient les lois de conser-
vation de la densité, quantité de mouvement, et énergie totale, et de dissipation d’entropie

at/mfdv—FVX-/vmfdv:O, (3.2a)
Bt/flogfdv-l-vx-/vflogfdvz/Q(f)longO. (3.2b)

Pour résoudre numériquement cette équation cinétique, une premiére étape est généralement
de la discrétiser par rapport & v. Pour garantir la robustesse des schémas numériques , on essaie
d’assurer que les lois de conservation et de dissipation d’entropie sont encore vérifiées par 1’équation
discrétisée (ce qui a été fait pour BGK au chapitre 1). Pour cela, il est fondamental que la discré-
tisation de ’opérateur de collision respecte les équivalents discrets des deux propriétés suivantes

/ mQ(f) dv = 0, (3.32)
[awograv<o (3.3b)

Il existe plusieurs schémas garantissant ces propriétés au niveau discret pour différentes équations
cinétiques: voir par exemple [11] ou [55] pour 'opérateur de Boltzmann, [43] pour 'opérateur de
BGK, [19] pour l'opérateur de Fokker-Planck.

En revanche, lorsqu’on passe en coordonnées cylindriques, il apparait que la discrétisation de
I’opérateur de transport doit elle aussi vérifier des propriétés non triviales. La formulation axisymé-
trique de l’équation (3.1) s’obtient de la facon suivante. On exprime les variables d’espace dans un
systéme de coordonnées cylindriques

(z,y,2) = (z,7 cos p, rsingp),

et pour exploiter la symétrie axiale en espace, il faut en outre exprimer la vitesse v dans le repére
local (€, €y, €y)

Vg 1 0 0 Vg
v | = 0 cosp sing vy
Uy 0 —siny cosyp v,
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L’hypothése d’écoulement axisymétrique se traduit alors par

atpf(taxara Soa Uﬂ?au’l‘av@o) = Oa

et I’équation cartésienne (3.1) devient

2
v
atf‘l’vwawf‘l’vr arf+ 790811,«]0_

VU

O, f = Q(f), (3.4)

ou l’on voit apparaitre des gradients en vitesse de f, qui sont en fait des termes d’inertie dus au
repére local. Les caractéristiques de cette équation de transport sont plus compliquées que pour
’équation cartésienne, car ce sont maintenant les courbes de R* définies par

2

H)=ve, ) =v G =2, ) =" (35)
On peut cependant voir facilement qu’elles vérifient v2(t) + v?p(t) = cte, ce qui signifie que dans le
plan (v, v,), les caractéristiques sont des cercles. Par conséquent on peut remarquer que lorsqu’on
remplacera ’espace des vitesses par un domaine borné en vue de la discrétisation de (3.4), il faudra
que ce domaine soit de section circulaire dans le plan (v,,v,). En effet, dans le cas contraire, les
caractéristiques vont rencontrer le bord du domaine, et on aura besoin de conditions aux limites en
vitesse qui ne sont pas physiques, puisqu’elles n’existent pas dans ’équation cartésienne. Afin de
discrétiser facilement ce domaine circulaire, il est plus judicieux d’exprimer & présent les composantes
radiale et azimuthale de la vitesse (v;,v,) dans un systéme de coordonnées polaires. On définit ¢
and w par

(0r,,) = (€ cos w, C sinw),
et I’équation (3.4) devient

¢ sinw

Ouf + vz 0pf + (cosw O, f — . Owf = Q(f). (3.6)
Une expression conservative de cette équation est
Orf 4+ vy Oprf +(coswOrrf —CO,(sinwf) =rQ(f). (3.7)

Par souci de simplification, nous ferons dans la suite ’hypothése de parité

flw) = f(-w), (3.8)

qui est par exemple valable pour des écoulements extérieurs sans incidence autour de corps a géo-
métrie axisymétrique. Notons cependant que tous les modéles et les propriétés donnés dans la suite
sont identiques dans le cas ol ’on ne fait pas cette hypothése.

Pour obtenir les lois de conservation et de dissipation d’entropie axisymétriques, on peut faire les
changements de variables précédents dans (3.2a), mais nous pensons qu’il est plus instructif de les
obtenir & partir de I'une ou l'autre des équations (3.6) et (3.7). Cependant, les lois de conservation ne
s’expriment pas de fagon aussi simple qu’en coordonnées cartésiennes, et on doit introduire certaines
quantités macroscopiques qui sont la densité p, les quantités de mouvement axiale et radiale pu, et
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pur, les contraintes normales p©gz, POy et POy, la contrainte tangencielle pO,,, I'énergie totale
E, et les flux de chaleur g, et g, :

p= /fdu, (3.92)
pug = /vmfdu, puy = /Ccoswf du, (3.9b)

POzy = /(vw —ug)’fdu, pO,, = /(( cosw —up)if du, pOy, = /C2 sin?wf du, (3.9¢)

PO,y = / (v — ) (¢ cosw — ur) f dp, (3.94)

E= / T2+ ) f dp, (3.9¢)

o = / L((vg — ug)® + (C cosw — up)? + (2 sin’w) (vy — ug) f dps, (3.9f)
e = [ 300~ e+ (Cooswo — ur)? + €2 ina) G oses ) (3.99)

ot 'on a noté dy = (dvyd(dw la mesure de Lebesgue dans R? exprimée en coordonnées cylindriques.
L’hypothése de parité (3.8) implique que les autres quantités macroscopiques de méme ordre en
v sont nulles. On obtient alors les lois de conservation axisymétriques en multipliant (3.7) par
(1,0, ¢ cosw, 3(v2 + ¢2)) puis en sommant sur R x R x [0, 27]; en raison des propriétés de @, on
trouve

1 1 1
Vg Vg Vg
Btr/ ¢ cosw fdu+ 8957“/ ¢ cosw v f dy + Brr/ ¢ cosw Ccoswf du
3(vi +¢?) 5(v3 +¢?) 5(v3 +¢?)
1
—/ C(:)xsw COy(sinwf)du = 0.

502+ %)

Par définition des quantités macroscopiques, on obtient

p QPUIG pur o
pPug puz + pO gy pugty + pOyy
O Pury Ot Puztr + POy o pu? + pOpr
E Uz E + p(Ozztz + Oprtr) + g Ur B+ p(Ogrtiy + Orpir) + g1
1
Vg .
:/ ¢ cosw ¢ Ou(sinwf) du.

5 (02 +¢?)
(3.10)
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De plus, en multipliant (3.7) par (1 + log f), on a

Btr/flogfdu—i— er/vmflogfdu—l— Brr/Ccoswflogfdu+/Ccoswfdu
(3.11)
= [+ 1ogncousinesdn+ 1 [ Q()tog f du.

Le membre de gauche de (3.10) et (3.11) est uniquement di & Orf + v, Oprf + (cosw Oprf , ou
(vg,(,w) ne jouent que le role de paramétres. Cette partie ne pose donc pas de difficulté au niveau
discret. Pour le second membre, un simple calcul montre que

1 0
Vg . . 0 . _

/ ¢ cosw COy(sinwf)du = O, et /(1+logf)§8w(smwf)d,u—/Ccoswfdu.

3(vz +¢%) 0
(3.12)

On obtient ainsi les lois de conservation et d’entropie suivantes

orp + Ozrpug + Oprpu, =0, (3.13a)
Oyrpug + 8mr(pui + pO,z) + Orr(puzu, + pOyyr) =0, (3.13b)
Orpur + Opr(pugty + pOyy) + Opr(pu? + pOry) = pOyy, (3.13c)
OrE + 0pr(uzE + p(Opptiy + Oprtir) + qz) + Opr(ur E + p(Oprtigy + Oppur) +¢r) = 0. (3.13d)

8tr/flogfdu—|— 6$r/vmflogfdu+ 8Tr/Ccoswflogfdu=T/Q(f)logfdu30. (3.14)

On remarque que seules les relations (3.13a), (3.13b), (3.13d) sont des lois de conservation & pro-
prement parler, puisque la relation (3.13c) contient le terme source de pression p©,,,.

D’apreés les relations de (3.12), il est clair que la discrétisation en vitesse, et plus particuliére-
ment la discrétisation en w va poser une difficulté. En effet, il faut que ’approximation discréte de
O (sinwf) vérifie des analogues discrets de ces relations. Plus précisément, il faut que la discrétisa-
tion en w vérifie des équivalents discrets de

27
Op(sinwf)dw = 0, (3.15a)
0
27 27
/ cosw O, (sinwf) dw = / sin’wf dw, (3.15b)
0 0
27 27
Oy (sinwf)log f dw = / coswf dw. (3.15¢)
0 0

La relation (3.15a) sert a obtenir les équations de conservation (3.13a), (3.13b), (3.13d), la rela-
tion (3.15b) implique ’équation (3.13c), et (3.15c) suffit pour avoir 1’équation de dissipation d’en-
tropie (3.14). Remarquons qu’on peut affaiblir I’égalité (3.15c). En effet, pour obtenir la relation de
dissipation d’entropie (3.14), il suffit de vérifier I'inégalité

2

27
Oy (sinwf)log f dw < / coswf dw. (3.15d)
0 0
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Cependant, le taux de dissipation d’entropie est sans doute surestimé puisque la relation macrosco-
pique obtenue est alors

atr/flogfdw axr/vwflogfdw &«T/CcoscL)flogfdu < r/Q(f)logfdu <o,

mais l'important est qu'on dissipe effectivement I’entropie. Enfin, une autre propriété non triviale
a respecter par la discrétisation est que les fonctions constantes en ¢, z, 7, w sont solutions de (3.7),
ce qui équivaut &

Oy (sinw) = cos w. (3.15¢)

En effet, il est connu que la non préservation des écoulements constants donne généralement des
schémas peu précis et non robustes.

Si l’on veut discrétiser 1’équation non conservative (3.6), une procédure analogue montre que la
discrétisation en w doit vérifier des équivalents discrets de

2w 2m
/ sinwd, f dw = —/ coswf dw, (3.16a)
0 0
2w 2w
/ coswsinw O, f dw = / (— cos’w + sin’w) f dw, (3.16b)
0 0
2w 2w
/ sinw d, f(1+ log f) dw = —/ coswf log f dw, (3.16¢)
0 0
ou
2w 2m
/ sinw d, f(1+log f)dw < —/ cos wf log f dw, (3.16d)
0 0

ou (3.16a) est nécessaire pour avoir les lois de conservation (3.13a), (3.13b), et (3.13d). La rela-
tion (3.16b) est nécessaire pour avoir (3.13c). Les relations (3.16c) et (3.16d) donnent (3.14). Pour
respecter les solutions constantes en ¢, z,r, w, la propriété & garantir est

8,1 =0. (3.16¢)

Dans la suite, nous ne nous intéressons pas a la discrétisation de I’opérateur de collision (voir
les chapitres précédents pour l'opérateur de BGK), nous étudions uniquement la discrétisation en w
de l'opérateur de transport. La discrétisation en vy, ne posant pas de difficulté (car ces variables
jouent le role de paramétres), nous les laissons donc continues.

3.2 Discrétisation de f et définition des quantités macroscopiques

Dans cette section, nous introduisons quelques notations relatives a la discrétisation en w, et
nous définissons des approximations discrétes des quantités macroscopiques (3.9). La variable w
varie dans [0, 27|, que 'on discrétise par {wq}4>0- Nous notons f, une approximation de f(wq). Les
intégrales sur [0, 27] intervenant dans la définition des moments sont approchés par une formule de
quadrature

2m
flw)dw =~ qu Aw.

0 >0
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Pour simplifier les expressions des quantités macroscopiques (3.9) aprés discrétisation, nous notons

=/ S fyns€) A, cac.

>0

Ainsi, les quantités macroscopiques sont & présent définies par

p=_ 1) (3.17a)

puz = (D vafe)s  pur =D (coswyfy), (3.17b)

P00 = (Y (v — uz)?fg),  pOpr =q (3 (Ccoswg — ur)q?fq» PO, = (Y (Psin’w,fy), (3.17c)
q wmzéiw—MMwWWWMA q (3.17d)
Ei4§:%wﬁ+<%ﬁ% (3.17¢)

@ =) 5((ve —uz)” + (¢ qcos wg — ur)? + ¢ sin’wg) (vp — uz) fo), (3.17)

=) %((Zx —ug)? + (Ccoswyg — ur)? + ¢?sinwy) (€ coswy — ur) fy), (3.17g)

q

Les points de discrétisation wq et la formule de quadrature sont & définir pour chaque schéma, de
fagon & éliminer les termes de bord dans les intégrations par parties discrétes.

3.3 Discrétisation de la dérivée en vitesse

Dans cette section, nous explicitons les propriétés que doit vérifier la discrétisation des équa-
tions (3.6) et (3.7) sans terme source pour que les lois de conservation (3.13) et de dissipation
d’entropie (3.14) soient satisfaites. Nous donnons en outre d’autres propriétés nécessaires pour que
les schémas obtenus soient efficaces, comme la positivité et la conservation des écoulements uni-
formes. Nous étudions ensuite différents schémas de discrétisation.

Supposons que le terme 3, f de I’équation non conservative (3.6) est approché par différences
finies par D(f)q avec ¢ > 0. L’approximation discréte de (3.6) sans terme source est alors

O fy+ 02 O fy + C cOSW, Oy fy — LS

—D(f), =0. (3.18)

Les équivalents discrets des relations (3.16) pour obtenir les lois de conservation et d’entropie sont

ZsianD(f)q = —Zcoswqfq, (3.19a)
q q

Z coswg sinwgD(f)g = Z(— cos’wqy + sin’wy) fqs (3.19b)
a q

ZsianD(f)q(l +log fq) = — Zcos wqfqlog fq, (3.19¢)
q a
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ou

ZsianD(f)q(l +log fq) < — Z cos wq fqlog fq, (3.19d)
a a
D(1), = 0. (3.19€)

On a le résultat suivant
Proposition 3.1. — Si les quantités macroscopiques sont définies par (8.17), alors elles vérifient
les lois de conservation (3.13a), (3.13b), et (3.13d) si et seulement si la propriété (3.19a) est
satisfaite;
— la propriété (3.19b) est équivalente a la loi de conservation de pu, (3.13c);
— la propriété (3.19¢c) (ou (3.19d)) implique la loi de dissipation d’entropie (3.14);
— les fonctions de distributions uniformes en t,z,r,q sont solutions de (3.18) si et seulement si
la propriété (3.19e) est satisfaite.

Preuwve. 11 suffit de multiplier I’équation (3.18) par (1,vs,( coswy, %(v% +¢?)) et de sommer sur
g. On obtient les lois (3.13) avec des termes supplémentaires qui s’annulent si et seulement si les
propriétés (3.19a) et (3.19b) sont satisfaites. Pour la relation d’entropie (3.14), il suffit de multiplier
I'équation (3.18) par (1 + log f,); il apparait un terme qui est négatif ou nul si (3.19¢c) ou (3.19d)
sont vérifiées. Enfin, I’équivalence entre (3.19e) et la préservation des écoulements uniformes est
évidente. O

Dans le cas de I’équation conservative (3.7), le terme 0, (sinwf) est approché par D(sinwf),.
L’approximation discréte de (3.7) sans terme source est alors

O fg + Vg Opr fg + C coswy Opr fg — (D(sinwf)g = 0. (3.20)

Les équivalents discrets des propriétés (3.15) pour obtenir les lois de conservation et d’entropie,
ainsi que la préservation des écoulements uniformes, sont

Y D(sinwf), =0, (3.21a)
Eq: coswyD(sinwf)y =Y sin’wyfy, (3.21b)
i D(sinwf)qlog fy = i cos Wy fy, (3.21c)
g g
ou
D D(sinwf)qlog fy < coswgfy, (3.21d)
Dq(sinw)q = oS w,. q (3.21e)

On peut alors montrer le méme résultat que pour ’équation non conservative (proposition 3.1) si
ces propriétés sont vérifiées.

Proposition 3.2. - si les quantités macroscopiques sont définies par (3.17), alors elles vérifient
les lois de conservation (3.13a), (3.138b), et (3.13d) si et seulement si la propriété (3.21a) est
satisfaite;

— la propriété (3.21b) est équivalente a la loi de conservation de pu, (3.13c);
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— la propriété (3.21c) (ou (3.21d)) implique la loi de dissipation d’entropie (3.14);
— les fonctions de distributions uniformes en t,x,r,q sont solutions de (3.20) si et seulement si
la propriété (3.21e) est satisfaite.

Dans les sections suivantes, nous étudions différents choix de discrétisation.

3.3.1 Discrétisation décentrée de I’équation non conservative

Cette méthode est notamment proposée par Shakhov dans [58]. En faisant I’hypothése de pa-
rité (3.8), on considére 'équation (3.6) sur [0, 7], et D est défini par une approximation décentrée
d’ordre 1

fq+1 fq
D 3.22
(F)g = Aw ( )
L’intervalle [0, ] est discrétisé par wy = qAw avec ¢ = 0..QQ et wg = w. Les moments de f

sont calculés par une formule de rectangles ouverte & gauche, i.e. en remplacant Zq par 2 Z(?Zl
dans les formules (3.17). En fait, Shakhov [58] considére plutot le domaine [, 27, et prend donc
D(f)q = Jodam1 f 2=, ce qui donne les mémes propriétés. Les propriétés du modéle discret (3.18) avec
cette défimtlon (3 22) sont les suivantes.

Proposition 3.3. (i) la positivité de f est préservée :

fq(07 w’ T’ ’U.'L"C) Z O Vq7 x’r’ IU-CU’C :> fq(t,x, r,’Uw,C) Z O Vq’t7 x’ T’ ’Uw,C;
(i) les écoulements uniformes en t,x,r,q sont solutions;
(#i) les équations de conservation (3.13) sont vérifices a O(Aw) pres.

Preuve. Pour la positivité, on remarque que

¢ .
Oifq +vg Opfg +(cOswy Or fg > — sin wy fq,
car sinwg > 0 pour ¢ = 0..Q). Par conséquent

¢

d
—fq(t,x +tvg,m + 1t _
(t, z + tug, ¢ coswyg, Vg, () > 7€ cos oy

dt”’?

fa

ce qui implique f; > 0 si f,(t = 0) > 0. La propriété (ii) est évidente puisque (3.19¢) est vérifiée.
Pour montrer (iii), il suffit de remarquer que ’adjoint formel D* de D vérifie

Sinwg — sinwg 1

D*(sinw)y = — AL = — coswy + O(Aw),
D*(coswsinw)y = _ CO8Wq P _ACOS Weo15MWe-1 _ cos?wy + sin®w, + O(Aw).
w
Par conséquent, les propriétés (3.19a) et (3.19b) sont vérifiées & O(Aw) prés:
Q Q Q
Y sinwgD(f)g =Y _ D*(sinw)yfy = — Y _ coswyfy + O(Aw),
=1 qg=1 g=1
Q Q Q
Z cos wysinwyD(f)q = Z D*(coswsinw)y fy = E(— cos?w, + sinwy) f; + O(Aw),
g=1 g=1 q=1

et on conclut comme dans la preuve de la proposition 3.1. Remarquons que les termes de bord
n’apparaissent pas dans les relations précédentes car sinwgp = sinwg = 0. O
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Dans le cas ou 'on ne fait pas I’hypothése de parité (3.8), on discrétise 'intervalle [0, 27| par
wg = qAw avec ¢ = 0..Q et wg = 27 — Aw. On choisit Q = 2m — 1 de sorte que wy, = 7. Ainsi
I'opérateur D est naturellement généralisé par

7"‘1“;"‘1 pour ¢ = 1..m,

D(f)q = { B2 (3.23)

4R pour ¢ = m..Q,

afin de préserver la positivité de f. Pour éliminer les termes de bord dans les intégrations par
parties, on définit les moments de f par les formules (3.17) en remplagant Zq par Y 1"+ ZSL, ce
qui s’interpréte comme une formule des rectangles ouverte a gauche sur [0, 7] et & droite sur [, 27].
On obtient alors les mémes propriétés que sur [0, 7.

Remarque 3.1. Sone et al. [62] ont proposé une discrétisation décentrée d’ordre deux sur [0, 7] en
introduisant

1 1 3
D(f)q= A—w(—§fq+2 +2fg11 — §fq)'

Cependant, les termes de bord ne disparaissent pas dans les intégrations par parties discrétes,
lorsqu’on utilise des formules de quadratures telles que celles des rectangles ou des trapézes.

3.3.2 Modification “trigonométrique”

Nous modifions ’opérateur décentré d’ordre un précédent pour le rendre exact sur le cosinus et
le sinus, i.e. on pose

_ fq+1 —cos Awf,
sin Aw )

D(f)q

Les propriétés de I’équation discréte (3.18) sont données dans la proposition suivante.
Proposition 3.4. (i) la positivité de f est préservée;

(ii) les équations de conservation de p, pug, E sont vérifiées exactement (Eq. (3.13a), (3.13b),
et (3.13d));

(1ii) les écoulements uniformes en t,z,r,q sont solutions a O(Aw) pres.

Preuve. La propriété de positivité est due au décentrage comme pour le schéma précédent. Pour les
lois de conservation, il faut noter que D et son adjoint formel D* ont les propriétés suivantes

D(cosw)q = —sinw, D*(cosw)q = sinw,

D(sinw)y = coswy D*(sinw)y = — cos wy.

Cela se voit facilement en remarquant que wg+1 = wy & Aw et en développant coswg+1 et sinwg+1.
Ainsi, il est clair que la propriété (3.19a) qui garantit la conservation de p, pu, et E est veérifiée
exactement, et la proposition 3.1 permet de conclure. En revanche, cette modification du schéma
classique fait perdre la conservation des écoulements uniformes, car on a évidemment

D(1), = 1298Y _ 1 o(aw),

sin Aw

c’est-a-dire que (3.19e) est vérifiee & O(Aw) pres. O
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Nous présentons dans la section suivante une discrétisation qui préserve les écoulements uniformes.
Remarque 3.2. On peut modifier 'opérateur décentré d’ordre deux de Sone et al. (cf. remarque 3.1)
pour le rendre exact sur le cosinus et le sinus de la fagon suivante

1
~ sinAw

1+ 2cos Aw )
—fq)-

1
(—Efq+2 + (1 + cos Aw) fg+1 — 5

D(f)q

On vérifie facilement que D(sinw), = cosw, et D*(cosw)y = sinwy. Mais comme on 1’a noté dans
la remarque 3.1, les termes de bord ne disparaissent pas dans les intégrations par parties discrétes,
et cette modification ne suffit pas pour obtenir les propriétés (3.19).

3.3.3 Discrétisation centrée “trigonométrique” de 1’équation conservative

Nous considérons ici une discrétisation de 1’équation conservative sur [0, 27|. Nous proposons un
opérateur du méme type que le précédent, exact pour le cosinus et le sinus, mais qui est aussi exact
sur les fonctions constantes

fq+1 — fq—l

D(f)q = 2sinAw
L’intervalle [0, 27] est discrétisé par wy = ¢Aw avec ¢ = 0..QQ et wg = 2m — Aw. Les moments de f
sont calculés par une formule des rectangles ouverte a droite, i.e. en remplagant » q Par Z(IQ:O dans
les formules (3.17). Les propriétés de ’équation discréte (3.20) induites par cette définition sont les
suivantes.
Proposition 3.5.
(i) les écoulements uniformes sont préservés exactement;
(i) les équations de conservation de p, puy, E sont vérifiées exactement (Eq. (3.13a), (3.13b),
et (3.13d));
(i1i) Véquation d’évolution de pu, est vérifiée exactement (Eq. (3.13c)).

Preuve. 11 suffit de noter que D vérifie

D(cosw)y = —sinwy, D(sinw), = coswy,
et que D* = —D. Ainsi la propriété (3.21e) est vérifiée, ce qui implique (i). En outre, on obtient la
propriété (3.21b) car
Q Q Q
Z coswgD(sinwf), = Z D*(cosw) sinwy fy = — Z sinwyg fq,
q=0 ¢=0 q=0

ce qui implique (iii). Enfin, la forme symétrique de D et la périodicité de f impliquent la pro-
priété (3.21a), donc (ii). O

Cependant, cette méthode posséde 'important défaut de ne pas garantir la positivité (ni a fortiori
la propriété d’entropie), ce qui est da a la discrétisation centrée. Remarquons enfin que le méme
opérateur utilisé sur 1’équation non conservative donne les mémes propriétés, sauf (iii), car la re-
lation (3.19b) n’est vérifie qu’a O(Aw) prés. En effet, un simple calcul donne D(coswsinw), =
— cos?wy + sinw, + O(Aw).

Remarque 3.3. Il est clair que la discrétisation centrée sans modification trigonométrique (i.e.
D(f)q = ml%ff_l) ne vérifie aucune des propriétés de conservation. Elle vérifie seulement la pro-

2
priété de préservation des écoulements uniformes.
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3.3.4 Discrétisation décentrée “trigonométrique” de I’équation conservative:
conservation et entropie

Nous proposons une modification décentrée de ’opérateur précédent pour obtenir la positivité:

1
. _ . + . - _ . + . j—
D(sinwf)y = Yo Bw 5o ((smwﬁ_;fﬁl + s1an+%fq) (squ_%fq + Slan_;fql)) )
ot on anoté a™ = L(a+|al), a= = 2(a—|a|), et Wgr1 = Wy + %. L’intervalle [0, 27] est discrétisé

comme précédemment, ainsi que les moments de f, et on choisit ) = 2m — 1 de sorte que w,, = .
Les propriétés de ’équation discréte (3.20) sont alors les suivantes.

Proposition 3.6. (i) les écoulements uniformes sont préservés exactement;

(ii) les équations de conservation de p, puy, E sont satisfaites exactement (Eq. (3.13a), (3.13b),
et (3.13d));

(11i) la positivité de f est préservée;
(iv) Uentropie totale est localement dissipée (Eq. (3.14)).

Preuve. La propriété (i) est obtenue en remarquant que (3.21e) est vérifiée

D(sinw)g = ——(sinw,, 1 — sian_%) = COS Wy.

in &% 2
28in 5
Pour (i), on remarque que D(sinwf)q s’écrit sous forme d’un flux numérique D(sinwf)g = h, 1 —
2

hy 1 donc (3.21a) est évidente. La propriété (iii) est due au caractére décentré de la discrétisation.

En effet

D(sinw >
( Da=z 2sin 52 @t a3

donc en développant 0,7 f, dans (3.20) et en divisant par r, on obtient I'inégalité

¢

8tfq + vy 8wfq + Ccoswq a7"fq > ;quqa

ott Oy = — gz (sinw™, ; —sinw?’ ;) —cosw,. Il suffit donc de montrer que ce coefficient est toujours
q 2sin % q+3 q—3 4

négatif ou nul pour conclure. Or on a

(

-1 siqg=0,
. cos% 1 .
—SiNWgs——F3&g — 508w, 510 <g<m,
2sin S% 2
Cq — < .
0 sig=m,
Aw
. COST _l .
\squizsin% 5 COS Wy sim < g < Q.
Aw

On voit donc qu'’il suffit de montrer que — sin wq;;ij - %cos wg < 0 pour 0 < g < m, ce qui est
2

évident si 0 < wy < § car sinwy et cosw, sont alors tous deux positifs. Pour § < wy < m, cette

2
inégalité est équivalente & —tanw, > tan %, ce qui est nécessairement vrai.
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La propriété la plus remarquable de cette discrétisation est la dissipation d’entropie. On peut
en effet montrer que (3.21d) est vérifiée: par un changement d’indice, il vient

Q

Q
ZD(sinwf)qlogfq = Z
q=

q=0

W ( smw log fq—1+ smw log fqo—
sin

sin wq 1 log fq — smw log fq+1)f

On utilise alors l'inégalité de convexité t2logt; < talogts + t1 — to pour les termes f,log fy+1; les
logarithmes s’annulent et on obtient

ZD sinwf) logfq<z Slﬂw;— ;(fq 1—fq)—smw (fq—l—l fq))

Par un nouveau changement d’indice, on trouve

< + + o cing—
ZD sinwf)glog fy < ZZsm squ+2 s1an 1 sinw_ 4 +squ+2)fq
Q
< Z 2sinﬁ(squ+% —s1an7%)fq
q:() 2
Q
= Z €os wq fq,
q=0
on a bien (3.21d), ce qui implique (iv) (cf. proposition 3.2). O

Remarque 3.4. A notre connaissance, c’est la premiére fois qu’est présentée une discrétisation
possédant simultanément les propriétés de positivité, de dissipation d’entropie, et de conservation
de p, puyz et E. Notons de plus que si 'on prend la discrétisation décentrée d’ordre 1 classique sans
modification trigonométrique (i.e. avec Aw 2 la place de 2sin 42), alors on a seulement D(sinw), =
coswy + O(Aw), et seules les propriétés (ii) et (iii) sont vérifiées.

Remarque 3.5. L’équation d’évolution de pu, (3.13c) n’est obtenue qu’'a Aw prés car on a

atTPUr + azr(pumu'r + pgmr) + aﬂ"(ﬂug + p®rr) = Pé;:p
= pOy, + O(Aw),

ol pé;; = (3, sin’w, f,) et sinw, = sinfw, + O(Aw). On voit donc qu’on aurait pu obtenir
’équation d’évolution de pu, (3.13c) exactement en modifiant la définition de p©,,, i.e. en posant
POy = pé;:p. Mais on constate alors que I’équation d’énergie (3.13d) n’est plus vérifiee qu’a Aw
prés car E est & présent définie par E = (3, (2 + 2 cos’wy + (sinwy) fq) = (224 T2+ ) f) +
O(Aw). Cependant, il nous semble préférable de vérifier exactement I’équation d’énergie car c’est
une loi de conservation, contrairement & ’équation d’évolution de pu, (3.13c).

3.4 Approximation de la vitesse radiale

Dans cette section, nous utilisons une idée de Larina et Rykov [33] pour obtenir une autre
discrétisation ayant de bonnes propriétés. Leur idée peut étre reformulée de la facon suivante: si



54 3. Discrétisation de 'opérateur de transport axisymétrique

l'on utilise 1’équation conservative, on voit que pour obtenir les propriétés (3.21), on peut tout
autant jouer sur des approximations de coswy que sur D(sinwf),. On prend alors un opérateur D
classique, et on cherche une approximation €os w, de coswy telle que ces propriétés soient vérifiées.
On peut en fait interpréter cette méthode comme un choix de vitesses radiales discrétes différent &
O(Aw?) prés des vitesses initiales, de facon & assurer certaines propriétés.

Cependant, il faut aussi définir les quantités macroscopiques de facon cohérente. Ainsi, considé-
rons la discrétisation de I’équation conservative

Ok fg + Vg Opr fq + (COSwy Orr fg — CD(sinwf)q = 0, (3.24)
ou celle de I’équation non conservative

¢ sinwy

Otfq+ Vg Opfg + (COSwy Oy fq — D(f)g=0. (3.25)

On voit que pour avoir les équations de conservation de p, pu,, et de E, il faut que I'on adopte les
définitions suivantes

pur = (D (T8 w, f), (3.26a)
PO = (O (CTOSwy — ur)?f,), pG,: = (O (vs — ue) (T8 wg — uy) fy), (3.26b)
0z q= <Z (v — ug)? + ((TOS wy — :T)Q + ¢?sin’wy) (ve — ug) fq), (3.26¢)
q = <Zq%((vw —ug)? 4 (CCoS wy — ur)? + (% sin’w,) (CTO8 wy — ur) fy)- (3.26d)
g

On peut noter que le terme de pression pO,,, tel que E = 3p(u2 + u?) + 3 p(Ogg + Oy + ) vaut
alors pOyy, = (32, 21— ﬁwg fq))- Voyons & présent le choix de discrétisation de Larina et Rykov,
puis une modification que nous proposons.

3.4.1 Discrétisation centrée de I’équation conservative

Dans [33], Larina et Rykov ont proposé une discrétisation centrée d’ordre 2 de 1’équation conser-
vative (3.7). Leur méthode est relativement complexe car elle est basée sur une décomposition de f
en parties paires et impaires par rapport & v, et w. Cependant, leur principe de discrétisation en w
peut étre formulé de la facon suivante. L’opérateur D est défini par

for1i = fo
D(f)g = "0 (3.27)
et on pose
CoSwy = D(sinw)g. (3.28)

L’intervalle [0,27] est discrétisé par wy = ¢Aw avec ¢ = 0..Q et wg = 2m — Aw. Les moments de
f sont calculés par les formules (3.17) en remplacant Zq par ZqQ:o- L’équation obtenue est alors
I’équation (3.24). Dans le schéma original de Larina et Rykov, 'opérateur D est en fait défini par
D(f)q = A%u( for 1 fo 1 ), mais cela ne change rien aux propriétés de leur discrétisation, que nous
rappelons ci-dessous.

Proposition 3.7. (i) les écoulements uniformes en t,z,r,q sont préservés exactement;
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(ii) siles quantités macroscopiques sont définies par (3.26), alors les équations de conservation de
ps pug, E sont vérifiées exactement (Eq. (3.13a), (3.13b), (3.13d)).

Preuve. La propriété (i) est immeédiate d’aprés la définition (3.28) de €65 w,. Quant a la propriété (ii),
elle se prouve comme dans les sections 3.3.3 et 3.3.4 en notant que (3.21a) est vérifiée exactement. [

On peut cependant noter que comme dans la section 3.3.3, cette méthode présente I’inconvénient
de ne pas garantir la positivité de f (ni a fortiori une propriété d’entropie) en raison de la discréti-
sation centrée de 4d,. Pourtant ce défaut ne semble pas affecter les résultats numériques présentés
par Larina et Rykov dans [33] et [32].

Remarque 3.6. En remplacant Aw par sin Aw dans la définition de D (3.27), on retrouve le schéma
centré proposé dans la section 3.3.3, puisque alors €oswg = €0Ss wy.

Remarque 3.7. L’approximation €osw,; de cosw, peut s’interpréter comme un changement de

Q

q—=0> les vitesses discrétes

vitesses discrétes radiales. En effet, aprés discrétisation de [0, 27] en {w,}
radiales et azimuthales sont

vl = ( coswy, v, = (sinw,.

Avec la méthode de Larina et Rykov, la fonction de distribution {f;} est convectée par les vitesses
radiales et azimuthales

U1 = (COS wy, v, = (sinwyg,
N Tl _ : _ sin Aw C : —q _ sinAw, q :
ofl TS wy = D(sinw)y = cos wy*x7%, ce qui implique 79 = *3=“v;. En supposant que la variable

¢ est bornée et discrete (( = (()L,), on peut représenter les vitesses discrétes originelles et les
vitesses discrétes modifiées sur la figure 3.1.

FIG. 3.1 — witesses radiales et azimuthales pour ¢ = 0.4 et Aw = g : o (vf,vd), o (v:9,vY).

3.4.2 Discrétisation décentrée de I’équation non conservative

Nous proposons une méthode s’inspirant de 1'idée précédente de Larina et Rykov. On peut
I'interpréter comme une amélioration de la méthode classique exposée section 3.3.1. Elle permet
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d’avoir une discrétisation possédant les mémes propriétés que celle exposée section 3.3.4. L’opérateur
D est défini par (3.22) sur [0, 7], et on pose

Coswy = —D*(sinw)jg.

L’équation obtenue est alors ’équation (3.25), qui vérifie les propriétés suivantes.
Proposition 3.8. (i) la positivité de f est préservée;
(ii) les écoulements uniformes en t,z,r,q sont solutions;
(15i) si les quantités macroscopiques sont définies par (3.26) (avec 22;2:1 au lieu de )., ), alors

les équations de conservation de p, puy, E sont vérifiées exactement (Eq. (3.13a), (3.13b),
(8.13d));

(iv) Uentropie est localement dissipée (Eq. (3.14))

Preuve. La propriété (i) est obtenue comme dans la section 3.3.1, ainsi que la propriété (ii). Pour
la propriété (iii), il suffit de remarquer que la définition de €08 w, implique

Z sinwgD(f)g = — meqﬁr
q q

Cette relation est analogue & (3.19a) et permet de montrer la conservation de p, pu,, et E. Pour la
propriété d’entropie (iv), une technique identique a celle utilisée section 3.3.4 donne le résultat. [

3.5 Conclusion

Nous avons montré que la plupart des schémas utilisés actuellement pour calculer des écoule-
ments axisymétriques ne vérifient pas certaines propriétés importantes. Les schémas décentrés de
Shakhov et Sone (section 3.3.1) ne vérifient pas les propriétés de conservation, et le schéma cen-
tré d’ordre deux de Larina et Rykov (section 3.4.1) ne garantit pas la positivité de la fonction de
distribution.

Parmi les différents schémas que nous avons introduits pour corriger ces défauts, trois paraissent
prometteurs. Le schéma trigonométrique d’ordre deux (section 3.3.3) vérifie toutes les lois de conser-
vation, ainsi que la loi d’évolution de pu, et la préservation des écoulements uniformes. Cependant,
la positivité de f n’est pas préservée, et on peut se demander si ’approximation centrée ne pourrait
pas étre source d’instabilités. Le schéma décentré d’ordre un (section 3.3.4) vérifie toutes les lois
de conservation, la préservation des écoulements uniformes, ainsi que la positivité de f. De plus,
il vérifie une loi de dissipation d’entropie. Enfin le schéma décentré d’ordre un sur 1’équation non
conservative (section 3.4.2) vérifie lui aussi toutes ces propriétés, méme s'il est moins élégant. En
revanche, les autres schémas que nous avons introduits présentent tous le défaut de ne pas préserver
les écoulements constants.

Il est néanmoins nécessaire de compléter cette étude par des essais numériques afin de mieux
cerner les défauts et avantages de chaque schéma. La section 6.3 du chapitre 6 apporte quelques
éléments de comparaison.



Chapitre 4

Discrétisation de termes de collision
BGK généralisés

4.1 Nombre de Prandtl pour I’équation BGK

Lorsqu’on utilise ’équation de Boltzmann, on dispose d’un degré de liberté dans le modéle qui
est le potentiel d’interaction. Suivant que ’on veut faire des calculs analytiques simples, ou qu’on
veut approcher au mieux le comportement physique d’un gaz, on prend alors le potentiel maxwellien
ou des sphéres dures, ou un modeéle plus complexe. De fagon analogue, le paramétre de 1’équation
BGK est le temps de relaxation 7. Pour déterminer ce paramétre de facon a décrire au mieux la
physique, la procédure communément utilisée est la méthode de Chapman-Enskog. On considére un
développement asymptotique de f en puissance de 7 autour de I’équilibre local M[p”], en supposant
que T est petit:

fT=Mp  +7fi+7f2+ ..

Ce développement n’est en fait pas un développement asymptotique & proprement parler car on
ne développe pas les moments de f7. En particulier, le premier terme de ce développement est la
maxwellienne construite sur p”. On tronque alors ce développement & 1’ordre 2, et on ’'injecte dans
I’équation BGK (1.8). On obtient alors les équations de conservation

p pu 0
O|lpu| +V-|pu@u+pl | =V- - 1,
E Eu+p Yu—gq

ou ¥ = ((v—u)® (v—u)f) — pl est le tenseur de contraintes de cisaillement, dont ’expression a
Pordre 2 est

Y= —u(Vu+ V' — 2V -u) + O(r?%)
et g = (%\v —u|?(v —u)f) est le flux de chaleur, qui vaut
q=—kVT + O(7?).

Ces équations de conservation sont donc les équations de Navier-Stokes & O(72) prés. Les coefficients
1 et k sont respectivement les coefficients de viscosité et de transfert thermique, qui sont reliés & 7
par les relations

5R

1= pT et K= —5PT. (4.1)
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Le choix d’un temps de relaxation 7 revient donc & choisir une viscosité p ou un coefficient de
transfert thermique . Généralement, on impose y = upt,, ol

T

w
UBtz = ,Uref(T f) (4.2)
re

est le coefficient de viscosité obtenu par développement de Chapman-Enskog sur I’équation de Boltz-
mann apres le choix d’un potentiel de collision, et p..; est la viscosité de référence a la température
de référence Ty.¢. Ainsi, le modele HS donne w = %, et le modele Maxwellien donne w = 1. Pour un
potentiel plus réaliste comme le potentiel VHS (introduit par Bird pour DSMC), w est déterminé
au mieux pour chaque gaz par méthode expérimentale ou par une simulation numérique (cf. [5]).
Ainsi, on s’assure que proche de ’équilibre, I’équation BGK donne la bonne viscosité.

Cependant, on constate d’aprés (4.1) que le coefficient de transfert thermique x est alors fixé a
la valeur

5
K = ERM,

ce qui implique que le modéle BGK ne laisse pas la possibilité d’adapter a la fois x et u au gaz
considéré!. On traduit habituellement ce phénomeéne par le fait que le nombre de Prandtl défini par

_ 5By

Pr =
T2f<a

(4.3)

est toujours égal 4 1 avec le modéle BGK. Non seulement ce nombre de Prandtl est nécessairement
fixé une fois pour toute dans le modéle, mais en plus il est trés différent des valeurs que ’on obtient
dans ’équation de Boltzmann avec certains potentiels de collision. Par exemple, avec le modéle HS,
on trouve Pr = % pour un gaz monoatomique, ce qui est assez proche des résultats expérimentaux.
En général, pour la plupart des gaz, ces résultats donnent Pr < 1. Une conséquence physique de
Pr =1 au lieu de Pr < 1 est que les phénomeénes de transfert thermiques (qui se font a la “vitesse”
k) sont trop lents par rapport aux phénomeénes de transfert de quantité de mouvement (qui se font
a la “vitesse” ).

L’idée évidente pour pallier cette rigidité du modéle BGK est de rajouter un paramétre, de fagon
a pouvoir fixer indépendamment p et k. Beaucoup de modéles de ce type ont été proposés (voir
les références dans les sections suivantes), mais peu respectent les trois propriétés fondamentales
de donner des fonctions de distribution positives, d’avoir un nombre de Prandtl inférieur & 1, et de
vérifier le H-théoréme (Q(f)log f) < 0.

Dans la section 4.2, nous décrivons le modéle ES proposé par Holway [28] qui vérifie toutes ces
propriétés (dont la derniére a été récemment prouvée par Andries-Le Tallec-Perthame [2]). Suivant
I’approche exposée dans le chapitre 1, nous étudions sa discrétisation en vitesse. Cette discrétisation
est possible, mais les bases mathématiques sont beaucoup plus difficile & obtenir que pour BGK.
Dans la section 4.3, nous étudions deux modéles & deux temps de relaxation. Le premier a été
proposé par Levermore, mais il a l'inconvénient de ne pas respecter la positivité si Pr < 1. Le
deuxiéme modéle, que nous introduisons ici, vérifie toutes ces propriétés, mais semble pratiquement
peu utilisable. Dans la section 4.4, nous présentons trés succinctement les autres modéles existants.

1. Le choix de fixer p = B¢, est bien sir arbitraire, et 'on pourrait tout autant fixer kK = Kp¢., mais alors il n’y
a plus de raison que pu = ppBi,-
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4.2 Modéele ES

4.2.1 Modéle continu

Ce modéle a été initialement proposé par Holway [28], puis étudié par Andries-Le Tallec-
Perthame [2| qui ont prouvé certaines propriétés. L'idée consiste a remplacer la maxwellienne de
BGK par une gaussienne non isotrope. Nous avons pour cela besoin des définitions suivantes

PO =((v—u)® (v —u)f) (tenseur des contraintes)
0 = 5Tr(©) = RT (température normalisée).
Introduisant alors un paramétre v, on définit le tenseur
T=(01-v)0I+v0O, (4.4)

ou I est le tenseur identité. Définissons aussi les dix premiers moments de la fonction de distribution

f
p1o = (miof)
= (p, pu, pu @ u + pO)7,

avec myg = (1,v,v ® v)T (nous considérons ici le cas particulier D = 3, ce qui donne 10 moments
indépendants). De méme, le vecteur de moments correspondant & 7

Pio = (pspu, pu @ u+ pT)T.

La maxwellienne de I'opérateur de collision BGK est alors remplacée par la gaussienne

Glpt) = ———exp (—L(v — )T (v —u)), (4.5)

Vdet(27T)

et le développement de Chapman-Enskog sur ce modéle donne alors

pT 5
© 1—0 € K 2 PT,

ce qui donne la relation entre la parameétre v et le nombre de Prandtl

Le modéle permet donc d’obtenir n’importe quel nombre de Prandtl en ajustant v. Remarquons
que pour ¥ = 0, on a Pr = 1, et on retrouve le modéle de BGK, car alors 7 = 61 et donc
Glp%) = M[p] (ot M est la maxwellienne associée & f (cf. chap. 1)). De plus pour v = —%, on
obtient Pr = %, ce qui est la valeur expérimentale pour les gaz monoatomiques.

Cependant, le modeéle n’est en fait défini que pour un petit intervalle de v, en dehors duquel T
n’est plus défini positif. Assez miraculeusement, la borne inférieure de cet intervalle est v = —%, qui
est celle de la valeur de Pr que I'on veut obtenir ! Plus précisément, on donne & présent les propriétés
prouvées dans [2] sur ce modéle. Introduisons le probléme de minimisation d’entropie suivant

(P¥)  min{H(g), g€ Xpy,},  ou Xy, ={g>0,(miog) = pYo}- (4.6)

On a alors la proposition suivante
Proposition 4.1 (Andriés et al). Pour tout tenseur défini positif © et —% <v<l ona
(i) le tenseur T défini par (4.4) est défini positif et Xpy  est non vide;
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(1) le probléme (P¥) admet la gaussienne G[pY,] comme unique solution ;
(iii) Uentropie de la gaussienne satisfait H(G) < H(f) ;
(i) Végalité H(G) = H(f) implique f = M|p].

Cette proposition montre donc que le modéle ES vérifie toutes les propriétés nécessaires.
Remarque 4.1. Contrairement au cas du modéle BGK, les propriétés (iii) et (iv) ne sont pas
évidentes ici car f ne vérifie pas les contraintes du probléme de minimisation (i.e. f n’appartient
pas a Xpy ).

Remarque 4.2. Andriés et al. ont aussi proposé dans [2] une extension de ce modéle aux gaz
polyatomiques qui posséde les mémes propriétés.

4.2.2 Discrétisation

Comme au chapitre 1, nous considérons une grille de vitesses discrétes V indicées sur K (cf. 1.19).
On approche la fonction de distribution f sur V par le vecteur fx = (fx)kex, et ses dix premiers
moments par

P10 = (miofr)x
= (px, pruK, pxux ® ux + pxOk)-

On définit enfin la température par O = %Tr(@;c) = pi]c(h) — ux|)x et entropie discrete Hx =

(fxclog fx)x- Par la suite, nous omettrons 'indice K chaque fois qu’il n’y a pas d’ambiguiteé.
Suivant ’approche introduite au chapitre 1, nous définissons une approximation Gx de la gaus-
sienne G par le probléme de minimisation d’entropie discréte

(PY)  min{Hx(g), g€Xp},  on Xy = {g>0,(mughc = plo},  (47)
avec piy = (p, pu, pu @ u+ pT) et T est le tenseur modifié¢ défini par
T=(01-v)0I+v06. (4.8)
Cependant, on remarque que ce modeéle ne peut étre entropique car on n’a pas la relation
Gk = fx = fx = &k,

ou & = exp(a - m(vg)) est 'équilibre discret (i.e. 'approximation de la maxwellienne définie au
chapitre 1). En effet, la relation Gx = fx implique ® = T, et donc 7 = 6I. Mais contrairement
au cas continu (ou 7 = @I implique G = M, ce qui se voit aisément dans I’expression (4.5)), cette
relation n’implique pas Gx = €k, pour la simple raison que ((v —u) ® (v — u)Ex)k est a priori
différent de pfI. On définit alors le tenseur des contraintes a 1’équilibre

Pl = {(v — v) ® (v — u)€x)x,
et on modifie la définition du tenseur 7 par
T=(1-v)II+ve. (4.9)

On a alors la proposition suivante

Proposition 4.2. La relation G = fx implique fx = Ex.
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Preuve. la relation Gx = fx implique 7 =11, et donc Ek € Xpy . Or par convexité de tlogt, on a

Hi(Ex) < Hi(Gk) + ((Ex — Gx)(1 +1ogéx))k
= Hi(Gk) + ((€x — Gk)a - m)k
= Hy(Gx) +0,

donc Ex est solution de (PY) et par conséquent ¢ = Gx, d’ot le résultat. O

Pour montrer que le modéle est bien défini, il faut a présent vérifier que si p;( est strictement
réalisable sur V (ce qui est ’analogue discret de p > 0 et © défini positif) et que —% <v <1, alors
(i) &py, est non vide, et pj, est strictement réalisable,
(i) (Pg) admet comme unique solution Gx = (exp(ag - mM10(vk)))kek
(ili) Hx(9x) < Hr(fx)
(iv) Hx(Gx) = Hi(fx) = fx = Gk
Ces propriétés sont bien les analogues discrets des propriétés continues de la proposition 4.1.

Remarquons tout d’abord que si (i) est vraie, alors la propriété (ii) est une simple conséquence
du théoréme 1.1 généralisé aux moments d’ordre supérieur (voir remarque 1.2). Cependant, nous
n’avons pu prouver la propriété (i) ainsi que (iii) et (iv), et il semble difficile de dire si elles sont
vraies ou pas. Par exemple, on élimine rapidement l'idée de considérer la distribution discréte g
définie par g = (1 —v)& + fi. En effet, elle vérifie (miog)x = pY,; il suffirait donc de montrer que
gr > 0 Vk pour obtenir (i). Malheureusement, ceci n’est vrai que si 0 < v <1, ce qui ne donne pas
la gamme de nombres de Prandtl corrects.

Par ailleurs, nous avons étudié quelques exemples dans lesquels on peut calculer explicitement
Gk, &k, etc.(il suffit de prendre un nombre de vitesses égal au nombre de moments). Alors qu’on
trouve facilement des cas pour lesquels la propriété (i) est fausse si on prend la définition initiale (4.8)
de 7, nous n’avons pu mettre cette propriété en échec si I’on prend la bonne définition de 7. Ceci
laisse & penser que la propriété (i) est vraie. Cependant, on peut se demander comment peuvent
apparaitre les bornes —% < v <1 dans une démonstration. Dans le cas continu, elles apparaissent
dans des expressions algébriques, telles que la diagonalisation de #I et © dans une méme base (cf.
[2]). Or ici, les deux tenseurs qui interviennent dans la définition de 7 sont II et ©, qui a priori
n’ont pas de vecteurs propres communs. On ne peut donc espérer appliquer la méthode de preuve
de [2].

La structure de II est d’ailleurs entiérement dépendante de la grille de vitesses choisie. On peut
par exemple montrer que II est diagonal si V est centré en u et symétrique, mais dans un écoulement
ou u varie, cela ne peut étre vrai. On comprend donc que si la propriété (i) est vraie sur un intervalle
de v, celui-ci dépend fortement de la grille des vitesses V, et cette dépendance est sans doute assez
complexe. Ces arguments sont probablement reliés au fait que les modeéles & vitesses discrétes ne
respectent pas l'invariance galiléenne.

Pour les propriétés (iii) et (iv), la preuve de [2] en continue utilise fortement l’expression analy-
tique de G en fonction de p%, ce qui n’est pas possible ici.

En conclusion, le modeéle ES discret assure que la fonction de distribution reste positive et que
I’on obtient ’équilibre discret si fx = Gk, sous '’hypothése que pY, reste strictement réalisable
pour lintervalle v € [—%, 1[, ce qui n’a pas été prouvé. En pratique (cf. chapitre 6), ce modéle a
quand méme été implémenté et testé numériquement avec v = —%. Il n’apparait pas de probléeme
de réalisabilité, et des améliorations par rapport & BGK sont visibles.
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4.3 Modéles a deux temps de relaxation

4.3.1 Principe

Dans le modéle BGK, ou le terme source vaut

Quex () = ~(MIf] - ),

la relaxation de f vers M[f] implique

PO =((v—u)® (v —u)f) M poI (relaxation vers ’équilibre non visqueux),
—+00
q=(3lv— w2 (v —u)f) — 0 (relaxation vers I’équilibre thermique).
t—+o0

Ces deux relaxations se font & la méme vitesse %, ce qui implique un nombre de Prandtl Pr = 1.

L’idée des modeles & deux temps de relaxation est d’introduire un deuxiéme équilibre dans le terme
source pour découpler ces deux phénomeénes.

4.3.2 Modéle de Levermore

Dans son article sur les modeéles aux moments [36], Levermore a proposé le terme de collision
suivant

Qulf) = (MU= )+ (G111 - 1),

1

ou G[f] est la gaussienne qui a les mémes dix premiers moments que f:

Glf] = ———exp (-4(v —w)TO (v —w)),

\/det(27O)

Les distributions G[f] et f ont méme tenseur des contraintes, mais on peut voir que le flux de
chaleur associé a G[f] est nul. Donc le deuxiéme terme de relaxation implique ¢ — 0, c’est-a-dire

une relaxation vers 1’équilibre thermique & la vitesse % Le premier terme traduit alors © — 61,

1

c’est-a-dire une relaxation vers 1’équilibre non visqueux a la vitesse -

Un développement de Chapman-Enskog de ce modéle donne

5R - 1
T = L et T = (__p — B) = T1m, (4-10)

avec la définition (4.3) du nombre de Prandtl, et ot p = pf = (1|v — u[2f) est la pression. Ainsi,
comme on l'a exposé dans la section 1, il suffit de fixer une viscosité convenable u, et les rela-
tions (4.10) permettent d’obtenir le nombre de Prandtl que I’on souhaite, et donc un coefficient de
transfert thermique x adapté.

Cependant, on voit que 79 > 0 si et seulement si Pr > 1, ce qui n’est pas dans le domaine qui
nous intéresse. Autrement dit, ce modéle ne permet d’avoir des bons nombres de Prandtl que pour
7o < 0, ce qui ne garantit pas la positivité de f2. On peut méme montrer avec le contre-exemple
suivant que ce modeéle ne préserve pas la positivité de f: soit f la fonction (avec D=2)

fv1,v2) = ax(—ppx[c,ds

2. Dans la référence [36], le nombre de Prandtl est défini par Pr = %RL“

qui donne 75 > 04 Pr < 1.

(i.e. inverse de la définition correcte), ce
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telle que
p=1, ©11 =1, O =2,

(ie. a = ﬁ,b = v/3,c = v/6). Alors, on peut trouver un ensemble de mesure non nulle Q (par

exemple 2 = {(v1,v2) t.q |v2| > max(c, \/12 In(2v/2) + 20?) et |v1| > b}) tel que

l(]M[f]—f)+l(G[f]—f)<0 dans Q

1 T2

avec Pr = %, ce qui implique que la solution du probléme homogéne peut devenir négative.
Afin de modifier ce modéle, nous donnons & présent une interprétation physique du fait que
Pr > 1si 15 > 0. Les relations (4.10) peuvent encore s’écrire

1 1 1
—=2 o Z=(Pr-1-,
M 72 71
ce qui implique + < L pour des nombres de Prandtl compris entre 1 et 2. Ceci signifie que

T2 T1
pour 1 < Pr < 2, la relaxation thermique (vitesse %) est plus lente que la relaxation visqueuse
(vitesse %) Physiquement, on veut Pr < 1, donc la relaxation thermique doit étre plus rapide que
la relaxation visqueuse. Nous présentons alors dans la section suivante un modéle qui donne les
bonnes vitesses de relaxation, en utilisant cette interprétation.

4.3.3 Modéle aux 14 moments

Pour corriger le modeéle précédent, on remplace la gaussienne par une fonction de distribution
E[f] a déterminer. Le terme de collision est alors

= (M17)- D)+ (BN - §)

1

On veut imposer que le deuxiéme terme de relaxation traduise & présent une relaxation visqueuse,
c'est-a-dire © — 1. Il faut donc que ((v —u) ® (v —u)E[f]) = pI et que le flux de chaleur de E[f]
soit égal & celui de f, i.e. (3|v —ul*(v — w)E[f]) = (3|v — u|*(v — u) f). Ainsi, le premier terme de
relaxation traduit la relaxation thermique ¢ — 0. On utilise donc la fonction d’équilibre généralisée
aux 14 moments de Levermore [36] E[f] = exp(al’, - m14(v)), définie par la relation

(muE[f]) = (p, pu, pu @ u+ pbI,Q, S),

avec ma(v) = (L,v,0 ®v, 3|v|?v, [v|*), @ = (5|v|?vf) = uE + pOu+gq, et S = (|v|*f). Le terme en
L|v|?v permet d’imposer le flux de chaleur, et le terme en |v|* assure la convergence des intégrales
en vitesse. On a alors le résultat suivant

Proposition 4.3. Le développement de Chapman-Enskog de [’équation

0f +v-Vaf = - (MIf1= 1) + (B - ) (4.11)

1

donne

= — — t = .
T1 € T2 Tll—P’r



64 4. Discrétisation de termes de collision BGK généralisés

On vérifie bien que le modéle se comporte comme prévu, puisque 79 > 0 si Pr < 1. De plus,

avec Pr =2, on a + = 2L < L. la relaxation visqueuse est donc bien plus lente que la relaxation
37 T2 271 1

thermique.

Preuve de la proposition. Le développement de Chapman-FEnskog est ici moins simple que pour
I’équation BGK, car on doit linéariser la fonction E[f], qui n’est pas calculable analytiquement.
Introduisons tout d’abord quelques définitions. On note la maxwellienne M|f] associée & f

M{f] = exp(ex - m(v)) = exp(ai] - m14(v)),
ot m(v) = (1,v, 5|v|?) (cf. chapitre 1). On note py4 les quatorze premiers moments de f

P11 = pulf] = (o, pu, pu @ u + p0,Q, S) = (maaf),

ou Q = <%|’U|2’Uf) =uE + pOu+q et S = {|v|*f). On note de facon analogue les quatorze premiers
moments de E[f]

et on remarque que la seule différence entre py, et p¥) est le tenseur des contraintes. Notons enfin
pM les quatorze premiers moments de la maxwellienne M|f]

pli = plilf] = (p, pu, pu ® u + p0I,QM, SM) = (m M[f]),

ot a priori , QM # Q et SM #£ Q.
Dans l’équation (4.11), on suppose que 7, = € est petit, et du méme ordre que 79. On pose donc
vy = £ = 0(1), et 'équation (4.11) s’écrit
1
Of* +v-Vaf* = | (M[f*] = f7) + a(B[f7] = )|

Le développement de Chapman-Enskog revient a développer f¢ en puissance de € autour de 1’équi-
libre local maxwellien M|[f¢]:

fE=M[f ] +ef' +0(e), (4.13)

pour trouver une approximation & l’ordre deux du tenseur des contraintes visqueuses et du flux de
chaleur

E=((v-u) ®(v—u)f) - pbl,
) ) . (4.14)
q = (3lv —ul"(v —u)f*).
Dans un premier temps, l'introduction de (4.13) dans (4.14) donne
Y=¢e{(v—u)® (—u)fl)+0(?) =X + 0(e?), (4.15)

qg= 6<%|’U —ul2(v —u)f1) + O(e?) = eq' + O(£?).

Il faut donc déterminer la perturbation f!. On introduit le développement (4.13) dans 1’équa-
tion (4.11), et on trouve

OM[fe] + v - Vo M[f] = —(1 + o) f! + 1B - m1sM[f¥] + O(e), (4.16)
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ou on a linéarisé¢ E[f¢] autour de M[f¢]:
B[f] = M[f*])(1 + B - mua) + O(e?)

en posant 8 = 1(af} — al}) qui est en O(1). En effet, définissons 'application F(y) = (mq4 exp(y-
m14)), alors la relation (4.12) implique af) = F~1(pf}). Or

pﬁ =Pyt (07 OapeI - pG)a Oa O)
= P14 — 6(07 0, 21507 0) + 0(62)
d’aprés (4.15). Notons ps: = (0,0,%1,0,0), on a alors
afy = F ' (p1s —epsy + O(%))

= F " (p1s) — (F'(p1a)) 't + O(E7).

Or le développement (4.13) implique
Py = pis +epulf']+ O(e?), (4.18)
donc d’aprés (4.17) et (4.18), on obtient
iy = F7(pia) +e(F'(p12) ™ (pulf'] = py) + O(e?).

Or sachant que, par définition, a4 = F~1(pM), et notant la matrice AY = F'(pM) € R**! on
obtient donc

(4.17)

af) = alf + (A1) Hpulf'] — px1) + O(e2),

d’otl, comme annoncé,

B = (A1) (pulf'] — ps1) +O(e). (4.19)
Les relations (4.16) et (4.19) donnent donc
P = [OMU 0 DM = (D) (o]~ ) a1 + 00, (420

et il reste a déterminer p4[f!]. On multiplie (4.20) par my4 et on intégre en vitesse, il vient
pulf'] = —(m1(OM[f] +v - VoM[f?])) — vopyi + Ofe).
Par conséquent

ft= ‘ﬁ [atM[fE] - VoM + va(AY) 7 ((maa (AMIf] + v - Vo MISD))

(U o) - muM (] +0()

On injecte alors cette formule dans (4.15), et on trouve

ij = T€7 -:1/2 ((vi —ui)(vj — ug) (O M[f] + v - Vo M[f]))
+ v2(AM) T ((maa(BM[f5] + v - Vo M[f7])) + (1 + v2) psu) (4.21)
< ((vi = u) (v — uj)muM[f7)) | + O(e?),
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1 2 5 €
o | (3l = ul s w) (M) + v - VaMIFD)

g = —¢€
+v2(A1D) T (mas(BMf*) + v - VoM7) + (1 4 v2) pss) (4.22)

(zlv —uf (v — ui)maa M) | + O(e?).

On peut alors calculer les différents moments de (9, M[f¢]+v -V M[f¢]) en fonction de p, pu, et
E et de leurs gradients, car ces quantités vérifient les équations d’Euler & O(e) pres, d’aprés (4.13).
Ensuite, dans la relation (4.21), ¥ apparait 4 gauche et a droite (car ps1 = (0,0, %1,0,0) et B! = %E
d’aprés (4.15)), et on peut donc résoudre 1’équation. On obtient donc l’expression de ¥ en fonction
du gradient de u , que 'on injecte dans (4.22) pour trouver g. Ces calculs longs et laborieux peuvent
étre effectués avec MAPLE? et on trouve

Y= —u(Vu+ Vo' — 2divul),

q=—kVo,
avec
w1l Pr
= — — t = _
& p Pr ¢ 72 7—11 — Pr

O

Remarque 4.3. Ce modéle n’est pourtant pas complétement satisfaisant, pour plusieurs raisons.
Tout d’abord, comme I’a montré Junk [31] en étudiant les modeéles aux moments de Levermore,
les fonctions quatorze moments du type E[f] ne sont pas toujours bien définies, notamment quand
on est proche de I’équilibre. De plus, si on veut discrétiser ce modéle en vitesse, on se heurte & la
méme difficulté que pour le modéle ES, c’est-a-dire que E[f] n’a pas les mémes moments que f. Il
est donc difficile de montrer que la stricte réalisabilité de p;4[f] implique celle de p;4[E]. Enfin, au
niveau numérique, le calcul de E[f] par un algorithme de Newton nécessite 'inversion de matrices
14 x 14 contenant le produit 1m14 ® m14 qui est trés mal conditionné. En effet, le premier élément
de ce tenseur est 1, alors que le dernier est |v|®. Cependant, il pourrait étre utile dans les modéles
aux quatorze moments pour lesquels de tels calculs sont effectués (cf. [48, 15]).

4.4 Conclusion

Il ressort de cette étude que, de tous les modéles étudiés, seul le modeéle ES semble étre utilisable.
La discrétisation manque cependant de bases mathématiques solides, et ce modéle mériterait d’étre
étudié de fagon plus approfondie.

Méme si les modéles & deux temps de relaxation ne semblent pas utilisables pratiquement, cette
étude apporte quelques réponses sur les phénomeénes physiques mis en jeu, qui pourraient servir au
développement d’autres modéles.

D’autres voies ont été explorées par de nombreux auteurs, en particulier le développement de
modeéles perturbatifs ou la maxwellienne est perturbée par un polynome (cf. le S-modeéle de Sha-
khov [59], ou le modéle de Liu [38]). Mais par nature, ces modéles ne garantissent pas la positivité

3. Les calculs sont assez lourds, notamment l'inversion de la matrice 14 x 14 A}. Cependant, comme le modéle
est galiléen (car E[f] et M[f] sont invariants par translation et rotation), on peut poser v = 0, ce qui simplifie
énormément toutes les expressions.
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de la distribution. Une autre voie possible consiste peut-étre & étudier les modeles & temps de re-
laxation dépendant de la vitesse (voir par exemple le modéle de Bouchut et Perthame [8] ou de
Struchtrup [61]), car le terme de collision est alors plus proche de celui de Boltzmann. C’est une
approche qui semble fructueuse dans la modélisation de fluides complexes par les méthodes Lattice
Boltzmann (cf. [25]), méme si les modeéles existants ne sont pas encore utilisables tels quels dans
notre approche de discrétisation.






Chapitre 5

Méthodes numériques pour la résolution
du modeéele BGK a vitesses discrétes

Nous proposons dans ce chapitre des schémas numériques pour discrétiser en temps et en espace
le modéle BGK & vitesses discrétes présenté au chapitre 1, le but essentiel étant de construire un
algorithme rapide et robuste pour calculer les écoulements stationnaires.

De nombreux schémas numériques ont été proposés pour I’équation BGK instationnaire (voir
les références ci-aprés), mais la simulation d’écoulements stationnaires implique des difficultés dif-
férentes. Pour ces écoulements, on peut soit résoudre ’équation BGK stationnaire avec un schéma
itératif (di a la non linéarité du terme source), soit résoudre ’équation instationnaire en laissant le
temps croitre jusqu’a stationnarisation.

Dans la premiére méthode, la non linéarité peut étre traitée par un algorithme de Newton, mais
il est connu en CFD qu’une telle méthode n’est pas trés robuste et peut ne pas converger. Elle
peut aussi étre traitée par une technique de point fixe, comme Aoki, Kanba, Takata dans [4] avec le
schéma v-V f"t! = %n (M[f™]— f™*1), mais cette technique découple les termes de gain et de perte,
et peut converger trés lentement. On peut d’ailleurs interpréter cette méthode comme un schéma
semi-implicite, ou seul le terme de perte est implicité (car il donne des distributions négatives).

Dans la seconde méthode, le principal probléme est que pour garantir la positivité des distribu-
tions, le pas de temps At doit satisfaire deux sévéres conditions:

— At doit étre plus petit que le temps de relaxation 7. Ceci est trés restrictif dans les régimes
transitionnels pour lesquels 7 est petit,

— une molécule ne doit pas traverser plus d’une cellule du maillage pendant At. Cette condition
est connue comme la condition CFL pour la convection. Par conséquent, At doit étre trés
large dans les régimes & grande vitesse, comme pour les problémes de rentrée atmosphérique.

Ces restrictions sur le pas de temps impliquent qu’un trés grand nombre d’itérations est nécessaire
pour atteindre la solution stationnaire.

La premiére contrainte a beaucoup été étudiée. Par exemple, Perthame et Coron dans [18] ont
proposé un schéma de relaxation (ou a la fois la forme exponentielle de I’équation BGK et la méthode
de splitting sont utilisées) qui est stable pour n’importe quel 7 petit. Une méthode similaire pour
d’autres équations cinétiques a été proposée par Gabetta, Pareschi et Toscani dans [22]. La méme
idée a aussi été utilisée par Issautier dans [29] avec une discrétisation lagrangienne a la place de la
méthode de splitting.

1. Les sections 5.1, 5.3, et 5.4 font 'objet d’une partie d’un article intitulé Discrete Velocity Model and Implicit
Scheme for the BGK Equation of Rarefied Gas Dynamics, & paraitre dans Math. Models and Meth. in Applied Sciences.
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La seconde contrainte peut étre plus restrictive que la premiére. Cependant, elle a regu considéra-
blement moins d’attention. Une méthode classique en CFD est d’utiliser une implicitation du terme
de convection (voir par exemple [66] pour les équations d’Euler). Mais comme mentionné par Walus
in [63], les méthodes de splitting sont incompatibles avec les procédures implicites car les phases de
transport et de collision sont alors trop découplées. En outre, la discrétisation lagrangienne de [29]
n’est pas trés adaptée aux écoulements stationnaires.

La méthode introduite par Yang et Huang dans [65] est complétement différente, et apparait
trés intéressante pour les calculs stationnaires. Ils proposent un schéma implicite basé sur un schéma
volumes finis explicite de I’équation BGK, et ils utilisent toutes les techniques des systémes hyper-
boliques. Cependant, ils n’implicitent que le terme de perte, car la linéarisation de la maxwellienne
est complexe. Leur méthode est donc une méthode semi-implicite, qui a les mémes inconvénient
de convergence lente que la méthode de [4] citée ci-dessus. Dans ce chapitre, nous présentons une
approche similaire pour le modéle BGK & vitesses discrétes, mais nous utilisons un terme source
totalement implicité.

Le plan de ce chapitre est le suivant. Nous proposons tout d’abord dans la section 5.1 un
schéma explicite dont nous prouvons qu’il posséde des propriétés de conservation et d’entropie,
essentiellement dues aux propriétés du modeéle & vitesses discrétes. Dans la section 5.2, nous prouvons
un résultat de convergence de ce schéma vers le modéle a vitesses discrétes quand les pas de temps
et d’espace tendent vers 0. Nous présentons dans la section 5.3 un schéma implicite linéarisé adapté
aux calculs d’écoulements stationnaires, développé & partir du schéma explicite. Dans la section 5.4,
nous indiquons comment calculer efficacement la fonction d’équilibre discréte. Enfin, nous présentons
dans la section 5.5 comment on peut prendre en compte les conditions aux limites dans les schémas
numeériques.

5.1 Schéma explicite

Par soucis de simplicité, notre schéma est présenté en deux dimensions d’espace seulement,
sur une grille cartésienne, mais toutes les propriétés établies ici sont vraies pour un espace a D
dimensions et pour des maillages curvilignes. De plus, nous adoptons dans ce chapitre les notations
du chapitre 1. L’équation & approcher est

Ot fr +Uk )0, fi +U V0, fr = (51c — 1) ke K. (5.1)

Considérons une grille cartésienne en espace définie par les noeuds (z;,y;) = (iAz,jAy) et par
les mailles [z;_1,; 1 [x[y;_ LY, 1 1[. Considérons aussi une discrétisation en temps avec t, = nAt.
2

Si = ( f,c i i)kek st une approx1mat10n de fic(tn,Zi,y;), les moments de f[’; sont naturellement
[ (m )i, et Iéquilibre discret correspondant est désigné par (£}, ;)kex- Si pf; est strictement
réalisable (dans le sens de (1.28)), I'équilibre discret est alors &; ; = exp(af’; - my), ol af; est

I'unique solution du systéme d’équations non-linéaires (voir remarque 1.1)

(mexp(ag; - m))x = pi;- (5.2)
Le terme de transport est un terme linéaire de convection, qui peut étre approché par un schéma

volumes finis standard. Pour le terme de relaxation non-linéaire, une technique classique d’approxi-
mation centrée est utilisée. Notre schéma s’écrit alors

At At
+1 _ rn () ()
Teig = fhis = 3 Frants = Fri-10) = 2y Fhiget ~ Frag-1)
u (5.3)

_|_
T,J( kyj — fkm)
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ol les flux numériques sont définis par

Lo @en (1) pn (1) A 0 n
Fritli =3 (b fiig + 0 Fi g — o (Affi1;— q>kz+2,g)) (5.4)

avec la notation Afl?,H%,j = fl?iqtl,j — f]?ﬂ.’j, et le limiteur de flux <I>Z i+, permet d’obtenir un
schéma d’ordre deux. Par exemple
o 0 pour l'ordre un, .
kyitdg minmod(Af:i Aan— 7 Afl?ﬂ-ﬁ j) pour ordre deux. (5:5)
) b 25

Remarque 5.1. On peut obtenir un schéma analogue sur un maillage curviligne. Dans ce cas les
vitesses apparaissant dans les flux numériques sont multipliées par des coefficients géométriques,
variables sur le maillage. Les nouveaux flux peuvent s’écrire comme dans (5.4), a la différence que
les vitesses sont alors indicées par i, j.

Grace a la définition de notre modéle & vitesses discrétes, le schéma posséde les propriétés
désirées. Dans le cas d’un domaine non borné (i.e. (i,5) € Z2), nous donnons ainsi la version
numérique du théoréeme 1.2:

Proposition 5.1. Soit {flg,i,j}k,i,j une condition initiale vérifiant

fRii>0, VkeK, Vi,jeL.

Alors sous la condition suivante sur le pas de temps

1 o]l
At (n;gx(??]) + max <A—x + A—y)) <1, (5.6)
la suite {f™}n>0 définie par le schéma d’ordre un (5.3) satisfait
fei; >0 et & =exp(ag; - my), Vn, Vk € K, Vi,j € Z. (5.7)
De plus, on a pour tout n les relations de conservation et de dissipation d’entropie suivantes
Z mkfﬁi,jAvD = Z mkf,?’i,jAvD (5.8)
kyij kyi,j
fitilog fetiav® <37 i log f Av”. (5.9)
kyi,j kyi,j

Preuve. La relation (5.3) s’écrit

At 1, At 2 At (1)
,?,z;z(l = 5, |”|—)fm U iy

irj
At 1)+ At o) At o
+ E U, fl?,i—l,j - A_y fk ,i,J+1 + — Ay fl?,i,j—l (5.10)
At
kyi,j
i
avec les notations classiques a™ = a+|a| et a= = 2519 Les cing derniers termes du membre de droite

sont tous strictement positifs; la p051t1v1te de f,?;" j est donc assurée si

— v 2>|_>o Vk € K, Vi,j € Z,



72 5. Méthodes numériques pour la résolution du modéle BGK & vitesses discrétes

ce qui équivaut a (5.6). La stricte positivité de f,’; ;,; pour tout n, 1,7 implique immédiatement que
p;.j est strictement réalisable pour tout n, 1, j. Par consequent d’aprés le théoréme 1.1, 'équilibre
dlscret s’écrit bien sous forme exponentielle 5,?,2- = exp(al mk)

Pour la propriété de conservation (5.8), il suffit de sommer la relation (5.10) sur i,j € Z et
k € K: les termes de flux s’annulent et on utilise la propriété (m &g ; ) = (mfE; ;)

Enfin, pour la relation d’entropie (5.9), remarquons que la relation (5.10) est une combinaison
convexe de f,?,z-,j, f,?,i_l_l,j, f,?ﬂ-’jﬂ, f,’;,i_l,j, f,?’i’j_l et 51?,1‘,j- Puisque la fonction tlogt est aussi
convexe, on obtient

At
fgj;Ingfj;-— (1'_';_'_| L__'_l | ) szg gfﬁzg
]
At At e
- A—’Uk  frit,5lo8 fi. z+1]+EUI(c) feiz1108 fiiz
At AL )
- Ay 7 i1 108 fii i+ oo Ay Uk frij—1108 frii—1
5k1]10g6%1]
,-]

En sommant sur i, j, les flux numériques d’entropie s’annulent, puis une somme en k donne

1 1
ji:-fngIOg gﬁ} ji: szgl gszg +’§E: Ekljl gé%z]
kyiyj k Z,] k z,] 7.7
Puisque l'équilibre discret minimise I’entropie, la relation (5.9) devient alors évidente. O

5.2 Résultat de convergence

Le but de cette section est de montrer que le schéma explicite converge bien vers I’unique solution
du modéle & vitesses discrétes quand les pas de temps et d’espace tendent vers 0. Cependant, il est
plus simple de considérer ici un domaine borné en espace, avec des conditions aux limites périodiques.
Le résultat d’existence du théoréme 2.2 s’adapte sans difficulté a ce cadre. Plus précisemment, sous
I’hypothese

/ (@ 4+ |v]* +|1log f) £°) dzdy < +o0, (5.11)
TzxTy

ot T? est le tore plat de R?, approximation fp définie par (2.10) vérifie
0<C?< f,g(x,y) < A° pp z,y, Vk € K, (5.12)

ot C? et A sont deux constantes. On peut alors montrer, de la méme facon que pour le théoréme 2.2,
que le modéle BGK 4 vitesses discrétes (5.1) admet une unique solution fx dans L%°([0, tyqe] X T2)N
pour tout 40 > 0.

Considérons le maillage de T? défini par les mailles

AZXA]:[x ; xH—%[X[yjf%ayj_F%[a hwj=1,....M
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ol z; ;1 = (1 & %)Am et yp1 = (£ %)Ay. Pour simplifier, nous supposerons dans la suite que
2 2

Az = Ay. La condition initiale f,% est alors approchée sur ce maillage par

fOAw( z,Y )=f1?,i,j si(z,y) € Ay x A

- / F2(z,y) dwdy.
A x

Rk

(5.13)

Considérons un temps fini tmaz > 0 et la suite {ff, ;} donnée par le schéma explicite d’ordre un de
la section précédente

n At .
fedi = flag— As [U (g = FRicig) + ot (i — flc,i,j)]
At .
Ay [ ('fk 6] fk ¥8yJ— 1) + vk (fk: Ji,j+1 -fk,i,j)] (514)

+AUE; — frig)

avec i, j=1,...., M et n=0,...,Nmazr — 1, OU Nypaz est tel que Npar At < tae- Nous complétons
la relation (5.14) par les conditions périodiques suivantes

fiog = T fimt1y = fin (5.15)
fl?,i,o = fl?,i,M fl?,i,M—H = fl?,i,l' (5-16)

Soit f,éz la fonction constante par maille définie par
kax(t,.T,y) = fl?,z,j si (t’xay) € [tnatn-H[XAi X Aj’ (517)
avec t, = nAt, pour tout k € K. De facon analogue, on définit 5,%’” par

gkAw(t,xay) = gl?,i,j si (t,x,y) € [tnatn-}-l[xAi X Aja
= &[22 )]

Nous montrons alors le résultat de convergence suivant.
Théoréme 5.1. Si en plus de hypothése (5.11), f,% vérifie 'hypothése BV suivante

sup VT'(f2, T?) < By, (5.18)
k

et si At et Ax sont liés par la condition CFL
Af(1 4202l — 5 < 1, (5.19)

alors la suite { {22} az<1 définie par (5.17) converge fortement dans L'([0, tyaz[xT2)N quand Az —
0 vers l'unique solution fx du modéle BGK discret (5.1).

Remarque 5.2. Nous adoptons ici la définition suivante de la variation totale sur T?

VT(g,T%) = | VT(g(e,), Ty)da+ | VT(g(), o) dy. (5.20)

La preuve de ce théoréme est exposée dans les deux sections suivantes (Sec. 5.2.1 et 5.2.2).
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5.2.1 Estimations

Nous prouvons tout d’abord que I’estimation ponctuelle (5.12) de la condition initiale reste vraie
en temps fini pour ’approximation numérique.

Lemme 5.1. On a

CO< fRi; < A (5.21)

C(tmaz) < fiij < Altmaz), (5.22)

pour tout 4,5 =1,..., M, k €K, et n=0,...,Npqz. De plus, pour tout Az vérifiant (5.19), on a
Cltmaz) < [ (t2,y) < Altmaz), (5.23)

dans [0, timaz[XT?, 0t C(tmaez) €t A(tmaes) sont des constantes calculées dans la démonstration ci-
dessous, qui ne dépendent que de C°, A® et ty40.

Preuve. L’estimation (5.21) est évidente, et (5.23) est immédiatement déduite de (5.22). Prouvons
alors cette estimation. D’apreés (5.14), on a

At 1 At (9 At (1)+ 1)—
fiti > - A—xh)l(c = A—yh)/(c |- At + A_$(Ul(c = o Ry
5.24)
At |, (2)+ 2)— (
+ A_y(vl(c M figo =0 ).
Les coefficients du membre de droite de 1’inégalité sont tous positifs, on a donc
min > (1 - A min fi; ;. (5.25)
et par conséquent
znz'il;fﬁi’j > (1-At)"Cy Vn < Nmag- (5.26)
On peut supposer que At < %, ce qui implique 1 — At > (1 + 2At)~!, d’ott
min f7'; - > (14 2At)7"Cy > e ** Cy = Ctmas), (5.27)

kyisg
pour tout At < i satisfaisant (5.19) et 7 < 7nqq. Pour prouver la borne supérieure de (5.22), nous

remarquons que d’aprés (5.14), on a

+1
fei; < (1 —At) 1]161?.;( Trij + AtEL, ;-

. oy n n A A n
De plus, comme par définition S,C,z-, ; €t f,Cﬂ., ; ont les mémes moments, alors on peut controler E,C,Z.,j
de la fagon suivante

ERig <D Ewig =D fwig < N max fi, - (5.28)
k! k!
On tire des deux inégalités précédentes que

max f'1 < (14 (N — 1)At) max fi; ;i
717‘7

ki " Eh
d’oll par récurrence

max f]?,i,j < e(N—Dtmas Ay = A(tmaz), pour n=0,...,Nmax,

2%

ce qui est bien ’estimation cherchée. O
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Nous montrons a présent que la variation totale en temps et en espace de ’approximation
numérique est controlée en temps fini.
Lemme 5.2. Pour tout k € K, on a

M M M M
Z Ayz |Af/8,i7%,j| + z;sz; |Af£’i’j,%| < By, (5.29)
- — R
ZA?JZM% |+ZAIZIM,“ 1| < Bi(tmas), (5.30)
M nmaz—1
> 2 10/177|AzAY < Ba(tmaa): (5.31)
i,j=1 n=0
et donc
sup max / VT(f2%(t,x,.), T,) dtdx + / VT(fRe(t,.,y), T,) dtdy
A.’E<1 0 tma:c XTac [O,tmaa:]XTy (5 32)

/ VT f ac,y), [Oatmaz]) dzdy < B(tmaz)
ot I’on note pour toute fonction de grille g
Agl1 ;=90 =9y A1 =95 — i (5.33)

n+3
89;; 2 =grt — gy (5.34)

Preuve. D’apreés la définition (5.13), on a

1
Af < / Az, y d:vdy—/ oz, y) dedy
‘ kZ——,]l A.’L‘Ay AixA, k( ) A 1xA; k( )
1 / 0 0
< T+ Azx,y) — fr(z,y)| dzdy,
A.’L‘Ay AixAj |fk( y) fk:( y)| Y

et donc

ZAyZIAf,“ ,J /azyA / 2 + Az,y) - £z, y)| do
j=1 =2

</ VT(f2(.y), Ty) dy.

De la méme facon, on obtient

M M
=1 j=2 z

d’ou (5.29).
Pour la relation (5.30), on introduit deux définitions supplémentaires utiles & I’élimination des
termes de bord:

f}?,—l,j = fl?,M—l,j fl?,i,—l = fl?,i,M—l' (5.35)
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On déduit de (5.14) que

+
A =ARR

(1)+
ki1 (Afyi1

3J

Aw[ Asz——J)JrU'(c (Asz+2,1 Afl?,i—%,j)]
At[

(2)— .
Ay T(AfR 1T A ) e (Af Afl::l,i—%,j)] (53
=+ At (Agl?,z—%ﬂ - Afk,i_%,]‘)a

pour tout 4,7 = 1,..., M. On somme sur %, j et par un changement d’indice, on obtient
n+1
Z| szf 1_At Z|Afk ‘+AtZ|A k,i— é,]
5,j=1 1,j=1 4,j=1

Par ailleurs, on a
|A5]?,i_%7j| < Lm]?,X |Af]?,i_%,j|7

ot L est la constante de Lipschitz de g — Ex[g] sur le sous espace fermé borné {g € Rrmaz xMxN,
C(tmaz) < Irij < A(tmaz)}- Des deux inégalités précédentes, on déduit

M
max Z |Af”+1 .|Ay < (1 — At+ LA?) max Z |Afk"ﬂ.7%,j|Ay.
,j=1 ,j=1

On obtient la méme relation pour la variation totale par rapport a j

M
max Z AfeTi 1|Az < (1= At+ LAY) max D 1A, 1A,
J 1 5-] 1

et donc par récurrence, on a

M
max D ATy lAY +HIAS ylAs
o (5.37)

el l)tm‘”maXZ|Aka DY+ AL A,
6j=1

De plus, il est clair que

M M M
0 0
> |Afk,if%,j‘Ay <2) Ay), |Afk,ze§,j|’
=1 =2

ij=1

et on a la méme relation pour la variation en 7. On obtient donc grace a l'inégalité (5.37)

maxZ|AfI” JAY AL Az

1,j=1

< 26~ 1tmammaXZAyZ|Asz |+ZAwZ|Afk”__

j=1 =2
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Cette derniére estimation, associée a l'inégalité (5.29), implique

max Z SR 1 Ay +AS 1Az < 2By el Vimes = By (tmaq). (5.38)
6,5=1

De facon évidente, on a Z] 1Ay ZZ 9 |Afnz,, J

pour la variation en %, ce qui implique ﬁnalement

M M M M
mpx D AUD ALyl DAY AL 5 | < Bilmas),
J= 1= 1= j=

qui est bien I'inégalité (5.30).
Pour prouver I'estimation (5.31) de la variation totale par rapport a n, on peut vérifier que (5.14)
implique

<SM_IAf Ay, et on a la méme relation
,j=1 ki i
2 I )

M npmez—1 M nmaz— 1

n+l A
SN BRI S e IAR o S AT ]

2,j=1 n=0 2,j=1 n=0
n n
+ AEL; i — frijls

donc avec les relations (5.38), (5.22) et (5.28), et en notant que Y _, AzAy = 1, on obtient

2,j=1
finalement
M nmaz—1 Nmaz—1 Nmaz—1
max Z Z |5f,c |A:6Ay < max|vk| Z AtB1(tmaz) + Z At Z (Ekij + frij)AzAy
t,j=1 n=0 n=0 i,j=1
< mgx |Uk:| By (tmaz)tmaz + (N + 1)A(tmaz)tma;c
= B2(tma$)-

Ceci achéve la démonstration puisque la derniére inégalité (5.32) est immédiatement déduite des
trois autres. O

5.2.2 Convergence vers la solution

Gréce a (5.32) qui est uniforme en Az, on peut vérifier que les conditions du théoréme de Riesz-
Frechet-Kolmogorov sont satisfaites par la suite {f2%} (cf. [9]). Par conséquent, on peut extraire
une sous-suite encore notée {f2%}az<1 telle que

,%”” A—_})() fx dans Ll([O,tmaz[x’]I‘Q) et p.p dans [O,tmm[xTz.
i
Il reste & prouver que fx est une solution de (5.1); puisque cette solution est unique, cela prouvera
que toute la suite converge vers fx. Dans ce but, nous établissons une forme faible discréte en temps
et en espace de (5.14). Soit ¢ une fonction test de C§°([0, tymaz[xT?). Définissons une approximation
constante par maille % de ¢ par

(PAw(tax,y) = <Pzn,j si (t,m,y) € [tnatn-l-l[XAi X Aj
1

(5.39)
= o(tn, mla yl dmldy,a
AfEAy /AiXA]‘ ( " )
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et posons

00,5 = g Phrir; = @1 (5.40)
%n,o = <Pzn,M (Pzn,M—H = <P21- (5.41)

En multipliant le schéma explicite par ¢j';, il vient

+1
Frig — Thii g 0+ F5 ~ i1 o 4ol foi = Fi5 o
At bl k Az %J Az 1,]
L@ i o e T (5.42)
k Ay a] k Ay a]
— (kg — Thaj)eij = 0.
On somme alors sur n =0,..., 7 — 1 et 4,5 =1,..., M, et en utilisant un changement d’indice
on obtient
Nmaz—

1 M
_Pig ‘Pz,a W+ Pivly — Pig ()= Pig — L1
Z Z fk N Uk Az — Vg Az
n=1 4,j=1

@+ Pt T Pi ) P~ ‘P?,jl)

k Ay k Ay
Nmaz—1 M
Yo D (Ehiy— IRl
n=1 ij=1

n n —1 0 0
+ Z At Feigteig " = Trig®is)
1,j=1

0 0 0
1)+ ‘Pz+1,a Pij 1)-%ij — Pi-1,4
t Z{fkm( T % Ay
1,j=1
0 0 0 0
_ @+ Pt Ty (2)- Pij T wi,j,l)
k Ay k Ay

( kya,j fk z,])@z,j} =0.
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On multiplie I’égalité précédente par AtAzAy, et on la réécrit en termes de kaz :

Ax Az _A
/ / dtd:cdy{ 2(t, w,y)( P2 (LT, y) — 70t t,z,y)
[At,tmaz] J T2 Al

N+ (e + A y) — B0 (b ay) ) 920(E3,y) — 9Pt e — Azy)

lc Az k Az
(2)+ (pAw(t, T,y + Ay) - @Aw(ta z, y) (2)— WAw(t, z, y) - (pr(ta T,y — Ay)
Y Ay Y Ay

/ (ER(t,y) — [t 2,9)) 0 " (¢, 3, y) dtdzdy
At tmaw T2

[ sy (12 (a2, (s = At ,0) = 20,2009 0,2.0) |

+At/ dzdy{ *(0,2.)(

oD 02203 + Az,y) = 927(0,3,9) ) 927(0,,9) = 9(0,% — Az,y)

Az k Az
2+¥ z(o’ T,y + Ay) — (PAw(O’$ay) (2)— (PAw(Oa z, y) - (PAw(Oa z,y— Ay)
Y Ay — Uk Ay
(R (0,a,y) ,?w(o,w,y))w(o,z,y)} —0.

D’apres (5.22) et (5.28), kAz(O,z,y) et E,CA“(O,x,y) sont uniforméments bornées par rapport & Az,
z et y, donc la quatriéme intégrale de 1’expression ci-dessus tend vers 0 quand At — 0. Pour la
troisiéme, notons que @ (tmae — A, z,y) = ©(tmaz, z,y) = 0 pour tout (z,y) quand Az — 0,
et comme kaz(tmaw,x,y) est uniformément bornée, la premiére partie de la troisiéme intégrale
disparait, c.-a-d.

/ fchz(tmamamay)(pAz(tmam - At,x,y) dzxdy —— 0.
T2 Az—0

Pour la seconde partie de la troisiéme intégrale, on remarque que ka‘” (0,z,y) est, par construction,
la moyenne de f,g sur une maille, donc elle converge pour presque tout (z,y) vers f,g (z,y) (cf. [56]).
Donc par le théoréme de convergence de Lebesgue, on a

/f (0, 2,y)"" (0, w,y)dfvdy—>/ £R (@, 1)¢(0, z,y) dzdy.

Pour la premiére intégrale, remarquons que puisque kaw converge presque partout vers fi, alors une
autre application du théoréme de Lebesgue permet de conclure que cette intégrale converge vers

/ dtd:vdy{fk (— Orp — v,(cl) Opp — v,(f) (9y<p) }
[0,tmaz] J T2

Il reste & passer & la limite dans le terme non-linéaire, c.-4-d. dans la seconde intégrale. Mais nous
savons que I'application g — Ex[g] est continue, donc il est clair que

gkAI(t?x’y) = gk[flém(t’zay)] m) Ek(t,a:,y) = gk[flC(taa:ay)]a

pour presque tout (¢, z,y). Par conséquent cette seconde intégrale converge bien vers la bonne limite.
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Nous avons donc prouvé que l'on peut passer a la limite dans chaque terme de la formulation
faible discréte pour obtenir

/ / dtd:cdy{fk (— O — v,(cl) Oz — v,(f) Bytp) — (& — fk)QO}
[0,tmas] J T2
- AQfﬁ(w,y)w(O,:v,y) dzdy = 0,

pour tout fonction test ¢ dans C$°([0, tmaz[XT?). Ceci est la formulation faible de (5.1) dont on
peut montrer qu'elle est équivalente & la forme intégrale de (5.1) (cf. annexe 1 de [21]). Or on a
montré au chapitre 2 'unicité d’une solution de cette forme intégrale. Donc la limite fx de f,@m est
bien 'unique solution de (5.1) dans L®([0, tmaez] x T2)Y, ce qui achéve la démonstration.

5.3 Schéma implicite linéarisé pour les écoulements stationnaires

Pour résoudre une équation stationnaire numériquement, on peut utiliser le code explicite insta-
tionnaire existant en le menant & stationnarisation. Cette méthode se révéle cependant trés cotiteuse
car nécessite un nombre de pas de temps trés important. Une autre idée est de résoudre directement
I’équation stationnaire par une méthode de Newton, améliorée par une technique de globalisation
de type “line search” ou “trust region”. Mais cette méthode échoue généralement car ne prend pas
suffisamment en compte la physique du probléme. On va donc utiliser un compromis de ces deux
approches, qui peut s’interpréter & la fois comme un procédé de stationnarisation et comme une
technique de globalisation : un schéma implicite linéarisé.

Dans cette section, nous partons du schéma explicite étudié dans la section 5.1. Nous implicitons
les termes de transport ainsi que le terme source, qu’il est alors nécessaire de linéariser. Nous
obtenons ainsi un schéma implicite linéarisé qui nécessite de résoudre & chaque itération un grand
systéme linéaire, pour lequel nous donnons une méthode rapide de résolution.

5.3.1 Ecriture du schéma

Les schémas implicites sont habituellement obtenus & partir des schémas explicites en évaluant
au temps tp41 les termes qui créent des quantités négatives pour les grands pas de temps At
(par exemple les flux numériques ou les termes sources). Si les termes non-linéaires ne sont pas
différentiables, alors ils sont linéarisés, sinon ils restent évalués a t,, (comme les limiteurs de flux).

Le schéma présenté ici est obtenu de cette facon. Pour le terme de collision, il est clair que
— f,?’i,j (appelé le terme de perte) doit étre implicité, puisqu’il produit des distributions négatives
si At est grand. Le terme de gain, c’est-a-dire 1’équilibre discret 5,21-, j» est positif, et peut donc étre
laissé explicite (c’est la stratégie utilisée dans [65]). On obtient alors le schéma suivant, que nous
appellerons semi-implicite:

At At
n+l _ rmn _ =Y +1 _ rn+l _ = +1 _ rn+l
T = ks Ax(F/ZH%J 7 k,i—é,j) Ay(]:;’cl,i,j+§ 7 k,z’,j—%)
At n n+1 (543)
+ iy — fiig)-
i

Cependant les termes de gain et de perte sont alors évalués en des temps différents. Nous avons
observé que cela ralentit considérablement la convergence du schéma (voir chap.6). Par conséquent,
nous préférons impliciter aussi le terme de gain. A I'opposé, I'implicitation du temps de relaxation
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nécessiterait un calcul plus compliqué, et ne parait pas trés utile. Puisque 1’équilibre discret est

i
une fonction non-linéaire de f, on le linéarise de la fagon suivante
1 1
Eptim &+ DL (T = )k (5.44)
ou D”J est la matrice jacobienne de I’application g € RN + £[g] évaluée en ;- Le schéma, implicite

linéarisé d’ordre un est alors le suivant

At At i
n+1 = n+1 _ rn+l =v n—+1 _ rn+l =Y entl n+1
bid ¥ Ag Thivys T 1) T Ry Prigey ~Fiig ) ¥ op Uiss —IPufig )
At ’ (5.45)
:flg,i,j 7_ ( kyi,j [D %, zy] ) ke K:a i,j = 1a---aimaxajmaw-
7]

Pour le schéma d’ordre deux, les limiteurs de flux (non différentiables) ne sont pas implicités. Un
écriture de ce schéma plus adaptée au calcul est la d-forme matricielle suivante

(Ait + R+ T) §f* = RHS™, (5.46)
ot §f" = frtl — f7 I est la matrice identité, T est la matrice telle que (T'f™)y; ; = Ai(f:,i_l_%,j -
Tk”Z__ )+ ALy(]:l?,i,j-f—% —fg’i’j_%) sans les limiteurs de flux, R™ est telle que (R"™ f”)i,j = %( i
Dy, ” ) et

RASY == 3-(Fhisys = P 35~ 20 Frages — Frag 1)
" Tl (& — 1) (5.47)

3.7

qui contient les limiteurs pour le schéma d’ordre deux. Un calcul simple de dérivation d’applications
composées donne la forme suivante de la jacobienne D',

D[k, K] = A7 (a})) : my @ mpEF; ;A7 (5.48)

ot A(e;) = (m ® mexp(ay,-m))k.

En raison de la linéarisation de E,QH, le schéma ne posséde pas les propriétés de conservation et
d’entropie prouvées pour le schéma explicite. Cependant, nous nous intéressons seulement ici aux
solutions stationnaires. Plus précisément, aprés convergence nous avons f*t! = f™ et le schéma
donne bien les lois de conservation et d’entropie stationnaires.

Remarquons la structure particuliére des matrices T' et R™ liée au role différent des variables
d’espace et de vitesse. Si les quantités fi; ; sont stockées ainsi: " = (fi’)kex avec fi' = (f¢i,),
alors on peut voir (cf. figure 5.1) que T est une matrice NM x N M, diagonale par blocs Ty, ot T}
sont des matrices M x M pentadiagonales (M = a2 X Jmaz €St le nombre de mailles), et que R™
est une matrice pleine de blocs diagonaux R} ,,. On peut par exemple noter que si f;' est rangée
par 4 puis par j, la (4,7)€ ligne d’un bloc T est

[Oa ..o 50, Tk,i*l,ja 0,...,0, Tk,i,j—17 Tk,i,ja Tk,’i,j-l—la 0,...,0, Tk,’i-|-1,j7 0,..., 0]1 (549)
avec
1)+ 2 1 2
Tei1j = -2 T Thigor = —fyvz(c L Ty = A+ A%ﬂ“:(c ], (5.50)

_ 1,2 (1)—
Thig+1 = ag% o+ Thitlj = ag¥
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vdvararavd
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Fi1G. 5.1 — Matrices T et R"™, et stockage correspondant du vecteur f™.

L’élément diagonal de la (4, )¢ ligne d'un bloc R} ., est

1
T_"((Sk’k, - Dz??j[k,kl])a (551)

1,

ol Jg est le symbole de Kronecker, et DJ;[k, k'] est définie dans (5.48). Ces structures creuses
sont naturellement dues au fait que le phénomeéne de collision dans ’équation BGK est local en
espace mais global en vitesse, alors que le phénoméne de transport est numériquement “global” en
espace, mais local en vitesse. On pourrait remarquer que les éléments de la diagonale d’un bloc T}
ne dépendent pas de (i,7) et sont donc tous égaux entre eux (ainsi que ceux des sous-diagonales),
ce qui simplifierait le schéma. Mais dans la pratique, nous utilisons un maillage curviligne plutot
que cartésien, ce qui donne des coefficients géométriques dans les flux numériques qui dépendent de
(,7)- Par conséquent, les éléments de T} dépendent pratiquement de (4, j) et c’est pourquoi nous
n’utilisons pas ici toutes les simplifications permises par 'utilisation d’'un maillage cartésien.

On peut envisager une autre forme de stockage de f,’cl, ;.; €0 rangeant f™ par maille d’espace puis
par vitesse discréte. Si on arrange les mailles par ¢ puis par j, i.e. f™ = ((f})j=1,.jmaz)i=1,- simaz>
avec fi; = ( f,?ﬂ-’j)ke;c, alors T est une matrice pentadiagonale par blocs, de blocs diagonaux de
taille N x N, et R" est une matrice diagonale par blocs, de blocs pleins R;'; (cf. figure 5.2). Les
éléments diagonaux des blocs T;—1,5, T5.j—1, Tij, Tij+1, Ti+1,j, représentés sur la figure (5.2) sont
Tk,ifl,j, Tk,i,jfl, Tk,i,j; Tk,i,j—|—17 et Tk,i—|—1,j donnés dans (550) Enfin les éléments R,LW;J [k‘, k‘l] des blocs
R} ; représentés figure (5.2) sont

1
Rk, K] = — Ok — D}k, k')
%]

5.3.2 Reésolution du systéme linéaire

Le systéme linéaire (5.46) a résoudre a chaque itération est trés large (NM x NM), et il parait
pertinent d’utiliser une méthode itérative adaptée aux différentes structures creuses des matrices.
Nous présentons ici un algorithme basé sur un couplage entre les méthodes de Jacobi et de Gauss-
Seidel en utilisant le stockage de la figure 5.1. Tout d’abord, R™ est séparée en sa partie diagonale
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NN N
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NN\ N
NN\ N
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Fi1G. 5.2 — Matrices T et R™ pour un autre stockage du vecteur f™.

par blocs A™ et sa partie extra diagonale par blocs E", i.e. R"™ = A™ — E™ (c’est l'étape Jacobi).
Le systéme (5.46) peut alors étre résolu par 'algorithme suivant
1. g(O) = O’

2. pour p =0,..., P, résoudre (Ait +T+ A") g(p+1) = RHS™ + Eng(p),

3. poser §f™ = P+,
Puisque la matrice de ces systémes linéaires est diagonale par blocs, de blocs pentadiagonaux Ait +
Ty + A}, il est possible d’utiliser une méthode de Gauss-Seidel (par lignes ou par colonne, aller ou
retour) en posant Ty = My — N. On obtient ’algorithme suivant

1. ¢ =0,

2. Yk € K et pour p=0,..., P, résoudre
I
( A7 M+ An) Pt = RHS} + Npg?) + [E"gP)],, (5.52)

3. poser 0f" = ¢(P+1),
Les systémes linéaires (5.52) peuvent aisément étre résolus par une succession de décompositions
LU sur des systémes tridiagonaux de Rimaz Ximaz oy RimazXJmaz  Notons que le calcul du produit
E"™g n’est pas trés colteux, puisque les blocs de E™ sont diagonaux. En effet, nous avons

Bkt = A (@l ymscley - ((mgis)c — migessoP). (5.53)
0]

Il suffit donc de calculer A~ (a mi)mu€L,; i au début de l'algorithme (un calcul local en k et 4, j),
puis de calculer (mg; ;)x dans chaque maille (ce qui est local en ¢,7), et finalement de former le
produit scalaire. Ce calcul de E™g est donc local en i, j, et donc complétement parallélisable; son

coit est en O(NM).
Il est bien connu en CFD que seules quelques itérations de cet algorithme sont nécessaires pour
faire converger le processus global (la boucle en n), il n’est donc pas utile de mener ’algorithme

précédent & convergence. Le cott global d'une itération du schéma implicite est donc en O(PNM),
ou P=2ou3.
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5.4 Calcul de agj

Le systéme d’équations non-linéaires (5.2) peut-étre résolu par l’algorithme de Newton suivant,
ou J est défini par J(B) = (exp(B8-m))x — B - p dans la preuve du théoréme 1.1:
1. soit a(® ¢ RP+2,
2. résoudre le systeme linéaire J” (a()al™t) = o) — J/(a() jusqu’a ce qu'un critére d’arrét
soit atteint,

3. poser agj =al.

Un tel algorithme nécessite environ O((D? 4+ D)N) opérations par itération r et par maille (i, ) et
est donc en O(MN). Cependant, il peut apparaitre trois difficultés.

Tout d’abord, bien que Iinversion de J”(a(”) = (m ® mexp(a() - m))x dans 1'étape 2 soit
toujours théoriquement possible (voir la preuve du théoréme 1.1), elle est numériquement difficile. En
effet, puisque le premier élément de my ® my, est 1 alors que le dernier est |v;|*, le conditionnement
de cette matrice peut étre trés grand. En fait, le conditionnement est aussi grand que les bornes de la
grille de vitesses sont grandes, et dans les expérimentations numériques que nous avons pratiquées,
il est souvent supérieur & 10%°. Ceci aboutit & un manque de robustesse que nous avons résolu par
une technique de globalisation de type “back-tracking linesearch” (voir [20]).

La seconde difficulté est le choix de la donnée initiale @(?). Un choix naturel est de prendre le
paramétre a de I’équilibre continu maxwellien donné dans (1.12). Cependant, ce paramétre peut étre
tres différent de la solution, en particulier lorsque N est petit. Un autre choix est de prendre a(®) =
azj_l calculé a l'itération globale précédente. L’avantage de cette méthode est que pour de petits
pas de temps (comme dans le schéma explicite) ainsi que pour des écoulements stabilisés, la donnée
initiale est proche de la solution. Pour une utilisation pratique du schéma implicite, une approche
qui s’est révélée efficace est d’utiliser la premiére méthode au début du calcul, quand ’écoulement
peut connaitre de fortes variations, puis d’utiliser la seconde méthode quand 1’écoulement est &
peu-prés stabilisé.

Ceci résout le troisiéme probléme qui pourrait étre un trop grand nombre d’itérations de 1’algo-
rithme de Newton. En fait, avec notre choix de a(®, I’algorithme converge rapidement, puisqu’une
seule itération est généralement nécessaire dans la plupart des cas que nous avons testés.

Enfin, I'utilisation de la proposition 1.3 permet la réduction de la taille du systéme (5.2) de
D +2 a D+ 1 dans le cas d’écoulements plans (avec une grille de vitesses adaptée). Ceci diminue
le colit de ’algorithme d’environ un facteur 1.3.

5.5 Prise en compte des conditions aux limites

Dans le cas d’'un domaine borné €2, le schéma doit prendre en compte les conditions aux limites
de I’équation. Pour cela, on remarque que d’aprés la relation (5.46), le calcul de f™*! au bord du
domaine (i.e. aux mailles (1,%), (¢maz,J), (4,1), €t (4, jmaz)) nécessite de connaitre les valeurs de f™
dans les mailles (0, 7), (4maz + 1,7), (4,0), et (%, jmaz + 1) qui ne sont a priori pas définies. Ceci est
classique en mécanique des fluides, en particulier dans les méthodes volumes finis: on définit alors
ces mailles dites fictives de 'autre c6té du bord de €2, et f est calculée dans ces mailles de facon &
rendre compte le mieux possible des conditions aux limites. Nous montrons ici que la condition de
réflexion diffuse se traduit naturellement en termes de mailles fictives.

Plagons nous dans le cas du bord j = 1. D’aprés la relation (5.3), on n’a besoin de f;' dans
la maille (z,0) que pour les vitesses sortantes (i.e. vg - n; > 0, cf. fig. 5.3). On va naturellement
considérer que la distribution des molécules sortantes de la maille fictive (7,0) est égale & une
fonction d’équilibre discréte centrée sur la vitesse de la paroi u,,, et de température égale a celle de
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Fi1G. 5.3 — Vitesses sortantes et rentrantes a la paros.

la paroi T, le parameétre ¢ de (1.48) étant déterminé pour que le flux de masse discret & travers la
paroi soit nul. On a donc

frio = 0&klpw], vk -mi >0, (5.54)

ot Py = (1, u, g |uw|? + §RTy) et

o=—( 2 wemfpud®) (X veniilplao”)” (5.55)

k t.g k t.q
Vg1 <0 v -1 >0

Pour les raisons que nous avons indiquées section 1.4.2, nous ne traitons pas ici le cas de la
réflexion spéculaire.






Chapitre 6

Résultats numériques

Les méthodes précédentes ont servi de base a la réalisation d’un code de calcul qui nous a
permis d’obtenir de nombreux résultats. Dans ce chapitre nous présentons quelques-uns de ces
résultats qui illustrent toutes les capacités de notre approche. Nous évaluons l'influence des différents
paramétres, la pertinence physique du modéle, le comportement de la méthode par rapport aux
méthodes existantes, la faisabilité de certains calculs, et nous comparons différents schémas.

6.1 Description du code et choix des paramétres

6.1.1 Implémentation

Avec les différents schémas présentés précédemment, nous avons écrit le code de calcul KISS
(Kinetic Implicit Supersonic Simulations), qui permet de calculer des écoulements 1D, 2D plan
et 2D axi sur des maillages structurés curvilignes, en volumes finis “cell-centered”. C’est un code
séquentiel qui fonctionne sur 'TBM-SP2 du CESTA. Bien que nous n’utilisions qu’un processeur, le
calculateur IBM-SP2 en posséde plusieurs dont les caractéristiques sont de deux types différents:

— type 1: processeur 66 MHz - 256 Mo,
— type 2: processeur 120 MHz - 512 Mo,

Dans le code, nous avons privilégié la vitesse de calcul a la place mémoire. Par exemple, on calcule
et on stocke & chaque itération en temps la fonction d’équilibre discréte (gg,i,j)k,i,j sur toutes les
mailles, ce qui donne un tableau de dimension N x M. L’autre approche, moins cofiteuse en place
mémoire mais plus cotliteuse en temps, consisterait & ne stocker que les aZ’fj (i.e. un tableau 5 x N)
et de recalculer exp(a?’j -my,) chaque fois que nécessaire. Le cotit de calcul d’une exponentielle est
cependant relativement élevé, c’est pourquoi nous avons opté pour la premiére solution. De méme,
pour la résolution du grand systéme linéaire du schéma implicite, nous stockons, & chaque pas de
la méthode itérative, cinq grands tableaux de taille N x M : la fonction de distribution (fg; ;)k,i,j»
I’équilibre discret (5,?Z j) k,i,j» le tableau auxiliaire (g} i,j)k:i:j (qui correspond a U'incrément ¢ f™, voir
section 5.3.2), le second membre explicite (RH Skij)kiij, €t la diagonale (Az,i’ j)k,i,j de la matrice
R™. La place mémoire demandée par le code est donc supérieure & 5 x N x M (ce qui donne par

exemple pour un maillage 50 x 50 et 10 x 10 x 10 vitesses discrétes une taille de 95 Mo).

6.1.2 Détermination des bornes et du pas de la grille de vitesse

D’apres la section 1.3.3, ces paramétres doivent étre déterminés de facon & ce que la vitesse
et la température maximales, ainsi que la température minimale de I’écoulement, puissent étre
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représentés sur la grille. Pour cela, supposons connues les quantités (p,u,T) de I’écoulement que
I’on veut calculer dans un domaine 2. On pose

o = ms%n(u(i) — cutV RT) et @) = méjtx(u(i) + cutv RT) (6.1)

pour i = 1..D, ol cut est un paramétre de troncature. Si cut = 1, ces quantités sont les points
d’inflexion dans les directions i des maxwelliennes M (p,u,T’), associées aux quantités u et T réa-
lisant les minimum et maximum définis dans (6.1) (cf. figure 6.1). Si 'on suppose que le “support”

Mlp,u,T]

u® — 4+/RT

ul) 4+ 44/RT

2@

u® — /RT u® + VRT

N =

FIG. 6.1 — Points d’inflexion d’une mazwellienne dans la direction v®) et points u¥) + cut(RT)
avec cut = 4.

des fonctions de distribution de I’écoulement (i.e. l'intervalle contenant l’essentiel de la “masse”)
est le méme que celui des maxwelliennes associées (ce qui semble vrai méme dans le cas de fort
déséquilibre), alors le domaine

D ) '
[T, 0]

=1

contient les supports de toutes les fonctions de distribution (cf. figure 6.2). En procédant de la sorte,

Mlpr, w1, T] Mips, us, T3]
M{p2, us, T
r Uz v
min(u — cutyv/ RT) max(u + cutv/ RT)
= ug — cut/RT, = ug + cut\/RT3

FI1G. 6.2 — Domaine [min(u — cut(RT)%),ma,x(u + cut(RT)%)] contenant tous les supports des
fonctions de distribution de [’écoulement.

on s’assure que l'information essentielle de I’écoulement est capturée. On peut méme montrer que
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la vitesse u(z) et la température T'(z) du gaz vérifient

im < u(z) <ol Vz € Q,
T(z) < pg max lv — u(z)[? Vz € Q.
VETTE 1[0 iia]
Ainsi on peut décrire sur le domaine T2 [v T(:L)m,w(n),m;] les vitesses et températures maximum de
I’écoulement. Enfin, 51 on définit un pas de grllle Av tel que Av < ming VRT, et la grille V = {vg, =
kAv, k@) = kﬁn)m mam} avec ’U,(c) Ur(n)m et 'U,(c) = vﬁ,b)aw, alors on assure en plus que

B n%in\vk —u(z)|? < T(x) Vz €,

ce qui implique que l'on peut décrire la température minimum de 1’écoulement sur la grille V (cf.
section 1.3.3).

Il reste & déterminer les quantités ming [u—cutv/RT| et maxq |u+cutv/RT|. Dans certains cas, on
peut les estimer si on connait a priori la température minimum et les extrema de la vitesse. En effet,
sila température de I’écoulement n’augmente pas trop, alors umin —cutv/ Rl pmin et Umaz+cuty/ Rl pmin
suffisent & bien capturer l'information (car la racine carrée limite I'influence de ’augmentation de
température). C’est par exemple le cas d'un écoulement de Couette ot 1’on a ez = Uparoi €t Tmin =
Tparoi, avec une vitesse de paroi pas trop élevée. On peut encore citer le cas d’un choc stationnaire
1D ou les valeurs de u et de T sont comprises entre les valeurs en amont et en aval du choc.
Cependant, dans beaucoup d’écoulements, la température croit fortement et maxq |u + cut\/ﬁ|
est essentiellement donné par la température maximum, qui est difficile & estimer. Dans ce cas,
nous effectuons un calcul Navier-Stokes préliminaire de ’écoulement (ce qui représente un faible
surcoiit). Nous estimons alors les quantités précédentes sur 1’écoulement Navier-Stokes, ce qui donne
des résultats tout a fait satisfaisants.

Remarque 6.1. Nous avons constaté que la valeur cut = 4 est un bon compromis entre le cofit
de la discrétisation et la précision des résultats (cf. section 6.2.1). C’est donc cette valeur que nous
utilisons dans la plupart des résultats exposés dans ce chapitre.

6.1.3 Paramétres de la méthode

Le nombre d’itérations de la méthode itérative pour le systéme linéaire (cf. section 5.3.2) est fixé
dans le code & deux (une aller et une retour). La méthode de Gauss-Seidel par lignes ou colonnes
est choisie par l'utilisateur en début de calcul suivant la direction privilégiée de 1’écoulement. Par
exemple pour un écoulement de Couette avec des plaques paralléles & ’axe Oy, on choisira la
méthode par colonnes pour mieux calculer les gradients en z qui sont les plus importants.

Le pas de temps At;,, du schéma implicite est calculé par la formule At;p, = CFLAtcyy, , ol
Ategp est le pas de temps du schéma explicite calculé avec la condition (5.6). Le nombre CFL vaut
1 en début de calcul et est incrémenté de 1 & chaque itération, jusqu’a un nombre d’itérations fixé
par l'utilisateur, puis il prend la valeur maximum elle aussi fixée par 1'utilisateur.

Le critére de convergence utilisé pour déterminer si I’écoulement obtenu est stationnaire est que
le résidu quadratique global

1 2
A D) IRHS}
ki

diminue d’un facteur 10°. Ce facteur est bien siir arbitraire, et il existe des cas ot un facteur 102 suffit.
Notons que ce critére est trés différent du critére usuel de stationnarisation du nombre de molécules
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(i.e. de la densité) utilisé dans les méthodes Monte-Carlo. Ceci rend délicat la comparaison du coiit
en temps CPU des deux approches. De plus, il faut mentionner que les processeurs de 'IBM-SP2
ayant des performances différentes les uns des autres, les comparaisons en temps CPU sont parfois
des estimations, car nous n’avons pas la possibilité de choisir & chaque fois un processeur identique
pour deux calculs consécutifs.

Pour les résultats numériques présentés dans les sections suivantes, nous utilisons, sauf mention
contraire, le schéma implicite linéarisé d’ordre deux, donné section 5.3, avec des conditions de
réflexion diffuse seulement. Le nombre CFL est fixé & 10000. Enfin, la viscosité permettant de
définir le temps de relaxation 7 est calculée par la formule (4.2), et les parameétres fiper et Tref
sont pris dans 'ouvrage de Bird (|5]-annexe A), ainsi que le paramétre w (sauf pour les modeéles HS
(w= 1) et maxwellien (w = 1)).

6.2 Influence des paramétres

6.2.1 Influence de la grille des vitesses
Choc stationnaire

Dans ce test, ’écoulement est initialisé avec deux maxwelliennes reliées par les relations de
Rankine-Hugoniot. L’état stationnaire montre la transition entre les écoulements amont et aval. Les
données utilisées sont p;, = 6.6310 %kg.m™3, Ty, = 293 K, ur = 2551 m.s~ pour 1’écoulement
amont. Ces valeurs donnent un nombre de Mach de 8. le gaz considéré est de l’argon, et par
conséquent w = 0.81 (avec le modéle VHS et les données de Bird [5]). La longueur du domaine
de calcul est 0.5m, et une grille 1D de 200 mailles est utilisée. La figure 6.3 montre les profils
normalisés quL_;‘; pour g = p,T,u, obtenus avec 11 x 9 x 9 vitesses discrétes dans les directions
(vg,vy,v;). Les bornes sont données par [—3846, 5181] x [—4513,4513] x [—4513,4513] , ce qui assure
que les maxwelliennes amont et aval sont correctement représentées. Ceci nous permet de prendre en
compte la majeure partie de 'information de I’écoulement. Ces profils sont légérement moins étalés
que ceux de Bird [5]. Les fonctions de distribution dans ’écoulement amont, dans le choc, et dans
I’écoulement aval, sont tracées dans la figure 6.4. En dépit du faible nombre de vitesses discrétes, les
résultats montrent clairement le phénomeéne de déséquilibre cinétique dans le choc (la distribution
est assez éloignée de la distribution maxwellienne). Comme on s’y attend, les distributions amont
et aval sont & peu prés maxwelliennes (I’écoulement amont est moins bien représenté du fait de sa
température plus basse).

Tout d’abord, nous montrons I'influence des bornes de la grille de vitesses sur les quantités
microscopiques et macroscopiques. La figure 6.5 représente les distributions en amont, au choc,
et en aval obtenues pour différentes bornes. Le nombre de vitesses discrétes étant adapté dans
chaque cas pour donner la méme précision. Les profils correspondants de p,u,7T sont tracés dans
la figure 6.6. Comme on s’y attend, les grandes bornes n’améliorent pas les résultats, puisque
Pessentiel de 'information est déja prise en compte avec les bornes normales (fig.6.5). Cependant,
quand les bornes sont trop petites, les profils commencent & perdre leur précision (ils ne sont plus
assez étalés). Une grande quantité d’information est perdue, en particulier dans la population des
molécules de grande vitesse de ’écoulement amont, puisque les distributions au choc et en amont
sont tronquées. Néanmoins, cette troncature donne une bonne indication pour vérifier a posteriori
si la grille de vitesse est suffisamment large pour I’écoulement.

Nous présentons ensuite une étude des influences respectives du nombre de vitesses en z (direc-
tion de I’écoulement) et du nombre de vitesses en y et z. Pour cela, nous avons testé plusieurs grille
de vitesse. Les résultats sont résumés dans la figure 6.7.
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Nous fixons dans un premier temps un petit nombre de vitesses en y et en z (7 X 7), et nous
faisons varier le nombre de vitesses en x (courbes 11 X7 X7, 17X 7x 7,21 X7x7,et 31 x7x 7). On
ne distingue alors quasiment aucune différence dans les profils. Nous n’avons pu tester un nombre
de vitesses en z plus petit car le Newton pour calculer I’état droit ne converge plus.

En revanche, si on augmente le nombre de vitesses en y et z (13 x 13), on constate que les profils
sont légérement plus raides (courbes 15 x 13 x 13, 17 x 13 x 13, 21 x 13 x 13). Mais 1a encore,
l’augmentation du nombre de vitesses en x n’améliore rien. A contrario, si on prend un trés petit
nombre de vitesses en y et z (5 X 5), on s’apergoit (courbe 11 x 5 x 5) que 'on obtient des profils
nettement plus étalés. Le nombre de vitesses 11 X 9 x 9 semble finalement le nombre optimal pour
ce cas (courbe 11 x 9 x 9).

Ecoulement de Couette plan 1D

Les données de 1’écoulement sont celles de Bird dans [5]. Le gaz (argon), est contenu entre deux
plaques maintenues & la température T, = 273 K. La plaque de gauche est immobile, tandis que
celle de droite se déplace avec la vitesse 1, = 300m.s ! dans la direction ¥ :

y

AARRRRANY
/11771

Ty L=1m NS Ty

Le gaz est initialement & la température des plaques, et sa densité est 9.28 10 6 kg.m 3. Le nombre
de Knudsen basé sur la distance entre les plaques (1m) est donc 9.251073. En utilisant une grille de
200 mailles dans la direction z et 13x17x 13 vitesses discrétes de bornes [—913,913] x [—1253, 1253] x
[—913,913], nous obtenons les profils tracés dans la figure 6.8. Nous trouvons un bon accord qua-
litatif avec les résultats de Bird, avec cependant des amplitudes plus grandes pour la densité et la
température. Ceci est probablement di au fait que le nombre de Prandtl donné par BGK est trop
grand, i.e. que le transfert thermique est surestimé. Notons que la couche de Knudsen peut étre
observée sur le profil de pression: cette courbe est & peu prés constante sauf prés des plaques, ou il
y a une chute rapide sur une distance de ’ordre de quelques libre parcours moyens. Cette zone est
aussi appelée couche limite cinétique.

Pour que l'influence de la grille de vitesse soit bien visible, nous étudions en fait un écoulement
avec une vitesse uy,, de 1000 m.s~!. Les différents nombre de vitesses utilisés sont 7x9x7, 7x 17 x 7,
et 7x 33 %7 (le nombre de points en y est quasiment doublé & chaque fois), puis nous avons augmenté
le nombre de points en = et en z avec 13 x 17 x 13 et 17 x 17 x 17. Enfin, nous avons testé un
nombre de points égal &4 7 x 10 X 7, car on a ainsi un nombre pair de vitesses en ¥y, ce qui implique
I’absence de vitesse nulle parallele a la paroi dans la grille.

Les résultats sont résumés fig. 6.9 et dans le tableau suivant :

\ [7x9x7][7x1Tx7[7x33x7[13x17x13[17 X 17 X 17 | 7x10x 7 |

saut de T || 18.7 17.9 17.8 14.3 13.9 17.9
saut de u || 15.0 14.7 14.6 12.5 12.2 14.8
Trnaz 531.6 526.6 526.6 533.4 536.0 525.9
Pmin 75107% [7.610°° 7.7107° 7.7107° 7.710°° 7.5107°
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F1G. 6.6 — Influence des bornes de vitesse sur les quantités macroscopiques : densité p, température
T, vitesse u.
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FiG. 6.7 — Influence du nombre de vitesses sur les profils (adimensionnés) d’un choc a Mach 8.
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FiG. 6.8 — Profils dans [’écoulement de Couette 1D plan.

En considérant que la meilleure solution est celle obtenue avec 17 x 17 x 17 vitesses discrétes (en
gras dans le tableau ci-dessus), on peut faire les remarques suivantes. Tout d’abord, ’augmentation
d’un nombre de vitesses en y (9 puis 17 puis 33) n’améliore ni les profils ni les sauts. En revanche,
on constate sur les profils de pression que la couche de Knudsen est moins bien définie avec 7x9x 7
puisqu’elle s’étale plus. Sil’on augmente ensuite le nombre de vitesses en z et en y, (courbe 13 x 17 x
13), on constate que les profils et les sauts s’améliorent, ce qui montre que la précision en z et en z
est tout aussi importante que celle en y. En revanche, cela n’influe pas beaucoup sur 1’épaisseur de
la couche de Knudsen. Ensuite, on constate qu’avec 7 x 10 x 7, les résultats sont légérement meilleurs
qu’avec 7 x 9 x 7, sauf pour la température maximum. En outre le profil de pression montre une
quasi disparition de la couche de Knudsen prés de la paroi fixe. On peut interpréter ceci en notant
qu’avec un nombre pair de vitesses en y, il n’y a pas de vitesse discréte égale a 0, ce qui fait qu’on
perd de la précision dans les zones de faible vitesse, comme dans la couche de Knudsen.

Nous étudions alors I'influence des bornes du domaine, tout en gardant une densité de nombre de
vitesses constante dans chaque direction. Pour cela, nous avons utilisé les résultats précédemment
obtenus avec 13 x 17 X 13 et un cut de 4. Ensuite, nous avons réduit les bornes du domaine en
prenant un cut de 2, et en gardant la méme densité de vitesses, ce qui impose de prendre 7 x 13 x 7
points. Le résultat est présenté fig. 6.10 et dans le tableau ci-dessous:

cht:4 ‘cut:2 ‘

saut de température | 14.3 17.0 (17.1 a droite)
saut de vitesse 12.5 11.6 (11.6 a droite)
température max. 533.4 670.4

densité min. 7.7107° | 8.310~°
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Fi1G. 6.9 — Influence du nombre de vitesses discrétes sur les profils .

On constate des profils de température et de densité trés différents. Pour le cut de 2, le profil
de densité est dissymétrique, et le minimum de densité surestimé. Le profil de température n’est
pas tout & fait symétrique et le maximum est bien trop élevé. Ensuit, on note que les sauts sont
sensiblement différents, mais surtout, on observe sur la courbe de pression que la couche de Knudsen
n’est plus du tout discernable: elle est complétement mélangée & la zone centrale de I’écoulement.
On comprend un peu ces phénoménes en observant les fonctions de distribution sur la figure 6.11.
On voit que dans toute la moitié droite du gaz, les fonctions de distribution sont tronquées pour
les grandes vitesses, & cause du cut trop petit, comme pour le choc stationnaire. Il semble clair que
ceci conduit alors & la mauvaise représentation de 1’écoulement.

6.2.2 Influence du maillage en espace

Nous avons utilisé pour cette étude le cas de I’écoulement de Couette, avec 13 x 17 x 13 vitesses
discrétes et un cut de 4. Afin d’étudier 'influence de la taille des mailles sur la couche de Knudsen,
nous avons testé trois maillages différents: un maillage grossier de 50 mailles uniformes, le maillage
de 200 mailles uniformes utilisé précédemment, et un maillage de 200 mailles raffinées aux parois.

Pour les deux maillages fins, les mailles ont une longueur inférieure au libre parcours moyen
initial (%)\ pour le maillage uniforme, de ﬁ)\ a A pour le maillage raffiné), alors que pour le
maillage grossier, les mailles sont de l'ordre du libre parcours moyen. On s’attend donc & une
couche de Knudsen un peu plus étalée pour le maillage grossier, ce que ’on constate effectivement
(fig. 6.12), bien que la différence soit faible. On constate aussi que le maillage raffiné a la paroi (maille
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Fi1G. 6.10 — Influence des bornes sur les profils.
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environ 12 fois plus petite que le maillage uniforme a 200 mailles) n’améliore pas sensiblement la
représentation de la couche de Knudsen. En revanche, on voit dans le tableau ci-dessous que le
raffinement du maillage améliore sensiblement les sauts de température et de vitesse:

H saut u ‘ saut T ‘

50 mailles 17.5 19.8
200 mailles 12.5 14.3
200 mailles (raffinées) || 11.8 13.7

Enfin, comme le remarquent Perlat et Le Tallec [48], on a constaté l'existence d’une vitesse
parasite u,; normale aux parois, qui semble due & une diffusion en espace. En effet, pour le maillage
grossier, la vitesse normale & la paroi fixe atteint une valeur non négligeable par rapport a la vitesse
paralléle. En raffinant les mailles & la paroi, ce phénoméne s’atténue fortement comme on le voit
dans le tableau ci-dessous, oil 'on donne la vitesse normale u; et la vitesse tangencielle u,, ainsi
que la différence relative en pourcentages:

& gauche & droite
Uy ‘ Uy Uy ‘ Ug
50 mailles 17.5 | -1.4 (8%) || 982.4 | 2.9 (0.3%)
200 mailles 12.5 | -0.5 (4%) || 987.5 | 1.0 (0.1%)
200 mailles (raffinées) || 11.8 | -0.1 (1%) || 988.1 | 0.2 (0.02%)
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Fi1G. 6.11 — Influence des bornes sur les fonctions de distribution.
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Fi1G. 6.12 — Influence du maillage sur la couche de Knudsen.

Il faut enfin noter que cette vitesse parasite est d’autant plus forte que la vitesse de la plaque uy,
est élevée (& nombre de mailles constant), comme on le voit dans le tableau ci-dessous:

Uy Uy
Uy = 300m.s~ || 3.8 | -0.04 (1%)
Uy = 1000m.s~1 || 12.5 | -0.5 (4%)

6.2.3 Comparaison ordre 1 - ordre 2 en espace

Nous montrons dans la figure (6.13) "amélioration due aux schémas explicite et implicite d’ordre
deux (en espace), pour un choc stationnaire & Mach 4. L’écoulement amont a les mémes densité et
température que dans le cas précédent. Le maillage est consititué de 200 mailles, mais nous utilisons
a présent 9 x 9 x 9 vitesses discrétes, et le bornes sont [—2013, 2771] x [-2392, 2392] x [—2392, 2392].
Ce test est motivé par le fait que les schémas d’ordre élevé qui ne résolvent pas le petit temps
de relaxation (comme notre schéma implicite) peuvent dégénérer & un ordre inférieur. Ceci est
par exemple étudié par Jin dans [30] pour les systémes hyperboliques avec termes source raides.
Cependant, cet inconvénient ne semble pas affecter nos résultats. Le schéma d’ordre un produit une
dissipation numérique qui lisse trop les profils de densité, température et vitesse. Cette dissipation
est clairement réduite par la discrétisation d’ordre deux en espace, ce qui donne des profils plus
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raides. Notons que les résultats obtenus a la fois avec les schémas explicite et implicite d’ordre deux
sont indifférentiables. Ceci prouve que le schéma implicite est réellement d’ordre deux en espace, et
que la solution stationnaire est indépendante de la méthode de relaxation utilisée. Ces améliorations
ont aussi été observées sur des calculs 2D.

O——=0 ordre 2 (implicite)
- ordre 1 (implicite)
»——= ordre 2 (explicite)

-7 -2 3

F1G. 6.13 — Comparaison entre les schémas d’ordre un et deuz (pour un choc & Mach /).

6.2.4 Comparaison des différents schémas en temps

Enfin, nous donnons quelques comparaisons entre les schémas explicite, implicite et semi-implicite,
pour montrer que le schéma implicite est le mieux adapté aux calculs d’écoulements stationnaires.
Le tableau suivant montre le temps CPU et le nombre d’itérations pour le schéma explicite et le
schéma implicite linéarisé pour un choc stationnaire 1D & Mach 4:

iter. | CPU (s)
explicite || 6000 | 16600
implicite | 100 | 485

L’avantage du schéma implicite est indéniable. Bien que le schéma explicite évite de résoudre de
grands systémes linéaires (ce qui divise le colit d’une itération en temps par deux, comparé au
schéma implicite), le nombre d’itérations nécessaires pour la convergence est si grand que le schéma
implicite est plus efficace.

Dans la figure 6.14, nous donnons une comparaison de la convergence des schémas implicite
et semi-implicite (ou seul le terme de perte est implicité, voir section 5.3) pour un écoulement
supersonique 2D plan autour d’un cylindre. Comme on !’a affirmé dans le chapitre précédent, le
schéma semi-implicite est bien plus lent que le schéma implicite. En fait, le schéma implicite converge
en environ 1000 itérations et 30 heures CPU, alors que le schéma semi-implicite nécessite 4000
itérations et 158 heures sur le méme processeur. Notons qu’avec un calcul paralléle, le schéma
implicite serait encore meilleur, puisque comme on I’a dit dans le chapitre 5, 1a linéarisation de 5,?, ij
est complétement parallélisable.
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Fig. 6.14 — Courbe de convergence pour les schémas implicite et semi-implicite (écoulement 2D
autour d’un cylindre).

6.3 Comparaison des schémas pour I’équation BGK axisymétrique

6.3.1 Etude sur un écoulement 1D

Nous utilisons ici un cas proposé et étudié numériquement par Sone et al. dans [60]. Il s’agit d’un
écoulement de Couette cylindrique avec des conditions aux limites dites d’évaporation-condensation.
On considére donc un gaz entre deux cylindres concentriques constitués d’une phase condensée du
gaz. Chaque cylindre est maintenu & une température uniforme, le cylindre extérieur tourne a vitesse
constante, et le cylindre intérieur est immobile. L’écoulement est alors uniforme en x et en ¢ et ne
dépend que de r. L’intérét de ce cas est qu'on peut le résoudre a la fois en 2D plan (dans le plan
(y,2)) et en 1D axisymétrique (cf. figure 6.15). On peut donc valider les résultats axisymétriques en
les comparant aux résultats de notre code 2D plan, ainsi qu’aux résultats de Sone et al. Les données
de ’écoulement sont les suivantes:

gaz argon
masse moléculaire (kg) 0.66310-2
exposant w de la loi de viscosité 0.5
(modele HS)

température de paroi (K) 1
vitesse cylindre intérieur (m/s)

vitesse cylindre extérieur (m/s) 6.1
pression cylindre intérieur (N/m?) 1
pression cylindre extérieur (N/m?) 1.1
rayon cylindre intérieur Ry (m) 1
rayon cylindre extérieur Ry (m)

nombre de Knudsen A;/R; 5102
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Fi1G. 6.15 — Géométrie de ’écoulement, et maillages en 2D plan et 1D ai.

Nous calculons d’abord ’écoulement avec le code 2D plan dans le plan (y, z). Le maillage com-
porte 22 mailles dans la direction ¢ et 20 dans la direction r. Nous utilisons une grille de 9 x 9 x 9
vitesses dans les direction (vs,vy,v,), de bornes [—58,58]* données par +4/RTpqr0i, car la tempéra-
ture ne varie pas beaucoup dans I’écoulement. Nous obtenons alors les profils de vitesse tangencielle
Uy, de vitesse radiale u,, et de la température T" en fonction du rayon, tracés dans la figure 6.16. On
constate que ces profils sont identiques & ceux calculés par Sone et al. dans [60]. Nous considérons
donc ces courbes comme des courbes de référence pour la suite de cette section. Notons que ces
résultats ont été obtenus en 100 itérations et 19 min CPU sur un processeur de type 2.

uphi ur T

03 4 0.06

02t 4 0.04 /—\
1 ]

01+ 1 0.02

0 0 0.95
1 12 14 16 18 2 1 12 14 16 18 2 1 12 14 16 18 2

F1G. 6.16 — Profils pour ’écoulement de Couette cylindrique. Calcul plan 2D.

Nous comparons & présent les résultats obtenus pour la résolution de ’équation BGK axisymé-
trique avec les différents schémas présentés au chapitre 3. Nous utiliserons les abréviations suivantes
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pour ces schémas :

— schémas pour 'équation de transport sous forme conservative
centré d’ordre 2: CEC
— centré d’ordre 2, modification trigonométrique: CEC-T
— décentré d’ordre 1: DEC

— décentré d’ordre 1, modification trigonométrique: DEC-T

— schémas pour 1’équation de transport sous forme non conservative
— centré d’ordre 2: CENC

centré d’ordre 2, modification trigonométrique: CENC-T

— décentré d’ordre 1: DENC

— décentré d’ordre 1, modification trigonométrique: DENC-T

— décentré d’ordre 2: D2ENC

— décentré d’ordre 2, modification trigonométrique: D2ENC-T

Rappelons dans le tableau ci-dessous les propriétés de tous ces schémas:

écoulements const. | positivité | cons. p, puz, E | cons. pu, | entropie
CEC OUI non non non non
CEC-T OUI non OUI OUI non
DEC non OUI OUI non non
DEC-T OUI OUl OUI non OUI
CENC OUI non non non non
CENC-T OUI non OUI non non
DENC OUI OUI non non non
DENC-T non OUul OUI non non
D2ENC OUI non non non non
D2ENC-T OUI non non non non

Nous n’utilisons pas ici les schémas de type Larina et Rykov étudiés dans la section 3.4. Nous
utilisons trois grilles de vitesse ayant les mémes bornes, mais avec des nombres de points différents :

vy | (| w
grille 1 9 | 6 |18
grille 2 | 18 | 11 | 35
grille3 | 18 | 11 | 60

Le nombre de points en w est presque doublé & chaque fois, et la premiére grille a deux fois moins de
points en v, et en ¢ que les autres. Nous cherchons & tester le comportement des différents schémas
et & étudier la précision nécessaire pour approcher la dérivée de f en w.

Pour la premiére grille, nous obtenons les trois profils tracés dans la figure 6.17. On constate
tout d’abord que les schémas de discrétisation de 1’équation conservative (CEC, CEC-T, DEC,
DEC-T) sont meilleurs que les autres. Ensuite, il apparait que les schémas CEC et CEC-T sont de
loin les plus proches de la solution de référence. On observe le gain apporté par les modifications
trigonométriques CEC-T et DEC-T des schémas CEC et DEC sur le profil de u,. On constate aussi
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un trés mauvais profil de température obtenu avec la modification trigonométrique DENC-T du
schéma DENC, sans doute di au fait que les écoulements uniformes ne sont pas préservés par ce
schéma. Hormis pour DENC-T, les profils de u, pour les schémas de discrétisation de 1’équation
non conservative (CENC, CENC-T, DENC, D2ENC et D2ENC-T) sont surprenants, car u, croit
a I’approche du cylindre extérieur, & 'inverse de la solution de référence. Nous n’expliquons pas ce
phénoméne pour l'instant. Enfin, il est étonnant de constater le mauvais comportement du schéma
D2ENC, puisque c’est pourtant celui utilisé par Sone et al. [60] pour obtenir la solution de référence.
Il est possible que ces auteurs aient en fait utilisé un maillage en espace et en vitesse beaucoup plus
fin, ce qui n’est pas indiqué dans leur article. En outre, ils utilisent une modification du schéma
pour capturer la discontinuité en espace et en vitesse de la fonction de distribution, ce qui a peut
étre une influence sur le résultat.

Pour la deuxiéme grille, nous obtenons les profils tracés dans la figure 6.18. On constate que
tous les profils se rapprochent de la solution de référence, et que la hiérarchie des schémas au niveau
de la précision est la méme que sur la premiére grille. On peut cependant noter que ’écart entre les
schémas et leurs modifications trigonométriques a diminué. Cela était attendu, puisque la différence
entre les deux version diminue avec Aw. On note enfin que les schémas de discrétisation de I’équation
non conservative donnent toujours un trés mauvais profil de u,, en sens inverse de la solution de
référence.

Pour la troisiéme grille, nous obtenons les profils tracés dans la figure 6.19. Le fait le plus
important que l'on constate sur ce cas est l'incapacité du code & calculer ’écoulement avec les
schémas centrés CEC, CEC-T, CENC et CENC-T. Au bout de quelques itérations, il y a trop
de fonctions de distributions négatives, 1’énergie interne devient négative, et le calcul s’arréte. On
interpréte ceci par le fait que ces schémas ne préservent pas la positivité, et que la discrétisation
centrée d’un terme de convection génére des instabilités. Ceci devient sans doute apparent ici car
on a beaucoup diminué le pas de discrétisation de la dérivée en w. Le schémas d’ordre deux D2ENC
et D2ENC-T fonctionnent encore car ils sont décentrés, et possédent sans doute plus de stabilité.
A part ce phénoméne, la hiérarchie entre les autres schémas est la méme que précédemment, et les
meilleurs schémas semblent étre DEC et DEC-T, qui sont trés proches de la solution de référence.
En outre, il semble que les schémas DENC, D2ENC et D2ENC-T ne convergent pas vers le bon
profil de u,, contrairement & la modification trigonométrique DENC-T.

En conclusion, on constate que la précision demandée en w pour cet écoulement axisymétrique
nécessite un grille beaucoup plus fine qu’en plan pour approcher les courbes de référence, excepté
si ’on utilise les schémas centrés CEC et CEC-T qui sont d’ordre deux. Cependant, ces schémas
précis ne semblent pas robustes. On constate aussi l'apport des modifications trigonométriques sur
des grilles pas trop fines, méme si ce gain est moins important que le gain de I’ordre deux par rapport
a l'ordre un. En outre, la discrétisation de ’équation conservative semble bien plus précise que celle
de I'’équation non conservative. Finalement, il ressort de cette étude qu’en terme de précision et
de robustesse, le meilleur schéma est le schéma décentré DEC-T de I’équation conservative avec
modification trigonométrique, que nous avons introduit, ce qui n’est pas étonnant puisque c’est
celui qui a le plus de propriétés. Le fait qu’il soit d’ordre un nécessite cependant une discrétisation
fine en w, qui risque d’étre coliteuse.

Remarque 6.2. Nous n’avons pas constaté d’amélioration significative des résultats en testant une
extension & I'ordre deux du schéma DEC-T (avec limiteur de pente de Yee). Cette étude mériterait
cependant d’étre approfondie.
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Fi1G. 6.17 — Comparaison des différents schémas axisymétrigues pour l’écoulement de Couette cy-
lindrique (grille 1). Noter que les courbes CENC, CENC-T, D2ENC et D2ENC-T sont quasiment
confondues pour u,
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Fia. 6.18 — Comparaison des différents schémas axisymétrigues pour [’écoulement de Couette cy-
lindrique (grille 2).
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Fia. 6.19 — Comparaison des différents schémas axisymétrigues pour l’écoulement de Couette cy-
lindrique (grille 3).
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6.3.2 Evaluation du gain par rapport au 2D plan

Les cotits de tous les calculs 1D axisymétriques sur le calcul précédent sont a peu prés les mémes.
En moyenne on trouve 100 itérations et 150 s pour la grille 1, 110 itérations et 1400 s pour la grille
2, et 130 itérations et 3200 s pour la grille 3, avec un processeur de type 2. On constate que le gain
en temps CPU par rapport au calcul 2D plan est d’un facteur 8 pour la grille 1, mais comme on
I’a vu, seuls les schémas CEC et CEC-T donnent de bons résultats sur cette grille. Pour les grilles
plus fines, le nombre de vitesses discrétes est tellement plus grand qu’en 2D plan que les calculs
1D axisymeétriques sont plus chers. En effet, ces calculs sont de 1.2 fois (pour la grille 2) & 2.8 fois
(pour la grille 3) plus lents que le 2D plan. L'intérét d'un calcul axisymétrique pour cet écoulement
n’apparait pas évident.

6.3.3 Etude sur un écoulement 2D

Ce test a été proposé et étudié par Larina et Rykov dans [33]. On considére I’écoulement d'un
gaz dans un tuyau de section circulaire défini dans la figure ci-dessous:

y
gazau || _ vide: f=0

repos | ! Rl

[ I X
y I‘

//

/

L=5

En entrée (z = 0), on introduit un gaz au repos (fonction de distribution maxwellienne). En sortie
(x = L), le gaz est aspiré par le vide (fonction de distribution f = 0). Les caractéristiques de
I’écoulement sont les suivantes:

gaz argon
masse moléculaire (kg) 0.66310~25
exposant de la loi de viscosité w 1
(modéle maxwellien)

température de paroi (K) 273.15
densité d’entrée (kg/m?) 0.35010°
température d’entrée (K) 273.15
nombre de Knudsen Acpiree/R 2102

Nous utilisons un maillage de 40 x 20 dans les directions x et r. Ce maillage est raffiné en sortie
de tube pour tenir compte des forts gradients. La grille de vitesse comporte 11 x 10 x 11 points
dans les directions v,, ¢ et w. Dans cet écoulement, la fonction de distribution est paire en w, donc
cette variable varie dans [0, 7]. Les bornes en ¢ sont [0, 1400], calculées avec la température d’entrée
(i.€. Cmaz = 4V RTeptree)- Les bornes en v, sont plus grandes [-1450,1450] pour tenir compte de la
vitesse élevée atteinte en sortie de tube.

Les schémas employés sont les mémes que dans le paragraphe précédent. Seuls les schémas
d’ordre un arrivent & converger. Pour les autres schémas (CEC, CEC-T, CENC, CENC-T, D2ENC,
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D2ENC-T), le code s’arréte dés la dixiéme itération, car il apparait des densités négatives. Avec le
schéma décentré DENC-T, le code ne s’arréte pas, mais le calcul ne converge pas. Nous présentons
dans la figure 6.20 les isovaleurs de densité, de température, et de nombre de Mach obtenues avec
le schéma DEC-T. Dans la figure 6.21, nous présentons les profils de densité et de vitesse axiale
le long de I'axe de symétrie, obtenus avec les schémas DEC, DEC-T, DENC. Ces résultats sont
trés proches de ceux obtenus par Larina et Rykov, excepté en sortie de tube, ol leurs profils sont
plus raides, car leur maillage est sans doute plus raffiné que le notre. On constate qu’il n’y a
quasiment aucune différence entre les schémas testés, excepté pour le schéma DEC sur la densité,
qui est légérement moins précis. On ne retrouve donc pas sur cet essai les différences importantes
constatées sur I’écoulement 1D de Couette cylindrique. Notons enfin que pour tous ces schémas, le
code converge en 430 itérations et 7Th CPU sur un processeur de type 2.

2.4e-
o 0

%0151—6%% . Oz

f = 0. 3%;51. 0/;70'502052
s

N

(@)
Fi1G. 6.20 — FEcoulement azisymétrique dans un tube avec sortie dans le vide pour le schéma DEC-T.
Isovaleurs de densité (haut), température (milieu), et nombre de Mach (bas).
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FiG. 6.21 — Profils de densité et de vitesse aziale pour différents schémas azisymétriques.

6.4 Validation physique

6.4.1 Comparaison avec des résultats expérimentaux

On peut définir ’épaisseur d’un choc, pour la densité par exemple, par la longueur

__ PD — PG
¢~ dp ’
(%)maw

ol pp et pg sont les densités en aval et en amont du choc (voir figure 6.22). Il est connu que
I’épaisseur d’'un choc dépend essentiellement de nombre de Mach amont. Pour un nombre de Mach
croissant de 1 a 4, ’épaisseur du choc diminue. Elle atteint un minimum & Mach 4, puis elle croit
quand le Mach augmente.

Nous montrons dans la figure 6.23 une comparaison de ’épaisseur de choc (ou plutot 'inverse
de I’épaisseur) donnée par notre méthode pour différents nombres de Mach, avec les données ex-
périmentales données par Alsmeyer [1] et avec des résultats Navier-Stokes. On constate que notre
méthode donne de trés bons résultats, au moins jusqu’a Mach 7. Par comparaison, les équations de
Navier-Stokes donnent de mauvais résultats dés Mach 2, avec une erreur de prés de 50% & partir de
Mach 4.
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Fi1G. 6.22 — Epaisseur d’un choc basée sur le profil de densité.
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FiG. 6.23 — Comparaison de BGK, Navier-Stokes, et des données expérimentales, pour l’inverse de

l’épaisseur de choc dans de l’argon.
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6.4.2 Comparaison avec DSMC, NS, et autres méthodes
Rampe de compression

Dans ce test nous comparons notre méthode pour ’équation BGK avec la méthode DSMC (avec
le code de J.-C. Lengrand [35]) et les équations de Navier-Stokes (résolues par le code ARES du
CEA-CESTA sans condition de glissement). Nous étudions ’écoulement supersonique autour d’une
plaque plane de 5 ¢m suivie d’une rampe de compression inclinée de 10°. Les données de I’écoulement
sont les suivantes :

gaz air
masse moléculaire (kg) 4.81510726
exposant w de la loi de viscosité 0.77
(modele VHS)

densité amont (kg.m™3) 1.28810~*
température amont (K) 72.2
Mach amont 3.67
température de paroi (K) 290
Knudsen basé sur la longueur de la 6.71073
plaque

Pour les trois méthodes, nous utilisons le méme maillage constitué de 70 x 70 mailles. La grille de
vitesse pour le modéle BGK discret comporte 13 x 11 x 11 vitesses avec les bornes [—1500, 1500] X
[—1200, 1200] x [—1200,1200]. Les parameétres utilisés pour DSMC sont les suivants:

nombre de molécules par maille 20

nombre de sondages 2300

temps entre deux collisions (s) 51077

temps de stationnarisation (s) 0.0006 (soit 1200 it.)
temps maximum de simulation (s) | 0.00407 (soit 8000 it.)

Pour le modéle BGK, le calcul a nécessité 260 itérations et 42 heures CPU. Pour DSMC le
calcul converge en 46 heures CPU sur le méme processeur de type 2. Le calcul Navier-Stokes est
évidemment beaucoup moins cofiteux, puisqu’il nécessite moins de 10 min CPU.

Les isovaleurs de densité et de température sont tracées dans la figure 6.24 pour les trois mé-
thodes. On constate que les équations de Navier-Stokes donnent de trés mauvais résultats en début
de plaque, ainsi qu’au niveau du choc. Ceci se comprend en regardant le nombre de Knudsen local
(voir Eq. (1.7)): il vaut 0.13 en début de plaque, ce qui est au dela de la zone de validité pour
les équations de Navier-Stokes. En revanche, les résultats obtenus avec BGK et DSMC sont trés
proches, comme on peut le voir plus clairement dans les figures 6.25 et 6.26. Ces figures représentent
la distribution de densité et de température le long de trois lignes verticales. On peut seulement no-
ter une différence preés de la paroi pour la température (Navier-Stokes semble ici légérement meilleur,
sans doute & cause du mauvais nombre de Prandtl de BGK), ainsi qu'une légére différence au ni-
veau du choc. Dans ’ensemble, les différences entre BGK et DSMC sont toutefois bien moindres
que celles avec Navier-Stokes. On peut aussi remarquer le bruit dans les résultats de DSMC, induits
par la nature stochastique de la méthode. De plus, on observe un défaut sur les résultats de DSMC
en sortie de domaine prés de la rampe. Ceci est sans doute dii aux conditions aux limites de cette
méthode (on impose une condition de sortie dans le vide, ce qui n’est pas trés réaliste). Comme on
I’a noté section 6.1.3, bien que 'on donne ici les temps CPU des méthodes DSMC et BGK, une
comparaison “honnéte” n’est pas facile, car leurs critéres de convergence sont trés différents. Par



6.4 Validation physique 111

exemple, demander plus de sondages pour diminuer le bruit statistique peut faire accroitre de fagon
considérable le temps CPU de DSMC.
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F1G. 6.24 — Rampe de compression : densité (gauche) et température (droite) pour BGK, DSMC, et
Navier-Stokes.
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FiG. 6.25 — Profils de densité le long de trois lignes verticales (x = 2.5, 5, 7.5 ¢m), pour BGK,
DSMC, et Navier-Stokes.
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F1G. 6.26 — Profils de température le long de trois lignes verticales (x

BGK, DSMC, et Navier-Stokes.
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Ecoulement autour d’une sphére sans incidence

Ce test a pour but de compléter la validation de notre méthode de résolution de ’équation BGK
axisymétrique. En effet la sphére a une géométrie de révolution, et un écoulement sans incidence
autour d’un tel corps est nécessairement axisymétrique. Nous considérons un écoulement dont les
caractéristiques suivantes correspondent a une altitude de 90 km :

gaz argon
masse moléculaire (kg) 0.66310~25
exposant w de la loi de viscosité 0.81
(modeéle VHS)

température de paroi (K) 293
densité amont (kg.m™3) 0.317107°
température amont (K) 249
Mach amont 5
rayon R de la sphére (m) 0.1
Knudsen amont (basé sur R) 0.236
Knudsen au nez (basé sur R) 0.1

Pour tester notre méthode, nous utilisons un maillage de 60 x 50 mailles dans les directions
tangentes et normales & la sphére. Le domaine de calcul est restreint & la partie avant de la sphére, car
nous négligeons l'effet de 1’écoulement en arriére du corps. La grille de vitesses comporte 11 x 9 x 21
points dans les directions vy, (, w, la variable w variant dans [0, 7] puisque la fonction de distribution
est nécessairement paire en w. Les bornes de la grille pour v, et ¢ sont [—2300,2300] x [0,2000],
estimées par un calcul Navier-Stokes. La discrétisation du terme de transport axisymétrique utilise
le schéma DEC-T (cf. page 101) qui est celui possédant les propriétés de positivité, de conservation
et d’entropie. Les test précédents (section 6.3) ont en effet montré qu’il est le plus robuste et le plus
précis. Le calcul converge en 137 itérations et 31 h CPU sur un processeur de type 2.

Nous avons effectué le méme calcul avec le code DSMC, en utilisant le méme maillage. Remar-
quons que ce maillage n’est pas suffisamment raffiné car la taille des mailles est supérieure au libre
parcours moyen amont et au libre parcours moyen estimé a la paroi. Il ne faut donc pas s’attendre a
des résultats trés précis avec cette méthode. Les paramétres propres & DSMC que nous avons choisis
sont les suivants:

nombre de molécules par maille 20

temps entre deux collisions (s) 2106

temps de stationnarisation (s) 2.7210~* (soit 136 it.)
nombre de sondages 500

temps maximum de simulation (s) | 3102 (soit 1500 it.)

Le temps maximum de simulation est atteint en 1631 itérations et 18 h CPU sur le méme processeur
que pour la méthode BGK. Le temps CPU est donc ici inférieur au temps CPU nécessaire pour
notre méthode, mais cela ne signifie pas grand chose, puisqu’il faudrait un temps bien supérieur
pour avoir des résultats DSMC plus précis. Nous avons aussi effectué un calcul Navier-Stokes sans
condition de glissement qui converge en quelques minutes.

Les résultats obtenus sont présentés dans les figures 6.27, 6.28, 6.29, et 6.30. Sur les isovaleurs
de température et de pression (figure 6.27), on constate que les résultats DSMC sont trés bruités,
ce qui était prévisible. On voit aussi que les isovaleurs pour BGK oscillent un peu en fin de choc.
Ce phénoméne est aussi présent dans les résultats Navier-Stokes (bien que de moindre ampleur).
C’est un probléme classique en maillage structuré qui est di & la viscosité numérique du schéma,
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car les lignes de courant ne sont pas alignées avec les lignes de maillage. Cependant, les isovaleurs
des méthodes BGK et DSMC sont assez semblables, ce qui n’est pas le cas des isovaleurs de Navier-
Stokes.

Sur les figures 6.28 et 6.29, on a tracé des coupes de densité, de température et de pression en
fonction du rayon r le long de deux ligne perpendiculaires & la paroi. L’'une est la ligne d’arrét (a
x = 0), Pautre est inclinée de 45° par rapport a ’axe. Pour la ligne d’arrét, les courbes DSMC
et BGK sont assez proches, excepté au niveau de la paroi ou il y a un écart de prés de 20% sur
la température et la densité. On constate cependant que 1’écart entre DSMC et Navier-Stokes est
beaucoup plus important, surtout pour la température. Pour la ligne & 45°, les courbes DSMC et
BGK sont remarquablement proches. Au contraire, il y a une grande différence entre Navier-Stokes
et DSMC, ce qui n’est pas étonnant puisqu’on trouve un nombre de Knudsen local de 0.6 dans cette
zone (cf. section 1.1.2). On note par exemple un écart de prés de 50% sur la température dans le
choc (r = 0.025m).

Enfin on compare sur la figure 6.30 la variation des coefficients aérodynamiques le long de la
paroi en fonction de z. Ces quantités adimensionnées sont définies par

Cr = % coefficient de frottement,
0.5000u%,
(0-n)n ) )
P = 05pmt coefficient de pression,
q-n
Ch=c5—7 flux de chaleur normal,
0.5000u2,

ott 0 = ((v—u) ® (v—u)f) est le tenseur des contraintes, ¢ = (3(v — u)|v — u|?f) est le flux de
chaleur, et n et 7 sont les vecteurs normal et tangent a la paroi. Ces courbes sont assez bruitées
pour DSMC, ce qui est normal, mais aussi pour BGK et Navier-Stokes. Ceci est sans doute di 14
encore au mauvais maillage.

Pour le coefficient de frottement, on constate un bon accord entre BGK et DSMC, excepté
au dessus du point d’arrét (z = 0.02). Dans cette zone, Navier-Stokes parait meilleur, ce qui est
étonnant au vu du nombre de Knudsen pourtant élevé. Apres cette zone (z > 0.03), Navier-Stokes
est bien moins proche de DSMC que BGK. Pour le coefficient de pression, les résultats BGK, DSMC
et Navier-Stokes sont trés proches, sauf en fin de corps (z > 0.06) ou Navier-Stokes est moins bon.
Pour le flux de chaleur, Navier-Stokes est meilleur que BGK prés du point d’arrét (z < 0.03), ce
qui est sans doute dii au nombre de Prandtl, puis BGK est meilleur en fin de corps (z > 0.03).

Remarque 6.3. On peut 1a aussi avoir une idée du gain que l'on obtient en faisant un calcul 2D
axisymétrique au lieu d’un calcul 3D. Nous avons calculé I’écoulement précédent en géométrie plane,
avec le méme nombre de mailles, et 11 x 11 x 11 vitesses discrétes. On a donc & peu prés deux fois
moins de vitesses discrétes qu’en axisymétrique, ce qui est normal puisque le calcul axisymétrique
nécessite une discrétisation plus fine en raison du gradient de vitesse. Nous avons cependant di
agrandir le domaine de calcul spatial, car en géométrie plane, le choc s’établit plus loin de la paroi.
Le calcul converge alors en 194 itérations et 22 h CPU sur un processeur de type 2, ce qui est
évidemment plus rapide que le calcul axisymétrique. Pour un calcul 3D, supposons que l'on ait 50
mailles dans la direction z: comme nos algorithmes sont de complexité linéaire, on peut supposer
que le colit d’un calcul 3D serait donc 50 fois le cotit du 2D plan, soit 1100 A CPU, contre 31 h CPU
pour avoir le méme résultat en axisymétrique. Il est clair que malgré le coiit de la discrétisation fine
en w, le calcul axisymétrique est beaucoup moins cotiteux que le calcul 3D.
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TEMPERATURE PRESSION

BGK BGK

" x(m) " x(m)

s Navier—Stokes s Navier—Stokes

0.34 0.34

0.24

0.24

0.14 0.14

0.0

0.0

Cx(m)

Fi1G. 6.27 — Ecoulement azisymétrigue autour d’une sphére. Isovaleurs de température et de pression
pour BGK, DSMC, et Navier-Stokes.
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FiGc. 6.28 — FEcoulement azisymétrique autour d’une sphére. Coupes de densité,
pression en fonction du rayon sur la ligne d’arrét.
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Ligne a 45 deg.
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FiG. 6.29 — FEcoulement azisymétrique autour d’une sphére. Coupes de densité, température et

pression en fonction du rayon sur une ligne ¢ 45°.
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6.4.3 Influence du nombre de Prandtl
Ecoulement de cisaillement 1D

Pour comparer les modéles BGK et BGK-ES, nous utilisons ici le cas d’un écoulement de Couette
1D plan étudié par Perlat dans [48]. La géométrie de cet écoulement est identique & celle de la
section 6.2.1, sauf que l'on impose & droite un écoulement de densité égale & la densité initiale
(on n’a donc plus de condition de réflexion diffuse & droite). Les caractéristiques suivantes sont
déterminées pour redonner les grandeurs adimensionnées de [48], elles ne correspondent pas & un
gaz existant :

masse moléculaire (kg) 4.81107%
exposant w de la loi de viscosité 0.5
(modele HS)

viscosité de référence 21.93
température de référence (K) 273
température de paroi (K) 250
vitesse de paroi (m.s™1!) 1000
densité initiale (kg.m=3) 1
température initiale (K) 250
distance L entre les plaques (m) 1
Knudsen initial (basé sur L) 0.1

Nous utilisons un maillage en espace constitué de 100 mailles dans la direction orthogonale aux
plaques, et une grille de vitesses de bornes [—1100,1100] x [—2100, 2100] x [—1100, 1100] avec 17 x
17 x 17 points, déterminée par la vitesse et la température de la paroi (cf. section 6.1.2).

Pour le modéle BGK, le calcul converge en 100 itérations et 36 min CPU. Pour le modéle BGK-
ES, le calcul converge en 144 itérations et 1 h CPU. On compare dans le tableau suivant les sauts
de vitesse et de température a la paroi ainsi que la température maximum et la densité minimum
obtenues avec BGK et BGK-ES, aux résultats DSMC de [48] (les pourcentages a coté des valeurs
sont I’écart relatif a la valeur DSMC) :

saut u (m.s 1) | saut T (K) Trmaz (K) | pmin (kg.m™3)

DSMC 72 59 420 0.7
BGK | 758 (15.3%) | 64.2 (18.8%) | 460 (19.5%) | 0.638 (-8.9%)
BGK-ES | 749 (14%) | 62.8 (164%) | 416 (-1%) | 0.699 (-0.1 %)

Si I’on considére les résultats obtenus avec DSMC comme les résultats de référence, alors il appa-
rait clairement que le modéle BGK-ES améliore toutes les quantités étudiées, et en particulier les
amplitudes de densité et de température. Pour cet écoulement, I'influence du nombre de Prandtl
est donc importante.

Rampe de Compression

Nous étudions ici I’écoulement autour de la rampe de compression testé section 6.4.2, pour voir
si le modéle BGK-ES améliore les profils de température & la paroi. Nous utilisons la méme grille
de vitesses et le méme maillage en espace que dans cette section précédente. L’écoulement converge
en 564 itérations et 60 h CPU sur un processeur de type 2

La figure 6.31 montre les isovaleurs de densité et de température pour les modéles BGK et BGK-
ES. Les figures 6.32 et 6.33 montrent les coupes de densité et de température pour BGK, DSMC,
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et BGK-ES, le long des trois lignes verticales z = 2.5 — 5 — 7.5 ¢m. On constate que le modéle
BGK-ES améliore effectivement les résultats de BGK sur les profils de température, au niveau de la
paroi. Le calcul du choc semble cependant moins bon sur la densité pour le modéle BGK-ES. Mais
globalement, les résultats données par BGK et BGK-ES ne sont pas trés différents.

BGK BGK
006 006
005 005 il
004 0.04 | N
003 003 il
002 002
001 001
00 00 : : ‘
00 00 004 006 008 01
BGK-ES
0.06 0.06 T T T T T T T T T
0.05— 0.05— i
0.04 0.04 i
0.03 0.03 i
0.02 0.02
0.01- 0.01— _
0.0 0.0 1 1 T 1 1 T T
0.0 0.0 0.02 0.04 0.06 0.08 0.1

F1G. 6.31 — Rampe de compression : densité (gauche) et température (droite) pour BGK et BGK-ES.
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FiG. 6.32 — Profils de densité le long de trois lignes verticales (x = 2.5, 5, 7.5 cm), pour BGK,
DSMC, et BGK-ES.



6.4 Validation physique 123
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F1G. 6.33 — Profils de température le long de trois lignes verticales (x = 2.5, 5, 7.5 cm), pour BGK,
DSMC, et BGK-ES.
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6.4.4 Domaine de validité de la méthode

Nous étudions ici ’écoulement sur la rampe de compression de la section 6.4.2 pour des nombres
de Knudsen cinqg et dix fois plus grands. Les caractéristiques de 1’écoulement ainsi que de la grille
de vitesses sont exactement les mémes que dans la section 6.4.2. Pour augmenter le nombre de
Knudsen, nous avons simplement diminué la longueur de la rampe. Nous avons testé les modéles
BGK et BGK-ES, en les comparant aux résultats obtenus avec le code DSMC. Le modéle Navier-
Stokes n’a pas été testé ici, car on a vu section 6.4.2 qu’il est déja mauvais pour un nombre de
Knudsen plus petit.

Pour le premier essai, avec une rampe de longueur 1c¢m, le nombre de Knudsen amont vaut
0.033, soit cinq fois plus que le nombre de Knudsen de la section 6.4.2. Relativement & la longueur
de la rampe, le domaine de calcul est un peu plus grand que précédemment, car le choc et la couche
limite s’étalent plus.

Le calcul BGK converge en 140 itérations et 13 h CPU, contre 230 itérations et 15 h CPU pour
le calcul BGK-ES. Pour le calcul DSMC, on divise le temps de stationnarisation par 5, ce qui donne
1.17410~* s, et un temps maximum de simulation de 4 10~3 s pour 2000 sondages. Le calcul nécessite
alors 14 h CPU. On remarque tout d’abord que les trois calculs ont convergé plus rapidement que
pour le nombre de Knudsen 5 fois plus petit. Pour DSMC, la raison en est que lorsque le Knudsen
augmente, alors le temps de collision augmente et le temps de stationnarisation diminue, ce qui
implique que l'on fait moins d’itérations. Pour les modéles BGK et BGK-ES, l'accroissement du
nombre de Knudsen et du temps de relaxation font diminuer le conditionnement du grand systéme
linéaire, ce qui rend plus efficace le solveur linéaire, donc accélére la convergence.

Nous présentons & présent les isovaleurs obtenues avec les trois méthodes dans la figure 6.34,
ainsi que les coupes de densité et de température effectuées selon quatre lignes verticales dans
les figures 6.35 et 6.36. On voit aussi apparaitre une discontinuité sur les isovaleurs de BGK et
BGK-ES en début de plaque. Nous n’avons pas d’explication de ce phénomeéne pour 'instant (voir
section 6.6 pour un autre exemple). En comparant les coupes de densité et de température, on voit
que les résultats de BGK et BGK-ES sont bien moins bons que pour le nombre de Knudsen de la
section 6.4.2. En particulier, le modéle BGK-ES donne de trés mauvais résultats & la paroi et en
début de plaque sur la densité. Pour la température, le modéle BGK-ES semble meilleur que BGK
a la paroi, sauf pour la ligne z = 0.4 c¢m. Globalement, les modéles BGK et BGK-ES se sont donc
dégradés avec 'augmentation du nombre de Knudsen. Notons enfin que le nombre de Knudsen local
calculé au bord d’attaque vaut 0.3.
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Fiag. 6.34 — Isovaleurs pour la rampe de compression (L = 1cm, Kn = 0.033). Modéles BGK et
BGK-ES, et méthode DSMC.
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Fi1G. 6.35 — Rampe de compression (L = 1cm, Kn = 0.033) Coupes de densité suivant quatre lignes
verticales pour BGK, BGK-ES, et DSMC.
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Fi1G. 6.36 — Rampe de compression (L =1cm, Kn = 0.033) Coupes de température suivant quatre
lignes verticales pour BGK, BGK-ES, et DSMC.
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Pour le deuxiéme essai, avec une rampe de longueur 0.5 ¢m, le nombre de Knudsen amont vaut
0.068, soit dix fois plus que le nombre de Knudsen de la section 6.4.2, et deux fois plus que le
nombre de Knudsen précédent. Relativement a la longueur de la rampe, le domaine de calcul est
encore plus grand. Le calcul BGK converge en 140 itérations et 10 h CPU, contre 190 itérations et
12 h CPU pour le calcul BGK-ES. Nous présentons & présent les isovaleurs obtenues avec les trois
méthodes dans la figure 6.37, ainsi que les coupes de densité et de température effectuées selon les
mémes quatre lignes verticales dans les figures 6.38 et 6.39. On constate sur les isovaleurs que la
couche limite et le choc sont maintenant trés mélangés. Sur les coupes de densité, BGK et BGK-ES
semblent trés différents de DSMC, et BGK-ES parait 1égérement plus mauvais que BGK au choc et
& la paroi. Pour les coupes de température, DSMC parait assez différent de BGK et BGK-ES sur
la premiére coupe, mais les résultats sont proches sur les autres coupes. De plus, BGK-ES semble
meilleur que BGK & la paroi sur les deux derniéres coupes. Dans cet essai, le nombre de Knudsen
local calculé au bord d’attaque est de 0.5.

En conclusion, on voit que sur ce cas, le modéle BGK est beaucoup moins bon quand le nombre
de Knudsen est cinq fois plus grand. Le modéle BGK-ES ne permet apparemment pas de beaucoup
améliorer les résultats (les profils de température semblent meilleurs, mais au contraire les profils
de densité sont moins bons que ceux de BGK). Il est cependant difficile de déduire une limite de
validité de ces modéles sur la base de cette étude, en ne considérant que les nombres de Knudsen
globaux ou locaux. En effet, les nombres de Knudsen globaux utilisés ici (0.033 et 0.066) sont plus
petits que celui de ’écoulement autour de la sphére de la section 6.4.2, pour lequel les résultats de
BGK sont trés bons, et il en est de méme pour les nombres de Knudsen locaux. Le probléme de la
validité de BGK est donc un probléme qui semble dépendre fortement de chaque cas particulier que
I’on étudie, notamment de la géométrie de 1’obstacle.
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DENSITE TEMPERATURE
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F1G. 6.37 — Isovaleurs pour la rampe de compression (L = 0.5cm, Kn = 0.066). Modéles BGK et
BGK-ES, et méthode DSMC.
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FiG. 6.38 — Rampe de compression (L = 0.5c¢cm, Kn = 0.066) Coupes de densité suivant quatre
lignes verticales pour BGK, BGK-ES, et DSMC.
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F1G. 6.39 — Rampe de compression (L = 0.5¢c¢m, Kn = 0.066) Coupes de température suivant quatre
lignes verticales pour BGK, BGK-ES, et DSMC.
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6.5 Avantage de BGK pour certains écoulements

6.5.1 Ecoulement en régime dense

Le but de ce test est de montrer que la résolution de I’équation BGK ne nécessite pas de
maillage en espace aussi fin que la méthode DSMC. Plus précisemment, nous voulons vérifier qu’il
suffit d’utiliser un maillage assez fin pour capturer les gradients des quantités macroscopiques,
c’est-a-dire adapté a la résolution des équations de Navier-Stokes. On pourra ainsi s’affranchir de
la condition trés restrictive de la méthode DSMC pour laquelle les mailles doivent étre de taille
inférieure au libre parcours moyen.

Nous considérons un écoulement plan sans incidence autour d’un cylindre infini, dont les carac-
téristiques suivantes sont celles d'un écoulement & 90 km d’altitude:

gaz argon
masse moléculaire (kg) 0.663 10~ %
exposant w de la loi de viscosité 0.5
(modele HS)

température de paroi (K) 293
densité amont (kg.m=3) 1.82107°
température amont (K) 300
Mach amont 2.5
rayon R de la sphére (m) 1
Knudsen amont (basé sur R) 61073
Knudsen au nez (basé sur R) 41073

Cet écoulement est a faible Mach, on peut donc prendre une grille de vitesse assez grossiére, ce
qui permet d’utiliser un maillage en espace trés fin. Les bornes de la grille, estimées par un calcul
Navier-Stokes, sont [—1600,1600] x [—1400, 1400] x [—1300, 1300] avec 9 x 7 x 7 points.

Le premier maillage en espace utilisé comporte 50 x 50 points, nous ’appellerons maillage NS.
Ce maillage est raffiné prés de la paroi, par une technique utilisée pour la convergence en maillage
des schémas numériques pour les équations de Navier-Stokes. Le raffinement est considéré comme
suffisant quand l’approximation d’ordre un des flux calculés & la paroi est égale & l'approximation
d’ordre deux.

Le deuxiéme maillage (maillage MC) comporte 80 x 350 mailles, de sorte que la longueur des
mailles dans la direction normale & la paroi est partout de 'ordre du libre parcours moyen amont.
Prés de la paroi, cette longueur est inférieure & la moitié du libre parcours moyen & la paroi. Ce
maillage respecte donc le critére des méthodes DSMC, au moins dans la direction normale.

Sur le maillage NS, notre schéma BGK converge en 3600 itérations et 70 h CPU. Sur le maillage
MC, le résidu est divisé par 10 en 1630 itérations et 500 » CPU. On a supposé que ’écoulement est
suffisamment convergé ainsi, car il était difficile de demander plus de temps CPU que les 20 jours
déja utilisés ! Nous avons aussi calculé ’écoulement sur les deux maillages avec le code Navier-Stokes.

Nous comparons les résultats obtenus avec BGK pour les deux maillages NS et MC sur les
figures 6.40 et 6.41. On constate que les isovaleurs de température et de pression sont assez proches
sur les deux maillages (fig. 6.40), méme si évidemment le choc est plus fin sur le maillage MC. Pour
les coefficients aérodynamiques (fig. 6.41), on constate la encore qu’il n y a pas de grande différence
entre les deux maillages, ce qui, sur cet essai, confirme notre hypothése. En outre, on voit que le
calcul par le code Navier-Stokes donne des résultats différents de modéle BGK, ce qui montre que
le gaz n’est pas suffisamment dense pour étre correctement décrit par un modéle fluide.



6.5 Avantage de BGK pour certains écoulements 133

Pour la méthode DSMC, nous utilisons les paramétres suivants :

nombre de molécules par maille 20

temps entre deux collisions (s) 5.371077

temps de stationnarisation (s) 4.96 1073 (soit 9000 it.)
nombre de sondages 1000

temps maximum de simulation (s) | 5.37 1072 (soit 12000 it.)

Sur le maillage NS, le temps maximum de simulation est atteint en 100 A CPU sans que I’écou-
lement ait convergé (alors que BGK converge en 70 h CPU). En effet, la courbe d’évolution du
nombre total de molécules au cours du temps (fig. 6.42) montre que ce nombre n’a pas stationnarisé
au terme du calcul. Nous ne montrons pas les courbes isovaleurs et les coefficients aérodynamiques
qui sont complétement bruités. Ces résultats étaient bien str attendus, puisque le maillage ne res-
pecte pas du tout le critére DSMC. Sur le maillage MC, le seul calcul que nous ayons effectué a
nécessité 83 h CPU pour seulement 631 itérations. Ceci permet d’estimer le temps nécessaire pour
atteindre le temps maximum de simulation & deux mois et demi. Nous n’avons donc pas tenté de
mener ce calcul & son terme.

En conclusion, nous avons vérifié que la résolution de I’équation BGK ne nécessite qu'un maillage
de type Navier-Stokes, contrairement & la méthode DSMC qui ne donne aucun résultat exploitable
sur un tel maillage. Nous avons aussi observé que les équations de Navier-Stokes ne suffisent pas pour
décrire correctement ’écoulement. Ce test prouve donc que notre méthode est une approche tout a
fait pertinente pour un écoulement sur lequel les méthodes classiques (DSMC et Navier-Stokes) ne
donnent pas de bons résultats. Il serait toutefois intéressant de mener le calcul DSMC & son terme
pour valider nos résultats obtenus avec le modéle BGK.
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Maillage NS (50x50) Maillage MC (80x350)

Temperature Temperature
T T T q T T T T

Pression Pression
e Prrrrroees Provrrees e e e

67

F1G. 6.40 — Isovaleurs pour un écoulement dense & Mach 2.5 autour d’un cylindre. Résultats BGK
sur un maillage raffiné a la paroi (maillage NS) et sur un maillage respectant le critére Ax < A
(maillage MC).
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Fia. 6.41 — Coefficients aérodynamiques pour BGK et Navier-Stokes sur les deux maillages NS et
MC.
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FiG. 6.42 — FEwvolution du nombre total de molécules au cours du temps pour la simulation DSMC
sur le maillage NS. Ce nombre n’a pas convergé.
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6.5.2 Calcul d’une recirculation

Il est connu que les méthodes Monte-Carlo sont cotiteuses pour calculer des recirculations d’écou-
lements en arriére de corps. La premiére raison est que dans ces zones, la vitesse du gaz est en
général trés lente par rapport au reste de I’écoulement. Il faut donc un grand nombre d’itérations
pour converger. Par ailleurs, la densité en arriére d’un corps est trés faible, ce qui implique que si
on ne donne pas assez de molécules en entrée, alors au bout d'un certain temps il n’y a plus assez
de molécules numériques pour bien représenter le gaz dans cette zone, et les résultats sont donc trés
bruités. Comme notre méthode BGK & vitesses discrétes ne repose pas sur un nombre de molécules
fixé, on doit pouvoir éviter le deuxiéme. De plus, le caractére implicite de notre schéma doit éliminer
le probléme de convergence lente.

Le cas que nous avons choisi pour vérifier ces hypothéses est un écoulement plan supersonique
autour d’un cylindre. Les caractéristiques de 1’écoulement sont les suivantes:

gaz argon
masse moléculaire (kg) 0.66310~25
exposant w de la loi de viscosité 0.5
(modele HS)

température de paroi (K) 293
densité amont (kg.m™3) 0.31696 10>
température amont (K) 249
Mach amont 4
rayon du cylindre (m) 1
nombre de Knudsen amont 0.0358

Ces caractéristiques correspondent & celles d’un écoulement dans ’atmosphére & 90 km d’altitude
(mais ici, le gaz est de ’argon, considéré comme monoatomique). Nous effectuons tout d’abord
un calcul BGK sur une section entiére du cylindre, pour en tester la faisabilité. Le maillage est
constitué de 80 x 30 mailles dans les directions tangente et perpendiculaire a la section du cylindre.
Les bornes de la grille de vitesse sont [—2562,2562] x [—2462,2462] x [—2303,2303], estimées par
un calcul Navier-Stokes (voir section 6.1.2), et on prend 11 points dans chaque direction. Ce calcul
converge en 1321 itérations et 54 h 18 min CPU sur un processeur de type 2. Les isovaleurs obtenues
sont tracées dans la figure 6.43.

On réussit bien & capturer une petite recirculation a l’arriére du cylindre prés de la paroi, mais
on constate qu’il y a cependant trop peu de mailles & cet endroit. On raffine donc le maillage, et
pour raison de symétrie, on peut ne calculer I’écoulement que sur la moitié du domaine. De plus, il
est possible de rétrécir le domaine en négligeant la partie lointaine du sillage.

Nous prenons donc un maillage de 49 X 60 mailles, et une grille de vitesses identique au cas précé-
dent. Nous testons alors notre méthode BGK et la méthode DSMC sur ce maillage. Les parameétres
utilisés pour DSMC sont les suivants:

nombre de molécules par maille 20

nombre de sondages 800

temps entre deux collisions (s) 1.7510°°

temps de stationnarisation (s) 0.02483 (soit 14000 it.)
temps maximum de simulation (s) | 0.02903 (soit 16660 it.)

Notons que le maillage ne respecte le critére de taille de maille inférieur au libre parcours moyen
que proche de la paroi. On peut donc prévoir que les résultats obtenus avec DSMC ne seront pas
trés bons.
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F1G. 6.43 — Isovaleurs pour ’écoulement supersonique autour d’un cylindre. Noter la recirculation
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Pour BGK, le calcul converge en 1167 itérations et 90 h CPU. Sur le méme processeur, le code
DSMC atteint le temps maximum de simulation en 16000 itérations et 120 h CPU (ce qui est plus
long que pour BGK), mais ’écoulement n’est pas stationnarisé. Le nombre total de molécules dans
Pécoulement commence & étre stabilisé en fin de calcul (voir figure 6.44), mais les mailles de la zone
de recirculation ne contiennent que 3 molécules, ce qui est nettement insuffisant pour décrire le gaz
de facon réaliste. On vérifie bien ce probléme sur la figure 6.45, car la zone de recirculation (visualisée
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Fi1G. 6.44 — Recirculation derriére un cylindre : évolution du nombre total de molécules dans ’écou-
lement (méthode DSMC). Noter que ce nombre n’a pas vraiment convergé.

par un zoom sur le champs de vitesses) est trés mal prise en compte par DSMC, contrairement &
notre méthode. On constate aussi que les isochores sont extrémement bruitées avec DSMC.

On peut donc conclure que notre méthode est avantageuse par rapport &8 DSMC sur ce genre de
configuration. En effet, il faudrait un temps CPU beaucoup plus important pour que DSMC donne
des résultats d’une qualité comparable & BGK. Nous n’avons pas tenté de mener le calcul DSMC
a convergence pour comparer nos résultats, car le temps CPU nécessaire est prohibitif (il est déja
extrémement important sur I’essai présenté ici: 120 h!).
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FiG. 6.45 — Recirculation derriére un cylindre. Comparaison entre BGK et DSMC': densité (a
gauche) et champ de vitesse dans la recirculation (4 droite).
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6.6 Ecoulements hypersoniques

Plaque biseautée

Ce cas a été étudié par Andriés-Bourgat-Le Tallec-Perthame dans [3] avec un code de type Monte-
Carlo pouvant simuler les équations de Boltzmann, BGK, et BGK-ES. 1l s’agit d’un écoulement
hypersonique sans incidence & Mach 18.3 sur une plaque plane biseautée dont la géométrie est
donnée dans la figure suivante:

T | | osem

| |
[ —

! 1.4cm

10cm

Les caractéristiques de I’écoulement sont les suivantes:

gaz azote
masse moléculaire (kg) 46510726
exposant w de la loi de viscosité 0.5
(modeéle HS)

température de paroi (K) 286
densité amont (kg.m™3) 5.19107°
température amont (K) 13.6
Mach amont 18.3

Knudsen amont (basé sur lon- | 1.41072
gueur de la plaque)

Knudsen au nez (basé sur lon- | 3.11073
gueur de la plaque)
Knudsen au nez (basé sur ’épais- 0.2

seur de la plaque)

Pour un calcul BGK, nous utilisons un maillage de 75 x 29 mailles dans les directions tangentes
et perpendiculaires a la plaque. Il est donc trés grossier par rapport au maillage de [3] qui comporte
environ 180 x 180 mailles. Nous évaluons les bornes de la grille de vitesses par un calcul Navier-
Stokes qui donne les bornes [—2300, 2300] x [—1600, 1600] x [—1300, 1300] et 31 x 29 x 27 vitesses.
Un telle grille donnerait cependant lieu & des calculs trés longs, nous avons donc pris un nombre de
vitesses plus faible avec 21 x 21 x 21, ce qui correspond au nombre donné par le critére Navier-Stokes
avec cut = 3 (cf. section 6.1.2).

Le calcul converge en 140 itérations et 36 h CPU. Il est déja intéressant de voir que le code résiste
a un écoulement aussi violent, ce qui confirme la robustesse du schéma implicite et de ’algorithme
de Newton. En début de calcul, on constate qu’il apparait des valeurs négatives de la fonction de
distribution (jusqu’a 1 %), mais elles disparaissent rapidement apreés stabilisation de 1’écoulement.

Les résultats sont présentés sous forme d’isovaleurs (figure 6.46 et 6.47) et de coefficients aérody-
namiques a la paroi (figure 6.48). On constate tout d’abord que nos résultats semblent globalement
assez proches de ceux de [3], alors que notre maillage est beaucoup plus grossier (ce qui confirme
I’hypothese de la section 6.5.1). De plus, on voit que les isovaleurs du nombre de Mach sont trés
étalées, comparé aux autres quantités. Nous avons déja constaté ce phénoméne sur certains des
tests précédents, et il apparait aussi sur les courbes de [3]. Comme le seul point commun entre notre
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approche et celle de [3] est le modéle BGK sous-jacent, cet étalement est sans doute dii au modéle
lui-méme, et non pas a l'approche discréte ou au schéma numérique. Une interprétation possible
est que dans le choc autour de la plaque, les molécules de trés grande vitesse arrivant de I’amont
ne collisonnent quasiment qu’avec les molécules de faible vitesse en aval. Cet aspect est gommé par
le modéle BGK, puisque la fréquence de collision ne dépend pas de la vitesse des molécules. Un
conséquence facheuse de cet étalement est qu’il oblige & prendre un domaine de calcul plus grand
que ne le nécessiteraient les autres quantités macroscopiques. En effet, si la taille du domaine de
calcul n’est pas suffisante, on constate que le calcul s’arréte quand les isovaleurs de Mach touchent
le bord du domaine.

On observe aussi une légére discontinuité sur les isovaleurs de toutes les quantités macroscopiques
au niveau du bord d’attaque de la plaque. Elle est encore plus visible sur le Mach. Ce phénoméne
ressemble & la discontinuité qui apparait sur la rampe de compression (section 6.4.4), dont nous
avons remarqué qu’elle augmente quand le gaz se raréfie. Nous avons aussi observé ce phénomeéne
dans les résultats de [3], ce qui laisse penser qu’il est di au modéle BGK lui-méme, mais nous
n’avons pas d’explication pour 'instant.

On peut avoir une idée de ’ampleur du déséquilibre cinétique prés du bord d’attaque en notant
que le nombre de Knudsen local vaut 0.5, et en visualisant la fonction de distribution réduite
F(vg,vy) = [ f(vg,vy,v,;)dv,. On distingue nettement sur la figure 6.47 la demi-maxwellienne de
la paroi centrée en vy = 0, et la maxwellienne de I’écoulement amont, centrée sur la vitesse amont
u; = 1500. Comme la température de paroi est plus forte que la température amont, la demi-
maxwellienne est plus étalée.

Pour les coefficients aérodynamiques (figure 6.48), on voit que nos résultats sont trés proches de
ceux de [3], excepté pour le flux de chaleur Cj. Cela n’est pas dii au mauvais nombre de Prandtl
du modele BGK, puisque dans [3], il n’y a pas beaucoup de différence entre les résultats BGK et
BGK-ES. Une cause possible est peut-étre le faible nombre de vitesses discrétes de notre grille, qui
conduit & une température de paroi peut-étre surestimée (cf. section 1.3.3), et donc & un mauvais
flux de chaleur.

Ce test mériterait donc d’étre refait avec plus de vitesses discrétes et peut-étre plus de mailles
en espace, pour faire des comparaisons plus précises. Cependant, nous obtenons malgré tout des
résultats globalement assez proches de ceux donnés par une simulation Monte-Carlo précise, en
utilisant un maillage bien plus grossier. De plus, ce test prouve que notre schéma implicite linéarisé
et notre algorithme de Newton sont assez robustes pour calculer des écoulements aussi violents.
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Fi1G. 6.46 — Isovaleurs et maillage pour ’écoulement hypersonique sur une plaque biseautée.
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F1G. 6.47 — Fonction de distribution réduite F(vy,vy) au bord d’attaque de la plagque biseautée. On
voit la demi-mazwellienne de la paroi centrée en v, = 0 et la mazwellienne de ’écoulement amont
centrée sur la vitesse amont (ug = 1500).
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Fi1G. 6.48 — Coefficients aérodynamiques pour [’écoulement hypersonique sur une plaque biseautée.
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Ecoulement autour d’un cylindre

Ce dernier test est un écoulement plan & Mach 20 sur un cylindre infini que nous calculons
avec le modéle BGK. Les caractéristiques suivantes correspondent & celle d’un écoulement & 90 km
d’altitude:

gaz argon
masse moléculaire (kg) 0.66310~25
exposant w de la loi de viscosité 0.5
(modeéle VHS)

température de paroi (K) 293
densité amont (kg.m™3) 0.317107°
température amont (K) 249
Mach amont 20
rayon R du cylindre (m) 1
Knudsen amont (basé sur R) 3.6102
Knudsen au nez (basé sur R) 3.41073

Les bornes de la grille évaluées par un calcul Navier-Stokes sont [—12000,12000] x [—11000,
11000] x [—10000, 10000]. Elles sont essentiellement données par la température maximale. Le méme
calcul Navier-Stokes donne un nombre de vitesses nécessaires de 47 x 47 X 45, ce qui est énorme.
Pour des raisons de temps, nous n’avons pas tenté de mener un tel calcul. Nous avons donc choisi de
diminuer par deux le nombre de vitesses dans chaque direction, prenant alors 21 x 21 x 21 vitesses.
Nous avons par ailleurs utilisé un maillage assez grossier de 20 x 30 mailles seulement.

Il ne faut donc pas s’attendre ici & des résultats quantitativement corrects. Le but de ce calcul est
seulement de voir si le code réussi & mener le calcul jusqu’a convergence. Il s’agit en effet d’un cas trés
sévére ou il apparait un choc frontal fort, avec des températures extrémement grandes (supérieures a
30000 K). II constitue donc un bon test pour nos algorithmes. On peut aussi remarquer que comme
dans le test précédent, on est obligé de prendre un domaine de calcul trés grand, pour capturer les
isovaleurs du nombre de Mach.

Le calcul converge en 1200 itérations et 66 h CPU. Les résultats obtenus sont donnés dans la
figure 6.49 sous forme d’isovaleurs et de champ de vitesse. Comme prévu, les courbes isovaleurs de
Mach sont trés étalées, mais les autres courbes semblent bien calculées. On note une légére oscillation
en fin de choc, probablement due au maillage grossier dont les lignes ne sont pas bien alignées avec
I’écoulement. Comme cet écoulement est assez dense et trés rapide, nous avons choisi de ne pas faire
de calcul DSMC pour comparer nos résultats, car cela aurait été trop coliteux en temps.

Ce test prouve donc la robustesse de la méthode implicite et de I’algorithme de Newton. Il prouve
aussi l'intérét de notre modéle discret, qui est conservatif et qui dissipe 1’entropie, puisque le code
reste stable avec un faible nombre de vitesses, ce qui n’est probablement pas le cas avec d’autres
modeéles. En revanche, ce test montre aussi les limitations inhérentes & 1’approche déterministe a
vitesses discrétes. Le nombre de vitesses nécessaire dépend du nombre de Mach de I’écoulement et
peut rapidement conduire a des calculs relativement cotiteux.
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temperature pression

Fi1G. 6.49 — Isovaleurs pour un écoulement hypersonique o Mach 20 autour d’un cylindre.






Conclusion

Nous avons proposé une nouvelle méthode de résolution numérique de I’équation BGK, basée sur
un modéle & vitesses discrétes et un schéma implicite linéarisé. Tout au long de ce travail, nous nous
sommes attachés & obtenir des discrétisations possédant les mémes propriétés importantes que les
modéles continus: positivité, conservation des quantités macroscopiques, dissipation de I’entropie.
Nous nous sommes assurés que nos modeéles reposent sur des bases mathématiques solides, comme
I’existence de la fonction d’équilibre discréte, ou la convergence du modéle & vitesses discrétes.

Nous avons validé ces méthodes sur des essais numériques qui ont mis en évidence le potentiel
de notre approche pour calculer des écoulements stationnaires.

Nous avons écrit pour cela un code opérationnel 2D plan et 2D axisymétrique qui s’avére robuste
et efficace. Ce code va servir de maquette pour le développement par le CEA d’un code 3D industriel.

Dans notre approche, nous avons choisi d’utiliser ’équation BGK, qui n’est qu'une équation
modéle de I'équation de Boltzmann. Mais dans de nombreux cas, si le gaz n’est pas trop raréfié
(encore que cette notion ne semble pas si claire), nos résultats sont proches de ceux obtenus avec
I’équation de Boltzmann (simulée par DSMC), et les résultats obtenus avec les équations de Navier-
Stokes ne sont en général pas bons. Ce sont précisemment ces écoulements qui nous intéressaient
a lorigine, et nous avons prouvé que notre approche est compétitive dans ces cas-la. De plus,
notre méthode reste physiquement valide et d’un cotit abordable pour certains régimes trés denses,
contrairement & DSMC, ce qui peut étre important dans un contexte industriel.

Il est cependant clair que le domaine de validité de notre méthode ne couvre pas totalement celui
de I’équation de Boltzmann, et il faudrait sans doute poursuivre cette étude pour préciser I’étendue
de ce domaine.

Le probléme du nombre de Prandtl de I’équation BGK n’est pas négligeable dans les situations
ou les transferts thermiques sont importants. Il semble étre résolu par le modéle BGK-ES dans
certains des cas étudiés, mais cela est loin d’étre clair quand le nombre de Knudsen devient grand.

Nous envisageons & présent des développements de notre méthode dans plusieurs directions.
D’un point de vue numérique, on peut remarquer que pour accélérer le calcul des écoulements plans
2D, on pourrait tenir compte de la parité de la fonction de distribution par rapport a v, pour diviser
par deux le nombre de vitesses discrétes (comme nous l'avons fait pour ’équation axisymétrique).
De fagon plus importante, on pourrait méme éliminer la dépendance de f en v, par 'introduction de
deux fonctions de distributions réduites. Ceci a déja été fait par de nombreux auteurs, mais nous ne
I’avons pas réalisé dans ce travail car le but était de développer une approche générale, valable pour le
2D et le 3D. L’étude des schémas axisymétriques pour 1’équation de transport mériterait aussi d’étre
approfondie, en particulier pour développer des extensions & 1’ordre deux du schéma DEC-T. Nous
avons en effet constaté qu’en dépit de ses bonnes propriétés (positivité, conservation, entropie), ce
schéma manque de précision si la discrétisation n’est pas assez fine. Un autre développement possible
est une amélioration de la grille de vitesses. Nous avons vu qu’une limitation de notre méthode est
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le nombre important de vitesses discrétes nécessaire quand le nombre de Mach augmente. Ceci est
dd au fait que notre grille de vitesse est fixe et de pas constant. On pourrait facilement envisager
I’extension de la méthode a un pas non constant, mais le développement de notre modéle & grille
variable en espace est lui un sujet plus difficile.

D’un point de vue physique, il serait intéressant de prendre en compte plus de complexité dans
le modéle. Par exemple, nous envisageons dans un travail en cours de développer un modéle BGK
& vitesses discrétes pour les gaz polyatomiques. Il parait aussi nécessaire d’étudier de fagon propre
I’adaptation au cadre discret en vitesse des conditions aux limites spéculaires, méme si ce type de
réflexion n’est pas prépondérant dans les applications réelles. De plus, des défauts dans les résultats
obtenus avec BGK suggérent aussi d’étudier les modéles BGK avec temps de relaxation dépendant
de la vitesse, pour mieux traiter les zones de chocs.

Enfin, nous envisageons d’utiliser notre approche de discrétisation en vitesse et de calcul de
solutions stationnaires par schémas implicites pour d’autres problémes de la physique faisant inter-
venir des termes de relaxation et une notion d’équilibre, comme par exemple ’équation du transfert
radiatif.
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