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Lecon 04- Groupes finis. Exemples et applications.

Commentaires du jury 2015 :

On attend des candidats de savoir manipuler correctement les éléments de quelques structures usuelles
(Z/nZ, S, etc.). Par exemple, proposer un générateur simple de (Z/nZ,+) voire tous les générateurs,
calculer aisément un produit de deux permutations, savoir décomposer une permutation en produit de cycles
a support disjoint. Il est important que la notion d’ordre d’un élément soit mentionnée et comprise dans
des cas simples. Les exemples doivent figurer en bonne place dans cette lecon. On peut par exemple étudier
les groupes de symétries Ay , Sy , As et relier sur ces exemples géométrie et algebre, les représentations
ayant ici toute leur place. Il est utile de connaitre les groupes diédraux, et pour les candidats aguerris,
les spécificités de groupes plus exotiques comme le groupe quaternionique. Le théoréme de structure des
groupes abéliens finis doit étre connu.

Commentaires du jury 2016 :

Dans cette legon il faut savoir manipuler correctement les éléments de différentes structures usuelles
((Z/nZ, Sy, etc.) comme par exemple, en proposer un générateur ou une famille de générateurs, savoir
calculer un produit de deux permutations, savoir décomposer une permutation en produit de cycles a
supports disjoints. Il est important que la notion d’ordre d’un élément soit mentionnée et comprise dans
des cas simples. Le théoreme de structure des groupes abéliens finis doit étre connu. Les exemples doivent
figurer en bonne place dans cette lecon. Les groupes d’automorphismes fournissent des exemples tres
naturels dans cette lecon. On peut par exemple étudier les groupes de symétries Ay, Sy, As et relier sur
ces exemples géométrie et algebre, les représentations ayant ici toute leur place; il est utile de connaitre les
groupes diédraux. S’ils le désirent, les candidats peuvent ensuite mettre en avant les spécificités de groupes
comme le groupe quaternionique, les sous-groupes finis de SU; ou les groupes GLy,(Fy).

Remarque : Les représentations linéaires complexes des groupes finis trouvent une place naturelle dans
cette legon.
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Développements conseillés :

(1) Le théoreme de structure des groupes abéliens finis, [F. M. 2] p. 121. Si on a le temps on peut
inclure I'application suivante : Un sous-groupe fini du groupe multiplicatif d’un corps commutatif est
cyclique (voir exercice 1).

(2) Les théoremes de Sylow, [Fr. E.] p. 34.

(3) Groupes des isométries du cube et du tétraedre [F. M. 1] n°133 et représentations linéaires de Ay,

Sy.
(4) Les groupes d’ordre 12 et leurs représentations irréductibles, [F. M. 2] p. 173.



Exercice 1 La formule d’Euler (1) n =}, »(d).

— Montrer la formule en considérant la partition du groupe cyclique Z/nZ par 1'ordre de ses éléments.

— Notez une variante arithmétique. Soit n > 1 et X := {%, 1 < a < n} alors |X| = n. La fraction =

admet d’autre part une écriture unique irréductible % avec (a’,d) =1 (si 6 = (a,n) alors ¢’ = § et

d = %). Si on fixe d|n, le nombre de fractions dans X de la forme %/ avec (a’,d) = 1 est p(d) par
définition de la fonction d’Euler. D’ou la formule.

Remarque. Ces deux démonstrations sont en fait identiques moyennant ’isomorphisme entre les groupes

(Z/nZ,+) et pn(C), le groupe des racines n-iémes de 1'unité; un isomorphisme non élémentaire puisque

donné par la fonction exponentielle !

Exercice 2 Soit K, un corps commutatif et G un sous-groupe fini du groupe multiplicatif K* = K — {0}
de K, alors GG est cyclique.

Preuve.

— On utilise le théoreme de structure des groupes abéliens finis.

Si |G| > 1, il existe une suite d’entiers 1 < aj|az]...|a, avec (G, x) =~ (a% X . X a?Z”L)' Il
s’agit de montrer que r = 1. Puisque a,G = {0}, il suit que le cardinal de {z € K | 2%} =1

est > |G| = ajag...a, et d’autre part le nombre de racines dans K du polynéme X% — 1 € K[X]
est inférieur ou égal a son degré parce que le corps K est commutatif (c’est faux pour le corps des
quaternions sur R par exemple). Ainsi ajas...a, < a, ce qui implique r = 1.

— Une variante utilise le lemme clé qui sert & démontrer le théoreme de structure des groupes abéliens
finis & savoir que si G est un groupe abélien fini il existe g € G avec o(g) = ppcm{o(z) | x € G}, voir
[Fr. F.] p. 33.

— Une preuve inspirée de la preuve de [Se] p. 11, pour montrer que le groupe multiplicatif d’un corps
fini est cyclique.

L’idée de base est de considérer la partition de GG par 'ordre de ses éléments et d’utiliser la formule
classique d’Euler (1) n =3, ¢(d) vue dans I'exercice 1.

On note n = |G| et pg(d) le nombre d’éléments de G d’ordre d. On a donc (2) n = |G| =
>din Pc(d). Sipa(d) = 1 alors d|n et il existe g € G qui est d’ordre d, ainsi il y a d éléments dans le

groupe cyclique < g > et ce sont donc les d racines du polynéme X¢—1 € K[X]. Il suit que si ¢ € G
est un élément d’ordre d alors ¢’ €< g > et donc ¢i(d) = ¢(d), le nombre d’éléments d’ordre d dans
le groupe cyclique < g >. Ainsi il suit de (1) et (2) que 0 =}, (¢(d) — pc(d)) est une somme de
nombres positifs et donc en particulier pi(n) = ¢(n) > 0. Nous avons montré que G qui est d’ordre
n contient un élément d’ordre n ; il est donc cyclique.

Exercice 3 Une application de I’exercice précédent.

Soient K un corps commutatif et (K*)iors = {x € K* | In, € N*, 2" = 1}, le sous-groupe de torsion
de K*. Soit S := {o(z) | € (K™ )tors} - Soit m € S, montrer qu’il existe un unique sous- groupe G,, de
K* d’ordre m. Montrer que G, est cyclique et que (K™ )iors = UmesGm.-

Exercice 4 Pour aller plus loin. Sous-groupe de torsion du groupe multiplicatif d’un corps commutatif,
[F. M. 2] Compléments-Errata, p. 121 “Les sous-groupes de z” par. 3

Exercice 5 Sous-groupes de Z/nZ : Si G est un tel sous-groupe alors le théoreme de Lagrange montre
que d := |G| divise n ainsi a +nZ € G implique da = 0 mod n et donc a € 5Z et donc G C LZ/nZ =
{5 +nZ,...,d%5 +nZ} et donc G = 57 /nZ. 1l suit que les sous-groupes de Z/nZ sont en bijection avec les
diviseurs de n dans N.



Rappelons que si H C G sont 2 groupes avec H distingué dans G alors la surjection canonique 7 :
G — %, induit une bijection entre ’ensemble des sous groupes de G qui contiennent H et I’ensemble des
sous-groupes de % Dans le cas ou G = Z on connait les sous-groupes d’otl une preuve “classique”.

Exercice 6 Soit n,m € N*. On se propose de déterminer les homomorphismes de groupes de Z/nZ dans
Z/mZ. Pour k € N*, on note 7y, la surjection canonique de Z dans Z/kZ.

(1) Soit f un homomorphisme de groupe de Z/nZ dans Z/mZ. Soit a € Z avec f o m,(1) = mp(a).

Montrer que % divise a.

Preuve. Par construction si x € Z alors fq o mp(x) = xfg 0 my (1) = xmm(a) et pour x = n puisque

Tn(x) =0 mod n on obtient 0 mod m. Ainsi na = dm avec d € Z ce qui équivaut d (mffn)a = (mriln)d

et qui par le lemme de Gauss implique que (mmn) divise a. ///

(2) Réciproquement soit a € (nTn), montrer qu’il existe un unique homomorphisme de groupes f, :

Z/nZ — Z/mZ avec f, 0 mp(l) = mm(a).
Prewve. Soit a = d="~<7 avec d € 7 et hq : Z — Z/mZ l’homomorphisme hy(x) = ar mod m

(m,n)
alors hg = fgqomy. Puisque hq(n) = d% mod m =0 mod m, on a Kerm,, C Ker h, et on conclut

avec le théoréme de factorisation des homomorphismes de groupes. ///
(3) A quelle condition sur m,n y a-t-il un seul homomorphisme de groupe de Z/nZ dans Z/mZ?
Preuwve. Puisque l’on dispose toujours de ’homomorphisme ho(xz) =0 mod m la condition est que
(nfbnﬁ) e mZ i.e. (myn)=1.///
(4) Calculer en fonction de m,n le nombre d’homomorphismes de groupes de Z/nZ dans Z/mZ.
Preuve. On cherche donc le nombre de restes modulo m des entiers a = d% avecd € Z. Sir est

le reste de d modulo (m,n) alors le reste de d(ninn) modulo m est T(ninin)’ ainst le nombre de classes
modulo m des entiers multiples de % est (m,n). ///

Exercice 7 Soit (G,+) un groupe abélien fini. On se propose de calculer X(G) := > ¢ 9.

(1) On note G[2] := {g € G, |2g = 0}. Montrer que G[2] est un sous-groupe de G et que X(G) = 3(G[2]).
(2) Soit G et G', 2 groupes abéliens. Montrer que (G x G')[2] = G[2] x G'[2].

(3) On suppose que G ~ Z/aZ. Déterminer G[2] en fonction de la parité de a.

(4) On suppose que G ~ (Z/27)"™ avec n > 1. Montrer que X(G) = 0.

(5) Déduire de ce qui précede ¥(G) pour un groupe abélien fini.

(6) Examiner le cas G = (Z/nZ)*, le groupe multiplicatif de ’anneau Z/nZ.

Exercice 8

Soit (G, +) un p-groupe abélien fini.
— Montrer que A engendre G si et seulement si I'image de A dans ]% engendre 1%.

Preuve. Supposons que l'image de A dans 1% engendre 1%' Ainsi G =< A > +pG ou < A > est
le groupe engendré par A. Par récurrence sur k, on déduit que G =< A > +p*G pour k > 1. Si
|G| = p", alors p"G = {0} ; ainsi G =< A > +p"G =< A >.La réciproque est immédiate.///

— En déduire que le nombre minimal de générateurs de G est égal a la dimension du F,-espace vectoriel
G
E.

Remarque. Si G est un groupe abélien fini alors G ~ [[;.;<, Q% avec 1 < ailag|...|a, et r est le
nombre minimal de générateurs de G, [Fr. E.] p. 100.

Si G est un p-groupe non nécessairement abélien, voir [F. M. 1] n°76 p 192 “Sur le groupe de
Frattini d’un p-groupe”.



Exercice 9 Sous-groupes abéliens finis de GL,,(C), [F. M. 2] p. 130.

Exercice 10 Groupes d’ordre 8,[Fr. E.] p. 43. Groupes d’ordre 12, [F. M. 2| p. 173.

Exercice 11 Voir [Fr. MMG10] p. 221 et [F. M. 2’] complément & la page 121. On rappelle la présentation
du groupe diédral Dy, =< r,s > avec ordre de r égal n, ordre de s égal 2 et srs~' = r~!. Pour § € R on

note R(0) := [

(1)

(2)

cos) —sind cosf sinf
sinf  cosf ] € My(R) et 5(9) := { sinf —cosf ] € My(R)
Montrer que S(f) € O2(R) — SO5(R) est la symétrie orthogonale par rapport & R(cos &, sin §).

Preuve. On vérifie que S(0) 'S(0) = Id et que S(0)? = Id ; ainsi S(0) est une symétrie orthogonale
et puisque S(0) '(1,0) = *(cosf,sin @) le résultat suit.///
Montrer que le groupe G, () engendré par R(%’T) et S(0) est isomorphe au groupe diédral Ds, de
cardinal 2n.

Preuwve. On vérifie que S(0)R(22)S(6) 1(1,0) = *(cos 2F, —sin 27) et puisque

n n
det S(O)R(22)S(0) = 1 il suit que S(O)R(2)S(0) = R(—2%).///
Soit G un sous-groupe de SO2(R). Montrer que G est soit dense dans SO3(R) soit fini et si son
cardinal est n alors G =< R(2X) > (on pourra utiliser le fait qu'un sous groupe de (R,+) est soit
dense soit monogene i.e. de la forme Za, [Fr. B-C-D] p. 84).

Preuwve. L’application R : R — SO3(R) est un homomorphisme de groupes (formules d’addition). 1l
est surjectif par la paramétrisation polaire du cercle unité. Enfin le noyau est 277 ; ainsi R induit un
isomorphisme R entre % et SO2(R). De plus % est compact, il suit que R est un homéomorphisme.
1l s’agit donc de préciser la nature des sous-groupes G de R qui contiennent 2wZ. Si G est discret
alors G = aZ avec 21 € aZ ; ainsi 2m = na avec n € N et donc a = 27” Il suit que R(G) =< R(%ﬂ) >
est fini de cardinal n. Si G n’est pas discret, il est dense dans R et il en est donc de méme de

R(G).///
Soit G' un sous-groupe de O2(R) et G := GNSO2(R). On suppose qu’il existe 0 € G — G™. Montrer
que G = GT UoG™, en déduire que G est soit dense dans O2(R) soit fini et si son cardinal est m
alors m = 2n et G est isomorphe au groupe diédral Ds,,.

Preuve. Seule l'inclusion GT U oG C G est a prouver. Si g € G — G alors 0g € GT et puisque
o? = Id Uinclusion suit. Notez que la réunion GTUoGT C G est de plus disjointe (déterminant).///

Le groupe G, (0) C O9(R) opere sur 'ensemble T' des points m = (T, ym) € R? avec 22, + y2, = 1

par la formule Z * (T Ym) = (A% + Y, Ty + dyp,). On note G, (), le groupe d’isotropie
de m.

Montrer que Gy,(0),, est d’ordre 1 ou 2; en déduire une description de l'orbite de M sous G, (0).

Preuve. Puisque m # (0,0) il suit que SO2(R),,, = {Id} et donc G (0)} = {Id}. Sio, 7 € Gp(0)m—
Gn(0)} alors o771 € Gn(0)), ; ainsi 0 = 7 et Gp(0)y, = {Id,0} est d’ordre 2. Si G (), = {Id},
alors Uorbite Gy, (0)  m est le polygone régulier ¢ n cotés < R(2E) > ~m et si Gn(0)m = {Id,o}
c’est la réunion de deux polygones réguliers a n cotés qui sont < R(%ﬂ) > xm et < R(%ﬂ) >oxm;
de plus ils sont distincts puisque l'orbite a 2n éléments et c’est un polygone régulier a 2n cotés pour

les n valeurs de 6 = k% avec k =1,3,....,2n — 1 avec k impair (cf. 2.c) de exercice suivant).///
Montrer que l'application qui a 6 € [0, 27“[ associe G, () définit une bijection sur les sous-groupes de
02(R) d’ordre 2n qui ne sont pas inclus dans SO2(R).

Preuve. 1l faut montrer que tout groupe Gy (p) avec ¢ € R est égal a un unique groupe Gy (6) avec

0 € [0, 2. Pour cela on remarque que lensemble des symétries dans Gn(p) est Gn(p) — Gn(p) " =
{R(k%)S((p) = S(p+ k:%”), k=0,1,...,n — 1} et puisqu’il n’y a qu’une seule valeur ky := —| 52|

mod n de k telle que 0 < ¢+ k2% < 2L e résultat suit avec Gp(p) = Gp(0) et 0 = — 22|22, ///



Exercice 12 Orbites sous l'action d’un sous-groupe de Oz(R) sur ’ensemble 7" des points m = (2, Ym) €
R? avec 22, +y2, = 1.

Soit G un sous-groupe de O2(R) et GT := G N SO3(R), on rappelle que si il existe 0 € G — G alors
G=G"UoG™.

Soit ¥ C T une partie non vide de T avec G x ¥ = X, alors X est réunion disjointe d’orbites G % s de
points s € .

Dans ce qui suit ¥ est réduit & un point s, G désigne un sous-groupe de Oz(R) et O(s) := G * s, orbite
de s sous l'action de G. Enfin G := {g € O2(R) | g« O(s) = O(s)} le stabilisateur dans Oz(R) de O(s).

(1) On suppose que G C SOz(R).

(a) Montrer que Gt = G.

(b)

Preuve. Soit v € G, ainsi r est une rotation avec r+ O(s) = O(s) ; ainsi il existe g € G avec
rxs = gx*s et puisque G C SO3(R) il suit que la rotation g~'r fize le point s; c’est donc
lidentité.///

Soit o, la symétrie orthogonale avec o4(s) = s. Montrer que G = Gt Uo,Gt.///

Preuve. On a o5 € G et puisque G est un sous-groupe de O(2)(R), il suit que G=GtUo,Gt =
Gtuo,G*.///

(2) On suppose qu'il existe 0 € G — GT*. Soit p, 'unique rotation telle que p(s) = o(s). On note
O(s)T :=Gt xset O(s)” :==GTo*s;ainsi O(s) = O(s)T UO(s)".

(a)

Montrer que O(s)™ = O(s)~ ou bien que O(s)* N O(s)™ = 0.

Preuve. L’intersection O(s)* N O(s)™ est non vide si et seulement si il existe ;7' € G avec
r*s=r'oxs autrement dit si r'~'rxs = pxs et donc puisque p € SO2(R), O(s)t NO(s)™ est
non vide si p = r'~tr € G (réciproquement si p € G*, r = p et v’ = conviennent). Dans ce cas

onaOB) T =Gt xs=GTpxs=GToxs=0(s)".///

On suppose que O(s)* = O(s)~. Montrer que G = G. Construire un exemple.

Preuwve. On a O(s) = O(s)t UO(s)~ = O(s)t = O(s)~. Si g € GT il existe r € Gt avec
gxs=rxs et doncg=r¢€G. Enfin si g€ Gto, puisque gx O(s)™ = O(s)™ il existe r € G+
avec gxs =ro* S8, ainsi gox (oxs) =rx(o*s) i.e. les deuz rotations go et r sont égales et donc
g=ro€Qq.

Ezemples. Soitn > 1 et G, :==<r,0 >, avec r la rotation d’angle 27 et o la symétrie orthogonale
avec 0(1,0) = (1,0). Soit s := (1,0) alors O(s)™ = O(s)~ (on peut aussi noter que p=). ///

On suppose que O(s)* N O(s)~ = 0. Montrer que si p?> ¢ GT alors G = G et que si p? € Gt
alors GT = G U pGt et donc G = G U G o. Construire un exemple dans chacune des deux
situations.
Preuve. Nous sommes donc dans la situation ot p ¢ G et O(s) est réunion disjointe de GT % s
et de GTo % 5. Soit donc h € G i.e. h € Os(R) avec h+ O(s) = O(s) ce qui équivaut auzs deus
conditions hx s € O(s) et hx (0 xs) € O(s) (discuter en fonction de la nature de h, on n’a pas
besoin de l’équivalence) . On distingue 2 cas.
— On suppose que la rotation p> € G (et p ¢ G). Il s’agit de montrer que h € GTUpG™. 1l existe
9,9 € G avec (1) hxs=g*s et (2) hx(oc*xs) =g *s. On discute en fonction de la nature
de h.
— Supposons que h € SO3(R). Si g € SO2(R) la relation (1) montre que h = g € G*.
Si g € O3(R) — SO2(R) la relation (1) devient h x s = go x (o0 *xs) = gop * s; ainsi
(3) h = (go)p = p(go) puisque SO2(R) est commutatif. Ainsi h € pG™.
— Supposons que h € O3(R) — SO2(R). Alors I/ := ch € SO5(R) et puisque les relations (1)
et (2) sont équivalentes aux relations analogues pour h' a condition de remplacer g resp. ¢’
par og resp. og’ le résultat est alors conséquence du cas précédent appliqué a h'.



Ezemples. Soitn > 1 et G = Gy, ;=< R(27),0 >, avec r la rotation d’angle 27 et o = S(0)
la symétrie orthogonale avec S(0) x (1,0) = (cos@,sinf). Soit s := (1,0) alors p = R(0),
ainsi il faut et il suffit de choisir 0 ¢ {2kT mod 2w} mais que 20 € {2k mod 27} avec
k€ {0,1,..,n—1} pour que p & G} et p*> € G}. Cela donne n possibilités qui sont 6 = k>
avec k = 1,3,...,2n — 1 avec k impair. L’orbite O(s) est l’ensemble des 2n sommets d’un
polygone régulier dont le groupe des isométries est G, puisque Gn = Gop.
— On suppose que la rotation p?> ¢ G. Il s’agit de montrer que h € G.

— Si h € SO2(R) et si g € SO2(R) comme précédemment on déduit que h € G et si g €
O2(R) — SO2(R) que (3) h = p(go). On va conclure a l’aide de la relation (2) h* (o *s) =
g *xs.
Si g € O3(R) — SO2(R) on a cho xs = og *s avec cho, og € SO3(R), ainsi cho = og’
et donc h=g¢g'o € GT.
Si g € SO3(R) on a hx(ocx5) =hpxs =g xs, ainsi avec (3) g’ = hp = p(go)p = (go)p?
et donc p? € G ; contradiction !

— Supposons que h € O2(R) — SO2(R) on conclut comme précédemment en considérant oh.
Ezemples. Soitn > 1 et G = Gy, :=< R(27),0 >, avec r la rotation d’angle 27 et o = S(0)
la symétrie orthogonale avec S(0) x (1,0) = (cosf,sinf). Soit s := (1,0) alors p = R(0),
ainsi il faut et il suffit de choisir 0 ¢ {kT mod 2r} avec k € {0,1,..,n — 1} pour que
p* & G et donc aussi p ¢ G ; autrement dit il faut éviter les exemples construits dans
la question précédente. Dans ce cas O(s) est l'ensemble des 2n sommets d’un polygone
conveze qui n’est pas régulier et dont le groupe des isométries est G, puisque G = Gn.//)/

Exercice 13 Sous-groupes finis de GL2(R) (voir [Fr. B-C-D] p. 165), GL2(Z) et GL2(Q) (voir [F. M. 1]
n°26 question 4) p. 49 et question 1) p. 46).

(1) Soit G un sous-groupe fini de GL2(R). On va montrer qu'il existe P € GL2(R) avec PGP~! C O2(R);
ainsi si G C SLa(R), le groupe G est cyclique et sinon G est diédral.
(a) On note ¢ la forme quadratique euclidienne sur R? i.e. ¢((z,y)) = 22 + y?. Montrer que gg((x,7)) =
> gec a((z,y) tg)) est une forme quadratique définie positive sur R2.
Preuve. La forme ®((z,y), (z,y)) = > ec((z,y) t9)|(x,y) tg)) ou (.|.) désigne le produit sca-
laire, est une forme bilinéaire symétrique et qa((z,y)) = Pa((z,y), (x,y)) est la forme quadratique

associée. Enfin puisque q((z,y) tg))) > 0 et c’est nul si et seulement si (z,y) = (0,0) il suit que g
est un produit scalaire.///

(b) Montrer que G C O(qg), le groupe orthogonal de g¢.
Preuve. Soit g € G, alors qa((z,9) '9') = Yy 1((2) 'g' *9)) = ac((@,)) puisque Gg' = G.///
(c) Montrer que O(gg) et O(q) sont des sous-groupes conjugués de GLa(R).
Preuve. Soit S € Syma(R) avec qa((z,vy)) = (2,y)S Y(x,y). Soit (e1,e2) une BON de R? pour
qg ; si P est la matrice de passage telle que (x,y) = (2',y') 'P avec 2'e; + y'ea = (x,y) alors
qc((z,y)) = 2™ +y* ; ainsi si g € O(qa) alors qo((2,9)) = qa((z,y) 'g9) = qo((«,y') 'P *g) ainsi
tPtgSgP = Id et puisque 'PSP = Id (cas g =1d) on a P~*gP € O3(R).///
(d) Montrer qu'’il existe P € GL2(R) avec PGP C O2(R) en déduire que si G C SLa(R), le groupe G
est cyclique et sinon G est diédral.
Preuve. L’inclusion P~'GP C Os(R) est conséquence de la question qui précéde. Ainsi le groupe
fini PGP est cyclique et sinon G est diédral par l’ezercice 1 .///

(e) On suppose que G est un sous-groupe fini de SLo(R) de cardinal n. Montrer qu’il existe P € SLa(R)

-1 o N | cosf —sinf
avec PGP~ =< R(%F) > ou R(0) := sinf  cosd } € Ms(R).



Preuve. Puisque det PgP~' =1 si g € G, ainsi PGP~ est égal a l'unique sous-groupe de SOo(R)
de cardinal n (voir exercice 1).///

(f) Pour a € R, on note B z(a) := [ (1] (f ] € SLy(R).
On suppose que n # 2, montrer que les deux groupes < By 2(a)R(2X) By 2(—a) > et
< Bi2(b)R(25)B1,2(—b) > sont égaux si et seulement si a = b.
Preuve. Pour simplifier le calcul on écrit c(k) resp. s(k) pour cosk resp. sink. Une CNS est qu’il
eziste k | (k,n) = 1 avec Bya(a — b)R(2)Bya(b — a) = R(%T”) Ce qui donne les 4 conditions
c()+(a=0b)s(1) = c(k), s(1) = s(k), (a=b)c(k)—s(k) = —s(1)+(a—b)e(1), c(k)+(a—b)s(k) = ¢(1).
Il suit que s(k) = s(1) et e¢(k) = ¢(1); ainsi k =1 mod n et donc (a —b)s(1) = 0. Sin # 2 alors
s(1) #0 et donca="b.///

2) Montrer que SLo(R) contient un unique sous-groupe d’ordre 2
( q q group

Preuve. Soit A := [ a b
c d

il est donc scindé a racines simples. Il suit que A est diagonalisable et puisque det A = 1, il suit que A

est I’homothétie +£1d.///

(3) Soit G un sous-groupe fini de GL2(Z) non inclus dans SLa(Z). Ainsi par ce qui précede on sait que

G~ Dgn.

(a) En considérant la trace des éléments de G, montrer que n € {1,2,3,4,6}.

Preuve. On a montré pre’cédement qu’il existe P € GLy(R) avec GT = P < R(2) > P~ C SLy(Z) ;
ainsi Tr R(2) = 2cos 2 € Z et donc 2cos 2F € {-2,-1,0,1,2}.///

(b) Réciproquement montrer que pour n € {1, 2, 3,4,6}, GL2(Z) contient un sous-groupe isomorphe &
Do, (on pourra considérer la matrice compagnon du polynome caractéristique de la rotation R(2%)).
Preuve. Sin € {1,2,3,4,6}, comme vu précédement Tr R(%’r) € 7 et puisque det R(%’r) =1, il suit
que le polynome caractéristique de R(%’r) est dans Z[X] et par conséquent la matrice compagnon
CompR(27) du polynéme caractéristique de la rotation R(27) est dans SLo(Z); c’est la matrice
de la rotation dans la base (1,0),(1,0) "R(2Z) (I'espace est monogéne!) sin ¢ {1,2} auquel cas

s(1) #0.

1 )
Supposons que n ¢ {1,2}. La matrice de passage est P = L (1) et P71 = (1)
0 s(1) 0~

€ SLy(R), avec A% = Id. Ainsi le polynéme minimal de A divise X% —1;

. On

vérifie que P1R(2E)P [ (1] 9 (11) } = CompR(27).

O =

-1
On calcule P [ q )

convient.
Supposons que n € {1,2}. Dans ces cas R(2%) € SLy(Z) et alors G =< R(%), [ L0 } >

0 -1
convient.///
(4) Soit G un sous-groupe fini de GL2(Q). On note M =3 ;Z(1,0)9+ 3", Z(0,1)g € Q%etp;: Q% —
Q la premiere projection i.e. p1((z,y)) = x
(a) Montrer qu'il existe d € N — {0} avec dZ? C dM C Z>.
Preuve. Puisque G C GL2(Q) est fini; il existe d € N—{0} un dénominateur commun auz coefficients

des matrices dans G ; ainsi dG C Mo(7Z) et donc le sous groupe dM de Q? engendré par dG est dans
72. Enfin par construction M contient 72 donc dZ? C dM.///

(b) Montrer que p1(dM) = aZ avec a € {Z — {0}.

Preuve. Il suit de la question précédente que la projection p1(dM) est un sous-groupe de p1(Z?) =7
et donc p1(dM) = aZ avec a € Z. Puisque dZ* C dM, il suit que dZ C aZ ; ainsi a #0.///

0 ]p _ [(1) 2¢(1) } —. S € GLy(Z). Ainsi G =< CompR(2%),S >



(c)

(d)

Montrer que dM NZ(0,1) = Z(0,b) avec b # 0.

Preuve. Puisque dZ? C dM, il suit que dZ(0,1) C dMNZ(0,1) ; ainsi dMNZ(0, 1) est un sous-groupe
non réduit a 0 du groupe monogéne Z(0,1).///

Montrer que M = Zmi @ Zmsy.

Preuve. Soit m € M.Par ce qui précéde dm = (z,y) avec x = p1(dm) € aZ ainsi x = Aa avec
A\ € Z. Puisque p1(dM) = aZ, il existe my € M avec pi(dmi) = a; ainsi p1(dm — Am1) =0 et donc
dm—Amy € dMNZ(0,1) = Z(0,b). Soit my € M avec dma = (0,b), alors m € Zmj +Zmsy. Puisque
p1(me) = 0, il suit que la somme est directe.///

Soit H := {h € GLo(Q) | M th = M, montrer que H = P GLy(Z)P~!, avec P € GL2(Q).

Preuve. Soit B := ((1,0),(0,1)) et B" := (my,mz); ce sont des bases de Q*>. Si h € H alors
my th € Zmy @ Zms ; ainsi la matrice [h] g de h dans la base B’ est dans Ma(Z) ; en considérant h=*
il suit que son inverse est aussi dans Ma(Z) et donc [h])p € GLa(Z). Réciproquement si h € GL2(Q)
avec [h]g € GLa(Z) on a M th = M et donc h € H. Soit P la matrice de l'identité de la base B’
dans la base B alors P convient.///

En déduire la liste des sous-groupes finis & isomorphisme pres de GL2(Q).

Preuve. Soit G un sous-groupes fini de GLa(Q). On a construit précédemment un sous groupe M
de Q2. Par construction G C H ; ainsi P"'HP est un sous-groupe fini de GLo(Z) et donc les
sous-groupes finis a isomorphisme prés de GLo(Q) sont les sous-groupes finis de GLo(Z) donc les
sous-groupes de Day, avec n € {1,2,3,4,6}.///

Exercice 14 Groupes des isométries du cube et du tétraedre [F. M. 1] n°® 133 et application au coloriage
du cube [F. M. 1] n° 60

Exercice 15 Le défaut de commutativité d’un groupe non abélien [F. M. 1] n°61 p 151.

Exercice 16 p-sous-groupes de Sylow de Sy, [F. M. 1] n°69 p. 165.
Le cas n = p ou p? (exercice corrigé).
Soit n € N* et p un nombre premier. On note S,, le groupe symétrique sur {1,2,....,n}.

(1) Les p sous-groupes de Sylow de S,

(a)

Si a € N, on note r(a) Uentier de {1,2,...,p} avec p|(a — r(a)). Soit 1 < k < p — 1, montrer que
(1,2, ...,p)* est égal au cycle (r(1),r(1 + k), r(1 + 2k),...,7(1+ (p — 1)k)) de longueur p.

Preuve. Soit 0 < i< j<p-—1, alors 1 +ik =1+ jk mod p si et seulement p|(j — i)k i.e. i = j.
I suit que |{r(1),r(1+k),r(1+2k),...,7(1+ (p— 1)k)} = p.Puisque (1,2,....,p)*(j) = r(j + k) pour
1 < j <pil suit que les deuz permutations coincident.///

Montrer que les p sous-groupes de Sylow de S}, sont cycliques d’ordre p et que leurs éléments sont
soit I'identité, soit des cycles de longueur p.

Preuve. Par le théoreme de Sylow les p sous-groupes de Sylow sont conjugués. La question précédente
montre que le groupe < (1,2,...,p) > est cyclique d’ordre p et que ses éléments sont soit l'identité,
soit des cycles de longueur p. Ces propriétés étant stables par conjugaison le résultat suit.///

Soit ny le nombre de p sous-groupes de Sylow de S, . Vérifier que n,, divise (p — 1)! et que n, =1
mod p.

Preuve. Le nombre de p cycles est égal au nombre de p-uplets d’éléments distincts de {1,2,...,p} en

identifiant les p écritures d’un p cycle. 1l y en a donc % = (p—1)! (on peut aussi bien compter les

orbites de 1). Ainsi ny, = (Z;__ll)! = (p—2)!. Le théoréme de Wilson dit que (p —1)! = —1 mod p;

ainsin, =1 mod p.///




(2) Les p sous-groupes de Sylow de S

(a) Soit 0 <4 < p—1 et og; le cycle (1 +ip,2 +ip,...,p +1ip) € Sp2. Soit H :=< 09, ....,0p-1 >C Sp2.
Montrer que H est isomorphe a (Z/pZ)P.
Preuve. Les cycles o; sont a supports disjoints, ainsi l’application ¢ : ZP — Sp2 avec (ag,at,...,ap—1) =
080...02231 est un homomorphisme de groupes dont le noyau est (pZ)P. D’autre part soit w : ZP —
(Z/pZ)?P I’homomorphisme obtenu par réduction modulo p sur chaque composante; son noyau est

aussi (pZ)P. On conclut avec le théoréme de factorisation des homomorphismes de groupes.///

(b) Soit 7 défini par 7(z) =  +p mod p? pour = € {1,2,...,p*}. Montrer que 7o;7~ ! = 041 pour
0<i<p—2et TO'p_lT_l = 0y.
Prewve. On a to;7— ! = (1(1+1ip), 7(2+1p), ..., T(p+ip)) et puisque T(1+ip) = 1+ (i+1)p mod p?,
il suit que 7o Tt = 0441 pour 0 < i <p—2et=0¢ pouri=p—1.///

(c) Soit K =< 7 >. Montrer que H N K = Id.
Preuve. Le groupe H N K est un sous-groupe de < 7 >, ainsi il existe 0 < a <p—1 avec HNK =<
7¢ >. Il suit de b) que T%0; 7% = oy, avec t; = a+ i mod p et puisque H est abélien on a t; = i,
douva=0.///

(d) Soit Syl, := HK := {hk | h € H, k € K. Montrer que Syl, est un sous-groupe de Sylow de S.

Preuve. Le groupe H est stable par conjugaison par o; par T (question b), ainsi hkh'k' = h(kh'k~1)kk' €
HK pour h,h' € H etk,k' € K et (hk)™' =k 'h~! = (k7 h~'k)k~! € HK. Enfin il suit de c) que
|HEK| = |H||K|=p*.///

(e) Montrer que les p sous-groupes de Sylow de S,» sont isomorphes au produit semi-direct (Z/pZ)P x,
Z/pZ ou Z/pZ agit via T sur (Z/pZ)P par permutation circulaire des p composantes.
Preuve. On calcule Tago...UZf_llr_l = a'fo...UZ:Qag”_l = agp_la?o...agff. Ainsi avec a) T agit sur
(ag,ai, ...,ap—1) par 7 * (ag, a1, ..., ap—1) = (a1,a2, ..., ap—1, 00).///

(f) Eléments d’ordre p? dans le groupe Syl,,.
Montrer que p := ([],<;<, ; 0i)7 est d’ordre P2

Preuve. Soit m := H0<Z-<p_1 o, facilement Tor ™' = 7 ; ainsi Tpr ™ = (aoafl)p. On déduit que pour
1<a<p, ona(x)p® = [lpcpeca o )T Ainsi pp = 11 et p est d’ordre p?.

Remargque. La formule (x) vaut pour a > 1 avec la convention que oy = o,y ot r(k) est le reste de

1 a—1

la division de k par p. Ainsi o7~ = p si et seulement si p®~ ' = agafl ce qui implique a = p+ 1
et donc que p = 2. Il suit que si < p > est distingué dans Syl,, alorsp=2. ///

(g) Examiner le cas p = 2.

Preuve. On s’interesse donc au 2-Sylow de Sy. 1l est notoire qu’ils sont isomorphes au groupe diédral
Dg a 8 éléments (le groupe des isométries du carré est le produit semi-direct du groupe d’ordre 4
des rotations < r >, par le groupe engendré par une réflexion s ; d’ou la présentation Dg =< r,s >
| 7 = 52 = 1,srs™! = r71). Alors que dans levercice on a la présentation < s1 = (1,2),s0 =
(3,4),7 = (1,3)(2,4) > | 75177 = s9. En revenant au groupe des isométries du carré on peut voir
s1,82 comme les 2 symétries par rapport aux médiatrices des cotés et T comme une symétrie par
rapport & une des diagonales. ///

Exercice 17 Sur les p-groupes : [F. M. 1] n°77 p. 193.



