Concours Agrégation, Mathématiques générales

Lecon 41- Polynomes irréductibles a une indéterminée. Corps de rupture. Exemples et
applications.

Commentaires du jury 2015 : Le jury attend dans cette lecon un bagage théorique permettant de
définir corps de rupture, corps de décomposition (la preuve de 'unicité de ce dernier n’est pas exigée), ainsi
que des illustrations dans différents types de corps (réel, rationnel, corps finis). Attention a ne pas croire
qu’un polynome réductible admet forcément des racines (méme en dehors du cadre de cette lecon!). Bien
entendu, les corps finis ont une place de choix et il sera instructif de chercher des polynoémes irréductibles de
degré 2, 3, 4 sur Fy. Il faut savoir qu’il existe des corps algébriquement clos de caractéristique nulle autres
que C. Il est bon de savoir montrer que ’ensemble des nombres algébriques sur le corps Q des rationnels est
un corps algébriquement clos. Il faut connaitre le théoreme de la base téléscopique ainsi que les utilisations
artithmétiques (utilisation de la divisibilité) que 'on peut en faire dans ’étude de l'irréductibilité des
polynomes.
Commentaires du jury 2016 : La présentation du bagage théorique permettant de définir corps de
rupture, corps de décomposition, ainsi que des illustrations dans différents types de corps (réel, ration-
nel, corps finis) sont inévitables. Les corps finis peuvent étre illustrés par des exemples de polyndmes
irréductibles de degré 2, 3, 4 sur Fy ou Fj3. Il est nécessaire de présenter des criteres d’irréductibilité de
polynémes et des polynémes minimaux de quelques nombres algébriques. Il faut savoir qu’il existe des corps
algébriquement clos de caractéristique nulle autres que C; il est bon de savoir montrer que I’ensemble des
nombres algébriques sur le corps Q des rationnels est un corps algébriquement clos. Le théoreme de la base
téléscopique, ainsi que les utilisations arithmétiques (utilisation de la divisibilité) que 'on peut en faire
dans I’étude de l'irréductibilité des polynoémes, est incontournable.
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Développements conseillés :
(1) Irréductibilité du polynome cyclotomique, [Fr. F] p. 280 et exercice ci-dessous.
(2) L’anneau A est factoriel ssi A[X] est factoriel, [Fr. F] Th. 7.3.1. p 262.
(3) Il n’existe pas d’anneau unitaire avec 5 unités, [F. M. 1] n°107 p. 296 question 4 p. 297 et exercice
ci-dessous.

(4) Sous-corps de K(X) et K-automorphismes de K(X), [F. M. 2] p. 260. Voir en complément une
application au corps des invariants de C par les automorphismes de C, [Fr. F] ex. 9.4.1. p 319.

Exercice 1 Critére d’Eisenstein et irréductibilité des polynémes cyclotomiques ®,»
(1) Le critére d’irréductibilité d’Eisenstein.

Si £ est un nombre premier et z € Q—{0}, on note v/(x) la valuation ¢-adique de = (i.e. x = :l:[”f(x)%
ou (n,d) € N x N* sont premiers a ¢).

Soit A(X) = a, X" + ... + ap € Q[X]. On suppose qu’il existe p premier tel que v,(a,) = 0,
vp(ag) = 1 et pour i < n, vp(a;) > 1. On suppose que A(X) = B(X)C(X) avec B,C € Q[X]. On
note P les premiers dans N et si T(X) = >, #;X* € Q[X] — {0} on note Cont(T) := [[,cp ¢ (%)
le contenu de T



(a) Soit A : COm(A =D o<i<n alX®. Montrer que A’ € Z[X] et que vy(al,) = 0, vy(ah) = 1 et pour
i <n, vpal) > 1. SmtB"—%t() C' = ﬁt(c)

Preuve. Le contenu de A" vaut 1. Ainsi pour tout £ € P, on a vi(a}) > 0; ainsi a; € Z. Enfin
puisque vp(a,) = 0 et vp(a;) > 0, il suit que vy(ContA) = 0; ainsi vp(a ) = vp(a;) pour 0 < i <

n///

(b) Montrer qu’il existe un unique homomorphisme d’anneaux 7 : Z[X] — Fp[X]| qui induit la
réduction modulo p sur Z et tel que 7(X) = X. Montrer que degn(T'(X)) < deg(T'(X)).

Preuve. C’est la propriété universelle des anneaux de polynomes. L’inégalité sur les degrés est
immédiate.///

(c) Montrer que 7(A") = 7(a,,)X™ et en déduire que w(B’) = n(b;) X*, n(C’) = m(c,)X*® ou t resp. s
est le degré de B’ resp. C'.
Preuve. Puisque ContA = ContBContC par le lemme de Gauss, il suit que A’ = B'C’ et donc
m(A") = w(a)) X" = 7(B")w(C"). Puisque X est irréductible dans Fp[X], ils suit que 7r( ) = BXY,
7(C") =~vX* avect' + s =n. Ort+s=mn et puisquet' <t, s <sonat =t s =s.///
(d) En déduire que A est irréductible dans Q[X].
Preuve. L’évaluation en X =0 de l’égalité A’ = B'C" donne ag = B'(0)C"(0). Si s >0, t >0 il
suit de la question précédente que p|B'(0) et p|C’(0) ; ainsi p*|ag ce qui est une contradiction.///
(2) L’irréductibilité de ®,(X), le p-iéme polynéme cyclotomique.
(a) Montrer que ®,(X) € Z[X]
Preuve. On a XP — 1 = ®1(X)®,(X) ; ainsi ®p(X) = 5= = XP 1+ XP2 4+ +1€ Z[X].///
(b) Montrer que ®,(1) =p et que ®,(X + 1) = XP~! mod pZ[X].
Preuve. L’égalité ®,(1) = p suit de la formule précédente. Enfin ®,(X +1) = X%)p_l et puisque
(P10 mod p pour 0 < i < p il suit que (X + 1) =1+ XP + pXR(X) € Z[X] ou R € Z[X].///
(c) En déduire que ®,(X) est irréductible dans Z[X].

Preuve. Le critére d’Fisenstein montre lirréductibilité dans Q[X] et puisque le contenu vaut 1 il

est de plus irréductible dans Z[X].///
(3) L’irréductibilité de ®,r(X) pour r > 1.

(a) Montrer que ®,r(X) = &, (XP"~ )

Preuve. On remarque que X' — 1 = ®pr®,1.. 0,01 = Ppr (XP' Y1), Ainsi P, (X) =
r—1

O (XP )./

(b) Montrer que ®,r(X +1) = X?P ') mod pzZ[X].
Preuve. Ainsi ®pr(X +1) = O, (X + )P = <I>]L,((X)1”T71 +1) mod p=XP"'®") mod pZ[X]
par 2.b).///

(c) En déduire que ®,-(X) est irréductible dans Z[X].

Preuve. Le critére d’Eisenstein montre l'irréductibilité dans Q[X]| et puisque le contenu vaut 1 il
est de plus irréductible dans Z[X).///

Exercice 2 Montrer que la somme des racines primitives n-iémes de 'unité vaut p(n) la fonction de
Moebius en n. On pourra utiliser I'identité X" — 1 = J];,, ®4(X) et l'identité }-,, u(d) = 0, [F. M. 2]
théoreme partie 2. p. 249.

On trouvera un complément dans [F. M. 2’] a la page 249.

Exercice 3 Polynomes irréductibles dans Z[X] et irréductibilité modulo p, [Fr. F] p. 281.



Exercice 4 Le lemme de Gauss dans Z[X], [F. M. 1] n°88 p. 250.

)= (X+1)?P—(X?P+1)

Exercice 5 Le polynome f(X < avec p premier > 2 est irréductible dans Z[X], [F. M.

2] p. 195.

Exercice 6 Un théoréme de Kronecker et une application aux matrices € GL,(Z) : les polynémes unitaires
de Z[X] dont les racines complexes vérifient 0 < |z| < 1 sont les produits de polynémes cyclotomiques,
[Fr. F] p. 201.

Soit P(X) € Z[X] un polynoéme unitaire a coefficients entiers, de degré n > 1. On suppose que les racines
complexes de P(X) sont de module < 1.

(1) Notons $1,...,8, € Z[X1,...,X,] les polynémes symétriques élémentaires. Soit » > 1, on note p :
Z1 X1, ..., Xp] = Z[ X1, ..., Xp,] I'unique homomorphisme tel que p(a) = a pour a € Z et p(X;) = X/
pour tout 1 < i < n (c’est la propriété universelle des anneaux de polynémes). Montrer en utilisant
p que Yo € S, on a sk(Xg(l), ...,X;(n)) = si(XT7, ..., X)), en déduire que pour tout k < n, il existe
P, k(S1,....,8,) € Z[Sh, ..., Sp] tel que s (X7, ..., X)) = Pr(s1, ..., Sn)-

(2) Calculer sg(1,...,1).

(3) Notons 64, ..., 0, les racines complexes (éventuellement répétées) de F(X). Montrer que pour tout
r>1ettout k <n,ona

r r r r n
Sk( 1""a0n) € Zv |Sk( 1""’0n)| < (k‘)

4) Montrer que 'ensemble {07 | 1 <i < n,r > 1} est fini.

5) En déduire que pour toute racine 6 de P(X), il existe r > 2 tel que #” = . Conclure.

6) En déduire la décomposition en irréductible de P dans Z[X].
)

(
(
(
(7) Une application du théoréme de Kronecker.

Soit M € GL,(Z), on suppose que la suite M k k € N est bornée. Montrer que M est d’ordre fini.

Preuve. Si A € C est racine de xpr alors la suite \¥ est bornée ainsi |\| < 1. Le théoréeme de
Kronecker, [Fr. F| exercice 4.4.2 p. 201, appliqué au polynome xpr implique que les racines de s
sont des racines de l'unité; ainsi il existe m > 0 avec xpym = (X — 1)" alors M™ = Id+ N ou N
est nilpotente. Montrons que N = 0. Pour cela nous allons montrer que si my(X) = X4 qvec d > 2
alors la suite M™F est non bornée pour k — oo. La somme CN° + CN + ... + CN4t ¢ M,(C) est
directe ainsi par l’équivalence des normes en dimension finie il existe ¢ > 0 avec || Y ge;cq_q aiN'|| >

cmaxg<i<q_1 |a;|. Puisque M™* = (Id+ N)* = Id + ('f)N+ ot (dfl)Nd_l et que d > 2, le résultat

suit. ///
A propos des ordres des éléments de GL,,(Z) voir [F. M. 1] n°26 p. 46.

Exercice 7 Autour de Berlekamp [F. M. 1] n°108 p. 299 partie A. Appliquer I'algorithme au polynome
XP— X — 1€ F[X]

Exercice 8 Les racines d’un polynéme irréductible, [F. M. 2] lemme 1 p. 57.

Soit P € Fp[X] un polynome irréductible. Soit z €  une racine de P dans une cloture algébrique €2. Soit
¢ le Fp-automorphisme de © défini par ¢(x) = 2P. Montrer que les racines de P sont simples et coincident
avec 'orbite de z sous < ¢ >.

Exercice 9 Comptage des polynomes irréductibles € F),[X] de degré n, [F. M. 2] 3.2) p. 82.
Soit L un corps fini a ¢ = p™ éléments.



oit P € unitaire, irreductible de degré d. On suppose que — . Montrer que djn.
1) Soit P € [Fp[X] unitaire, irréductible de degré d. O Pl(X?1-X). M d

Preuve. Puisque L est I’ensemble des racines dans L de X1 — X, il suit que P est un produit de
polynomes de degré 1 a coefficients dans L, ainsi il existe x € L avec P(x) = 0. On a Fylz] C L et
donc par le théoreme de la base télescopique d = dimp, Fplx] | dimp, L =n. ///

(2) Soit P € F,[X] unitaire, irréductible de degré d|n. Montrer que P|(X? — X).
Prewve. Soit K D L un corps de décomposition de P € K[X]| et x € L une racine de P, alors
Fplz] ~ % est un corps fini de cardinal p?. Ainsi z?° = x et donc P|(X?" — X) dans F,[X].
Montrons que (XP'~1 — X)|(XP"~1 — X). Il suffit de montrer que p® — 1 | p" — 1 ce qui est bien le
cas puisque d | n. Ainsi P|(XP" — X)|(X?" — X). ///

(3) Pour d|n, on note I; le cardinal de I'ensemble des P € F,[X] unitaires, irréductibles de degré d avec
P|(X9— X). Montrer que p" =}, dla.

Preuve. On écrit la décomposition en irréductible de X? — X dans F,[X] et on en déduit une
partition des racines de X9 — X par leur polynome irréductible. ///

(4) En déduire que nl, < p".

Preuve. Conséquence immédiate de ’égalité précédente. ///
(5) Montrer que nl,, > p™ — Zlgdgn—lpd

Prewve. On anly =p™ =34, qzn dla = 0" = g, d;énpd >p" = <a<n-1 ./
(6) En déduire que nl,, > 2+ (p — 2)’;:%11.

Preuve. On a donc nl, > p" —ppnpill_l =2+ (p— 2)’;:%11. En particulier I, > 1. ///

Remarque. Dans [F. M. 1] n°86 on trouve la formule 3 ;,, dI(d) = p". Il suit que I(n) = 1 2dn n(2)pe,
ou u(.) est la fonction de Mdbius. On en déduit facilement que I(n) > 0.

Exercice 10 Une application de l'existence de polynomes irréductibles de degré n dans K[X]| si K = Q
ousi K =I,.

Il existe des sous K-espaces vectoriels M, (K) de dimension n tels que V — {0} € GL,(K), [F. M. 2] p.
81 questions 1. et 3.

Exercice 11 Il n’existe pas d’anneaux A dont le groupe des inversibles A* est d’ordre 5, [F. M. 1] n°107
p- 296 question 4 p 297.
On suppose que A est un anneau unitaire dont le groupe des inversibles A* est d’ordre 5.

(1) Montrer que 1 = —1 dans A. En déduire que A contient un sous-corps isomorphe a Fs (on le notera
encore Fa).

Preuve. On remarque que (—1)2 = 1, ainsi —1 € AX et son ordre est 1 ou 2. Par le théoréme
de Lagrange il n’est pas 2 c’est donc que 1 = —1 dans A. Ainsi 2.14 = 0 et donc I’homomorphisme
canonique Z — A qui envoie 1 € Z sur 14 est de noyau C 27 et puisque cet homomorphisme n’est
pas I’homomorphisme nul le noyau est €gal a 27Z. 1l suit du théoréme de factorisation que Fo s’injecte
dans A et son image {0,14} est un sous-corps de A isomorphe a Fa. ///

(2) Soit B le sous-anneau de A engendré par A*, montrer que A* = B*.
Preuve. Par construction B C A et donc B* C A* et puisque A* C B on a l’égalité A* = B*.

/1

(3) Soit ¢ un générateur de A*, justifier I'existence d’'un homomorphisme de Fy-algebre p : Fo[ X] — A
vérifiant p(P(X)) = P(().
Preuwve. C’est la propriété universelle des anneauzx de polynomes. ///



(4) Montrer que B = Im p et que ker p = S(X)F2[X] avec S(X) unitaire divisant X° — 1.
Preuwve. Par construction Im p = Fy[(] et c’est le plus petit sous-anneau de A contenant ¢ et donc

A* ; c’est donc B. Le noyau est un idéal monogéne (Fo[X]| est un anneau principal) non nul et
puisque p(X°® — 1) = 0, le résultat suit. ///
(5) Montrer que )){(5__11 est irréductible sur Fo. En déduire la liste des diviseurs de X° — 1 dans Fo[X].
Preuve. On a X° —1= (X —1)(X*+ X3+ X2+ X +1). Le polynome X* + X3+ X2+ X +1 n'a
pas de racine dans Fy et il n’est pas égal a (X2 + X +1)2 = X* + X2 4+ 1 et puisque X> + X +1 est
le seul irréductible de degré 2 dans Fo[X], il suit que X* + X3 + X2 4+ X 4+ 1 est irréductible dans
Fo[X]. Ainsi {1, X —1,X*+ X3+ X2+ X 4+ 1, X° — 1 sont les diviseurs de X° — 1 dans Fo[X]. ///

_ Fx] . .
(6) En remarquant que B ~~ S [x]» conclure a une contradiction.

Preuve. Puisque S(X) # 1 il suit que l'anneau B est soit isomorphe ¢ By = % = Ty, soit
isomorphe a By = (X4+XE-2+[))2+X+1) ~ [Fya ou soit isomorphe a B3 := (;ngpj) ~ Bi X By par le

théoréme des restes chinois. On a dans tous les cas une contradiction avec |B*|=15. ///

Exercice 12 Le théoréeme de D’Alembert Gauss, [Fr. F| p. 173 et [Sa] (appendice).

Exercice 13 Montrer qu'un polynéme P € R[X] vérifie P(R) C RT si et seulement si P est somme de
deux carrés dans R[X].

Exercice 14 Cet exercice pourrait étre un développement pour la lecon 25 Extensions de corps. Exemples
et applications. Soit K un corps infini et L une extension finie sur K.

Les propriétés suivantes sont équivalentes :

i) L = K(a)

ii) L’ensemble des sous-corps de L contenant K est fini, [F. M. 1] n°103 p. 280.

Exercice 15 Degré du corps de décomposition, [F. M. 1] n°102 p. 277.



