Concours Agrégation, Mathématiques générales

Lecgon 44- Racines d’un polynéme. Fonctions symétriques élémentaires.

Commentaires du jury 2015 : Il s’agit d’une legon au spectre assez vaste. On peut y traiter de
méthodes de résolutions, de théorie des corps (voire théorie de Galois si affinités), de topologie (continuité
des racines) ou méme de formes quadratiques. Il peut étre pertinent d’introduire la notion de polynéme
scindé, de citer le théoreme de d’Alembert-Gauss et des applications des racines (valeurs propres, etc.).
On pourra parler des applications de la réduction au calcul d’approximations de racines. Notons le lien
solide entre la recherche des racines d’un polynoéme et la réduction des matrices. Les valeurs propres de la
matrice compagnon d’un polynéme permet d’entretenir ce lien. Les problemes de localisation des valeurs
propres, comme les disques de Gershgorin, sont tout a fait appropriés a ce contexte.

Commentaires du jury 2016 : Dans cette lecon on peut présenter des méthodes de résolutions, de la
théorie des corps, des notions de topologie (continuité des racines) ou méme des formes quadratiques. I
peut étre pertinent d’introduire la notion de polynoéme scindé, de citer le théoreme de d’Alembert-Gauss et
des applications des racines (valeurs propres, etc.). Notons le lien solide entre la recherche des racines d'un
polynome et la réduction des matrices ; les valeurs propres de la matrice compagnon d’un polynéome permet
d’entretenir ce lien. S’ils le désirent, les candidats peuvent s’aventurer en théorie de Galois ou s’intéresser
a des problemes de localisation des valeurs propres, comme les disques de Gershgorin.

Remarque : Les disques de Gershgorin se déduisent du théoreme de Hadamard de la diagonale dominante.
Pour les méthodes d’approximation des racines on peut lire
http ://iml.univ-mrs.fr/~ritzenth /agregation/cours-polynomes2.pdf

Dans la rubrique localisation des zéros d’un polynéme on peut citer le théoreme de Gauss-Lucas [Fr.
MMG] p. 20, la régle de Descartes [F. M. 1] n°110 voir aussi [B. R.] ou le théoréme de Sturm [F. M. 1]
n°109.
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Développements conseillés :

(1) Théoreme de continuité des racines d’un polynome a coefficients complexes et applications. Une
preuve séquentielle : [F. G.] p. 232. La preuve dans [F. M. 1] n°32 question 2 est plus conceptuelle
mais correspond parfaitement au titre de la lecon. Voir exercice ci-dessous. Pour les applications voir
[F. M. 1] n°32 questions 3 et 4.

(2) Un théoreme de Kronecker et application aux matrices de GL,,(Z), [Fr. F] p. 201 et exercice ci-dessous.

(3) Le corps des nombres complexes est algébriquement clos, [Sa.] Appendice, attention a veiller dans
I’application du théoreme de structure des polynomes symétriques a introduire des indéterminées.

(4) Signature de la matrice de Hankel associée aux racines d’un polynéme a coefficients réels, [F. M. 1]
n°40 (il faut bien noter que l'on se donne les coefficients du polynéme (et pas une approximation



ce qui modifierait les multiplicités des racines ...) et pas les racines puisque il n’y a pas de formules
de résolution par radicaux ... par contre les sommes de Newton se calculent algébriquement a partir
des coefficients du polynome et alors I’algorithme de Gauss donne la signature ; en fin de compte on
obtient donc un algorithme pour compter le nombre de racines réelles distinctes ou complexes non
réelles et distinctes.

Exercice 1 Continuité des racines d’un polynéme a coefficients complexes, [F. M. 1] n°32, voir en parti-
culier les applications.

(1) Soient P(X) = [[1<icr (X —ai))® =po + p1X + .. + ppo1 X1 + X™ € C[X] avec a; 2 & 2 distincts.
et 0 < 9 < inf#;gai — aj|. Alors il existe €(P,d) > 0 qui possede la propriété suivante : soit
QX)=q+aX +...+ g1 X" 1+ X" € C[X] avec maxo<j<n |pj — g;le(P,d), alors chaque disque
de centre a; et de rayon ¢ contient «; racines de @) en tenant compte de la multiplicité).

Dans [F. M. 1] cela est traduit par la bicontinuité de I’application entre espaces métriques f :
C"/Sp — C™ définie par f((21,....,7n)) = [[1<ijcn(X — 24).
(2) Une autre approche traduit cela par la continuité séquentielle de f~1, [F. G.] p. 232.
La méthode consiste & considérer une suite Qx(X) = gno+ @ X +... +@n_1 X" 1+ X" qui converge
vers P. On note zy; les n racines de Q;(X) en comptant la multiplicité.
(a) Montrer qu'il existe M > 0 avec Vi, k |z ;| < M
(b) Soit a la multiplicité d’une racine a de P. En raisonnant par ’absurde montrer que pour tout
e > 0 il existe kg < 0 tel que pour tout k > ko il y a au moins « racines xy,; vérifiant |a —zy ;| < e.

(¢) Conclure en remarquant que les degres de P et de Q) sont égaux.

Exercice 2 Le théoreme de Gauss-Lucas, [Fr. MMG] p. 20.
Soit P :=[],c;<,(Z — zi)" € C[Z] avec z; # zj et p; > 0.

(1) Montrer que les racines de P’ sont dans 'enveloppe convexe Conv(P) des z;,1 <i < s.
(2) On suppose que les racines de P sont dans R, montrer qu’il en est de méme pour les racines de P’.

(3) On suppose que les affixes des zéros P dans C ne sont pas alignés (on identifie C au plan affine
réel). Montrer que si P'(z) = 0 alors P(z) = 0 (et donc z est racine multiple de P) ou bien z est &
I'intérieur de I’enveloppe convexe des zéros de P.

Preuve. Notons z une racine de P'. On suppose que z est au bord Conv(P) — Conv(P)° de l’en-
veloppe convexe des zéros de P (notez que Conv(P) est un fermé de C d’intérieur Conv(P)° non
vide). Si P(z) # 0 alors il existe zy # zo des racines de P telles que z1, 22,z soient alignés (faire
un dessin). Soit D := z; + R(z — 21) et projetons orthogonalement sur D+ la relation barycentrique
doi<i<s ﬁ(z —z;) = 0. Puisque Conv(P) est dans le méme demi-espace fermé défini par la droite
D on obtient une contradiction. ///

(4) Dans le cas ou P est de degré 3 on a une caractérisation géométrique des racines de P’, [F. M. 1]
n°126.

Exercice 3 Soit P(X,Y) € C[X,Y] et n son degré total. On veut montrer que les zéros de P(X,Y") dans
C x C ne sont pas isolés, [F. M. 2] lemme p. 309.
Quitte a faire une translation on suppose que P(0,0) =0
(1) Montrer qu'il existe ¢ € C avec P(X +¢Y,Y) = po(X) +p1(X)Y + ...+ pn(X)Y™ avec p;(X) € C[X],
et deg;(pi(X)) <n—ietp,(X)eC—{0}.
Preuve. P =)y, Pi la décomposition de P en composantes homogénes alors P, # 0. Puisque
le degré total de P est égal an, seul P, est susceptible de contribuer au coefficient de Y™ dans P(X +



cY,Y). On écrit alors P, = crc, ax X" Y, alors le coefficient de Y™ dans P, (X + cY,Y) vaut
Y o<k<n arc"*. Puisque (ao, al,_..._, an) # (0,0, ...,0) il suit qu’il existe c € C avec ) yp<p apc™ Tk £
0. ///

(2) On suppose donc que P = po(X)+p1(X)Y +...+pn(X)Y™ avec p,(X) € C—{0} et P(0,0) = 0. Pour
pour tout k > 0 on note Qy(Y) := P(3,Y), et on note y;(k),1 < i < n les n racines de Qx(Y) dans
C avec |y1(k)| < [y2(k)|... < |yn(k)|. Montrer que la suite (1,y1(k)) converge vers (0,0) et conclure.

1
Preuve. En effet |y (k)" < [T, cicn (k)] = 250 0. 77/

[Pn]

Exercice 4 Les premiers qui divisent les valeurs d’un polynéme, [Fr. F.] ex. 1.9.36 p. 59.
Soit P(X) € Z[X] non constant.

(1) On suppose que P(0) = 1. En considérant les diviseurs premiers de P(n!), montrer que P a une racine
modulo p pour une infinité de nombre premiers p.
Preuve. Puisque P n’est pas constant il existe A > 0 avec |P(x)| > 1 pour tout x > A. Ainsi sin € N
avec n! > A alors P(n!) € Z — {—1,0,1}, ainsi il existe p, un diviseur premier de P(n!) et donc n!
mod p,, est une racine de P modulo p,. Puisque P(0) =1 il suit que p, {n! et donc que p, >n. ///

P(XP(O)))
pPO) 7

Preuve. Si P(0) = 0 le résultat est trivial. Supposons que P(0) # 0 alors P = ag + a1 X + ... + agX?
avec d > 0, ay € Z, et apag # 0. Alors Q(X) := % € Z[X] et Q(0) = 1. On applique la question
précédente a Q. ///

(2) Méme question dans le cas général (si P(0) # 0, on pourra considérer le polynome

Exercice 5 Un théoréme de Kronecker et une application aux matrices € GL,(Z) : les polynémes unitaires
de Z[X] dont les racines complexes vérifient 0 < |z| < 1 sont les produits de polynémes cyclotomiques,
[Fr. F] p. 201.

Soit P(X) € Z[X] un polynéme unitaire a coefficients entiers, de degré n > 1. On suppose que les racines

complexes de P(X) sont de module < 1.

(1) Notons s1,...,8, € Z[X1,...,X,] les polynomes symétriques élémentaires. Soit » > 1, on note p :
Z1X1,...,Xn] = Z[Xq,...,Xy] P'unique homomorphisme tel que p(a) = a pour a € Z et p(X;) = X7
pour tout 1 < ¢ < n (c’est la propriété universelle des anneaux de polynomes). Montrer en utilisant

p que Yo € S, on a sk(Xg(l),...,X;(n)) = sp(X7,...,X}), en déduire que pour tout k < n, il existe
P, 1(S1,...,5,) € Z[S1, ..., Syn] tel que s(XT, ..., X)) = Prp(s1, ..., 5n).

(2) Calculer sg(1,...,1).

(3) Notons 61, ..., 0y, les racines complexes (éventuellement répétées) de F'(X). Montrer que pour tout r > 1
et tout kK <n, on a

n
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4) Montrer que I'ensemble {0 | 1 <i < n,r > 1} est fini.
5) En déduire que pour toute racine 6 de P(X), il existe r > 2 tel que #” = 6. Conclure.
6) En déduire la décomposition en irréductible de P dans Z[X].
7) Une application du théoreme de Kronecker.
Soit M € GL,(Z), on suppose que la suite M* k € N est bornée. Montrer que M est d’ordre fini.

Preuve. Si A € C est racine de x s alors la suite \* est bornée ainsi |\| < 1. Le théoréme de Kronecker,
[Fr. F] exercice 4.4.2 p. 201, appliqué au polynome xpr implique que les racines de xas sont des racines
de lunité; ainsi il existe m > 0 avec xpym = (X — 1) alors M™ = Id + N ot N est nilpotente.
Montrons que N = 0. Pour cela nous allons montrer que si my(X) = X% avec d > 2 alors la suite



M™F est non bornée pour k — oo. La somme CN® + CN + ... + CN%! ¢ My (C) est directe ainsi par
équivalence des normes en dimension finie il existe ¢ > 0 avec || 3 g<;cq_1 @ilN'|| > cmaxo<i<d—1 |ail-
Puisque M™ = (Id+ N)* = Id + (’f)N + ..+ (UZEI)NCI*1 et que d > 2, le résultat suit. ///

A propos des ordres des éléments de GL,,(Z) voir [F. M. 1] n°26 p. 46.

Exercice 6 Le lemme de Descartes, [F. M. 1] n°110, voir aussi [B. R.].

Soit (a) := (ag, ai, ...,aq), une suite finie de nombres réels. On appelle variation V(a) de la suite (a) le
nombre de changements de signes dans la suite privée des zéros. Soit P(X) := ag+a1 X +... +aqX? € R[X]
de degré d et V(P) := V(a) et on note Q(X) := P(—X). Soit v4(P) le nombre de racines > 0 de P
comptées avec leurs multiplicités, alors v_(P) := v4(Q) est le nombre de racines < 0 de P comptées avec
leurs multiplicités. Alors v (P) < V(P) et vy (P) = V(P) mod 2 resp. v_(P) < V(Q) et v_(P) = V(Q)
mod 2.

(1) Soit P = X" +2X% - 3X® — X2 +7X — 8. Montrer que v, (P) =1 ou 3.

(2) Soit P = X3 +3X% — X — 2. Montrer que v4(P) = 1 et que v_(P) = 0 ou 2. En remarquant que
Q(—1) =1, montrer que v_(P) = 2.

(3) Soit P = [];<;<4(X — ;) avec ; € R — {0}. Montrer que V(P) + V(Q) < d et en déduire les égalités
vo(P) = V(P) et v_(P) = V(Q).

(4) Soit S € Symy(R), montrer que la signature de S est (p,q) avec p =V (xs(X)) et ¢ = V(xs(—X)).

Exercice 7 L’application Sym,,(R) — N x N qui a S associe sa signature (p(.5),q(S)) est continue sur
Sym(R) N GL,(R), [F. M. 1] n°43 p. 100.

Exercice 8 Discriminant, [F. M. 1] n°112 p.321 et en particulier les applications topologiques des questions
3 et 4.

Exercice 9 Résolution par radicaux de I'équation {z € C, P(z) =0} avec P(X) := X3+ pX + ¢ € C[X]
et polynomes symétriques.
Notations. On note Ss, le groupe symétrique sur {1,2,3}, il est engendré par les cycles r := (1,2,3)
et s := (2,3). Le groupe S3 agit sur C[X1, X2, X3] par o x P(X1, Xa, X3) = P(X5(1), X5(2), Xo(3)) €t
C[X1, Xo, X3]33 est le sous-anneau des polynomes symétriques.

Enfin j:= e/ e C,U:=X; +jXo+j2X5et V= s+ U.
(1) (a) Montrer que 7 x U3 = U3,

Prewve. On arxU = Xo + j X5+ j2X1 = j2U. ///

(b) En déduire que S := U3 + V3 € C[X1, X2, X3]%.

Preuve. Puisque sxU =V et que s> = Id il suit que sxS =S5. Enfinr+«V =rs+«U =sr ' xU =
s*U = V. Ainsi Sz agit trivialement sur S. ///

(c) Montrer que S(X1, X2,0) = 2(X7 + X2)3 — 9X1 Xo( X1 + Xo).

Preuwve. On calcule S(X1, X2,0) = (X1 4 jX2)3 4+ (X1 +52X2)% = X7 + 352X X0 + 3j X1 X2 + X5 +
X34+ 3 X2 Xo + 352 X1 X5 + X5 = 2(X1 + Xo)3 — 9X1 Xo( X1 + Xo). ///

(d) En déduire que S — 2(X1 + X2 + X3)3 + 9(X1X2 + X2X3 =+ X3X1)<X1 + XQ + Xg) = /\X1X2X3.
Preuve. On applique l’algorithme vu dans la lecon. On remarque que T := S — 2(X1 + Xo + X3) +
9(X1 X2 + XoX3 + X3X1)(X1 + Xo + X3) € C[X1, X2, X3]% et que T(X1,X2,0) = 0, ainsi T €
Xg(C[Xl,XQ, Xg]. AinsiT =r*T € Xl(C[Xl,XQ, Xg] etT = 7‘2 *x 1 € XQC[X1,X2,X3]. Ainsi dans
la décomposition de T sur la base X' X2 X les coefficients des mondomes avec iyiziz = 0 sont nuls
ainsi T € X1 X9 X3C[X1, Xo, X3]. Pour conclure on remarque que T est homogéne de degré 3. ///



(e) Calculer A.
Preuve. On évalue I’égalité précédente en (1,1,1). Ainsi 0 —2.33 +9.3.3 =27=\. ///

(2) Soit P := X34+pX+q = (X—21)(X —22)(X —23) € C[X]. Onnote u := U(z1, 79, 73),v := V (21, 2, 3).

(a) En remarquant que UV = (X1 + Xo + X3)? — 3(X1 X2 + X2 X3+ X3X1), exprimer z1, 2o, 3 & 1'aide
de radicaux en p, q.

Preuve. On a (X —21)(X —22)(X —23) = X — (21 + 20 +23) X2 + (2172 + 2023 + 2371) X — T17273.
Ainsi x1+w2+23 = 0, 11279+ 223+ 2371 = p et x1wo73 = —q. Ainsi ud+v3 = S(x1, 19, 23) = —27¢
et uv = —3p. 1l suit que u®,v> sont les deux racines du polynéme X2+ 27q — 27p3. Son discriminant
est A = 27(4p?® + 27¢%) = w? avec w € C. Alors u® = 727%,1)3 = 727%. Quitte a permuter
les x; on a le systéme : x1 + xo + 23 = 0, z1 + jas + j2x3 = u, x1 + j2x2 + jrg = v d’on

) . 2 -
v =y = U gy = PR e = HGES g8 = 2 o uy = —3p. ///

(b) Soit P:= (X — 1)(X? + X + 2). Déduire de la question précédente que

V3= {27433 {27 -3v3

Preuve. Puisque le discriminant de X2 + X + 2 est —7, 1 est la seule racine réelle de P. Avec les

formules précédentes on obtient que 1 == “'H’ = le \/2[—}—3\[ - \/Q\f 3\/3) € R est
racine de P. ///

Exercice 10 Formules de Newton et de Waring, [A. F.] p. 428-430, [Fr. F] exercice 4.4.13 p. 207, voir
aussi [F. M. 1] remarque 4. 3. 5 p 329.
Dans l'exercice A désigne un anneau commutatif. Soit S(T') := Y, sk T € A[[T]]. la série D(S)(T) :=

D k1 ks, TF=1 € A[[T]] s’appelle la dérivée de S(T).

(1) (a) Soit S(T) =3 4> T* € A[[T]]. Montrer que (1 —T)S(T) = 1.

Preuve. On développe (1 —T)S(T)=S(T)-TS(T)=1.///

(b) Soient U(T),V(T) € A[[T]]. Montrer que D(U(T)V(T)) =U(T)D(V(T))+V(T)DU(T)).
Preuve. SiU(T) = 3, upT™ et V(T) = >, v, T" on a U(T)D(V(T))+V(T)D(U(T)) = 31O psm—1—k v
Yok (g1 MUmn) T = 3703 1= (0 M)umvn) T = DU(T)V(T)). ///

(c) Soit U(T) € TA[[T]]. Montrer que D(S(U(T))) = D(U)(T)[D(S)(U(T))] (traiter d’abord le cas ou
S(T)=1m).
Preuve. Si S(T) = T™ alors S(U(T)) = U(T)™ et on vérifie la formule par récurrence sur m avec
la formule précédente. Dans le cas général S(T) =Y, smT™ et on doit montrer que D(S(U(T))) =
D(Y, smD(U(T)™)). Cette égalité est satifaite Yk > 0 modulo l'idéal T* A[[T]] parce que D(U(T)™)) €
T YA[[T)] et que l’égalité se déduit de celle pour S = > 0<mek SmI™ (i.e. sy =0 pour m > k) et
qui vient de la linéarité de D. ///

(d) On suppose que Q C A. On définit la série formelle "logarithme” par L(T) := >, ,(=1)* 1% €
Al[T]. Soient U(T"), V(T') € TA[[T]. En utilisant la dérivation montrer que L((1+U(T))(1+V(T'))—
1) = L(U(T)) + L(V(T)).
Preuve. Puisque D(L)(T) = Z:kx(—l)’l“*lT’“*1 = (1+T)71 il suit de la question précédente que
D(L(U(T)) = DUT)(A+U(T )" et D(L((L+U(T))(1+ V(7)) 1)) = D((1+U(T)(1+V(T)) ~
H((+UM) T 1+ V(T))™ ) = D(L(U(T)) + D(L(V(T)). Ainsi DIL((1+U(T))1+V(T)) —1) —
L(U(T)) — L(V(T)) = 0 et puisque la caractéristique de A est nulle il suit que L((1 4+ U(T))(1 +
V(T)) = 1) = L(U(T)) = L(V(T)) € ANTA[[T]) = 0. ///



(2) Dans ce qui suit on note A := Q[X1,..., X,,]. Pour k& > 0 on note py := > ;.. XF, ainsi py = n.
On note P(Z) := [[1c;c,(Z — X;) = 2" — 512" + .+ (=)', 2770 + . + (=1)"sp et Q(T) :=
Micicn(l = XiT) = 1= 51T + oo+ (= 1)’sT0 + .. + (= 1)"s, T
(a) Formules de Newton

(i) Soit F(T') := > 450 peT* € A[[T]]. Montrer que F(T) = di<i<n ﬁ
Preuve. C’est une conséquence immédiate de la question 1. ///
(ii) En déduire que
(1—s1T+ ... + (=1)'s;T" + .. + (=1)"s, T F(T) =
=n—(n—1)s1T+ (n—2)soT?*+ ...+ (—=1)" s, 1T,
Preuve. Cette formule exprime ’égalité F(T)Q(T) = nQ —TD(Q(T)) qui résulte du calcul de la
dérivé logarithmique de Q(T). ///
(111) En déduire que pg = n, p1 = s1, p2 = s1p1 — 289, ...,p; = S1Pi—1 — S2Pi—2 + ... + (—1)1'7282',1]91 +
(—1)i=Lis; pour i < n et p; = s1pi_1 — S2Pi—2 + ... + (—=1)""Ls,p;_, pour i > n.
Preuve. On identifie n — (n — 1)s1T + (n — 2)soT? + ... + (=1)" L, 1T 1 4 (1 — 51T + ... +
(—1)'siT o+ (=1)"snT") (Lo 2k TF)- ///
(b) Formules de Waring
(i) En considérant la série L(Q(T) — 1) montrer que pour h > 1

1 (i1 +ig 4o iy — 1)! :
pbn=(=1)" > (—1)= Tl ,n sis..si

i1+2i0+...4nin=h
(on rappel]e que (Zl —|—Z2—|-—|—Zn)h = le+22+ +in=h WZ“ Zfl") Preuve. On a L(Q(T) —

1) = Ycicn LEXT) = =3 1cicn 2on1 XhT = =D p>1 aponT" = — 2 oh>1 =T+ .. +
(—1)is; T+ ..+ (=1)"s, T, ///

(ii) On considere la suite (uy)nen définie par ug = 3, ug = 0, ug = 2 et pour n > 0 par up+3 =
Up + Upy1. On pose Qo(T) :=1—T? - T3 = (1 —21T)(1 — 22T)(1 — 23T) avec x; € C. Montrer
que Vk € N, up = :L"f + :EIQC + x§ = pr(r1,22,23) € Z et que pour tout nombre premier ¢ on a
up =0 mod /.

Preuve. Les formules de Newton donnent pouri > 3, Pi = S1Pi—1—S2Di—2+53pi—3 (nqtez que cette
formule est immédiate : il suﬁit de remarquer que ZV3P(2) = 7 — 51207 + 597072 — 532073
et donc 0 = Xif?’P(Xl) + X573P(X2) + X§*3P(X3) = p; — S1Pi—1 + Sop;_o — S3pi—3. Et puisque

s1 = 0,80 = —1,83 = 1 il suit que p; = pi—2 + pi—3 si i > 3. Ainsi pour vérifier l’égalité up =
pr(x1, 22, 73) il suffit de la vérifier auz rangs 0,1,2. Or L(Qo(T)) = L(-T? —T3) = -T? - T3
mod T* = —pi T — %QTQ mod T3 ainsi pg =3 = ug, p1 = 0 =uy et po = 2 = uy. La récurrence

montre aussi que up € Z. Enfin la congruence suit du développement de L(—T? — T3) qui re-
donne la formule de Waring : puisque s = 0 on a $p; = 22i2+3i3:e(—1)i2”3%s?s? =

22i2+3i3:£(—1)"3%(iQ.”S). Ainsi vg(pg) > 1. Voir [FM] p. 328, remarques 4.5.4 et 4.3.5. pour

12+13 3
une autre preuve moins calculatoire. //

(iii) Montrer que Q(T) = [];<<, E(FpyT") mod T ot E(T) = > k>0 4T" est la série formelle

”exponentielle”.
Preuve. On montre que H(T') :== E(L(T')) = 1+T. Pour cela on calcule D(H(T))) = D(L(T))E(L(T)) =
(1+ T)"YH(T). Ainsi (1 + T)D(H(T)) ( ). On écrit H(T) = >, hgT"* et on traduit

) =
I’égalité précédente. Ainsi Q(T) = E(L(Q(T) —
mod Tt
Notez qu’en développant modulo T™ ! on obtient les formules exprimant s; dans Q[p1, ..., pnl,

[A. F.] p. 430. ///

1)) = E(— thl EphTh) = H1§h§n E(%lphTh



Exercice 11 Racines de I'unité.
: : ko_
Déterminer les n-uplets (21,22,....,2,) de n nombres complexes non nuls avec > ;., 27 = 0 pour

k=1,2,...,n—1.

Exercice 12 Somme des racines primitives n-iemes de l'unité, [F. M. 2] question 2. du théoréme p.249
Montrer que S(n) := > <p<p (nr)=1 2imn = p(n) ou p(.) est la fonction de Mobius. En déduire que
D, (X) = X¥) — p(n)Xe=D 4
Preuve : Une propriété caractéristique de la fonction de Mdbius est que de wu(d) =0 pour n > 1 et

u(1) = 1. D’autre part puisque la somme des racine n-iémes de I'unité pour n > 1 est nulle, il suit que
pour n>1ona ., S(d) =0 et puisque S(1) = 1, I'égalité suit par récurrence sur n.

Exercice 13 Un complément a l’exercice précédent. Sommes de Newton relatives aux racines du polynéme
cyclotomique, [F. M. 2] complément & la page 249.

Soit m > 0 un entier. On note U, le sous-groupe de C* des racines n-iemes de 1'unité et U}, le sous-
ensemble des racines primitives n-iemes de l'unité. Par définition le n-ieme polyndéme cyclotomique est
Py, = HzeU;l (X —2).

Soit h € N, la h-ieme somme de Newton relative a ®,, est pp(n) := > 2. Dans la littérature on les
appelle sommes de Ramanujan. !

(1) Montrer que si (n,m) = 1, alors 'application f : (z,2') € U, X Up, — 22" € Uy, est un isomorphisme
de groupes. Il suit que f induit une bijection entre U}, x U;, et U},,,.
Preuve. L’application f est clairement un homomorphisme de groupes. Si f((z,2')) = 1 avec (z,2') €
Up X Uy, alors z = 2/~ et si un + vm = 1 est une relation de Bézout on a donc z = z¥"tvm = 1,
Ensuite on remarque que |U},| = ¢(n) et donc |U/ x U/ | = |U},,.I.

(2) En déduire que pour h fixé, la fonction n € N* — pj(n) est une fonction arithmétique multiplicative
i.e. si (n,m) =1, alors py(nm) = pp(n)pp(m).

Preuve. On a pp(n)pn(m) = (3_.cpr Zh)(Zz’eU,’,L 2y = D (22U UL 2ha!

m

" = pp(nm).

(3) Plus généralement montrer que py(n) = 3_ () d(n/d).
Preuve. On remarque que »_;, ZzeU{i 2h = > v, 2P =0sin{hetnsin]|h Ainsila formule est
conséquence de la formule d’inversion de Mobius.

(4) Une autre formule.

Déduire de 2) et 3) que py(n) =

#((,:Lh))‘P(n)
‘P( (nrfh))

Gy )e(n)
()
priori & valeurs dans Q), il suffit de vérifier 1’égalité pour n = p* o p est un nombre premier et
ke N Onapy(ph) = X.ep, 2" = Xocu,, = 081 P hy —p 1 si p" et ph —p"71 i pHh,
On vérifie facilement que ces formules sont aussi vérifiées par la fonction arithmétique multiplicative
WGy )e(n)
Telom)

Preuve. Puisque n — pp(n) et n — sont des fonctions arithmétiques multiplicatives (&

Exercice 14 Les entiers algébriques, [Fr. F] exercice 4.4.4 p. 202. Cette preuve utilise les polyndmes
symétriques. On peut aussi utiliser le résultant ou bien le théoreme de Cayley-Hamilton, [F. M. 2] théoréme
2 p. 169.

Exercice 15 Etude de la suite ug = 3,u1 = 0,us = 2 et up+3 = Uy + Upy1. Pour tout nombre premier p
on a u, =0 mod p, [F. M. 1] remarque 4.3.4 et 4.3.5 p. 329.



(1) Soit A un anneau commutatif et S(77) := >, T* € A[[T]]. Montrer que
(1-T)S(T)=1.
(2) Dans ce qui suit on note A := Z[X7, ...,Xn].‘Pour k > 0 on note pg 1= iy Xk On note P(Z) :=
[li<icnZ2 = Xi) = 2" - $12" L (1)1 2 L (1) sy,
(a) Soit F(T) =3 4 pT* € A[[T]]. Montrer que F(T) = di<i<n ﬁ
(b) En déduire que -
I—s51T+ ...+ (-1)'s;,T"+ ..+ (=1)"s, T")F(T) =
=n—(n—1)s1T+ (n—2)sT% 4+ ...+ (=1)""ts, 7" L.
(¢) En déduire que pg = n, p1 = s1, p2 = $1p1 — 282, ...,Pi = S1Pi—1 — S2Pi—2 + oo + (—1)2s;_1p1 +
(—1)i=Yis; pour i < n et p; = s1pi_1 — S2Pi—2 + ... + (—=1)""Ls,p;_, pour i > n.
(d) On considere la suite (up)peny définie par ug = 3, up = 0, ug = 14 et pour n > 0 par u,43 =
—6up, + Tupr1. On pose P(Z) := Z3—T77Z+6 = (Z —1)(Z —2)(Z +3). Montrer que uy, = pr(1,2,—3)
et en déduire que pour tout nombre premier g et tout entier £ > 0 on a ug, = v mod q.
(e) Soit ¢ un nombre premier. Montrer que py, — pi? € ¢A pour tout k € N.
(f) En déduire que piq — pr? € qZ[s1, 52, ..., Sn)
(g) On considere la suite (uy,)nen définie par ug = 3, up = 0, ug = 2 et pour n > 0 par w,+3 = Up+Upt1.
On pose P(Z) := 73— 7 —1 = (Z — 21)(Z — 22)(Z — x3), montrer que uy = pg(r1,22,73) et en
déduire que pour tout nombre premier g et tout entier £ > 0 on a ux, = u, mod q.



