Concours Agrégation, Mathématiques générales

Lecgon 52- Déterminant. Exemples et applications.

Commentaires du jury 2015 : Il s’agit encore d’une lecon ot les résultats abondent et ou le candidat
devra faire des choix. On doit pouvoir, dans cette lecon, commencer par définir correctement le déterminant.
Beaucoup de candidats entament la lecon en disant que le sous-espace des formes n-linéaires alternées sur
un espace de dimension n est de dimension 1, ce qui est fort & propos. Toutefois, il est essentiel de
savoir le montrer. Il faut que le plan soit cohérent; si le déterminant n’est défini que sur R ou C, il
est délicat de définir det(A — XId) avec A une matrice carrée. L’interprétation du déterminant comme
volume est essentielle. Le calcul explicite est important, toutefois, le jury ne peut se contenter que d’un
Vandermonde ou d’un déterminant circulant! De méme il est envisageable que des candidats s’intéressent
aux calculs de déterminant sur Z avec des méthodes multimodulaires. Le résultant et les applications
simples a l'intersection ensembliste de deux courbes algébriques planes peuvent trouver leur place dans
cette legon.

Commentaires du jury 2016 : Dans cette lecon, il faut commencer par définir correctement le
déterminant. Il est possible d’entamer la lecon en disant que le sous-espace des formes n-linéaires alternées
sur un espace de dimension n est de dimension 1, toutefois, il est essentiel de savoir le montrer. Le plan
doit étre cohérent ; si le déterminant n’est défini que sur R ou C, il est délicat de définir det(A — X Id) avec
A une matrice carrée. Linterprétation du déterminant comme volume est essentielle. Le calcul explicite est
important, mais le jury ne peut se contenter que d’un déterminant de Vander- monde ou d’un déterminant
circulant. Les opérations élémentaires permettant de calculer des détermi- nants, avec des illustrations sur
des exemples, doivent étre présentées. Il serait bien que la continuité du déterminant trouve une applica-
tion, ainsi que son caractere polynomial. Pour les utilisations des propriétés topologiques, on n’ommetra
pas de préciser le corps de base sur lequel on se place. S’ils le désirent, les candidats peuvent s’intéresser aux
calculs de déterminant sur Z avec des méthodes multimodulaires; de plus, le résultant et les applications
simples a l'intersection ensembliste de deux courbes algébriques planes peuvent trouver leur place dans
cette lecon.

Remarque : La présentation du plan doit insister sur les raisons des différentes parties :

Partie 1, 'anneau de base est un corps (commutatif), c’est le cadre de I’algebre linéaire. On introduit le
K-espace vectoriel des n-formes multilinéaires alternées et on montre qu’il est de dimension 1 ; cela a pour
conséquence la définition du déterminant d’un endomorphisme dans une base B donnée. On obtient alors
facilement la formule du produit detp(uv) = detgudetpv.

Dans la partie suivante on passe aux déterminants des matrices carrés a coefficients dans un anneau
commutatif; on déduit de la partie 1 la formule du produit des déterminant dans le cas d’un anneau
integre (un tel anneau s’injecte dans son corps des fractions). En particulier étant données 2 matrices
carrées M = (X; ;) et N = (Y};) & coefficients dans anneau intégre Z[X; ;, Vx| (2n? indéterminées) qui
est un anneau inteégre on a la formule det(M N) = detMdetN. Si A est un anneau quelconque et M et N
sont 2 matrices la formule s’en déduit par évaluation des variables X ; et Y;; dans les coeff de M et N,
[Fr. A] p. 36.
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eloppements conseillés :
Déterminant de Vandermonde, [Fr. A] p.87, application aux endomorphismes nilpotents, [Fr. A] p.161.
Application multiplicative sur les matrices, [Fr. A] exercice 1.4.28 p 93
Matrices de Hadamard, [F. M. 2] p. 115.

4) Soit V un sous K-espace vectoriel de M,,(K) tel que V —{0} C GL,(K). On discute de la dimension
de V et de 'existence de V en fonction de K, [F. M. 2] p. 80 et compléments [F. M. 2’].

(5) Sous-espaces vectoriels de dimension r de k™ (Fresnel-Matignon n° 2 p. 2 question 2)

(6) La formule res(f,g) pour f =[[(X — ), g =[[(X — ;) € A[X] ot A est un anneau commutatif,
[F. M. 2] p. 235.

(7) Application géométrique : Calcul de coordonnées barycentriques, [F. M. 1] n°120 p. 348 et n°121 p.
350.

Exercice 1 Calcul du déterminant de Vandermonde par l'interpolation.
Soient A un anneau commutatif et a; € A, 1 < i < n. On note pour 1 < i < n, C; le vecteur colonne
tai ™t eyt al ) et V(ag, ..., @) le déterminant de la matrice (Cy, Cy, ..., Cy).

(1) Utiliser les coefficients de P :=[[,<;<,,_1(X — a;) € A[X] pour construire une combinaison linéaire
des colonnes C; et en déduire une formule liant V(a,....,an) & V(a,....,an—1). Conclure.

(2) Dans le cas ot A est un corps déterminer le rang de la matrice de Vandermonde (C1, Cy, ..., Cy,)

Exercice 2 Une application arithmétique de Vandermonde [F. M. 1] n° 89 p. 250
Soit k£ un corps commutatif.

(1) Pour i € N, P;(X) € k[X] est de degré i et de coefficient de plus haut degré p; € k — {0}. Soit
(x1,22,....,2,) € k™ et A € My(k) dont le coefficient & la ligne i et a la colonne j est P;_q(z;).
Calculer det A (se ramener a un déterminant de Vandermonde par des opérations élémentaires).

(2) Pour i € N, soit Py(X) =1 et pour i > 0, P;(X) := X(X_l)'éi(X_Hl) € Q[X].

(a) Montrer que P;(Z) C Z.
(b) Soit (a1,as,...,an) € Z", déduire de 1. que 112!...(n — 1)! divise [[; ;< (ai — a;)

Exercice 3 Calcul du déterminant de Cauchy par I'interpolation.
Soient K un anneau commutatif et a;,b; € K, 1 <i <n avec [[, ;(a; +b;j) # 0. On note

C(ay,..,an,b1,..,by) := (a .y )i<ij<n € My (K). On veut Calculer son déterminant.
< 18 X—aj .. . . .
(1) On considere F(X) := % et on suppose que b; # b; si i # j. Montrer qu’il existe
<j<n
. by
A€ K, 1<i<mnavec F(X)=3 ., X0
iliser les )\; pour construire une combinaison linéaire des colonnes de C(ay, .., an, b1, ..,b,) et en
2) Utiliser les A trui binai linéaire d 1 de C bi,..,bn) et
déduire une formule liant det C'(ay, .., an, b1, .., by,) et det C(ay, .., an—1,b1,..,by—1). Conclure.

Exercice 4 Voir [A. F. A] p. 551.
Soit M = (m; ;) € M, (K), on suppose que pour ¢ > j on a m; ; = a et que pour ¢ < j on a m; ; = b avec
a # b. On se propose de calculer det M. Pour cela on considére la matrice C' = (¢; ;) avec ¢;; = 1 et on
pose P(X) :=det (XC + M).

(1) Montrer que P(X) € K + KX.

(2) Calculer P(—a) et P(—b) et en déduire P(X).



(3) Examiner le cas ou a = b.
Exercice 5 Sur le rang de la comatrice, [Fr. A] exercice 1.4.30 p 94.

Exercice 6 Le déterminant de Catalan ou de Smith, [F. M. 1] n°86 question 3 p. 245.
Soit A un anneau commutatif et ¥ : N* — A une application. Pour (7,7),1 < i <n,1 < j < n, on définit
mgj = Zk\i,lﬂj \I/(k) et M = (mm-)i?j € Mn(A)
(1) Soit L := (¢;;)ij € Mn(A) et D € M, (A) la matrice diagonale avec d;; = ¥(i). Exprimer (‘*LDL); ;.
Preuve. On a ('LDL); ; = > 1<k<n ik klrj- ///

(2) Déduire un choix naturel de L triangulaire supérieure strict (i.e. des 1 sur la diagonale) telle que
‘LDL =M.

Preuve. Si L est triangulaire supérieure strict alors ({LDL); ; = 21 <k<min(
Uri =1 sikli et O autrement et dy ), = V(k) conviennent. ///
(3) En déduire det M.
Preuve. det M = det' LDL = det D = [[, <<, Y(k). ///

i) gk,idk,kgk,j , amst

(a) On suppose que m; ; est le nombre de diviseurs communs a i et j. Calculer det M.
Preuwve. Dans ce cas ¥(k) = 1 pour k € N* convient. Ainsi det M =1. ///

(b) On suppose que m; ; est la somme des diviseurs communs a ¢ et j. Calculer det M.
Preuve. Dans ce cas V(k) = k pour k € N* convient. Ainsi det M =nl. ///

(c) On suppose que m; ; est (7,7), le pged de 7 et j. Calculer det M.
Prewve. Dans ce cas W(k) = (k) pour k € N* ot ¢ désigne la fonction indicatrice d’Euler
convient. En effet 3y, 110 0(k) = 3k paop,y) ¢(k) = PGCD(, j). Ainsi det M =[], <)<, (k).
vz

Exercice 7 Soit K un corps commutatif et f : M, (K) — K, une application non constante avec f(AB) =
f(A)f(B) pour tout A, B € M, (K). On suppose n > 1.
(1) Montrer que f(I,) = 0 ou 1, conclure que f(I,) =1 et que f(M) # 0 pour tout M € GL,(K).
Preuwve. On a f(I,1,) = f(I,)f(I,), ainsi f(I,) = 0 ou 1. Si f(I,) = 0, il suit que f(A) =
f(AL,) = 0 et donc f est une application constante (contradiction). Si M € GL,(K), alors 1 =
fIn) = f(M)f(M™) ainsi f(M) #0. ///
(2) Montrer que f(0) = 0 ou 1. En supposant que f(0) = 1 montrer que f(M) = 1 pour tout M € M, (K).
En déduire que f(0) = 0.
Prewve. On a f(0) = f(0)f(0), ainsi f(0) =0 ou 1. On suppose que f(0) =1, alors 1 = f(0) =
f(OM) = f(0)f(M) = f(M) et f est une application constante (contradiction). ///
(3) Soit M € M, (K) avec rang de M égal r < n. Montrer que M est équivalente modulo GL,,(K) a une
matrice nilpotente. Conclure que f(M) = 0.
Preuve. Les matrices équivalentes sont caractérisées par leur rang. Puisque r < n on peut considérer
la matrice J, == <, Eiit1, son image est de dimension r et un calcul immédiat donne J' =0
(on peut aussi utiliser Cayley-Hamilton ...). Ainsi M = PJ,Q avec P,Q € GL,(K) et donc f(M) =
F(P) () F(Q) = f(Jr). Mais f(J.)" = f(J;') =0 et donc f(M)=0. ///
(4) On veut montrer que f(SL,(K)) = {1}.
(a) Pour A € K — {0} et i # j, on note B; j(A\) := Id + AE; j. Pour o une permutation de {1,...,n}
on note Qo) € My, (K) telle que Q(0)(e;) = eq(;) ol (e;); est la base canonique de K". Enfin



si uw € K — {0}, on note D(p) la matrice avec D(u)(e2) = pez et D(u)(e;) = e; pour i # 2.
Montrer que Q(0)E; jQ(0) " = E,() o(;) et que D(p)Ez1D(p) ™! = pE ;. En déduire qu'il existe
Pe GLn(K) avec BZJ(A) = PBle(l)Pil.
Preuve. On évalue Q(0)E; jQ(0) (e )) = Q(0)Eij(ex) = Ok jeqq) et done Q(0)E;;Q(0)™! =
Eo(i)o(j)- L égalité D()Ea 1 D(p) ™! = pEs 1 est immédiate. Soit o une permutation de {1,...,n}
avec o(1) = i et 0(2) = j (on compléte par une bijection entre les complémentaires), alors
Q(0)E; jQ(0)™! = Ey12 et pour u == 1/\, on a D(p)Q(0)(A\E; ;)Q(c) 1 D(u)™t = E1., ainsi
P = D(u)Q(0) convient. On vient ainsi de vérifier que la réduction de Jordan de B;j(\) est
Ba(1). Il suit que f(Bij(A) = f(B2a(1)). ///

(b) On suppose que K # Fy. Montrer qu'il existe a € K — {0,1} avec By (1) = Ba1(a)B21(1 — a).
En déduire que f(Bg1(1)) = 1 puis que f(SL,(K)) = {1}.
Preuve. Soit a € K —{0,1}, alors By1(a)B2,1(1 —a) = Bai(a+1—a) = By1(1). Ainsi avec la
question précédente on déduit que f(B21(1)) = f(B21(1))? et donc f(B21(1)) =1 (B21(1) est
inversible). Puisque SLy,(K) est engendré par les matrices élémentaires de transvection il suit que
fSLn(K)) =A{1}. ///

(c) On suppose que K = Fy. Montrer que f(B; j(\)) = Id pour A € K. En déduire que f(SL,(K)) =
{1}.
Prewve. Si K = Fa, f(B;;(N)?) = f(Bi;(2))) = f(I,) = 1 (on utilise que la caractéristique est
2) et on conclut comme précédemment. ///

(5) Montrer qu'’il existe p : K* — K, un homomorphisme avec f(A) = p(det(A)) pour tout A €

GL,(K).
Prewve. f induit un homomorphisme de groupes GL,(K) — K>, et f(kerdet) = f(SL,(K)) = {1},
ainsi le théoreme de factorisation fournit un unique homomorphisme de groupes avec f = p o det.
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Exercice 8 Applications du déterminant a la topologie. Sur la connexité des matrices de rang r, [Fr. A.]
p- 130.
On munit M, (C) de sa topologie de C-espace vectoriel de dimension finie.

(1)

(3)

Montrer que GL,(C) est un ouvert dense dans M, (C).

Preuve. GL,,(C) est l'image réciproque par l'application déterminant det : M, (C) — C de l'ouvert
C — {0} de C. Puisque det est une fonction polynéme sur M, (C) donc continue, il suit que GL,(C)
est ouvert dans M,(C). Enfin si M € M, (C) le polynéme caractéristique xpr(X) := det(X I, — M)
est un polynome unitaire de degré n, ainsi pour k € N suffisament grand xpr(1/k) # 0 ainsi M est
limite de la suite M — +1I, € GLn(K). ///

Montrer que GL,(C) est connexe.

Prewve. Soit A € GL,(C), on va construire un chemin (continu) dans GLy,(C) de I,, a A ce
qui montrera que la composante connezxe de l'identité dans GLy(C) est GL,(C). Pour cela on écrit
A = Tlpe; TiD(det A) avec Ty, = Bj, j, (Ai). L’application t € [0,1] — []ic; Biy.j (tAx) fournit un
chemin continu dans GL,(K) de D(det A) & A. Ensuite on écrit det A = pe'® avec p € R0 et
6 € [0,2x[, alors Uapplication t € [0,1] — D((1 —t+tp)e™™®) fournit un chemin continu dans GL,,(C)
de I, a D(det A). ///

Soit r < n et N, le sous-ensemble de M, (C) des matrices de rang < r.

(a) Montrer que N, est fermé dans M, (C).

Preuve. Une matrice A € N, si et seulement si ses mineurs de taille > r sont nuls, c’est une
condition fermée sur M, (C) puisque det est une fonction polynome. ///



(b) Montrer que N, — N,_1 est un ouvert connexe de N,.

0 0
N, — N,_1 alors N, — N,_1 est l’image continue du connexe GL,(C) x GL,(C) par lapplication
(P,Q) = PJ.Q. ///

. , . I. 0
Preuve. D’abord N, — N,_1 est un ouvert par la question précédente. Soit J, := < r > €

Exercice 9 Déterminant et rang.

Soit K un corps commutatif et M = (m; ;) € My ,(K). On rappelle que le rang de M = (C1,Cy, ..., Cy)
est la dimension de l’espace vectoriel engendré par les vecteurs colonnes Cp, 1 < k < n de M. Soit
I = (i1,42,...,05) avec 1 < i1 < is < ... < ig < pet Js:= (J1,J2,.Js) avec 1 < j1 < jo < ... < js < n
M;j, 5, € My(K) la matrice extraite de M en oubliant les lignes d’indices ¢ I, et les colonnes d’indices
¢ Js.

(1) On suppose que le rang de M est égal & r. Montrer que pour s > r, det My, ;. = 0 (on pourra

considérer une projection linéaire convenable)

Preuve. Pour s > r les colonnes (Cj)jey, sont liées il en est donc de méme si l'on supprime les
lignes de ces colonnes d’indice ¢ I ainsi la matrice My, j, n’est pas inversible. ///

(2) En déduire que le rang de M est égal au maximum des entiers s tels qu’il existe une matrice My, j,
extraite de M qui est inversible.

Preuwve. Il faut de montrer qu’il existe un déterminant det My, ;. qui n’est pas nul. On extrait
de la famille C1,Cy,...,Cy, une famille libre mazimale (Cy)rer, et puisque c’est une base de l’es-
pace vectoriel engendré par les wvecteurs colonnes Cp, 1 < k < n de M on a s = r. On est
ainsi ramené a une matrices M € M,,(K) dont les colonnes sont linéairement indépendantes ;
il faut en extraire une sous-matrice de taille r X r de déterminant non nul. Pour cela on fait
une récurrence sur r. Si r = 1, la matrice n'est pas nul et c’est donc fini. Supposons donc que
M = (C1,Ca,....;Crq1) = '(L1,La,....;Ly) € My, 11(K) est de rang r + 1. Quitte a faire une
permutation des lignes (donc un changement de base a l'arrivée) on peut supposer pour simpli-
fier Uécriture que la matrice principale construite sur les r-premiéres lignes et les r premiéres co-
lonnes M, = (Ci(r),Ca(r),...,Cr(r)) € M,,(K) est inversible. On suppose maintenant que les
matrices My (i) == (L1, ..., Ly, L;) =: (C1(r,4), Ca(r,4), ..., Cp(r,4), Cri1(r,4)) € Mytqp41(K) pour
i > r sont de déterminant nul, on doit alors aboutir a une contradiction. Puisque les r-premiéres
colonnes de M, (i) sont indépendantes, la derniére colonne (*) Cry1(r,i) = D> cpe, MCr(r, i) et
les A\, sont ainsi uniquement déterminés (ce sont les solutions d’un systéme de Cramer). Si on
projette cette relation (*) sur les r-premiéres lignes on obtient (**) Cri1(r) = Y <<, MCr(r) o0
Cri1(r) == "(miy41s ey Mryrt1), lar+1-iéme colonne de M tronquée des lignes de rang > r. Puisque
les  colonnes Ci(r) sont linéairement indépendantes (hypothése de récurrence) cela montre que les
Ak sont indépendants de i et donc que Cri1 =) 1<p<, \Cr d’ot une contradiction. ///

(3) Montrer que si N € M,,,(K) alors det N = det ‘N ot !N désigne la matrice transposée de N.

Preuve. . Onadet N =Y s €(0)n5(1),1M0(2) 2+ No(n)n et det 'N =37 o €(0)n1 5(1)N2,0(2)-Tin,o(n)-
I suffit de remarquer que pour o € Sy, Ny s(i) = Ng=1(j),j OU J = o(i). Ainsi ny ,(1)12,4(2) - Mn,o(n) =
Ng=1(1),1M-1(2),2+-Ng—1 (n),n- L€ Tésultat suit alors du fait que e(c™") = €(0).

On peut donner une autre preuve. Sidet N # 0, on a vu qu’avec la décomposition N = Dy (det N) [[;c; Bi
ou I est fini et chaque B; est une matrice élémentaire de transvection . Puisque B; est triangulaire
avec Id sur la diagonale il suit que det B; = det 'B; = 1; ainsi det ‘N = det D,,(det N) = det N
puisque la matrice de dilatation est diagonale. De méme si det 'N # 0 alors comme précédemment
on déduit que det N # 0. ///

(4) En déduire que le rang de M € M, ,(K) est égal a la dimension de I’espace vectoriel engendré par
les vecteurs lignes de M.



Preuve. Puisque le rang de M est le mazimum des entiers s tels qu’il existe une matrice My, j,
extraite de M avec det My, j, # 0 et puisque det ‘My, ;. = det My, j, le rang de M est égal au rang
de 'M. On retrouve ainsi un résultat montré avec la dualité et la transposée d’un endomorphisme.
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(5) Soient K C L, deux corps commutatifs et M = (C4,Cy,...,Cp) € My, (K). Montrer que
dlmK Zlfign KCZ = lelL Zlfign LCZ
Preuve. La dimension dimg ), ;,, KC; est le rang de la matrice M € M, (K) et dimy )y ,,, LC;

le rang de M € M, (L). Nous avons vu que le rang de M € M, (K) est aussi le maximum des entiers
s tels qu’il existe une matrice My, j, extraite de M avec det My, j, # 0 c’est donc aussi le rang de

M e My(L). ///

(6) Soient K C L, deux corps commutatifs et A, B € M, (K). On note S(K) := {M € M,(K) | AM =
MB} et S(L) := {M € M,(L) | AM = MB}. Montrer que dimg S(K) = dimy, S(L) (on pourra
considérer la matrice dans la base canonique (E; ;)i<ij<n de My(K) de lapplication linéaire ¢ :
M, (K) — M,(K) définie par px(M) =AM — MB).

Preuve. Soit @i € M,2(K) la matrice de l’endomorphisme ¢k dans la base canonique (E; j)1<i j<n-
Par le théoréme du rang dimy S(K) = n? — (®g). Puisque ®x est égal a la matrice @, € M,2(L)
de l’endomorphisme pr, dans la base canonique (E; j)1<ij<n €t puisque (Px) = (Pr) (par la question
précédente) le résultat suit. ///

(7) On reprend les notations précédentes. Soit C' € M, (K). On note S¢(K) := {M € M,(K) | AM —
MB = C} et So(L) :=={M € M,(L) | AM — MB = C}. Déduire de la question précédente que si
Sc(L) # (il en est de méme de S¢(K).

Preuve. L’ensemble Sc(K) # 0 si et seulement si C € Img. Soit P (C) € M2 244 (K) la
matrice obtenue par concaténation de P et de la colonne des coordonnées de C dans la base

(Eij)i<ij<n, alors C € Imog si et seulement si P = P (C). Puisque la nonvacuité de Sc(L)
se traduit par @1, = @1(C) et que @, = P, ¢1(C) = P (C) le résultat suit. ///

(8) On reprend les notations précédentes avec K = R et L = C et on suppose qu’il existe P € S(C) qui
est inversible. Montrer qu'il existe @ € S(R) qui est inversible.

Preuve. Puisque C = R + iR on écrit P = P; + iP5 ou P;j € M,(R). Alors P; € S(R). On sait
seulement que det(Py 4+ iP;) # 0 ce qui ne garantit pas que det P; # 0. Considérons le polynéme
D(X) :=det(P1 + X P») € R[X]. Puisque D(i) # 0, il suit que D(X) n’est pas identiquement nul. Si
deg D = 0, P; convient et sinon puisque R est infini il existe x € R qui évite les zéros de D(X) et
alors Q = Py + x P> convient. ///

(9) On reprend les notations précédentes avec K C L deux corps commutatifs infinis et on suppose qu’il
existe P € S(L) qui est inversible. Montrer qu’il existe ) € S(L) qui est inversible.
Preuve. On remarque que dimg S(K) < n?, que S(K) C S(L) et que dimg S(K) = dimy, S(L).
Il suit que si Py, ..., Ps est une base du K-espace vectoriel S(K) c’est aussi une base du L-espace
vectoriel S(L). Soit D(X1, .., X) :=det(X1 Py + ... + X Ps). Par hypothese il existe (x1,...,x5) € L®
avec D(x1,...,xs) # 0, ainsi D(X1,.., Xs) # 0 et puisque K est infini il existe (y1,...,ys) € L® avec
D(y1,-,ys) #0. ///
Remarque. Le résultat est encore vrai si K est fini. En effet il existe P € S(K) qui est inversible ssi

A et B sont semblables ce qui est le cas ssi A, B ont les mémes invariants de similitude (réduction
de Frobenius).

Exercice 10 Matrices de Hadamard, [F. M. 2] p. 115.

Exercice 11 Frobenius-Zolotarev, [F. M. 1] n°72 par. 1.1. p. 174.



Soit p est un nombre premier impair, ¢ = p® et V est un [, espace vectoriel alors si v € GL(V'), u définit
une permutation de ’ensemble fini V' et on note sign(u) sa signature. Alors on a sign(u) = 1 si detu est
un carré dans [F et —1 sinon (si ¢ = p c’est le symbole de Legendre sur F,, de detu).

Preuve. Pour simplifier supposons que q = p, alors V est un ), espace vectoriel de dimension n et
e1,...,en une base B. Le groupe GL(V') s’identifie au groupe GLy(Fy) en considérant la matrice des endo-
morphismes de V' dans la base B.

Le pivot de Gauss montre que P € GLy(F)) s’écrit comme produit de la matrice de dilatation D(det P)
(diagonale 1,1, ...,1,det P) et de matrices B; j(\) avec \ € F,.

On remarque que B; j(N\)P = Id; ainsi si sign(B;j(\)) désigne la signature de la permutation de V
induite par B; j(X); on a (sign(B;j(N)))P =1 et puisque p est impair il suit que sign(B; ;(\)) = 1. Il suit
donc que la signature de la permutation de V induite par P est sign(P) = sign(D(det P)). Si det P est un
carré alors D(det P) est un carré dans GLy(F,) et donc sign(P) = 1.

Supposons donc que det P n’est pas carré et soit 0 un générateur du groupe F (il est cyclique). On écrit
det P = 0?™F1 ; qinsi sign(D(det P)) = sign(D(#)).

Pour cela on écrit la décomposition en produits de cycles a supports disjoints de la signature de la
permutation de V induite par D(0).

Soit H =< eq,...,e,_1 > alors l'orbite de h € H est réduite a h.

Si maintenant © = h + 0%e,, avec h € H, alors lorbite de x est {h + Oe,, h + 0%e,,....h + Oey,....h +

n—1

9(p_1)en}. C’est donc une orbite de longueur p— 1. Ainsi D(0) induit un produit de pn_# = p" 1 cycles

de longueurs p— 1 & supports disjoints. La signature est donc (—1)®=20""" = (=1). ///

Exercice 12
Le groupe SL,,(A) et matrices de transvection élémentaires, [Fr. A] p. 66.
Soit A un anneau commutatif. On note SL,(A) C M,(A) le groupe des matrices de déterminant 1.

(1) Soit a1,as € A avec ajaz = 1 et Sy la matrice Sy = < %1 (S >
2

(a) Montrer que Sy € SLa(A).

(b) Construire une décomposition de So sous la forme d’un produit de matrices élémentaires de
transvections dans SLa(A).
Preuve. Il faut faire apparaitre un pivot non nul en position (2,1). La multiplication & gauche par

a; 0 ) S . _ 1 (a2 - 1)&2
Bs1(1) donne < 4 as ) puis la multiplication & gauche par By 2(az—1) donne < ay iy ;

0 1 , enfin la multiplication a
gauche par By o(—(az —1)az) donne lidentité. Ainsi So = B 1(—1)B12(1—a2)Ba1(a1)B12((az —
Das). ///

la multiplication a gauche par Bgi(—a1) donne ( 1 (a2 —1as

aq 0 0
(2) Soient ay,az,as3 € A avec ajazaz = 1 et S3 la matrice S5 = 0 ay O
0 0 ag
(a) Montrer que S3 € SLy(A).
ag 0 O 1 0 0
(b) En remarquant que S3 = 0 agas O 0 ajaz O Construire une décomposition de
0 0 1 0 0 ag

Ss sous la forme d’un produit de matrices élémentaires de transvections dans SL3(A).

Preuve. Chacune des 2 matrices précédentes s’écrit comme dans la question 1 comme un produit
de matrices élémentaires de transvections en travaillant sur le bloc diagonal 2 X 2 de déterminant
1. Ce résultat se généralise facilement en dimension quelconque, [Fr. A] p. 66. ///



Exercice 13

La décomposition " LDU”, [F. M. 2] p. 28.

Soient Ly C GL,(K) le groupe triangulaire inférieur strict (Id sur la diagonale) et Us C GL,(K)
le groupe triangulaire supérieur strict (Id sur la diagonale), D C GL,(K) le sous-groupe des matrices
diagonales inversibles et P C GL,(K) le sous-groupe des matrices de permutations Q(o) avec o € S,
le groupe des permutations de {1,2,...,n}. Enfin si M € M,(K) et 1 < k < n, on note My, la matrice
principale construite sur les k-premieres lignes et colonnes de M et Ag(M) son déterminant.

(1)
(2)

(6)

Montrer qu'il existe o une permutation de {1,2,...,n}, L € L,, U € Uset D € D avec A = Q(o)LDU.

Soit M = LU avec L € M,(K) triangulaire inférieure et , U € M,(K) quelconque. Montrer que
My = LUy pour 1 <k <n.

Preuve. Le plus lumineux est de faire un produit par blocs. On écrit L = < é; é;z > avec
Ll,l S Mk,k; L1’2 € Mk,n—ka L271 S Mn_ng et L272 € Mn—k,n—k et de méme pour i] Al(;TS LU =
( L11Uig+ LUy L11Uia + L12Uz9

LoUiq+ LooUs1 Lo1Uig+ LaoUs o
Li1 =Ly, Uy = Uy, dou le résultat. ///
En déduire que si M = LDU avec L € Ls, D € D et U € U alors My = Ly DUy et que Ag(M) =
Ak(D).

Preuve. Puisque Puisque L est triangulaire inférieure il suit de la question 1) que My = Li(DU )
et puisque D est diagonale donc triangulaire inférieure (DU ), = DyUy. Le reste est immédiat. ///

Soit M € My(K) avec [[{<;«, Ai(M) # 0. En appliquant le pivot de Gauss aux lignes de la matrice
M, montrer qu'il existe L € Ly, U € Us et D € D avec M = LDU.

Preuve. Puisque mi1 = A1(M) la multiplication o gauche par les matrices Bi,l(—

) . Puisque L est triangulaire inférieure on a L12 = 0 et

mi1

mi,1

1 < i <n donne la matrice M' avec M} triangulaire supérieure de diagonale m' | =m mb o. Par
2 1,1 1,1, oo

la question 1 (il faut remarquer que B;1(—mt) € Ly) on déduit que Ay(M) = Ay(M') = my1mb,,

mi,1

) pour

ainsi m’272 # 0 et on reitére le procédé jusqu’a l'obtention d’une matrice triangulaire supérieure. ///

On conserve les hypotheses de la question précédente. Montrer que le triplet (L, D,U) est unique.

Prewve. Si LDU = L'D'U’ on déduit que L~'L' = (DU)(D'U')~! est dans Ls et triangulaire

supérieure, c’est donc la matrice Id. Il suit que L = L' et DU = D'U’. Ainsi D™D’ = UU'~!

est diagonale et dans Us, c’est donc la matrice Id. ///

Dans cette question K est le corps fini a ¢ éléments. On veut calculer le nombre de matrices de

M, (F,) qui admettent une décomposition " LDU”.

(a) Soit M,, € M, (F;) qui admet une décomposition "LDU”. Soit M € M,11(F,;) une matrice dont

la matrice principale construite sur les n premieres colonnes coincide avec M,,. Montrer qu’'une
CNS pour que M admette une décomposition "LDU” est que le coefficient m,,11 41 évite une
valeur fonction des autres coefficients.
Preuve. Il s’agit de résoudre l’équation Api1(Mp+1) = 0. Puisque les colonnes de la matrices My,
sont lin€airement indépendantes il existe des coefficients uniquement définis A; pour 1 < n tels
que Mip1 = Y pen MeMig (les Ny sont les solutions d’un systéme de Cramer) ainsi det My, =
(Mpt1n41 — Zk<; AeMip41.;) det My, Ainsi My 41 admet une décomposition "LDU” si et seule-
ment i My 41n+1 7 Zkgn AeMpt1k- /)

(b) En déduire que le nombre de matrices de M, (F,) qui admettent une décomposition ”LDU” est
(q _ 1)nqn(n—1).

Preuve. Si Ny, est le nombre de matrices de M, (F,) qui admettent une décomposition "LDU”
alors Npy1 = (¢ — 1)¢**N,,. On conclut avec Ny =q—1. ///

(c) Retrouver ce résultat en utilisant 1'unicité de la décomposition ” LDU”

Preuve. Il suffit de compter les choix respectivement pour L, D et U. ///



Exercice 14
La décomposition " LDU” générique, [F. M. 2| p. 41.

Exercice 15 Déterminant et volumes classiques en géométrie euclidienne, [F. M. 1] exercice 143 , p. 423.

Exercice 16
Matrice de Gram, [F. M. 1] n°134 p. 386, [A. F. B] p. 62 et 86 et inégalité de Hadamard, [Fr. B-C-D] p.
134.
Soit (£, (.|.)) un espace vectoriel euclidien de dimension n. Pour (1, ..., z,) une famille de E, on définit
G(x1, ..., xp) = det((x;]z;))i<pj<p (déterminant de Gram ).
(1) Soit (e1,...,ep) (resp. (f1,...., fp)) une famille de E, M = (m;;)i; € Mp(R) tel que e; = mq;f1 +
e My fp pour 1 < j < p. Montrer que ((e;le;))i; = "M ((filf;))i ;M.
(2) Soit (eq,...,ep) une famille de E que I'on suppose libre. En considérant une BON du sous-espace
vectoriel V. =>"._ Re; de (£, (.|.)) déduire de la question précédente que G(ey,...,e,) > 0

(3) Soit (eq, ..., ep) une famille de E que I'on suppose liée. Montrer que G(ey, ..., e,) = 0.

i<p

(4) (a) L’orthonormalisation de Gram-Schmidt. Montrer par récurrence sur r que si (ei,...,e,) une
famille libre de E alors il existe une unique famille orthonormale (gi,...,g,) de E telle que
g1 = ai1€1, g2 = a12e1 + as262, gr = a1,€1 + a1 + ... + arr€p avec a;; > 0 pour 1 <o <.

(b) En déduire que pour toute famille (eq,...,ep) on a det((eilej))i; < []i<;<,(€ile;) (inégalité de
Hadamard).

(c) Montrer que l'on a égalité dans I'inégalité précédente si et seulement si la famille (eq,...,ep) est

orthogonale.
(5) Soit (eq, ..., ep) une famille libre de E et V := .. Re; et z € E. Montrer que d(z,V)? = %
ou d(z,V) désigne la distance de = & V' (on pourra calculer G(eq,...,ep, x) en utilisant I’égalité

(z|x) = (yly) + d(z,V)? ol y est la projection orthogonale de x sur V), [Fr. B-C-D] p.154.

i<p



