Concours Agrégation, Mathématiques générales

Lecgon 53- Polyndémes d’endomorphisme en dimension finie. Réduction d’un endomorphisme
en dimension finie. Applications.

Commentaires du jury 2015 : Cette legon est souvent choisie pour son lien avec la réduction, toutefois,
le jury ne souhaite pas que le candidat présente un catalogue de résultats autour de la réduction, mais
seulement ce qui a trait aux polynémes d’endomorphismes. Il faut consacrer une courte partie de la lecon
a l'algebre K[u], connaitre sa dimension sans hésiter. Les propriétés globales pourront étre étudiées par
les meilleurs. Le jury souhaiterait voir certains liens entre réduction de I’endomorphisme u et structure de
Palgebre K[u]. Le candidat peut s’interroger sur les idempotents et le lien avec la décomposition en somme
de sous-espaces caractéristiques. Il faut bien préciser que, dans la réduction de Dunford, les composantes
sont des polynomes en I’endomorphisme, et en connaitre les conséquences théoriques et pratiques. L’aspect
applications est trop souvent négligé. On attend d’un candidat qu’il soit en mesure, pour une matrice simple
de justifier la diagonalisabilité et de déterminer un polynéme annulateur (voire minimal). Il est souhaitable
que les candidats ne fassent pas la confusion entre diverses notions de multiplicité pour une valeur propre
A donnée (algébrique ou géométrique). Enfin, rappelons que pour calculer A*, il n’est pas nécessaire en
général de faire la réduction de A (la donnée d’un polynéme annulateur de A suffit bien souvent).
Commentaires du jury 2016 : Polynomes d’endomorphisme en dimension finie. Réduction d’un
endomor- phisme en dimension finie. Applications. Cette lecon ne doit pas étre un catalogue de résultats au-
tour de la réduction qui est ici un moyen pour démontrer des théoremes ; les polynomes d’endomorphismes
doivent y occuper une place importante. Il faut consacrer une courte partie de la lecon a l’algebre Krus,
connaitre sa dimension sans hésiter ; s’ils le désirent, les candidats peuvent ensuite s’intéresser a ses pro-
priétés globales. Les liens entre réduction d’'un endomorphisme u et la structure de lalgebre K[u] sont
importants, tout comme ceux entre les idempotents et la décomposition en somme de sous-espaces car-
actéristiques. Il faut bien préciser que, dans la réduction de Dunford, les composantes sont des polynémes
en 'endomorphisme, et en connaitre les conséquences théoriques et pratiques. L’aspect applications est
trop souvent négligé. On attend d’un candidat qu’il soit en mesure, pour une matrice simple de justifier
la diagonalisabilité et de déterminer un polynéome annulateur (voire minimal). I est souhaitable que les
candidats ne fassent pas la confusion entre diverses notions de multiplicité pour une valeur propre A donnée
(algébrique ou géométrique). Enfin, rappelons que pour calculer AF il n’est pas nécessaire en général de
réduire A (la donnée d’un polynéme annulateur de A suffit souvent).
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Développements conseillés :

(1) Théoreme de Cayley Hamilton (version forte), [Fr. A] p. 151.
(2) Décomposition de Dunford Jordan.

1. Une preuve avec les projecteurs, [Go| pp 192 et 191.

2. Une preuve algorithmique, [F. M. 1] n°11 p 18 en caractéristique 0 due a C. Chevalley
(3) Décomposition de Frobenius, [F. M. 2] p. 11.

Exercice 1 Idempotents de 'anneau K[X]/(P), [F. M. 1] n°38 p. 88. Application.
On suppose que A est une matrice de M,(C) et que P(A) =0 avec P(X) := (X — 1)3(X +1)?(X - 2)



(1) Montrer que 5 = (])\21(1))2 + (XJ(rl))Q + avec deg(N1) < 1,deg(N2) < 1,deg(N2) < 0 (on trouve

Ni = —1/4, Ny = (—4/9)(7X + 4) et N3 = ( 1/9))

(2) On pose e := Nlﬁ, €2 := Norxts et e3 := N3+2. En déduire que Id = e1(A)+ea(A)+es(A)
et que e;j(A)e;(A) = d; jei(A).

(3) En déduire que pour k¥ € Non a A = (Id+k(A—1Id))e1(A) + (—1)FId+ (—1)F k(A +Id))ea(A) +
2ke3(A) et en déduire que pour ¢ € C on a I'identité :

exp(tA) = e'(Id+ t(A — Id))e1(A) + e (Id + t(A + Id))ea(A) + e*e3(A)

N3(X)

(X+1)

Exercice 2 Une décomposition en sous-espaces stables, [F. M. 1] n°7 p. 12

Exercice 3 Soit E # {0} un k-espace vectoriel de dimension finie et u € Endy(E). On suppose qu’il existe
x € E avec E = k[u](z). Soit F' C E un sous-espace stable par u. On note v resp. w "endomorphisme de
F resp.% induit par u. On rappelle que ppem(my, My, )| My MMy, 00 My, My, My, désignent les polynémes
minimaux de u, v, w.

(1) Rappeler pourquoi on a x, = XyXw OU Xy est le polynome caractéristique de u.
Preuve. Soit B une base de F que l'on compléte en une base de E en relevant une base B’ de
E/F. Il suit que la matrice de u dans cette base est triangulaire supérieure par blocs avec sur la
diagonale un bloc constitué de la matrice de v dans B et un bloc qui est la matrice w dans la base
B'. 1l suit que Xy = XvXw (développement du déterminent d’une matrice triangulaire par blocs).
/1
(2) Montrer que x, = m, et en déduire que F' est un sous-espace monogene de (F,u).
Preuve. On a Xy = My |MyMay|XoXw = Xu 0INST My |mymy, et donc 1 = % = %% ce qui avec
Cayley-Hamilton est une identité polynomiale et montre que X, = My, Mais auSSt X = My, et donc
que (F,v) et (£,w) sont monogénes. Ainsi il existe y € F avec F' = k[v](y) et donc F = k[u](y)
est un sous-espace monogéene de (E,u).///
(3) Montrer qu’il existe P € k[X] avec F' = P(u)k[u](z) et en déduire que F = Pp(u)klu(x) avec
Pr € k[X] unitaire et Pp|m, (considérer le PGCD de P et de m,,).
Prewve. On o F = klu|(y). Puisque E = klu|(x) il suit que y = P(u)(x) ou P € k[X]. Ainsi
F = P(u)klu|(z). Soit 6 = PGCD(P,my), alors 6(u)k[u] = P(u)ku] + my(uw)klu] = P(u)klu].
Ainsi Pp := 0 convient. ///
(4) En considérant Iy := {Q € k[X] [ Q(u)(F) = 0}, montrer que Pp = 7. Ainsi F' = k[u]()(u)(z).
Preuve. Puisque Q(u)(F ) = 0 équivaut a Q(u)Pp(u)(z) =0, c’est a dire a my|QPr, il suit que
Ip = Tg—;k[X], ainst my, = PF ///
(5) Soit D € k[X] un diviseur unitaire de m, et F':= k[u](y) avec y = P(u)(x) et P := "5-. Montrer
que m, = D ou v est ’endomorphisme de F' induit par u.
Preuve. On applique ce qui précéde o F et Pr:=P. ///
(6) Exprimer le cardinal de I'ensemble des sous-espaces de F stables par u en fonction de la décomposition
en irréductibles de my,
Preuve. Puisque les sous-espaces stables de E sont en bijection avec les diviseurs unitaires de
My, il suffit de remarquer que m, n’a qu’un nombre fini de diviseurs unitaires. Notez que Si M, =
[li<i<s P est la décomposition en irréductibles de my, alors ce nombre est [[,o,« (s +1). ///
(7) Caractériser les espaces monogenes (E,u) qui admettent seulement deux sous-espaces stables.
Preuve. D’abord E # 0, ainsi m,, # 1. Par la question précédente ce sont les espaces monogeénes
tels que my, est irréductible. ///
(8) Supplémentaire stable. Pour une généralisation voir [F. M. 2] par. 1.3.2. p. 18.
(a) Soit F' C E un sous-espace stable par u et v 'endomorphisme de F' induit par u. Montrer que
si F' admet un supplémentaire G' qui est stable par u alors (m,, Z—:) =1.



Preuve. Si E = F@ G avec G stable par u et siw est la restriction de u ¢ G alors Xy = XvXw
et my, = ppem(my, my). Puisque (E,u), (F,v) et (G,w) sont des espaces monogénes par les
questions précédentes, il suit que My = Mymy, et que (My, my) = 1. ///

(b) Réciproquement soit F' C E un sous-espace stable par u et v ’endomorphisme de F' induit
par u. On suppose que (m,, %) = 1, montrer que F' admet un et un seul supplémentaire G
qui est stable par wu.

Preuve. Par (4) F = k[u](77)(u)(x). Soit G := k[u](my)(u)(z) alors siw désigne I’endomorphisme
de G induit par u, avec (4) on a my, = 7. Soit x € F'NG alors my(u)(z) = 0 et
my(u)(z) = 0 et puisque 1 = Am,, + Bmy, pour A, B € k[X] il suit que x = 0. Puisque
degm, + degm,, = degm,, = dimE, il suit que E = F@ G. Lunicité du supplémentaire
stable suit de la caractérisation d’un sous-espace stable G de E par le polynéme minimal de
l’endomorphisme de G induit par u. ///

(¢) Dénombrer les sous-espaces stable de E qui admettent un supplémentaire stable.

Preuve. Cela revient a compter le cardinal de P := {P € k[X], Plmy, pgcd(P,"s) = 1 et
unitaires. St my = [[1<;<s Pi est la décomposition en wrréductibles de my,, on note pour P
unitaire qui divise my, Ip = {i, |1 <i<s, P|P}. Si P€P alors Pj|P si et seulement si
P |P; ainsi P = Hielp P . 1l suit que Uapplication qui ¢ PP associe Ip définit une bijection
de P sur lensemble des parties de {1 <i < s}; ainsi |P| =25*L. ///

Remarque. Ce calcul rappelle le dénombrement des idempotents de 'algébre klu]. De fait
si e € k[u] est un idempotent de k[u], alors E = FE@G avec F = eE et G = (1 — e)E.
Réciproquement si E = F P G avec F,G des sous-espaces stables alors F' = k[u](7:*)(u)(x)
et G == k[u](my)(u)(x) avec my|my, et (my, 12+) = 1. Soit 1 = Am, + B7) avec A, B € k[X]
alors si 1 —e:= (Amy)(u) alors e = (B7*)(u) est un idempotent et (1 —e)E = A(u)G C G et
eFE = B(u)F C F. Puisque E = F@ G, il suit que l'on a les égalités F = eFE et G = (1 —e)E.
On aurait pu aussi remarquer que 1 = Am, mod TT: et ainsi A(u) induit un automorphisme
de G.

(d) Montrer que (F,u) n’est pas somme directe de 2 sous-espaces stables non triviaux (on dit alors
que E est indécomposable) si et seulement si m,, est puissance d’un irréductible.

Preuve. L’espace monogéne (E,u) est indécomposable ssi les seules décompositions en somme

directe de sous-espaces stable sont E = E@{0} et E={0}@PFE ie. s=1.///

Exercice 4 Sur les endomorphismes v du K-espace vectoriel de dimension finie F tels que pour tout
sous-espace F' C stable par u il existe P € K[X] avec F' = Ker P(u), resp. F' = Im P(u).

Soit E un k-espace vectoriel de dimension finie et u € Endy(E). On note m,, € k[X] le polynéme minimal
de u. On rappelle qu’il existe z € E tel que m, est aussi le polynome minimal m, de la restriction de u a
klu](z) (c’est le lemme fondamental).

(1) On suppose que pour tout sous-espace F' stable par u il existe Pr € k[X] avec F' = Ker Pr(u).
Montrer que E est un espace monogene.

Preuve. Soit donc x € E tel que m,, est aussi le polynome minimal de la restriction de u a klu](z)
et montrons que E = k[u](x). Par hypothése il existe P € k[X] avec k[u](z) = Ker P(u). Ainsi
P(u)(x) = 0 et donc par définition de my on a P = Qmg = Qmy, et donc P(u) est l'endomorphisme

(2) On suppose que pour tout sous-espace F' stable par u il existe @ € k[X] avec F = Im Q(u).
(a) Soit Q € k[z] et 6 :== PGCD(Q,m,). Montrer que Q(u)(E) = d(u)(F).
Preuve. Immédiat puisque Id € k[u] il suit que k[u](E) = E et donc §(u)(E) = (6(u)k[u])(E) =
(Q(uw)k[u] + m(u)k[u])(E) = Q(u)(E). Ainsi si Q # 0 on peut supposer que Q divise my,. ///
(b) Montrer que FE est un espace monogene.



Preuve. Soit donc x € E tel que m,, est aussi le polynome minimal de la restriction de u a
k[u](z) et montrons que E = klu](x). Si E = {0} c’est bon. On suppose donc que E # {0}.
Par hypothése il existe @ € k[X]| — {0} avec k[u](x) = Im Q(u) et par la question précédente
on peut supposer que Q(X) est unitaire et divise my. Ainst v = Q(u)(y) et donc 5+ (u)(x) =

my(u)(y) = 0. Ainsi m, divise % et puisque my = My, il suit que Q =1 et donc Im Q(u) =

E.///

Remarque. En utilisant I’exercice précédent on vérifie que si (E,u) est monogene alors si F’
est un sous-espace stable par u c’est le noyau et I'image de polynéomes d’endomorphismes de
U.

Exercice 5 Sur les sous-espaces d’un espace monogene qui admettent un supplémentaire stable. Pour une
généralisation voir [F. M. 2] par. 1.3.2. p. 18.

Soit E := Klu](z), un espace monogene de dimension finie. Soit F' C E un sous-espace stable et v la
restriction de uw a F. Montrer que F' admet un supplémentaire stable ssi (my, %) =1.

Prewve. Si E = FE@ G avec G stable par u et si w est la restriction de w a G alors ([Fr. A] p. 143)
Xu = XvXw €t My = ppem(my, my,). Puisque (E,u), (F,v) et (G,w) sont des espaces monogénes (exercice
précédent) il suit que My = Mymy, et que (My, my) = 1.

La réciproque. Avec les notations de exercice précédent, soit G := F% et w la restriction de u a G.
Alors my, = 7. Soit x € F'NG alors my(u)(x) = 0 et my(u)(x) =0 et %uisque 1 = Am, + Bmy, pour
A, B € K[X] il suit que x = 0. Puisque degm, + degm,, = degm, = dim E' le résultat suit. ///

Exercice 6 Commutant d’un endomorphisme, [Fr. A] p. 192 et [F. M. 2] p. 46.

Exercice 7 Composantes connexes de I’ensemble des matrices racines d’un polynome, [Fr. A] par. 5.7.40
et 41 p. 280 dans le cas du corps des nombres complexes.

Soit C le corps des nombres complexes. Si M € M, (C) on note x(X) (resp. mps (X)) son polynéme
caractéristique (resp. minimal). On note C[X], le C-espace vectoriel des polynomes de degré < n. On
munit M, (C) et C[X],, de leur topologie canonique de C-espaces vectoriels de dimension finie.

(1) Montrer que l'application M € M, (C) — xm(X) € C[X],, est continue pour les topologies de M,,(C)
et de C[X],.
Preuve. Les coefficients de xpr(X) sont des fonctions polynomiale des coefficients de M. ///
(2) L’application M € M, (C) — mp(X) € C[X],, est-elle continue ?
1/ 0
0 —1/k
limite est X? # M0, ) - Pour n > 2 on compléte la matrice My, précédente par un tableau diagonale
de 1. Ainsi Uapplication n’est pas continue sin > 1. ///
(3) Soient A, B € M,,(C) deux matrices diagonalisables. Montrer qu’elles sont semblables si et seulement
si xa(X) = xB(X).
(4) Soit P(X):= X3 —1¢€ C[X] et D(P):={M € M,(C) | P(M) = 0}.
(a) Montrer que D(P) est fermé dans M, (C).
Preuve. La condition est fermée puisque les coefficients de M>®— sont des fonctions polynémiales
des coefficients de M. ///
(b) Rappelez brievement pourquoi GL,,(C) est connexe.
Preuve. Soit A € GL,,(C), par le pivot de Gauss sur les lignes on montre que A = TD(det A) ou
T est un produit de matrices de transvections B; j(\). L’application t € [0,1] — B; ;(t\) définit
un chemin continu de l'identité a B; j(\); ainsi en composant les chemins on obtient un chemin
continu de lidentité a T. Enfin puisque C* est connexe par arc on déduit un chemin continu de

Uidentité a TD(det A). ///

Preuve. Pour k € N*, on considére la matrice My, = { } Alors my;, = X2 — 1/k? sa



(c) Soit M € D(P), montrer que la classe de similitude de M dans M,,(C) est connexe.

Preuve. La classe de similitude de M dans M,(C) est PMP~! avec P € GL,(C). Soit t €
[0,1] — P; un chemin continu dans GL,(C) de P a lidentité. Puisque l'application Q — Q="
est continue dans GL,,(C) (pensez @ la formule Q=% = (det Q)~! fcom(Q)), l'application t €
[0,1] = P.MP; ! est un chemin continu dans la classe de similitude de M. ///

(d) Soit M € D(P), montrer que la classe de similitude de M dans M, (C) coincide avec la com-

posante connexe de M dans D(P).
Preuve. Soit M € D(P) alors my| X3 — 1 ainsi M est diagonalisable. Considérons ’application
¢ : D(P) — C[X], définie par ¢(M) = xnr. Elle est continue (c’est 1.), ainsi limage de la
composante conneze de M € D(P) est réduite au polynéme xnr. Or ¢~L(xar) est inclus dans la
classe de similitude de M dans M, (C) (c’est 3.). Inversement si M' € M,(C) est semblable a
M € D(P) alors P(M') =0, ainsi M’ € D(P). Finalement ¢~ (xar) est la classe de similitude
de M dans M,(C) est c’est aussi la composante connexe de M dans D(P). ///

(e) Calculer le nombre de composantes connexes de D(P) pour n = 5 puis pour n quelconque.
Preuve. Par ce qui précéde cela revient a compter les polynomes caractéristiques possibles i.e.
les polynomes unitaires de degré m ayant leurs racines dans {1,j,j%}; ce sont les polynémes
(X —1)*(X — )X —j2)¢ avec a+b+c = n. Cela revient a compter le nombre de possibilités a
choisir 2 boites en positions respectives a + 1, a 4+ b+ 2 parmi n + 2 boites rangées de 1 a n + 2.
Il y en a donc ("—2"2) (n+2)(nt1) (n+1 S/

(5) Soit P(X) := X3 € C[X] et D(P ) ={M € M,(C) | P(M) = 0}.

(a) Calculer le nombre de classes de similitude dans D(P) pour n = 4.
Preuwve. Les matrices dans D(P) sont les matrices nilpotentes d’ordre de nilpotence < 3. Un
systéme de représentants des classes de similitude est donné par les tableauxr de réduites de
Jordan Jy,(0) de tailles croissantes dans {1,2,3}. Si «; est le nombre de tableauz de taille
i, le nombre de classes de similitude de M,(C) dans D(X?3) est donc le nombre de triplets
(a1, a9, a3) € N? avec g + 202 +3a3 =n. ///

(b) On considere la fraction rationnelle F'(X) :=

(17X)(17§(2)(17X3). Montrer que le coefficient de
X"™ dans le développement de F'(X) en série formelle € Z[[X]] coincide avec le nombre de classes
de similitude de M,,(C) dans D(X3). En déduire un équivalent pour n >> 0.

Preuve. En effet dans Z[[X]] on calcule (1 — X) Y 0o X' = 300 X' = Y0 X' = 1. Ainsi

F(X) = (Coca; X (Xocan X22) (o< X*%) = 2 nen(Xai 4200 +3a5—n X ). D’autre part

la décomposition en éléments simples de F'(X) est % + (l—bX)2 + (1_‘}()3 + lf_lX + 1—er + l_jzx

(n+2)(n+1)
2

et dans cette écriture le coefficient de X™ est a+b(n+1)+c —d+ej™ + fj?". Puisque
c=((1-XPFX)(X=1)= % il suit qu’un équivalent pour n >> 0 est donc %nQ. ///

Exercice 8 Sur les espaces irréductibles sous un endomorphisme, [Fr. A] p. 189.

Exercice 9 Espaces indécomposables sous un endomorphisme, [Fr. A] p. 189.



