Concours Agrégation, Mathématiques générales

Lecon 57- Endomorphismes trigonalisables. Endomorphismes nilpotents

Commentaires du jury 2015 : Il est possible de mener une lecon de bon niveau, méme sans la
décomposition de Jordan, a I’aide des noyaux itérés. On doit savoir déterminer si deux matrices nilpotentes
sont semblables grace aux noyaux itérés (ou grace a la décomposition de Jordan si celle-ci est maitrisée).
Deux endomorphismes trigonalisables qui commutent sont simultanément trigonalisables, mais une grande
proportion de candidats pensent a tort que la réciproque est vraie. Notons que 1’étude des nilpotents en
dimension 2 débouche naturellement sur des problemes de quadriques et que I’étude sur un corps fini donne
lieu & de jolis problemes de dénombrement.

Commentaires du jury 2016 : L’utilisation des noyaux itérés est fondamentale dans cette legon, ceci
pour déterminer si deux matrices nilpotentes sont semblables par exemple. Il est intéressant de présenter
des conditions suffisantes de trigonalisation simultanée; I’étude des endomorphismes cycliques a toute sa
place dans cette lecon. Notons que 1’étude des nilpotents en dimension 2 débouche naturellement sur des
problemes de quadriques et que ’étude sur un corps fini donne lieu & de jolis probléemes de dénombrement.
S’ils le désirent, les candidats peuvent aussi présenter la décomposition de Frobenius.
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Développements conseillés :

(1) Sur lisomorphisme entre GL,(K) et GL,,(K) et entre SL,(K) et SL,,(K) pour un corps K de
caractéristique 2, [F. M. 2] p. 63.

(2) Un théoreme de Burnside, [Fr. A] p. 243.

Exercice 1 Le sous-espace de M, (K) engendré par les matrices nilpotentes, [Fr. A] ex. 1.4.17 p. 83.

Soit K un corps commutatif et M, (K) le K-espace vectoriel des matrices a n lignes et n colonnes. Soit
E;; € M,(K) la matrice dont tous les coeflicients sont nuls sauf celui & la ligne ¢ et a la colonne j qui
vaut 1. Si M = (m; ;) € M, (K), on note Tr(M) := >, ;... mi;. Si A € M, (K) on note ®4 I’application
définie par ® 4(M) := Tr(AM) pour M € M, (K). o

(1) Montrer que ® : M, (K) — M, (K)* définie par ®(A) = &4 est linbaire bijective.

Preuve. La linéarité vient de la linéarité de la trace. Soit A = Zi/,j/ ay j By € ker @ alors
0= (I)(A)(EZJ) = TI‘(AEZ‘,J') = Zi’,j’ Tr(ai/,j/ i’,j’Ei,j) = Zi’,j’ 5i/’j5j/7iai/7j/ = ayji- Ainsi A = 0. La
surjection suit puisque dim M, (k) = dim M, (k)*. ///

(2) Si M € M, (K), on note M le K-endomorphisme de E := K™ dont la matrice dans la base canonique
(e;) de K™ est égale a M (i.e. si M = (m; ;) alors M(ej) =, m;je;i). Soit N, (K) le sous-ensemble
des matrices nilpotentes de M,,(K). Soit N,, C M, (K) le sous-espace vectoriel de M,,(K) engendré
par N, (K) et N son orthogonal dans M, (K)*. On veut caractériser N,,.

Montrer que pour N € M, (K) nilpotente alors Tr N =0 et N" = 0.

Preuve. La matrice N € M, (K) est nilpotente si et seulement si il existe t > 0 avec N = 0 et
donc par Cayley-Hamilton fort ssi son polynome caractéristique xn(X) = X™. Puisque —Tr N est



égal au coefficient de X"~ ! et que (—1)"det N est le terme constant dans xn(X), le résultat suit.

Ve

(a) Désormais n > 1, montrer alors que N,, # N, (K)?
Prewve. Sin = 1, on a l’égalité. Deés que n > 1 on peut considérer A := FEa1 + E1, alors
AP = Ey | + FEa9 dés que m > 0. Ainsi A € Ny, — No(K). ///

(b) Montrer que N;- # {0}.
Preuve. Puisque pour un sous-espace vectoriel F' d’un K-espace vectoriel E de dimension finie
on a dim F+ = dim E — dim F, 4l suit que I’égalité n’est possible que si N, = M, (K). Or par
linéarité de la trace Tr(N,,) =0, ainsi E11 ¢ Ny. //

(c) Soit ¢ € N;;- —{0}. On note P = (p; ;) € M, (K)— {0} I'unique matrice telle que ¢(M) = Tr PM
pour tout M € M, (K). Montrer que p; ; = 0 pour i # j.
Preuwve. Sii # j alors EZZJ =0, ainsi 0 = p(E; ;) = Tr PE; j = pji. ///

(d) Soit J := E;; — Eit1, + Eiiv1 — Eit1,i41. Calculer J? et en déduire que P = A\Id # 0.
Preuve. Il suffit décrire la matrice J et vérifier que J> = 0. Alors 0 = o(J) = pii — Pit1,i+1, ainsi
P =pi11d avec p11 # 0 par la question a). ///
(e) Caractériser N,.
Preuve. Puisque pour un sous-espace vectoriel F' d’un K -espace vectoriel E de dimension finie on
a Uégalité (F)* = F, il suit que N = {A € M,(K) |[TrA=0}. ///
(3) Montrer que le sous-espace de M, (K') engendré par GL,(K) est M, (K).

Preuve. Soit V' le sous-espace de M, (K) engendré par GL,(K), alors pour i # j, B;;(1) =
Id+FE;; € GL,(K) et donc V' contient les E; j pour i # j. Pour montrer que E;; € V on considére
o un cycle de longueur n — 1 avec o(i) = i. Alors Q(o) € GL,(K) et E;; — Q(o) € V puisque la
diagonale est nulle. ///

Exercice 2 Matrices simultanément triangularisables, application aux nilpotents qui commutent, [Fr. A]
exercice 5.7.14. p. 236.

Soit F un K-espace vectoriel de dimension n > 0. Soit ) # S C Endgx E. On suppose que si u,v € S
alors uv = vu.

(1) On suppose que les éléments de S sont diagonalisables. Montrer qu’il existe une base de E qui
diagonalise les éléments de S.

(2) On suppose que les éléments de S sont trigonalisables. Montrer qu’il existe une base de E qui
trigonalise les éléments de S.

(3) On suppose que les éléments de S sont nilpotents.

(a) Soit M(1),M(2),....,M(m) € My,(K). On note m(t);; le coefficient de M (t) a la ligne i et a la
colonne j. Montrer que si M := M(1)M(2)....M(m) = (m;;), alors
mi; = Zkl,k27...7km_1 M ey Moy Koy -+ Ty — 0 Koy M 1,5 O 1 <k <

(b) Montrer qu’un produit de m éléments de S est nul des que m > n.

Exercice 3 Espaces vectoriels de matrices nilpotentes, [Fr. B-C-D] ex. 16.16 p. 56 (notez que cela repose
sur le théoréme 4.2. qui est valable en toutes caractéristiques).

Exercice 4 Soit G un sous-groupe de GL,(F;) . On suppose que pour tout g € G, g — Id est nilpotent
(on dit que g est unipotent).



Montrer que dans une base convenable les éléments de G sont simultanément des matrices triangulaires
supérieures, [Fr. E] ex. 8.41 p. 97.
Pour une généralisation voir [Fr. A] ex. 4. 7. 20 p. 200.

Exercice 5 Décomposition de Jordan des nilpotents, [F. M. 1] n°9 p.14.

Puisque le polynome caractéristique est puissance d’un irréductible la décomposition de Jordan est aussi
la décomposition de Frobenius, ainsi une variante consiste a démontrer dans ce cadre (le polyndéme minimal
est X d) le lemme fondamental, [F. M. 2] lemme 2 p. 12 et pour l’existence d’un supplémentaire stable [F.
M. 2] lemme 3 p. 14.

Exercice 6 Sur la topologie des nilpotents cf. [F. M. 1] n°® 34 p. 69.

Exercice 7 Comptage des matrices de rang n — 1 (resp. rang n — 1 et nilpotentes) dans M, (F,), [F. M.
2] p. 8-11.

Exercice 8 Comptage des matrices nilpotentes de M,,(F,), [F. M. 1] n°10 p. 16, [C. G.] tome 2 p. 213.

Remarque. Soit N le sous ensemble de M, (FF,) des matrices nilpotentes. C’est 'ensemble des solutions
(xi;) € Mp(Fq) qui annulent les coeflicients du polynéme caractéristique det(XId — (z;;)). On montre que
le cardinal est q"Q_” ce qui est aussi le cardinal d’un sous-espace vectoriel de codimension n et donc des
solutions d’un systeme linéaire défini par des n-formes linéaires indépendantes (intersection de n hyper-
plans linéairement indépendants) ; c¢’est étonnant puisque N n’est pas un espace vectoriel (notez que les
coefficients du polynome caractéristique sont des formes homogénes de degré 1 a n et définissent donc des
hypersurfaces de degré 1 a n).

Exercice 9 Sur la valeur d’une série formelle en un nilpotent de M, (K), [F. M. 2] par. 1.7. p. 228, 2.2.
et 2.3. p. 231.



