Concours Agrégation, Mathématiques générales

Lecgon 60- Endomorphismes remarquables d’un espace vectoriel euclidien de dimension finie.

Commentaires du jury 2015 : Les candidats doivent bien prendre conscience que le caractere euclidien
de l'espace est essentiel pour que l’endomorphisme soit remarquable. Par exemple, des développements
comme le lemme des noyaux ou la décomposition de Dunford n’ont rien a faire ici. En revanche, I'utilisation
du fait que 'orthogonal d’un sous-espace stable par un endomorphisme est stable par ’adjoint doit étre
mis en valeur.

Commentaires du jury 2016 : Dans cette lecon, le caractere euclidien de ’espace est essentiel pour
que ’endomorphisme soit remarquable. Le théoreme spectral pour les auto-adjoints et la réduction des
endomorphismes orthogonaux sont des résultats incontournables. Le lemme des noyaux ou la décomposition
de Dunford ne sont pas des développements adaptés a cette lecon. En revanche, I'utilisation du fait que
I'orthogonal d’un sous-espace stable par un endomorphisme est stable par ’adjoint doit étre mis en valeur.
De méme la réduction de endomorphismes normaux peut étre évoquée.
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Développements conseillés :

(1) Théoreme de réduction des endomorphismes orthogonaux, [Fr. B-C-D] p. 89.

Corollaire. Deux matrices de O, (R) sont orthogonalement semblables si et seulement si elles ont le
méme polynome caractéristique.
m

Application : Si G est un sous-groupe de O(F) d’exposant m (i.e. Vg € O(E), g™ = Id) alors G est
fini, [Fr. B-C-D] p. 182 et exercice ci-dessous.

(2) Décomposition de Cartan + O, (R) resp.S0,(R) est un sous-groupe compact maximal de GL,(R)
resp. SL,,(R), [Fr. B-C-D] p. 142 et 145 et exercice ci-dessous.

(3) Exponentielle des matrices antisymétriques réelles, [Fr. B-C-D] p. 284 question 3 et exercice ci-
dessous.

Exercice 1
(1) Rappeler le théoreme de réduction des endomorphismes orthogonaux d’un espace vectoriel euclidien
FE de dimension n.

Preuve.Dans une base orthonormale convenable la matrice d’un endomorphisme orthogonal O est
un tableau diagonal de p, +1, de q, —1 et de tableauzr diagonauxr de matrices de rotations du plan
euclidien R(60;) avec 0 < 0; < w. De plus le uplet (p,q,01 < 02 < ... < 0;) ne dépend pas de la base et
Xo(X) = (X = DP(X + 1) [[1;<(X? — 2080, X —1). ///

(2) Soit O € O3(R). On suppose que son polynéme caractéristique est yo(X) = X3 +2X2 + 2X + 1.
Caractériser géométriquement I’endomorphisme de R? induit par O.

Prewve.Puique la dimension est impaire, nécessairement 1 ou —1 est racine de xo(X). On a
xo(X) = (X +1)(X?+ X +1). Ainsi dans une base orthonormale convenable la matrice de O est un
tableau diagonal —1, R(27/3); c’est une symétrie rotation produit commutatif d’une rotation d’axe
Rey et d’angle 2r/3 et d’une réflevion orthogonale d’hyperplan (Rei)*. ///



Exercice 2 La décomposition polaire et la décomposition de Cartan dans M, (R), [Fr. B-C-D] exercice
10.25 partie 5) p.148 Voir [Fr. B-C-D] p.142 pour une preuve de la décomposition de Cartan dans M, ,,(R)
et comme corollaire la décomposition polaire dans [Fr. B-C-D] exercice 10.25 partie 1) & 4).

Rappeler le théoreme de réduction des endomorphismes auto-adjoints d’un espace euclidien et sa conséquence
sur la réduction des matrices symétriques réelles.

Preuve.Soit u un endomorphisme auto-adjoint d’un espace euclidien E, alors il existe une base ortho-
normale de E de vecteurs propres pour u. Autrement dit E = @J‘(Ker(u — Md) ot X\ parcourt le spectre
de u. S1 S € M,(R) est une matrice symétrique réelle, l’endomorphisme X — SX ot X est un vec-
teur colonne de R"™ muni de sa structure euclidienne canonique est un endomorphisme autoadjoint (on a
(SXY) = (X|SY)); ainsi il existe une matrice de changement de base O € O, (R) et D une matrice dia-
gonale avec S = ODO™! = OD 'O (en particulier S et D sont simultanément semblables et congruentes).
Cela montre qu’une matrice symétrique réelle est positive (resp. définie positive) si et seulement si ses
valeurs propres sont positives (resp. strictement positives). ///

(1) Décomposition polaire.
Soit S € M, (R) une matrice symétrique positive i.e. XSX >0, V!X € R".

(a) Montrer qu’il existe S; € M, (R) une matrice symétrique positive avec S? = S.
Preuve.Par le théoréme de réduction des matrices symétriques réelles on a S = ODO™! ou D est
diagonale de diagonale (dy, ...,d,) et d; parcourt les valeurs propres. Si X; est un vecteur colone
propre non nul avec SX; = d; X; alors (SX;|X;) = d;(X;|X;) > 0 puisque S est positive et donc
d; > 0. Soit D1 la matrice diagonale réelle de diagonale (\/31, o \/ﬁn) et S;:=O0D,O0O7 Y. On a
S2 = OD?0~! = S. Puisque O~ = 'O, il suit que Sy est congruente & Dy qui est symétrique
positive ; il en est donc de méme de Sy. ///

(b) On suppose désormais que S; € M, (R) est une matrice symétrique positive telle que S? = S. Soit
A (resp. Ay) le spectre de S (resp. S1) . Montrer que A € R est dans A; si et seulement si A > 0
et A2 € A.
Preuve.On a xs(X?) = det(X?Id — S?) = x5, (X)xs,(—X). Et d’autre part xs(X?) = [[,(X? —
d;). Puisque Sy est symétrique positive les racines de xs, (X) sont les racines positives de [[;(X?—
di). ///

(c) Montrer que si A € Ay alors Ker(S; —AId) C Ker(S—\2Id) et en déduire I'égalité Ker(S; —\Id) =
Ker(S — M\2Id).
Preuve. Si S1(X) = AX, on a S(X) = S3(X) = A\2X d’ou Uinclusion. Pour ’égalité on a vu
(théorme de réduction des matrices symétriques réélles) que n =  \c, dimKer(S1 — Ad) et
n =3 e dimKer(S — A d). Enfin puisque par la question précédente A = {\? | A € A1} il suit
que dim Ker (S — M d) = dim Ker(S — \2Id), d’ou l’égalité. ///

(d) Montrer 1'unicité de S’ € M, (R) matrice symétrique positive telle que S = S.
Preuve.Les mémes raisonnements qui précédent montrent que si S € M, (R) matrice symétrique
positive telle que S'? = S alors Ker(S'—\Id) = Ker(S—\2Id) et le spectre de S' est I’ensemble des
racine carrées positives des éléments du spectre de S. Ainsi S est ’homothétie de rapport \/d; sur
le sous espace propre Ker(S — d;Id) de S. L’unicité suit alors de légalité R" = @, Ker(S — d;1d)
S/

(e) Une disgression. Soit Sy une matrice symétrique réelle. En s’inspirant de ce qui précede résoudre
I’équation S§ = Sy avec S; une matrice symétrique réelle.
Preuve. On remarque que la condition de positivité o disparu cependant la méme méthode fonc-
tionne puisque lapplication x — x3 définit une bijection de R. L’équation S§ = Sy avec S
symétrique réelle admet pour unique solution la matrice de ’endomorphisme dont la restriction
sur le sous espace propre Ker(Sy — d;1d) de Sy est I’homothétie de rapport dil/g, l'unique racine
réelle de 3 — d; = 0 et ceci pour d; parcourant le spectre de Sp.



Remarque. Sim € 2N* et S € Sym™(R") on note s1, ..., 8; les valeurs propres distinctes (elles sont
>0) de S et pi, ..., iy leurs multiplicités respectives et Eg g, le sous-espace propre correspondant,
alors dim Egs, = p; et £ = R" = ®L1<i<tE575i' Soit B; une base orthonormale de Egg,
et B := UB; et P € O,(R) la matrice de ‘changement de base avec PS 'P = D et D est la
matrice diagonale qui induit I’homothétie de rapport s; sur B;. Soit DY™ g matrice diagonale
qui induit I’homothétie de rapport sil/n sur B;. Soit ¥ € M, (R) définie par P¥ 'P = DYm elle
est congruente a une matrice de Sym™*(R™) ; ainsi X € Sym™ (R™) et par construction X™ = S.
Pour lunicité : soit ¥ € Sym™*(R™) avec ¥™ = S. On note o1, ..., 01 les valeurs propres distinctes
(elles sont > 0) de ¥ et vy, ...,v, leurs multiplicités respectives et Fs ,, le sous-espace propre
correspondant alors S induit ’homothétie de rapport o]* sur Fy, 5,. Puisque les o} pour 1 <i <r
sont deux a deux distincts et que I :=R" = @Ll<i<rE27Cfi il suit que v =1 et quitte a ranger les

/n

0i, Ex0, est le sous-espace propre Eg s;=qn ; ainsi X induit ’homothétie de rapport s;
et donc 3 est uniquement ainsi définie. ///

sur Eg g,

(f) Soit M € GL,(R) déduire des questions précédentes qu’il existe un unique couple (O, S) avec
O € O, (R) et S symétrique définie positive tel que M = OS.
Preuve. Montrons d’abord lunicité. On a MM = S 'O0S = S?. Puisque "MM est symétrique
et que ('"MMX|X) = (MX|MX) > 0 pour X un vecteur colonne non nul de R™, il suit que S est
l'unique matrice symétrique réelle positive (de fait définie positive) telle que S* = 'MM. On a
alors O = MS~'. D’ot Uunicité. Ce qui précéde donne la clé pour Uexistence. Soit S symétrique
définie positive avec S2 = ‘MM et O := MS™!, on a ‘OO0 =81t MMS™! = Id.

(g) Soit M € My (R) déduire de la question précédente qu’il existe un couple (O, S) avec O € O, (R)
et S symétrique positive tel que M = OS.
Preuve.On considére la suite My = M — %Id. Pour k >> 0, 1/k évite les valeurs propres
de M, ainsi My € GLp(R) et donc My = OSk avec O € On(R) et Sy symétrique définie
positive. Puisque Opn(IR) est compact on peut extraire une suite O,y convergente vers O € Op(R).
Alors Sxy converge vers S une matrice réelle symétrique et pour X wvecteur colonne de R" on a
(S X1 X) >0 et donc a la limite (SX|X) > 0. ///

(2) Décomposition de Cartan.

(a) Soit M € M, (R) déduire de la question précédente qu'’il existe O1, Oy € O,(R) et D une matrice
diagonale a coefficients positifs avec M = O1DOs.
Preuve.On écrit M = OS et on diagonalise S dans une base orthonormée ainsi S = 02_1D02
alors O := 005" convient puisque D est positive. ///

(b) Soit M € M, (R). Montrer qu'il existe O € O,(R) telle que M — O est inversible.
Preuve.On écrit M = O1 D03 avec Oy, Oz € O,(R) et D une matrice diagonale a coefficients po-
sitifs. Ainsi cela revient a trouver O € Op(R) avec D—Ol_lOOQ_1 inversible. 1l suffit de considérer
une matrice diagonale D' avec des 1 ou des —1 sur la diagonale de facon que D— D' soit inversible
(D' = —Id convient puisque D est positive). Puisque D' € O (R) alors O := O1D'Os convient.

/1

Exercice 3 Application de la décomposition polaire : Le groupe GL,,(R) est homéomorphe & O,,(R) x
n(n+1)

R™27". Voir aussi [F. M. 2] Théoreme 4 p. 42.

Preuve. On rappelle que la décomposition polaire induit un homéomorphisme de GL,(R) dans
On(R) x Sym;*(R). Pour conclure on rappelle que ’exponentielle définit un homéomorphisme de
Sym,(R) dans Sym.; T(R). On conclut puisque Sym,(R) est un R-espace vectoriel de dimension
n(n+1)

On peut aussi conclure en utilisant la décomposition de Cholesky qui induit un homéomorphisme
n(n—1)

de SymST(R) avec R~ 2 x (RT1)™ et on conclut avec 'exponentielle de R dans R*.



L’homéomorphisme mérite une explication : On considere 'application ¢ : L, (R) x D, (Rt") —
Sym}T(R) ot L,(R) est le sous-groupe de GL,(R) des triangulaires inférieures avec des 1 sur la
diagonale et D,,(R*™) le sous-groupe de GL,,(R) des matrices diagonales avec coefficients strictement
positifs sur la diagonale définie par ¢(L, D) = LD 'L € Sym;'*(R). Cette application est continue
(les coefficients sont des polynomes en les entrées). L’'unicité se montre comme dans "LU” et il est
peut-étre moins évident que 'application réciproque est continue. On peut remarquer que L s’obtient
a partir de S € Sym,}*(R) en appliquant successivement le pivot de Gauss et que les pivots diagonaux
fonctionnent systématiquement puisque le polynome A := [, .., det((X; ;)x) € Z[X;;,1 <i,5 <n]
ot (X )k est de taille k x k est le produit des déterminants principaux génériques ne s’annule pas
en S € Sym T(R) (les matrices principales sont encore symétriques définies positives) ainsi les
coefficients de L sont les évaluations en S de fractions rationnelles € Z[X; ;,1 < 4,5 < n][x]; elles
sont continues. ///

Exercice 4 Le groupe O, (R) est un sous-groupe compact maximal de GL,(R), [Fr. B-C-D] p. 145.
Soit G un groupe compact avec O,(R) C G C GL,(R). On suppose que M € G — O, (R).

(1)

(2)

(3)

Rappeler la décomposition de Cartan dans M, ,,(R).

Preuve. On suppose que M &€ My ,(R) — {0}. Il existe O1 € On(R), Oz € On,(R) et des
réels (uniques) 0 < dy < dy < ... < d, ou r est le rang de M tels que M = O1DOy ot D =
Zlgigr dzEH///

Montrer en utilisant la décomposition de Cartan qu'il existe une matrice diagonale D € G — O, (R).

Preuve. Par la décomposition de Cartan on a M = O1DO3 ot 01,02 € On(R) C G et D une
matrice diagonale a termes positifs. Ainsi D = O7*MO5;"' € G — O,(R).///

En considérant les suites D¥, k € N* et D%, k € N*, trouvez une contradiction.

Preuve. Ainsi les suites D*, k € N* et D™, k € N* sont & valeurs dans G et sont donc bornée
par la compacité de G. Ainsi si (di, ...,dy) sont les éléments sur la diagonale de D on a 0 < d; <1
et 0 <d;' <1 etdoncd;=1,i.e. D=1Id ce qui est une contradiction.///

Exercice 5 Un sous-groupe fini de GL,(R) est conjugué a un sous-groupe de O, (R), [Fr. B-C-D] p. 166.

Soit ® une forme bilinéaire symétrique d’un R-espace vectoriel E de dimension n. On note O(®) := {u €
GL(E) | V(z,y) € E X E, ®(u(x),u(y)) = ®(x,y)}, le groupe orthogonal pour ®. Soient uw € GL(FE) et &’
la forme bilinéaire symétrique ® o u (i.e. ®'(x,y) := P(u(x), u(y))).

(1)

(2)

Montrer que O(®') = u~1O(®)u.

Preuve. On a O(®') :={v € GL(E) | ® ov=9'} ={v e GL(E) | Pouov=Pou} =
={veGL(E) | Pouocvoul=d} ={ve GL(E) |uovou=t € O®)} =utO0(®)u. ///

Soient ¥ et ¥’ deux formes bilinéaires symétriques sur £ de méme signature. Montrer qu’il existe
u € GL(E) avec V' = Vo u.

Preuwve. Ainsi si (p,q) est la signature de ¥, il existe une base B = (e;) orthogonale pour ¥ avec
U(e;)) =1 pouri € I, W(e;)) = —1 pouri € J, ¥(e;)) =0, pouri ¢ IUJ ou I =petJ =q et
puisque V' a la méme signature il existe donc de méme une base B' = (e}) orthogonale pour V' avec
U(el) =1 pouri € I, V() = —1 pouri € J, ¥(e,) =0, pouri ¢ IUJ. Soit u € GL(E) avec
u(e;) = € pour tout i. Par construction les deuz formes bilinéaires ¥’ et Wou coincident sur la base
ei; ainsi W' =Vou. ///

Soit @ une forme bilinéaire symétrique définie positive sur F et G C GL(FE) un sous-groupe fini. Soit
'(2,y) == e P(9(2),9(y)) pour z,y € E.



(a) Montrer que @’ est une forme bilinéaire symétrique définie positive sur E et que G C O(P’).
Prewve. Puique ®'(z,2) = > . ®(g(2),9(z)) = 0 et que ®'(z,2) = 0 implique ®(z,z) = 0
suit que @' est une forme bilinéaire symétrique définie positive sur E. De plus si ¢ € G alors
(g (7),9'(y) = 2 yec P(9(9' (%)), 9(d'(v))) et puisque g € G — gg' € G est une bijection il suit
que ®' o g’ = @' et donc g € O(P'). ///

(b) En déduire que G C v~ tO(®)u on u € GL(E).

Preuve. C’est alors une conséquence de (1). ///
(4) Soit G C GL,(R) un sous-groupe fini. Montrer qu'il existe P € GL,(R) avec G C P10, (R)P.
Preuve. Soit ® le produit scalaire canonique sur R™ i.e. la base canonique B est une BON pour ®,
alors Op(R) est le sous-groupe de GLy,(R) des Mat(v € O(®),B) et avec les notations précédentes

G Cu™tO(®)u = ou g est l'endomorphisme induit par g € G etu € GL(E) et donc si P := Mat(u, B)

alors G € PO, (R)P. ///

. ) _ 27 .
(5) Soit G C SO2(R) un sous-groupe d’ordre n. Montrer que G =< R(%) > oul
cos) —sinf

R(6) = [ sinf  cosf
Prewve. Soit g € G alors g = R(0) et g" = R(nf) = Id. Il suit que R(0) €< R(() >. Ainsi
G C< R(() > et avec les cardinauz on a égalité. ///
(6) Soit G C SLa(Z) un sous-groupe d’ordre n.

] pour 6 € R.

(a) Montrer que G est cyclique.
Preuve. En effet puisque SLa(Z) C SLa(R) C GLo(R), il suit de (4) qu’il existe P € GLa(R)
avec G C P71O3(R)P et puisque detg = 1 si g € G on a que G C P71SO2(R)P ; ainsi G =<
P7IR(2E)P > est cyclique d’ordre n. ///

(b) Montrer que n € {1,2,3,4,6}.
Prewve. On traduit le fait que P~'R(22)P € SLy(Z). En particulier Xp(2z) = X?—2cosZX+1 €
Z[X] et donc 2cos®E € {0,+1,+2} et donc n € {1,2,3,4,6}. ///

(c) Exhiber un sous-groupe de SLs(Z) d’ordre 4 (resp. 6).
Preuve. Il suffit de considérer le groupe engendré par la matrice compagne C(n) de la matrice
compagnon du polynome Xp(2z) pour n € {4,6} i.e. X2+ 1 resp. X2 — X +1. Alors C(4)? = —Id
et donc l'ordre de C(4) est 4 et C(6)® = —Id et donc l’ordre de C(6) est 6. ///

(d) Exhiber une infinité de sous-groupes de SLy(Z) d’ordre 6.

, |1 m 1 | —m —1—m(m+1) .

Preuve. Soit P, = 0 1 |€ SLy(Z). Alors P, C(6) Py, = 1 m4 1 et parms
-m —1-—m(m+1) . o , .

les groupes < 1 ma 1 > il y en a une infinité puisque ’ensemble des matrices

{ _1m ~1 _nﬁniJF 1) } est infini. ///

Exercice 6 Un sous-groupe d’exposant fini de O, (R) est fini, [Fr. B-C-D] p. 182.
On munit R™ de la structure euclidienne canonique. On note ||.|| la norme euclidienne et on munit M, (R)
de la norme fonctionnelle || Al| = max;,—; [|Az].

Soit G' un sous-groupe de O,(R) et N > 1 un entier. On suppose que UY = Id pour tout U € G.

(1) Rappeler le theoreme de réduction des éléments de O, (R).

Preuve. Soit O € O,(R), il existe P € O,(R) avec POP~! qui est un tableau diagonal de 1 et de
—1 et de matrices de rotations planes de mesure d’angle 0; avec 0 < 6; <m.///



(2) En déduire que O,(R) a deux composantes connexes (par arcs).

Prewve. Puisque application det : O, (R) — %1 est continue et surjective il suit que Op(R) a au
moins deux composantes connexes. Montrons que SO, (R) est connexe par arcs. Soit O € SO, (R),
puisque det O = 1 il suit qu’il existe P € Op(R) avec POP~! un tableau diagonal de 1 et de matrices
de rotations planes de mesure d’angle 0; avec 0 < 0; < w. Il suffit de considérer alors le méme tableau
en modifiant les 0; en t0; avec 0 <t <1 pour obtenir un chemin continu dans O,(R) de Id a O. Il
suit que SOR(R) et D(—1)SO,(R) sont les composantes connexes de On(R).///

(3) Montrer que O, (R) est compact.

Preuve. Puisque M € M,(R) — M'M € M,(R) est continue (les coeff de M*M sont polynomiauz
en ceur de M), il suit que On(R) est fermé dans M,(R). Puisque les colonnes de O € O,(R) sont
de norme 1 il suit que les coefficients sont en valeur absolue bornés par 1. Ainsi On(R) est un fermé
borné de l’espace vectoriel normé complet M, (R) qui est de dimension finie, il est donc compact.///

(4) Montrer que ||OA| = ||A]| si A € M,(R) et O € O,(R).
Preuwve. Immédiat puisque O est une isométrie (et donc bijective).///

(5) Montrer qu'il existe € > 0 tel que pour tout U € G — Id, on a ||U — Id|| > e. En déduire que pour

tout U,U' € G avec U #U' on a ||[U —U'|| > e.
Preuve. 11 existe O € O, (R) avec OUO™! qui est un tableau diagonal de 1 et de —1 et de matrices

de rotations planes d’angle 0; avec 0 < 0; < w. De plus puisque UN = Id il suit que pour U # Id
on a méme 25 < 0;. Ainsi puisque U € G — Id, il existe un vecteur colonne X avec |X|| =1 et
OUO'X = —2X ou (OUO™! — Id)X = (0,..,0,—1 + cosb;, —sinb;,0, ..,0). Dans le premier cas
on a |U - Id| = |O(U — Id)O7Y| > 2 et dans le second cas |U — Id| = ||O(U — Id) O~ >
[(—1 4 cosb;)? + (sinb;)?]/? = (2 + 2cosb;) > (2 — 2003%”)1/2 =: €. On conclut en notant que pour
tout U, U’ € G avec U #U' on a U - U'|| = |[UU"' — Id|| et UU'"' € G —1d.///

(6) Conclure que G est fini.

Preuve. On recouvre O, (R) par les boules ouvertes B(O, ie). Par ce qui précéde chaque boule
contient au plus un élément de G. On conclut avec la compacité de Oy (R).///

Exercice 7 Soit d > 1, montrer que SO2(R) possede un unique sous-groupe d’ordre d. En est-il de méme
pour SLy(R)?

Exercice 8 Le groupe SO3(R) est un groupe simple, [C. G.] Tome 1 p. 239 et Fresnel Espaces quadratiques
p- 98.

Exercice 9 Une application de la décomposition de Cartan ou de la décomposition polaire : Points
extrémaux de la boule unité de M, (R), [F. M. 2] p. 118 et [Bo.] p. 93. On pourra voir aussi I’application
aux matrices bi stochastiques, [Bo.] p. 94.

Soit B :={U € M,(R) | ||[U||2 < 1, alors B est ’enveloppe convexe de O,(R) et O,(R) est I’ensemble
des points extrémaux de la boule unité B.

Preuve. Soit U € B. On peut écrire U = O1D02 avec O; € Op(R) et D diagonale avec 0 < dy < dy <
. <dp. Alors | D2 = [[U]2 et [ Dl2 = maz;d; = dn. Si D = 3 ; X\jO; avec Oj € Op(R) et 3, A =1
et0< N\ <1,onalU= Z]- Aj010;02 ; ainsi il suffit de montrer que D est dans I’enveloppe convexe de
On(R). Pour cela on écrit dy = a1 (—1)+ (1 —a1)(1) alors D = a1 D_1+ (1 —ay1)Dy ot D_y resp. Dy est la
matrice diagonale D dans la quelle on a substitué —1 (resp. 1) a dy. En itérant le procédé on montre avec
lassociativité du barycentre que D est dans [’enveloppe convere des matrices diagonales avec des —1,1 sur
la diagonale.

Montrons maintenant que O € O, (R) est un point extrémal de B. Si O = %Ul + %Ug avec U; € B, quitte
a multiplier par O~ on peut supposer que O = Id. Alors siz € R" et |z[a =1 on a z = JUi(z) + 1Us(z)



et 1= |z|2 < 3|U1(2)|]2 + 3 |U2(2)|l2 < 1, ainsi on a un cas d’égalité dans l'inégalité triangulaire ce qui
donne U;(x) colinéaires a = et de méme sens et l'inégalité précédente implique alors que U;(x) = x, ainsi
U, = Id.

Maintenant si U € B — O, (R) alors toujours avec Cartan on peut supposer U = D est diagonale avec
0<d; <1 etd;, <1. On peut écrire d;, = % + %(2di0 —1) . Alors 2D = Dy + Dy avec D; des matrices
diagonales qui coincident avec D en dehors de la ligne ig et valent respectivement 1 et 2d;, — 1 pour le
terme diagonal a la ligne ig. Par construction D; € B et D1 # D.

On retrouve la un cas particulier du théoréme de Krein-Milman a savoir que tout convexe est [’enveloppe
conveze de ses points extrémauz. ///

Exercice 10 Inégalités de Weyl, [F. M. 2] p. 113, [C. G.] tome 1 p. 199.

Notations. Soit (E,(.].)) un espace euclidien de dimension n. Si w est un endomorphisme symétrique (on
dit aussi auto-adjoint) de E, on note x,, € R[X] son polynome caractéristique. Alors x,(X) = [[;<;<,, (X —
Aw,i) avec Ay i € R rangés ainsi : Ay 1 > A2 > ... > Ay pn. De plus (e, 1 < i < n) désigne une BON de
E avec w(ey,i) = Aw,iCuw.i-

(1) Soit z € E avec (z|z) = 1. Montrer que Ay, < (z|w(x)) < Ay 1.

Preuve. On écrit x dans la BON (eyi)1<i<n, © = Zlgign Tiey,i. Alors (x|w(zx)) = Zlgign A2 <
21§i§n Aw,lmg = Aw,1 et (zlw(z)) = Zlgign )‘w,iffzz > Z1gi§n Aw,nf”? = Awn- ///

(2) Soit Fy, Fy, F3 des sous-espaces vectoriels de E. On suppose que dim F; + dim F5 + dim F3 > 2n.

Montrer que Fy N Fy N F3 # {0}.

Preuve. Soit f : Fy x Fy x F3 — E x E définie par f(x1,x2,x3) = (x2 — x1,23 — x2). C’est une
application linéaire et son noyau Ker f = {(x,x,2))} | x € Fi1 N Fy N F3}. Par le théoréme du rang,
dim F} x Fo x F3 = dim Ker f +dimIm f. Ainsi dim Ker f = dim F} + dim F5 + dim F3 — dimIm f >
dim Fy + dim F5 + dim F3 — 2dim £ > 0. ///

(3) Soient u,v deux endomorphimes symétriques.

(a) Montrer que u + v est un endomorphime symétrique.

Preuve. Par lunicité de l’adjoint on a que (u+ v)* = u* +v*. ///

(b) On considere pour 1 < 4,5 < n avec i + j — 1 < n, les espaces vectoriels E, := @,<p<, Reur,
E, = @jgkgn Rey j et Eyqy = ealgkgiﬂﬂ Reéy 4y - Montrer que E, N E, N Eyyy # {0}
Preuve. On a dmE, +dimE, +dmE, , =n—i+1+n—j+14+i+j—-1=2n+1> 2n.
D’ot le résultat avec la question précédente. ///

(¢) Soit z € E, N E, N Eyyy avec (z|z) = 1. En appliquant la question 1 aux restrictions de u, v
puis u + v a des espaces adaptés, montrer que Ayiyitj—1 < Ay + Ayj pour 1 < 4,5 < n avec

i+j—1<n.
Preuve. On applique (1) a x et a la restriction de uw a E, qui est encore un endomorphisme
symétrique et les racines de son polynome caractéristique sont A\y; > Ayit1 = ... = Aun,

fin (3) Augv,itj—1 < (@|(u +v)(2)) < Augoa. Ainsi (3) donne avec (1) et (2) Auyv,itj—1 <
(@|(u+v)(z)) = (zlu(z)) + (2|v(*)) < Aui + Aoy ///

(4) Donner en le justifiant un énoncé type Inégalités de Hermann Weyl pour des matrices.

ainsi (1) Aun < (zlu(z)) < Aui. De méme on obtient (2) Ay < (zlv(z)) < Ay et en-

Preuwve. On se donne S, S’ € M,(R) deux matrices symétriques, alors S définit un endomorphisme
de lespace euclidien R™ muni de sa structure d’espace euclidien canonique et (z|S(y)) = (S(z)|y),
ainsi S est un endomorphisme symétrique et les inégalités de Weyl traduisent alors des inégalités
entre les racines des polynomes carctéristiques de S,S" et S+ S'. ///

Exercice 11 Exponentielle des matrices antisymétriques réelles, [Fr. B-C-D] p. 284 question 3.



(1) Soit (£, (.].)) un espace vectoriel euclidien de dimension n et B une base orthonormée. Soit u un
endomorphisme de E. On suppose que u est antisymétrique i.e. u* = —u.

(a)

()

(d)

()

(2)

Caractériser la matrice de u dans la base orthonormée B.
Preuve.Dans une BON la matrice de 'adjoint d’un endomorphisme v est la transposée de la
matrice de v dans cette base; ainsi la matrice A € M,(R) de u dans la BON B vérifie ‘A =

A7/

On suppose que n = 2 et que Keru = {0}. Montrer que u est produit d’'une homothétie de rapport
p > 0 et d’une rotation de mesure d’angle +7.

Preuve.Dans la base orthonorme’e B si la matrice de u est A alors la matrice de u* est tA. Ainsi

A= [ 2 ] — lql [ siom(a) _Si%”(“) ] d'od le résultat.///

On suppose n > 0. Soit F' C E un sous-espace stable par u.

(i) Montrer que u|p est un endomorphisme antisymétrique.

Preuve. Puisque u* = —u, il suit que w*(F) C F; ainsi pour tout x,y € F on a (u(z)ly) =
(z|u*(y)) et donc Ul = —ujp est Uadjoint de wp-///

(ii) Montrer que u(F+) C Ft et que upr est un endomorphisme antisymétrique.

Preuve.Soit x € F+ siy € F on a (uw(z)|y) = (zlu*(y) = —(z|u(y)) = 0 ainsi w(F+) C F+.///
Montrer que si F est une droite stable par u alors ujp = 0.
Preuve. Si F = Rx avec ||z|| =1 alors u(x) = —u(z) et donc up = 0.///

On suppose que Keru = {0}. Montrer que u admet un plan stable.

Preuve.Un lemme classique qui vaut pour tout les endomorphismes réels montre que w laisse
stable un sous-espace de dimension 1 ou 2. Rappelons la preuve : On considere la décomposition
en irréductibles du polynéme minimal my,(X) dans R[X]. Si il y a un facteur irréductible de degré
1 disons X — X alors A est une valeur propre de u d’ou l’existence d’une direction propre. Si ce
n’est pas le cas on considére un facteur irréductible de degré 2 disons P(X) = X% — aX — b.
Alors Q := "+ n’est pas identiquement nul sur E. Soit x € E avec y := Q(u)(x) # 0, alors
F:=Ry+ Ru( ) est un sous-espace stable par u et non réduit a {0} et de dimension < 2. Dans
le cas ou u est antisymétrique et Keru = {0}, on a vu que u n’a pas de droite stable et ainsi u
admet un plan stable.///

Montrer que E = @(Jéigs FE; ou Eg = Keru et pour 1 <17 < s, F; est un plan stable par u.
Preuve. Quitte a considérer la restriction de u a EOL on peut supposer que Eg = {0} (remarquer
que ujpL est antisymétrique par 1. c)). Soit alors F' un plan stable par u alors wp et U pL
sont antisymétriques. Un raisonnement par récurrence sur la dimension de l’espace donme le
résultat.///

Ecrire la décomposition en irréductibles dans R[X] du polynoéme caractéristique de wu.
Preuve.Par f) et a) il suit que x,(X) = X" ngigs(Xz + p?) ot ng = dim Ey et p; > 0 sont les
rapports des similitudes directes wg, .///

(2) Soit Asymy,(R) le sous-espace vectoriel de M, (R) des matrices antisymétriques.

(a)

Montrer que si A € Asymy,(R) alors exp(A) € SO, (R).

Preuve.Soit O := exp(A) Uapplication transposée étant continue sur M,(R) il suit que 'O =
exp(tA) = exp(—A) et donc O'O = exp(A)exp(—A) = exp(0) = Id. Ainsi exp(A) € On(R).
D’autre part si M € M,(C) alors detexp(M) = exp(TrM) ( trigonaliser M dans M,(C)).
Puisque TrA =0 par 1.g) il suit que exp(A) € SO, (R). ///



(b)

Montrer que exp(Asym,(R)) = SO, (R).
Preuve. Soit donc O € SO,(R), il existe P € Op(R) avec PO'P un tableau diagonal de matrices
de rotations planes complété par l'identité. Puisque si A € Asym,(R), PA'P € Asym,(R), il
cos(0) —sin(0)
sin(0)  cos(0)

J = [ 0 -1 ], alors J?> = —Id et donc exp(0J) = cos(0)Id + sin(0)J = O. ///

suit qu’il suffit de montrer le résultat en dimension n = 2. Soit O := . Soit

1 0

Déterminer les A € Asym,(R) avec exp(A) = Id.

Preuve. Quitte a remplacer A par PA'P ou P € O,(R) on peut supposer que A est un tableau
diagonal de similitudes planes 0J avec 6 € R suivi de la matrice nulle (c’est 1.f) et g)). Puisque
exp(0J) = Id ssi 0 € 277 le résultat suit. ///



