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GENRE ET GENRE RESIDUEL DES CORPS DE FONCTIONS VALUES 

Michel MATIGNON 

Let L be a function field of one variable over a 

valued field (K,I.I), and (l.i~), l~i~s, be distinct absolu- 

te values over L extending I.I such that the residue fields 

~ are function fields of one variable over the residue 

field K of (K,i.i). We define the defect of the valued 

function fields (L,B.Bi)/(K,I.I) and prove an inequality 

between the genus of L/K and that's of L*/K which takes 

into account the defect, the ramification index of 

(L,i.it)/(K,i.i) and the constant field of LI/K. Our ine- 

quality is better than Mathieu' s inequality in discretely 

valued case. 

0,0.1ntroduction 

Dans tout ce travail les valeurs absolues sont ultra- 

m@triques et non triviales. 

On s' int@resse aux corps de fonctions d'une variable 

valu6s, (L/K,i.i) tels que L/K soit un corps de fonctions 

d'une variable o~ ~ (resp.K) est le corps r@siduel de L 

(resp.K) pour la valeur absolue i.i �9 Cette @rude a @t6 inau- 

gur6e par Deuring [8], [9] et reprise par plusieurs auteurs 

[ 1 8 ] ,  [ 1 9 ] ,  [ 2 6 ] ,  [ 3 2  ] d a n s  l e  c a s  oQ I . I  e s t  d i s c r @ t e .  

Le  r @ s u l t a t  l e  p l u s  f i n  ( s o u s  c e t t e  h y p o t h @ s e )  @ t a i t  d~  & 

H. M a t h i e u  e n  1 9 6 8  [ 2 0 ] ,  [ 2 1 ] .  I 1  s ' 6 n o n c e  a i n s i  : s o i e n t  

L / K  u n  c o r p s  d e  f o n c t i o n s  d ' u n e  v a r i a b l e  s u r  K d o n t  K e s t  

l e  c o r p s  d e s  c o n s t a n t e s ,  ( I  . l i ) l ( i ( s  d e s  v a l e u r s  a b s o l u e s  

sur L discr@tes, distinctes qui coincident sur Ken une 

valeur absolue i.i - On suppose que L*/K est un corps 

de fonctions d'une variable pour l~i~s o~ L' est le corps 

r@siduel de L pour i.li �9 Soient e i i' indice de ramification 

de l'extension valu6e (L,I.Ii)/(K,i.i), r i le degr@ sur 
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du corps des constantes de ~i g(L/K) (resp.g(L'/K)) le 

genre de L/K (resp. L~/K). Alors on a i' in@galit@ 

(A) g(L/K)-I ~ ~ e~r~ (g(L'/K)-I). 

Avant Mathieu les r@sultats obtenus supposaient l'hy- 

poth@se : 

II existe T E L tel que ITIi=1, 1~i~s et que I' image 

de T dans ~i est transeendante sur K (ainsi ['[i in- 

(B) duit sur K(T) la valeur absolue de Gauss [.[g) et 

{ .li pour l~i~s scnt exactement les prclongements 

& L de [.Ig. 

Ncus nous prcpcscns de g@n@raliser la formule (A) au 

cas o~ le corps de base K est muni d'une valeur absolue 

quelconque. Pour cela on d@finit le d@faut des corps de 

fonctions valu@s, cette notion nouvelle g@n@ralise la no- 

tion de d@faut d'Ostrowski des extensions alg@briques 

valu@es. Elle permet de comparer les sous-K-espaces vecto- 

riels de Let les sous-K-espaces vectoriels de I I ~ (en 
l~i~s 

reprenant les notations de (A) et ] - I  quelconque) . On ob- 

tient des r@sultats nouveaux qui g@n@ralisent les r@sultats 

de Gruson sur les corps stables [15]. 

Nous pouvons @noncer le r@sultat principal. Pour ce- 

la nous reprenons les hypoth@ses de (A), mais {-I n'est pas 

n@cess&irement discr@te, alors on a l'in@galit@ : 

(C) g(L)-i ~ s-i + Z e i d~ r~ (g(~i)-l) 

o~ d i est le d@faut du corps de fonction valu@ (L,[.[i)/ 

/(K,I.I) , ce d@faut est 1 si car.K=0, et si car.~=p>0,diE~ 

est une puissance de p, de plus di=l si {.I est discr@te, 

ainsi (C) am@liore (A) d~ns le cas de valuation discr@te. 

Disons quelques mots sur la d@monstration. D'abord 

le cas g@n@ral se d@duit de i~ situation o~ (K,[. {) est com- 

plet, on montre alors que l'hypoth@se (B) est r@~lis@e. Ce 

r@sult&t nouveau s'obtient en utilisant un th&or@me de struc- 

ture des ouverts &ffinoYdes d'une courbe alg@brique. On con- 

sid@re ensuite l'unique courbe ~ sur K projective non singu- 

li@re %elle que L=~(~) (le corps des fonctions rationnelles 

sur ~) ; on associe alors & T satisfaisant (B) un recouvre- 

merit put de ~ qui permet de d@finir une r@duction analyti- 
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que r:~*@. Ii existe une bijection canonique entre les com- 

posantes irr@ductibles {@i},1~iKs, de @ et les v&leurs abso- 

lues {i.li},l~i~s, par le fair que ~(@i)=L ~ . D'abord le 

hombre (s-l) dans (C) est issu de la connexit@ de ~, ensui- 

t e la ramific&tion permet de d@finir des faisceaux inversi- 

bles ~ij sur @i la normalisation de @i pour l~j~ei, chaque 

f&isceau ~yant un degr@ n@gatif ou nul, enfin la notion de 

d@faut des corps de fonctions valu@s permet de comparer la 

caract@ristique d'Euler-Poincar@ de ~ et des faisceaux 

~ij en faisant intervenir les d i , cette comparaison n' est 

autre chose que la formule (C) . 

Le dernier paragraphe illustre la formule (C) , plus 

particuli@rement on s' int@resse &ux cas d' @galit@. Sign~lons 

pour terminer que darts un prochain article nous donnerons 

une interpr@tation de la formule (C) en termes de famille 

de courbes alg@briques sur C (c'est le cas o% l-I est dis- 

cr@te et K=C) , on retrouve ainsi un r@sultat d'Alban@se [1] 

remis au go~t du jour par Nobile [27], [28]. 

Je tiens & remercier Jean Fresnel : beaucoup de ses 

id@es se retrouvent ici et il m'a aid@ tout au long de ce 

travail. 

0.Notations 

Soit ( K , [ . [ )  un corps valu@, on note K~ 

K~176 xl<l},(K,i.i) ou plus simplement K son corps 

r@siduel, [K• = {ix[ IxEK ~} le groupe des valeurs, (Kj [ . [) ̂  

ou plus slmplement E ̂  son compl@t@. 

Soit (E,li.l]) un espace vectoriel norm@ sur (K,I.I), 

p o u r  ~ E ~ > o  o n  n o t e  ( E , [ [ . [ [ )  ~ = { x E E [  [[x[[ 4 v} / { x E E  ] [[x[[<v} 

c ' e s t  u n  K - e s p a c e  v e c t o r i e l .  S i  E e s t  u n e  K - a l g @ b r e  n o r m @ e ,  

E~ e s t  u n  E l - m o d u l e .  

Soient (L,[.[) un corps v~lu@, K C L un sous-corps, 

on note f(L/K,].[) = [~ : K] le degr@ r@siduel et e(L/K,].i) 

= card([LX]/lK~[) l'indice de r~mific~tion. Si L/K est fini 

et si K est complet le quotient [L : K] / e(L/K) f(L/E) est 

un entier, appel@ le d@faut de L/K pour la valeur absolue 

[.[ et not@ d(L/K,[.[) ou plus simplement d(L/K), si 

car.K =0 on a d(L/K)=I, si car.K =p>0, on a d(L/K)=p ~ avec 
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E ~ ( [ 3 0 ] ,  p . 3 5 5 ) .  N o t o n s  q u e  d ( L / K ) = I  s i  e t  s e u l e m e n t  

s i  l e  K - e s p a c e  v e c t o r i e l  n o r m @  L a d m e t  u n e  b a s e  o r t h o g o -  

h a l e  ( [ 3 ]  p . 1 0 4 ,  p r o p . 4 , p . 1 5 9 )  . 

I .  L e  d @ f a u t  d e s  c o r p s  d e  f o n c t i o n s  v a l u @ s  

1 . 1 .  L a  v a l e u r  a b s o l u e  d e  G a u s s  

D E F I N I T I O N  i : S e i t  ( K , l . J )  u n  c o r p s  v a l u @ , K ( T ) = K ( T 1 , . . , T n )  

l e  c o r p s  d e s  f r a c t i o n s  r a t i o n n e l l e s  & n v a r i a b l e s .  On  a p -  

p e l l e  v a l e u r  a b s o l u e  d e  G a u s s  s u r  E ( T )  a s s o c i @ e  & J . J  e t  & T= 

= ( T 1 , . . , T n )  l a  v a l e u r  a b s o l u e  n o t @ e  I - I g  d @ f i n i e  s u r  EKT]  p a r  

i i 
]E a t i T1 1 ' ' '  T ~ n ] = m a x ] a i  ' ' ' i  ] �9 I 1  s u i t  q u e  I K ( T )  X ] ~ =  

1 " " " n I n 

=]K x ] et que (K(T),[.[g)=K(TI,...T ~) le corps des fractions 

rationnelles & n variables. 

PROPOSITION i : Soit (K,l.l) un ccrps valu@ cemplet. 

l) (existence de bases orthonormales(1)) . Soit K(T)= 

=E(TI,...,T.), ].]g la valeur absolue de Gauss sur K(T) 

associ@e & ].] et T. Alors K(T)^=(E(T),].]~) ^ admet une 

base orthonormale sur K 

2) (extension des salaires) . Soient L une extension alg@bri- 

que finie de K, I-I' l'unique valeur absolue de L prolon- 

geant I.I, l.J~ la valeur absolue de Gauss sur L(T)= 

L(TI,...,T.) associ@e & l.l" et T. Alors la restriction de 

J.Jg & K(T) est J.Jr et route base orthonormale __de K(T) ^ 

sur K est une base orthonormale de L(T)^=(L(T),I.I~) ^ sur L 

en plus l.Jg est l'unique valeur absolue de L(T) prolon- 

geant l-Jg 

3) (lin@aire disjonction avec Ka~g). Le corps @rant d@fini 

en 2), on a [L(T)^:K(T)^]=[L(T):K(T)]=[L:K], et donc 

(1)Soient (E,II.II) un espace vectoriel norm@ complet sur un 

corps valu@ complet K, une partie ~ de E est appel@e base 

orthogonale (resp orthonormale) de E si les propri@t@s 

suivantes sont satisfaites : 

1)pour toute partie d@nombrable ~ c ~ et toute suite 

(u(b))b~ ~ de K avec lira lu(b) JlJbli=0 on a II Z u(b)bll = 
b E ~  b s  

= m a x J u ( b ) ] l l b l ]  ( r e s p .  ]l E u ( b ) b l J = m a x l u ( b )  i) - 
b E ~  b E ~  b E ~  

2)pour tout x E E il existe une partie d@nombrable ~ C 9, 

une suite (x(b))b~ ~ avec lira Ix(b) IUblI=0 et x= Z x(b)b 
b E ~  b E ~  
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canoniquement L(T) ^ ~ L(T) @ K(T) ^, L(T) ^ ~ L @ K(T) ^ 
K(T) K 

D~monstration. I) Le cas n=1. Soit ~ une famille de polyn~- 

mes unitaires de K~ telle que {~]P6~} (I) soit l'ensem- 

ble des polyn~mes unitaires irr6ductibles de KIT] et non 

constants. Soit QEK[T] irr~ductible, ]Q[g=1, le lemme de 

Hensel montre que Q est de la forme ~t o~ P6~, ainsi 

~def{Tm= , T~/P~[m~0, n~l , 0~<deg P , P6~} est une base or- 

thonormale de K(T) ^ sur K. Le cas g6n~ral s'en d6duit par 

r6currence surn. 

2)Clairement [-[g est la restriction & K(T) de [.fg. On a 

L= @ Kf i et doric L(T) ^= Z K(T)^fi, ainsi une base or- 
l ~ i ~ r  I g i g r  

thonormale ~ de K(T) ^ est une famille topo]ogiquement g6- 

n6ratrice de L(T) ^ sur L. Comme {~ ] beg} est une famille 

de K(T) libre sur K, c'est aussi une famille de ~(T) libre 

sur ~ ainsi ~ est une base orthonormale de L(T) ^ sur L. 

La pattie 3) est ~l~mentaire. 

COROLLAIRE 1 : On reprend les hypotheses de la proposi- 

tion 11) . Soit L une extension finie __de K(T),{].]i,l~i4s} 

l'ensemble des prolongements & L de ].]g,]].]]= max ].[i,ei= 
i g i C s  

=e(L/K(T), ] .]i), fi=f(L/K(T),] .]i), di=d((L,] .[ i)^/ 

/K(T)^). Alors K(T) ^ est une K(T)-alg~bre s6parable, ainsi: 

[L:K(T)]=E(L,][.][)^:(K(T),[.[g)^]= Z e L f~ d~. 
l ~ t ~ s  

D6monstration. Si p=car.K>0, K(T) I/p @ K(T) ^ est sans 
K(T) 

nilpotents comme il suit facilement de la proposition is), 

ainsi K(T)^/K(T) est s6parable, le reste s'en d~duit avec 

[5] prop.ll,w 7.7 et la d6finition du d~faut (cf. w 0) . 

PROPOSITION 2 : Soient (K,].]) un corps valu6 complet, 

K(T)=K(TI,...,T~) le corps des fractions rationnelles & 

n variables, n)l,[.[g la valeur absolue de Gauss sur K(T) 

associ6e i J.] et T, K(T)^=(K(T),].[g) ^ Soient (Mi)1<i~ ~ 

des extensions alg@briques finies de K(T)^,I.]i la valeur 

absolue sur Mi prolongeant J.J~, M= I I Mi, ~:M*Mi la pro- 

j e c t i o n  c a n o n i q u e  e t  [].]] l a  n o r m e  s u r  M d ~ f i n i e  p a r  ][x]]= 

= m a x  ~ t  ( x ) [ i  ; e n f i n  o n  s u p p o s e  q u e  [M~[ t =  . . . .  IMp]  s 
l r  

(~)P est i' image canonique de P dans K[T] . 
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l)Soit e=e(M~/K,[.ll), alors il existe m~ ..... m~ 6 M tels 

que [ $ 1 ( E j ) [ 1  ..... I ~ s ( ~ j ) l  s pour l~j~e et que <[IEtH]l~i~e} 

soit un syst@me de repr@sentants de [M~[ I mod.[Kx[ . 

2)Soient W un sous-K-espace vectoriel de dimension finie 

de M=(M, II.H) ; ~i:M*Mi la projection canonique. Alors il 

existe un entier m~1 tel que l'homomorphisme canonique de 

K(Tm)@ ~i (W) dans K(T m) "~i (W) soit bijectif pour l~i~s 

~(T~)  =K(T~ . . . . .  T~) . 

3) Soient Fun sous-K-espace vectoriel de dimension finle 

de M, ~j=: {(x/~j)-- E M I x E F,Ux[]~[I~j[ [} e__tt m)l tel 

que l'homomorphisme canonique de K(Tm)@ (Z ~j)) d~ns 
Tj 

E(Tm).(Z ~) soit bijectif. Alors l'homomorphisme de 
J 

K(Tm)^@F duns K(Tm)^F est bijectif et isom@trique, 
x 

K(Tm)^@ F 6t&nt muni de la norme tensorielle, K(Tm)AF 
K 

de celle de Met K(Tm)^=K(TI, .m ..,T~)^ 

D@monstration. i) est imm@diat, 2) suit de l'@g&lit@ 

~-~ K(T~m)=K pour tout m E ~. Montrons 3) . Soit 

uE~ ~ 
~:K(Tm)^| F~K(T~)^F l'homomorphisme c~nonique. Clairement 

K 

est surjectif. Ii suffit done de montrer que ~ est isom@- 

trique. Soit ~ une base orthonormale de K(Tm) ^ sur E (prop. 

i~)), ~ une p&rtie d@nombrable de ~, (u(b))b~ ~ une suite 

non nulle de F telle que lim IIu(b) ll=O. Ii existe m E K x et 

igj~e tel que l~lllmjlI=max Ilu(b) l[. Montrons que II Z u(b)bll = 
b E ~  b E ~  

=max l lu(b) l l= l~ l l l~ j l l .  On a ( u ( b ) / ~ j )  E F ~  e t  i l  e x i s t e  

boE~ avec ( U ( b o ) / ~ j ) - - g O .  Comme {~lbE~} est une famille 

fibre de K(T ~) et que ~j@ K(T m) est isomorphe & FmjK(Tm), 
E 

on a done Z (u(b)/~mj) b~O. Ainsi II Z u(b)b[l=[~llIKjl[ puis- 
b E ~  b ~  

que IlaEjll=llallllE~ll pour tout a E M. Ceci montre 3). 

1.2. L'in@galit@ fondamentale 

THEOREME 1 : Soient K un corps valu@ complet, K(T)= 

=K(T~,...,T~) le corps des fractions rationnelles _a n __va- 

riables, n~l, muni de la valeur absolue de Gauss l.I~ 

associ@e & T, K(T) ^ son compl@t@, (Li)~i~ ~ des extensions 

alg@briques finies de K(T)^,I.Ii la valeur absolue de Li 

prolongeant I.[~,d~=d(L~/K(T) ^) le d@faut. Soient L= 
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= 7---[ L i l'alg@bre norm@e par ll(x I ..... x~)ll= max ]xi[i,v6~ , 
l ( i ~ s  l ~ i 4 s  

V>0, ~:(L,II.II)~= I I (Lj,l.Ij)~(Li,[.[i) ~ l a  projection 
I g j ~ s  

e a n o n i q u e .  S o i e n t  E u n  s o u s - K - e s p a e e  v e c t o r i e l  d e  d i m e n s i o n  

f i n i e  d_s L, ~ un sys t~me  de r e p r ~ s e n t a n t s  d~ ,LXIl= U ]L~i 
l ~ i ~ s  

m o d .  I K ~ [  . A l o r s  o n  a l e s  r e l a t i o n s  s u i v a n t e s  : 

- ~  (~o)] (I) dim E + Z dim [ @ Ei(E~)]/E~ Z d~[ Z dim ~i 

s i  d e  p l u s  d i = l  p o u r  l ~ i ~ s ,  o n  a 

( 2 )  d i m  E + ~ d i m  [ @ ~ ( E ~ ) ] / E  ~= ~ ~ d i m  ~ ( E ~ ) .  

D6monstration A) On suppose que [L[I=...=IL~I . Soient 

e=e(L1/K, I . I i) ainsi il existe ~1,...,~e6L X tels que 

I~i (~) I i= .... 6s (~) I s pour l~e et que {H~il],l~i~e}=~ 

soit un syst@me de repr@sentants de IL[Imod. IKX] (prop.2]), 

w , (o~ 8i est la projection ~-Lj*Li) . 
l C j ~ s  

A~)Soit V un sous-K-espace vectoriel de dimension finie de 

L, alors V~=:{(x/E~)--6~ I x6V, llxll~[~l} est un sous-K- 

espace vectoriel de dimension finie de ~ et on a dim V~ 
K 

~ e  E d i d i m  ~ i  (E ~ )  . 

Montrons cela. Pour simplifier les notations posons 

Wi=~i (~ ~E~) et ffi=dim W i . Soient J={ill~i~s et ~i~0}, 

fi=[L~ :K(T)], N= [ [ f~ , mi=:Nffi/f~ si i6J et m~=l si i~J. 
jEJ 

Comme ~i est un corps de fonctions, il existe un corps 

extension de degr~ m i de ~i (engendr~ par un ~l~ment) , 

ainsi il existe un corps Mi extension de L i avec mi= 

=[Mi:L]=[Mi:Li] . Soit m~l un entier tel que l'homomor- 

phisme canonique de Wi| K(T m) dans W~K(T m) soit bijectif, 

(prop2~),w d~duit de cela que fit=dim m Wi ~(Tm)" 
~(T ) 

Si i 6 J on peut appliquer le lemme fin w I 2, & l'exten- 

sion Mi/K(T m) et au K(T')-espace vectoriel W[~(T m) ; ainsi 

il existe (a~), l~k~m~N, des ~l~ments de Mi avec (3) Mi= 

= @ ~ aki Wi~(Tm). Soient A~E [ [ M i avec [ [A~[]=I  , ~i(Ak)= 
l~kgm N l~i4s 

=a k~ pour i~J et ~ (Ak)=0 pour i~J. Montrons que (4) 

~ A~K(Tm)^v= S , AkK(Tm)^v. Soient v~EK(Tm)^v, il 
l~k~m N l~k~m N 

suffit de montrer que (4') II~ AkvkII=maxIlvkn . Quitte & mul- 
k k 

tiplier les v~ par un ~l~ment de K on peut supposer qu' il 
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existe Po avec maxllv~ll=[]~ II. II suit de la prop.23) 
k 0 

w I.l) que v k s'6crit vk=E Ak,jvk, j avec ~, jEK(Tm) ^, 

v k jEV ; lIA~ ~[[~<i et llvk j l[~<[[~ II. Ii suit de cela que 
' ' ' 0 

(vk/~ v ) EK(Tm)~v . Comme il existe k 0 &vec (v k /~ )--~0, 
0 0 0 0 

on a doric ~i (ok /~ )--/0 pour un io6J. Par suite (3) mon- 
0 o o 

tre que ~ akt ~i (V k /K~ )--~0 ainsi lie Akv~][=ll~ II. Ce qui 
k 0 0 O k 0 

montre (4) . La formule (4') montre que la multiplication 

par A k est un isomorphisme K(Tm)^-lin6aire de K(Tm)^v sur 

AkK(Tm)^V. Les d6finitions de Jet A~ montrent que 

@ AkK(Tm)^V C I I Mi. Alors un calcul de dimension de 
k i6 J 

K(Tm)^-espaces vectoriels montre que (5) mnN dim V,,<mnNe Z 
K i E J  

diff i , cela r6sulte des formules suivantes, dim m ^@ 
i6 J K(T ) k 

@AkK(Tm)^v=m~N dim ~ ^ K(Tm)^V,dim ~ ^ K(Tm)^V=dim V 
k K(T ) K(T ) K 

(prop.2 a) ,w ,[M i:K(Tm) ^]=[M i :L i][L L:K(T) ^][K(T) ^:K(T~) ^] 

=miefidim~=m~Ndi~i. Ainsi A~) qui est (5) est montr~. 

A~)Soient [L~]/[K~[=CI•215 la d6composition du groupe 

ab~lien IL~I/IK x] en produit de groupes cycliques et N>I 

un entier. Alors il existe DI,...,Dr6L x avec les propri6- 

t~s suivantes : BI) pour l~<j~<r on a [[Pj[l=l~1(pj)[1= .... 

=[~(Pj)I~ e__}_t [[Djl[ induit un g6n@rateur de Cj, J32)si n= 

ni et E = =(n~, ,nr)E2' �9 .. , on note ~-~ 1 616ment ]--1" oi ~ 
I g i ~ r  - -  - -  

=:{(x/~ ~-) 6 L [ x 6 E  et IIxll~<ll_~-~ll}. Alors on a pour l~<i~<s,  

E~)= �9 off ej=card.Cj . (-Nej~<,, . j  <ej  _ -Nej~<Itj <ej - -  - -  

Clairement ii existe ~ ,  . . . , O r 6 L  satisfaisant B~) , 

e n s u i t e  i l  e x i s t e  m~>l t e l  q u e  (6 )  l ' h o m o m o r p h i s m e  c a n o n i -  

que de K(Tm)| ~ - i  ( ~ ED" n )  dans K(Tm)~-i ( 
x -Nej~<n~ <e~ _ - -  

E ,~) soit bijectif (prop 2~),w . II existe 
(-Ne j~<n~ <ej _ -- 

g=(gl,...,gr)~ r tel que les 616ments g.n--: ~ gjnj 
- -  l ~ i g r  

soient tous distincts pour -Nej~<n~<e~,l~<j~<r. Ii suit de 

Z <e~ T~(L'L)E0"-- n)= (6) que (7) ~-t (_Nej~<n j 

�9 ~( T'(-~'A)~ n) 0"~1. T m(g'-n)= ~ T~(-s "-n) Po- 
-Ne j~<nj <e~ .p~" 1 n 

-mg 
sons ~=T ~, ainsi --D-n=T-m (~ " n) D '~- et E ~--Tm (~.~)~_- 

A.-" _s .... 
Alors (7) montre B~) et il est clair que ~ satisfait B~) . 

A~) Soit E un sous-K-espace vectoriel de dimension finie 
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de L, on a dim E ~ Z d i ~ dim ~(E~) 
---- K igi~s vE~ 

Soient N~I un entier, p d@fini par A~),F= Z D~E, 
0~nj~Nej- 

a=(al,..,ar)E~ r avec 0~aj<ej. Ii suit de B2) que F= 

:0~n@ ~E �9 E~_~ et que (8) , que FDA=O~nj~Nej j~Nej 
FD~)= �9 ~t(ED~) Ainsi (9) dim F= 

~i (0~aj<ej _ -Nej~nj <ej __-- K 

=[ l l (Nej+l)] dim E. Comme EpA est K-isomorphe & E n+e, 

, ~ ~ ~)= pour e=(e I .... ,e r) on a (i0) dimSi(o~ a 
4e D- E j j 

= (N+I) r Z dim ~i(E ~) en utilisant (8) . Sach~nt que 
O(a j  <e~ y ~ -  

{ll~A[l[0~aj<ej,l~j~r} est un syst@me ~ de repr@sentants de 

]L~I/[K~I, on peut appliquer A~) ~ V=F Compte tenu de (9), 

(i0) et de ee que e=e,...e r on a (ii) dim E~ 
K 

4[ ~ (Nej+ej/Nej+l)] ~ di( ~ dim ~i(E a)). Comme 
l~3~r l~i~s O~aj <e~ ~ ~ -  

N est arbitraire et que ~i(E a) est K-isomorphe ~ ~(E ~ ) 

pour ~=lls on d@duit A~) de (ii) . 

A~)I' in@galit@ (1) . Montrons qu' il existe un sous-K-espace 

vectoriel F de L avec les propri@t@s suivantes : E+F= 

=EeF,(E+F)"=E"eF"= �9 ~(E ") et dim F= ~ dim ~". On pro- 
14[gs K v ~  

c@de comme suit Ii existe f ,...,f 6 L avec [If~,j[[ = 
R,I p,r~ 

=~ et @ ~i(E ~ ) @{ @ K f~,~} Soient F~ = 
l ~ i ~ s  l ~ j ~ r ~  

= ~ Kf~ F= Z .F,, il est facile de montrer que 
l ~ j ~ r ~  ' J '  v6~ 

F= �9 F~, que F~=F~ et que F satisf~it les propri@t@s 

indiqu@es. Ii suit que Ax)appliqu@ & l'espace vectoriel E+F 

donne A~) pour l'espace vectoriel E. 

B) Le c&s g@n@ral. II existe un sous-groupe G de ~0 tel 

que JL~Jt C Get que G mod. JL~J~ soit fini pour l~i~s. Ii 

existe un corps M~ extension finie de L~ ~vec [M~J~=G et 

[Mi:L~]=eard.G/JL~] ~ . Ii suit de cela que d(M~/K(T)^) = 

=d(L~/K(T)^)=di. Ainsi M= l l Mt s&tisfait A) et i' injec- 
I ~ i g s  

tion canonique (L , [[ . [[ )~ (M, [[ . [] ) est isom@trique. Soit E un 

sous-K-espace vectoriel de dimension finie de L, donc de 

M. Par A) on & (12) dim E+ Z dim [ �9 s~ (E")]/E"~ 

d i ~ dim 6~ (E~), o~ ~ est un syst@me de repr@sen- 
l ~ i 4 s  v ~ W  

t&nts de G / I K X [ .  II existe une partie ~C~ qui soit un sys- 
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t@me de repr@sentants de IiLXI[= U IL~I i . Si ~ 6 ~-~ on 

a E~=<0}, ainsi (12) est (I) . 

C) Le cas o~ d1=...=d =1. Cela veut dire que (L,II.II) admet 

une base orthogonale sur K(T) ^ [3] prcp.4,p.159. Comme 

K(T) ^ a une base orthonormale sur K (prop 11) w I.l) il 

suit que (L,II.U) admet une base orthogonale sur K, ce qui 

implique (13) dim V= E dim V". Soient E un sous-K-espace 
K ~E~ 

vectoriel de dimension finie de L satisfaisant : E+F=E@F, 

(E+F)~=E~@F ~= @ ~ (E~),dim F= ~ dim ~ (i' existence en 

est montr@e en A~)). Alors (13) appliqu@ & V=E+F est le 

th@or@me 12) . 

COROLLAIRE : Soient K un corps valu@ complet, (Li)1~i~ s 

des extensions alg@briques finies de K ; [.[i la valeur 

absolue de L~ prolongeant celle de K, dt=d(Li/K ) . Soient 

L: I I Li,[l.II la norme sur L d@finie par II(xl ..... x~)II: 

= m a x  ] x ~ [ ~ .  Soient ~ E ~ ,  ~>0,~: (L,II.II)~: 
I ~ i ~ S  

= I I (Lj,l.l~)~(Li,l.li) ~ la projection canonique, 
l ~ j ~ s  

un syst@me multiplicatif de repr@sentants de HLXI[= 

= U [L~[ i mod.[KXI, E un sous-K-espace vectoriel de 
1 4 i ~ s  

dimension finie de L. Alors on ales relations suivantes : 

dim E+ E dim [ �9 S~(E")]/E"~ ~ d~( Z dim ~(E~)), 
E ~E~ ~ i g i g s  l~i4s ~E~ 

dim E + ~ dim [ @ ~ (E~)]/E~= ~ ~ dim ~[(E~). 
K ~ E F  ~ l~t4s igi4s ~E~ 

D@monstration. Soit I �9 I~ la valeur absolue de Gauss sur 

Li (T) associ@e & I.[i et & T=T~. On a [Li(T):K(T)]= 

=[~i(T):K(T)]=[Li:K], e(Li(T)/K(T),I.I~)=e(Li/K,I.[i) st 

[L~ (T)^:K(T)^]=[Li:K] (prop.l~) w . II suit de cela que 

d(L i (T)^/K(T)^)=d(Li/K) . Comme L s' injecte isom@triquement 

dans I I Lt (T) ̂ , le th@or&me 1 appliqu~ au sous-K-espace 

vectoriel E de I I L~ (T) ̂  montre le corollaire (~) 
l ~ i ~ s  

Un exemple. Soient ~2 le corps & 2 @l@ments, ~ g  une 

clSture alg@brique, ~*g(T) le corps des fractions ra- 

tionnelles, [.I une valeur absolue avec 0<ITI<I, alors I.I 

se prolonge de faqon unique au corps U ~ ~g(T~/~) en une 

(~>Noter que l a  d@monstration propos@e n@cessite le passage 

un sur-corps transcendant ; nous ne connaissons pas de 

d@monstration "directe' 
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v~leur ~bsolue toujours not6e I . I ;  soit ( K , I . I )  son com- 

p16t6. Soit L=K[T I/3,x] avec x2+x=T (i/~)-i On 

e(L/K,I.I)=3, d(L/K,I.I)=2. On peut montrer que pour tout 

sous-K-espace vectoriel E de L ~vec I= Z dim ~v on 

dim E<d(L/K)! (o% ~ est un syst@me de repr@sent~nts de 
K 

(IL• 

LEMME : Soient k C ~, deux corps, E,F deux sous-k-espaces 

vectoriels du k-espace vectoriel ~ tels que E soit de di- 

mension finie et que dim 8/F ~ dim E. Alors il existe 
- -  k k 

x~ X tel que FNxE={O}. Si I~ dimension de ~ sur k est fi- 

hie, si G est un sous-k-esp~ce vectoriel de ~ tel que 

dim G divise dim ~, ~lors il existe xi,...,xr6@ x tels 
k k 

que k= �9 x~G ~vec r.dim G=dim ~. 
l g i ~ r  k k 

D@monstr~tion : Nous le d@montrons d~ns le e~s o~ k est 

infini (seul ce cas est utilis@ ici) . On suppose le lemme 

montr@ lorsque dim~E ~ r-l. Supposons maintenant que 

dim E=r. Soit <el,...,er_ i} une famille fibre de E, par 
k 

hypoth@se de r@currence il existe aE@ x avec a(ke~@...e 

@ke~_i)NF={O}. Si aENF={O}, c'est fini. Sinon il existe 

erEE- �9 ke~ et aerEF ; en particulier {el ...e r} est une 
I g i < r  

base de E. Soit ~:~/F la surjection c~nonique, on a 

~(aE)=~(a(kele...eke~_i)),{~(ael),...,~(ae~_i)} est une 

f~imille fibre et dim ~(aE)=r-l. Soient g~ tel que 

<~(ael), .... ~(ae~_i),~(g)} soit une famille fibre de @/F, 

G le sous-espace vectoriel de @/F engendr@ par {~(ae~),.., 

~(aer_i),~(g)} et b=g/e r . Soient cE~ ~, c:E*G d@fini par 
^ 

c(x)=po~(ex) o~ p:~/F*G est une projection satisfaisant 

p(g)=g pour tout gEG. Soient AEk, M la matrice de 

Aa+b avec <el,...,e ~} pour base de E, <r ..... 9(aer_i) , 

9(g)} pour base de G. On ~ donc d@t(M)=d@t(AIr_i+S)=P(s ) 

o G S est une matrice (r-1).(r-1) & coefficients d&ns k, et 

Ir_ i est i~ m&trice unit@ ; ~insi P(A) est un polyn~me uni- 

taire en ~ de degr6 r-I & coefficients d&ns k. Comme k est 

infini il existe A~ER tel que P(Ao)~O. Ainsi Aoa+b= 
^ 

=(Aoa+b) est injectif, ce qui veut dire que ((Aoa+b)E)OF= 

=.(0}. Le lemme est donc montr@. 
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1.3. Le d@faut des corps de fonctions valu@s 

THEOREME 2. Soient (K,I.I) un corps valu6 complet, K(T) le 

corps des fractions rationnelles & n variables, n)l,i.l~ la 

valeur absolue de Gauss sur K(T) associ6e & ]-I et & TjL 

une extension finie de (K(T),i.[g)^,[.i " l e prolongement _& L 

de [.[g, d(L/K(T) ^) le d~faut, Fun syst~me de repr~sentants 

de ILXl/]K• . Alors on ~ d(L/K(T)A)=sup dim E / I dim E~, 

off le supremum est pris sur tous les sous-K-espaces vecto- 

riels E/{0} de L de dimension finie. 

D~monstration. ~)I1 existe un corps M extension alg@bri- 

que finie de K(T) avec les propri~t6s suivantes : la valeur 

absolue [~ de K(T) admet un unique prolongement [.[" a M, 

on ~ [M:K(T)]=[M^:K(T)^], il existe une bijection K(T) ^- 

lin6aire, isom~trique de (L,i.[') sur (M^,[.[ '') ; &insi 

d(L,K(T) A ) =d (M^ /K (T) ̂ ) . 

Four cela on utilise le r@sult~t classique suivant : 

soient EDK(T), NDK(T),2 sous-oorps de (K(T)^~I~,I.]) avec E 

complet, w:E*N ^ une bijection K(T)^-lin6aire avec [x-~(x) I< 

<~[xl,(O<~<l). Soit a6K(T) ^~Lg de degr~ r sur E, lal<l, c>0 

aveo e maxIAil~ I Z Aiaiipour tout AiEE. On suppose que 
0 g i < r  

(~I/r/c)<1. A l o r s  i l  e x i s t e  bEE(T) ^~Ig ,  ~ l g 6 b r i q u e  de de-  

gr6 r s u r  N e t  N ̂  t e l  que l ' a p p l i c ~ t i o n  0 : E [ a ] * N ^ [ b ]  d@fi- 

nie par ~[ E A~ai] = ~ ~(A~)bi,AiEE, soit une bijection 
0 g i < r  0 ~ i < r  

K(T)^-lin@aire et que l~(y)-yl<(~I/r/c)lyl pour tout yEE[a] . 

Montrons ~) . I1 existe une suite finie de corps K(T) ^= 

=LoC...cL =L avec Li=L~_~[ai], fail41. Soient r~=[Li:Li_~], 

c~>0 tel que eimax]Djl~ I Z Dj a~I pour tout #~6L~_~. 
0~j<r~ 

r rl...r~/r 
Soient r=r~...rs,~>O tel que ~/~<c~ ~/r .. .c~ ,No= 

K(T), ~o:Lo~N0^l'identit~ ; on a bien I~o(X)-Xl<~Ix[ pour 

tout xEL 0 . En utilisant ce qui precede on a une suite de 

sous-corps de K(T)^~,NoC...cN~ avec [N~:No]=[N~^:No~]=r = 

r~..r~ et il existe ~:Ls~Ns ^ une application K(T)^-lin~ire 

bijective avec [~(y)-yi<lyl pour y 6 L s . Ceci montre ~). 

B)Soient M/K d~fini en ~), v la valeur absolue sur K(T) d~- 

finie par v(P)=exp deg P pour P6K[T] o% deg Pest le degr~ 

total de P. Soient (v~), 1~i~s les prolongements de v & M, 
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w=max vi, A la cl6ture int@grale de K[T] dans M, mE~ et 

A~(m)=:{aEAiw(a)~<exp m} alors on a d(M^/K(T) ^, I.[")= 

=lim dim AM(m)/ Z dim AM(m) ~, o~ I~ est un syst~me de re- 
m ~  K ~E~ K -- 

pr@sentants de [M x ]mod.]K x ] 

Soient ~6~/, alors il existe f~EM entier sur KIT] avec 

[f,]=I/p ; ainsi il existe mo~>l tel que f,EAM(m0) pour 

tout pEY/. Ii suit que (1) f,AM(m)gAM(m+m0) et que f,AM(m)C 

cAM(m+mo) C A (m+mo), (o% A (m) est d6fini comme A~(m) par 

l'extension M/K(T)), cf [3] lemme 6 p.170 pour la derni~re 

clusion. Comme il existe une bijection K-lin6aire de 

AM(m) ' sur f,AM(m), on d6duit de la relation (i) que 

Z d i m  A ~ ( m ) ~ < e ( M / K ( T ) ) d i m  A (m+mo). Ensuite les 6galit~s 

[M:K(T)]=n!lim m-~dim AM(m ) et [M:K(T)]= 
m~ m K 

=n!lim(m+mo)-~dim A (m+mo),[3] lemme 4 p.216, montrent que 
m~ m K M 

d(M^/K(T)^)>~lim dim AM(m)/ ~ dim AM(m) ~ Enfin le th6or~- 

me 1 w 1.2. donne l'autre in~galit6 d'o% B) . 

~)Conclusion. Par le th6or~me 1 w 1.2. on a d(L/K(T)^)/> 

)sup dim E/ Z dim E~. En utilisant B), i' isom6trie entre 

M ̂  et L, l& relation d(L/K(T)^)=d(M^/K(T)^), on & une suite 

(E~)~> I avec d(L/K(T)^)=lim dim Em/ Z dim E~. Ce qui montre 

le th6or~me. 

COKOLLAIRE 1 (d6finition du d~faut) : Soient L/K un corps de 

fonctions & n variables, n)1, [.[ une valeur absolue sur L 
- -  I 

telle que L/K soit un corps de fonctions & n variables, 

TI,...,T ~ E L tels que ]Ti]=l et que les images r@siduelles 

de T~,..,T, soient ~lg~briquement ind6pendantes sur K, I~ un 

syst@me de repr~sentants de ILX[/[KxI, alors on a (i) 

d(L^/K(T)^)=sup dim^E/Z dim E~, o~ le supremum est pris sur 

les sous-K^-esp&ees veetoriels E/{0} de L^,de dimension fi- 

nie. Si de plus K est complet, on a aussi (2) d(L^/K(T)^)= 

=sup dim F/ Y dim ~ , 0% le supremum est pris sur les sous- 

K-espaces vectoriels F~{0} de L, de dimension finie. L' en- 

tier d~fini en (i) par sup dim^E/ Z dim E~ s'appelle le 

d~faut de L/K pour ].[ et se note d(L/K,].[) 

D4monstration. II est imm~di&t que T~, . . .,T~ sont alg~bri- 
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quement ind@pend&nts et que l& restriction & K(T)= 

=K(TI,...,T~) de I.I est la valeur absolue de Gauss ; ainsi 

L est fini sur K(T), donc L ̂  est fini sur E(T) ^ et (i) est 

le th@or@me 2 Supposcns K complet. Scit E= @ Kfj un sous- 
l~j4r 

espace vectoriel de L ̂  , c>0 tel que c max l~jllfj[~ 
J 

IZj Ajfjl,gjEL avec Igj-fjl<olfjl. Alors Zj Ajfj~ Ajgj est 

une bijection K-lin@aire, isom@trique de 8 Kfj sur �9 Kgj . 
J J 

Ce qui montre (2) avec (i). 

COROLLAIRE 2 : Soient L/K un corps de fonctions & n varia- 

bles,(i.[i)1~i~, des valeurs absolues sur L qui coincident 

sur Ken une valeur absolue I.] �9 On suppose que (L,l.lt)/ 

/(K,l. i) est un corps de fcnctions & n variables pour 

l~i~s et que (K,1. I) est complet. Soient di=d(L/K,l.li) 

le d@faut de L/E pour la valeur absolue i.li,il.ll la norme 

sur L d@finie par llxll=max Ixli, ~ un syst@me de repr@sen- 

--v v 
tants de llnxll = U ILXli m~ , 8,: (n,ll'll)~(h,l "[i ) la 

l ~ i ~ s  

projection canonique pour v6~. Soient E un sous-K-espace 

vectoriel de dimension finie de Let EV=(E,I[.I[) ~ Alors 

on a dim E+ Z dim [ �9 8[(E')]/E'~ ~ d i ( Z dim $[ (E~)), 

si de plus d1=...=ds=l, on a 

d i m  E+ ~ d im [ S ~ ( E ~ ) ] / E  ~:  ~ ~ d im ~ ( E ~ ) .  

D@monstration. Comme ( L , I . I ~ ) / ( K , I . I )  est un corps de fonc- 

tions & n variables il existe Zi~,...,Zi~EL tels que IZijl~= 

=I pour l~j~n, l~i~s et que les images r@siduelles de Z~j 

dans (L,l.li) soient alg@briquement ind@pendantes sur K. 

Par [5], th 2, w 7.5, il existe TjEL, l~j~n avec 

ITj-Z~jI~<I pour l~i~s. Ii est alors facile de montrer que 

la restriction & K(T) de ] .It est la valeur absolue de 

Gauss associ@e & T et& I.I. Notons K(T) ^ le compl@t@ pour 

l.li, l~i~s. Par le corollaire 1 on a d(L/K,l.lt)= 

= d ( ( L , [  . [  t ) ^ / K ( T ) ^ )  . S o i e n t  L i = ( L , ]  . l i )  ^ ,  a l o r s  ( L , ] I . I I )  

s'injecte isom@triquement dans ]--[ L i muni de It.11'= 
l~i~s 

=max l.lt. Ainsi le corollaire n'est autre chose que le 

th@or@me 1 w 1.2. 

Nous indiquons maintenant quelques corollaires, nous 

renvoyons & [23] pour les d@monstrations. 
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COROLLAIRE 3 : S o i e n t  ( L / K , 1 . 1 )  u n  c o r p s  d e  f o n c t i o n s  v a l u @  

& n v a r i a b l e s  t e l  q u e  ( L , I . I ) / ( K , i  . I )  s o i t  u n  c o r p s  de  f o n c -  

t i o n s  & n v a r i a b l e s .  

1 ) S o i t  L D K" D K u n  c o r p s  i n t e r m @ d i a i r e ,  a l g @ b r i q u e  ( f i n i )  

sur K. Alors d(L/K, I .I)=d(L/K' ,I .I).d(K'/K,I .]). 

2)Soit L D L' D K un corps interm@diaire avec L alg6brique 

(fini) sur L' . Alors (L',i.l)/(K=1. l) est un corps de fonc- 

tions & n variables et d(L/K,i.i)=d(L/L',I.H).d(L'/K,i.i). 

COROLLAIRE 4 : (Le th@or@me de Grauert et Remmert [13], 

p.ll9) . Soit (L/K,i. i) un corps de fonctions & n variables 

tel que K soit alg@briquement clos, que (K,I . i) soit com- 

plet et que (L,K.K)/(K,i. i) soit un corps de fonctions 

n v a r i a b l e s .  Alors on a d(L/K,l .[)=i. 

COROLLAIRE 5 : S o i e n t  L / K  u n  c o r p s  de  f o n c t i o n s  & n v a r i a -  

b l e s ,  n ) l , I .  I u n e  v a l e u r  a b s o l u e  s u r  L t e l l e  q u e  K s o i t  

c o m p l e t e t  q u e  L / K  s o i t  u n  c o r p s  de  f o n c t i o n s  & n v a r i a -  

b l e s  ; K ~ : ~ ^  l e  c o m p l 6 t 6  de  l a  c l 6 t u r e  a l g 6 b r i q u e  de  K 

( p o u r  l ' u n i q u e  v a l e u r  a b s o l u e  i - 1 o  d e  K ~ l g  p r o l o n g e a n t  l a  

restriction de I-I & K) . Alors il existe un corps K o ex- 

tension alg6brique finie de K avec les propri6t6s suivan- 

tes : pour tout sous-corps ferm6 K" de K ~Ig^ avec K o c K' , 

pour toute valeur absolue l.l" de L ~g qui prolonge i.i, 

on a K'L/K" qui est un corps de fonctions & n variables 

(ofl K'L d6signe le compositum de K" c K ~g^ c (L~Ig,i.l') ^ 

et de L dans (L~tg, I . I') ^), (K'L, I �9 I')/K' est un corps de 

fonctions & n variables, I=e(K*L/K',I.i'), I=d(K'L/K' ,l.i') 

COROLLAIRE 6 : (Le th6or~me de Gruson [15], th.3,p.66) . 

Soient (K,I .i) un corps valu~ complet, n~>l un entier. 

Alors les propri~t~s suivantes sont ~quivalentes : 

i)Le corps (K,I.I) est stable, (I) 

ii)Le corps K(TI,...,Tn)=K(T ) des fractions rationnelles & 

n variables muni de la valeur absolue de Gauss associ~e & 

T et & I. I est stable. 

II. Genre et genre r~siduel des corps de fonctions values. 

N o u s  r a s s e m b l o n s  d a n s  l e  p a r a g r a p h e  q u i  s u i t  l e s  

< l ) v o i r  [ 3 ]  p . 1 5 6  
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616merits de g~om6trie analytique rigide qui seront utilis6s 

(pour plus de d6tails nous renvoyons & [2],[3],[I0],[12]) 

II.l. K~duction des espaces analytiques, analytification 

des vari6t6s alg6briques 

Darts ce paragraphe K est un corps valu~ complet. 

Soient A une K-alg@bre affino~de, ll.llsp la semi- 

norme spectrale sur A,A~176176 
~=A~ ~176 alors A est une K-alg~bre de type fini r6duite 

L'application r:X=SpmA*XC=SpmA d6finie par r(~)=s(~0A~ ~176 

(o% s:A~ est la surjection canonique) est surjective. On 

dit que r:X~X ~ est la r6duction canonique de l'affinoEde X 

Une partie U de X est appel6e ouvert pur (ou formel) de X si 

U=r-l(W) o% West un ouvert (de Zariski) de X c ; un ouvert 

formel est en particulier une r6union finie de parties ra- 

tionnelles (donc affino~des) de X. Si West un ouvert affi- 

ne de ~c U=r-l(W) est une pattie affino[de de X et la r6- 

duction canonique ~c de U s'identifie canoniquement & W 

([3], th.3.l,p.20) . Un espace &n&lytique formel (X,~) est 

la donn~e d'un espace topologique X, d'un recouvrement ~= 

={Ui}i~ i de X par des ouverts affino[des U i tel que pour 

tout i,jEl i~ p&rtie U~ 0 U~ est ouvert pur de U i (les si- 

tuations consid6r6es darts la suite seront ~16mentaires en 

ce sens que le recouvrement sera fini et que U~ 0 Uj sera 

affino[de) . A un espace formel (X,~) on associe une r~duc- 

tion analytique Les vari~t6s alg6briques affines r~duites 

U~ se recollent le long de UL~-Ui c en un schema localement 

de type fini r~duit sur K, not@ (X,~) ; les applications 

r~ductions r~:Ui~U ~ se recollent en une application 

r:X*(X,~) (si ~ est fini, (X,~) est doric une vari6t6 alg6- 

brique r~duite) . On dit que r:X~(X,~) est la r6duction ana- 

lytique de X associ6e au recouvrement pur ~ (ou la r6duc- 

tion analytique de l'espace formel (X,~)) 

Darts tout ce qui suit le mot vari6t6 alg~brique sur un 

corps K signifie sch6ma de type fini sur K, s6par6. Far 

point d'une vari6t~ on entendra toujours point ferm~ 

Pour analytifier une vari6t6 alg6brique (X,# x) sur K, 

on d@finit sur X une topologie de Grothendieck ~ et un 

f&isceau structural ~ sur (X,~) Une pattie U de X est 

dite admissible si U=X ou s' il existe Y c X un ouvert &ffi- 

ne, f~,...f~E#x(Y) tels que la K-alg~bre #x(Y) soit engen- 

dr~e par f~'''''fr avec U={xEYi Ifi(x)i~l pour l~i~r}. Soit 

~:K[T~,...T~]*#x(Y ) l'homomorphisme d~fini par ~(Ti)=f i et 
~=kerw, on pose alors # ~(U)=:K<T~,..,T~>/~K<T~,..,T~> o% 

x 

K<T~,..,Tr> est l'alg~bre des s~ries convergentes sur le po- 

lydisque unit6, on peut montrer que # ~.(U) ne d6pend pas 
x 

de la representation de U par le choix des f~. Si V c U ~ X 

sont admissibles, l'application restriction ~ ~(U)*# ~V) 
x x 

est induite par les ~pplications restriction du faisceau #x 

Enfin on pose ~ ~.(X)=lim ~ ~(U) o% la limite projective 
x ~ x 
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est prise sur tous les admissibles UFX. Soit U admissible, 

un recouvrement {Ui}i~ ~ de U est dit admissible si chaque 

U i est admissible, si pour tout V~X admissible, V c U, il 

existe une pattie finie F(v)C I telle que V c U Ui �9 
i ~ F ( v )  

Alors les admissibles et les recouvrements admissibles d6- 

finissent sur X une topologie de Grothendieck ~ On mon- 

tre alors que @x~ ~ est un faisceau sur (X,~) et que le 

triplet (X,~,~ an) est un espace analytique C' est l'ana- 
x 

lytification de X et on le note X ~ . Soient X une vari~t6 

alg~brique r~duite, Y c X un ouvert affine f],f~,..., 

fr 6 ~x(Y) avec ~x(Y)=K[f~,...,fr], U={x6Y] f~ (x)I~] pour 

l~i~r}. Alors II.11~ d@fini sur ~ x ( Y )  par llfll~=:suplf(x)l 
x~U 

est une norme et on a canoniquement ~ an(U)~(~x(Y),II.II~) ^ 
X 

et II.llu n'est autre chose que la norme spectrale de l'al- 

g~bre affinoYde ~ ~(U). 
x 

II,2.R&duction des courbes alg~briques et corps de fonc- 

tions valu@s. 

PROPOSITION 3 : Soient (K,i.i) un corps valu@ complet, 

une courbe alg@brique projective sur K, irr@ductible et 

non singuli@re, L=~(~) le corps des fonctions rationnelles 

sur ~r ~r i' analytification de ~r Soient T 6 L transcen- 

dant sur K, Z(T)={x 6 ~[T 6 ~,x}, Z(T-i)={x6~[T -I 6 ~,x ), 

U(T)={x 6 Z(T)[[T(x)]~<I},U(T-I)={x6Z(T-~)] IT-1(x)[~<l}, 

sp (resp.[[ [Iu~I/T) ) la norme R=#~e(Z(T)), S=#~e(Z(T-1)), II.[Itr<T) 
s p  __ d 6 f i n i e  s u r  R ( r e s p . S )  p a r  [[f[I t r(T) max [ f ( x ) ]  

xEU(T) 

( r e s p .  I l f l lg~ ,T>= max I f ( x )  l ) ,  R=( l%l l . l ld~ l~r>) - ,  
x E U ( 1 / T )  

S = ( S , l l . l l g ~ l / . r > ) - -  S o i e n t  { I . l i , l ~ < i ~ < s }  l e s  v a l e u r s  a b s o l u e s  

s u r  L q u i  p r o l o n g e n t  l a  v a l e u r  a b s o l u e  de  G a u s s  I .  I g s u r  

K ( T )  a s s o c i 6 e  & T e t  g I .  I ,  II .[I l a  n o r m e  s u r  L d 6 f i n i e  p a r  

Ilfl] = max I f l i .  A l o r s  o n  a l e s  r 6 s u l t a t s  q u i  s u i v e n t  : 
i 4 i ~ s  

1) S o i e n t  f E R ( r e s p . S ) ,  a o ( T ) + a l ( T ) X + . . . + X r ( r e s p . a o ( T - 1 ) +  

+ a l  ( T - 1 ) X + . . . + X  r )  l e  p o l y n ~ m e  i r r ~ d u c t i b l e  de  f s u r  K ( T ) ,  

I/r-j= 
donc sur KIT] (resp.K[T-1]), alors IIflI= max aj (T) Ig 

O ~ j  < r  
- s 

1 / r  J=llfllu~l~T~) s ( r e s p .  max l a j ( T - S ) l g  =llfllu~w~ 
0 ~ j  < r  

2) On a ~=Fr(-R)=Fr(S)=L~x~2x...x~ ~ o% ~ t = ( L ,  . I ~ ) , L = ( L , I [ - I [ ) .  

3) L e s  p a r t i e s  U ( T ) , U ( T  - ~ )  s o n t  d e s  p a r t i e s  a f f i n o [ d e s  a d -  

m i s s i b l e s  de  ~ "  ~ ( U ( T ) ) = ( R ,  I I . I I ~ T ) ) ^ , $  ~ , ( U ( T - 1 ) )  = - -  J ~ , a n  

s )^ et ~ (U(T))=R, 4~ (U(T-~))=S. = ( S , l l . l l u ~ l ~  _ _  , ~  ~ 

4)La famille ~= {U(T),U(T-I)} est un recouvrement pur de 
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~an et la r6duction r:~*(~,~):@ est une courbe alg6bri- 

que, projective, r6duite connexe. On a r(U(T) A U(T-~)) qui 

est dense dans @ et ~(@)=~=~ix~2x..x~. 

5)Soient l~<i~<s, @~ l'unique composante irr6ductible de @ 

telle que ~i=~(@i) , Wi=D(~i) c r(U(T)) f] @~ un ouvert prin- 

cipal non vide de r(U(T)),II.IIr~i(Wi ) l_aa norme spectrale sur 

l'ouvert affinoYde admissible r-~(W~). Alors on a pour tout 

~r , ainsi ll.II~-i(Wi)_ induit sur L C f ~ R, I f l ~ = l l f l l r _ ~ ( w , )  
Fr(~ (r -i c' ~ (Wi))) une valeur absolue, est I-li (on a 

donc une bijection explicite entre les valeurs absolues 

{[ .[i}l~i~s et les composantes irr6ductibles de @ (resp. 

les cornposantes irr@ductibles de r(U(T))). 

D6monstration. l)0n peut consulter [i0] p.56,12,55. 

2)C' est une cons6quence du th@er6me d' approximation des 

valeurs absolues. 

3) L'alg@bre Rest la clSture int6grale de K[T] dans L, 

c'est donc un K[T]-module de type fini, i.e. R= Z K[T]e i 
l ~ i g t  

Chaque e i est entier sur K[T], quitte & changer e, en ~e i 

avec A E K et IA I assez petit, on peut supposer que e i est 

emtier sur K~ On a donc R=K[T,el,..,e t] avec e~ entier 

sur K~ Ii suit facilement de cela que U(T)={xEZ(T)I 

IT(x) ]~I}={xEZ(T) I IT(x) ]<~i' ]el (x)]~<l,l~<i~<t}. Ce qui mon- 

tre que U(T) est admissible (affinoide) de ~a~ (w . 

4)0n a U(T) A U(T-I)={xEU(T)IIT(x)I=I}. Soient ri:U(T)* 

*U(T) ~ la r6duction canonique de l'affinoide U(T), D(~) 

i' ouvert principal de U(T) c associ6 & ~ (i' image de T dams 

a~(U(T)) alors on a U(T) f] U(T-I)=r~I(D(T)) ; ce qui mon- 

tre que U(T) N U(T -i) est ouvert formel de U(T). On a de 

m~me U(T) A U(T -i) qui est un ouvert formel de U(T-I). 

Comme West non singuli@re, ~={U(T), U(T-I)} est un recou- 

vrement de W, donc c' est un recouvrement pur. Soit 

r:Wa~(W~,~)=@ la r@duction de ~a~ selon le recouvrement 

put ~. Ii suit de GA GA ([35],[17]) que W~ est connexe et 

donc @ est connexe [10] p.318. Enfin ~ projectif implique 

@ projectif ([ll], cor.l th.$, w 2.8.); on donnera & la 

prop.4 w II.4. une d@monstration directe de cela. De la 

formule (1) IIP(T) flI=IP(T)Ig.IIfll pour tout P(T) E K(T), 
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f ~ L, il suit que ~(resp.~ -~) ne divise pas z@ro d~ns 

R(resp.S). Ainsi r(U(T) 0 U(T-I)) est ouvert dense de 

r(U(T))(resp.r(U(T-i))) donc est ouvert dense de @. Il 

suit de cela que ~(@)=Fr(R)=Fr(S)=LIX...x~ s 

5) Soient 1~i~s, @i l'unique composante irr@ductible de 

telle que ~i=~(@i),Wi=D(~i) C r(U(T)) 0 @~ un ouvert prin- 

"P la norme speotrale cip~l non vide de r(U(T)),ll.llr-1(Wi) 

- ~0 sur l'affinoSde &dmissible r ~(Wi): ainsi ~(~(T))n~i 

et ~r(~(T))n~.=0 pour j#i, ce qui veut dire 

que (2) ifil~=l, ifii~<l pour j#i. Comme W i est irr@duc- 

tible on a liuvli~ =]iu]i~ iivii~l pour tout u, 
r -  (Wi) r -  (Wi) r -  (Wi) 

v ~ R, ainsi ]I']I~P~r- (wi)induit sur L c Fr(@~a(r-~ (Wi))) 

une valeur absolue not@e ]']o. L& formule (1) montre que 

pour P(T) ~ KIT] on a ][P(T).f~iI=]P(T)I~IIf~]I et donc que 

~[W i est transcendant sur K. Ainsi on a ][~aiTi[l~r- (Wi)= 

=max[a~]=[Z a~Ti]g. Ce qui montre que ['[0 prolonge 

].[g ; ainsi il existe j avee [']o=]']j. Comme on 

[ f i l o = l  il suit de (2) que [ . [ o = ] . [ t .  

I[.3. Sur les prolongements de l& valeur absolue de Gauss 

Le th@or@me qui suit est un r@sult~t el@ pour montrer 

le th@or@me 4 w II.5. 

THEORME 3. Soient L/K un corps de fonctions d'une variable 

{i.ii}1(i(~ des valeurs absolues ind@pendantes sur L qui 

coYncident sur Ken une valeur absolue not@e i.i �9 On sup- 

pose que (K,i.i) est complet et que (L,I.Ii)/(K,i.i) est 

un corps de fonctions d'une variable pour l(i(s. Alors il 

existe T E L transcendant sur Z tel que {i.]i}~r soient 

exactement les prolongements & L de la valeur absolue de 

Gauss ] .15 sur K(T) associ@e ~ T et & i.i 

D@monstration ll existe T i E L tel que iTiHL=I et que i' i- 
m 

mage r@siduelle de T i dans L'=(L,].Ii) soit transcendant 

sur K. P~r le th@or@me d'approximation des valeurs absolues 

il existe T" E L avec IT'-Tili<l pour l(i(s ; il suit de 

cela que T" est transcendant sur K et que la restriction & 

K(T') de ]-li est la valeur absolue de Gauss [-Ig &ssoci@e 

& T" et [ . ]  Soient {].]i}i<~<~+~, les prolongements & L 

de i.]g, off J']i pour i~s sont les valeurs &bsolues donn@es 
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p&r l'hypoth@se du theor~me. Si s'=0, le theor~me est mon- 

tre. Supposons s'>O. Soient ~ l'unique courbe projective 

sur K non singuli~re (connexe) dont Lest le corps des fonc- 

tions rationnelles ([14],chap. II,7.4.18), ~'={U(T'),U(T'-t)} 

le recouvrement pur de ~ defini selon prop.34),w II.2, 

r' :~an*(~,~') = ~" la reduction associee, ~ la composante 

irreductible qui correspond & l.li selon prop. 3~)) . Soit 

V un ouvert principal de r" (U(T')) tel que V A ~ ~ 

pour l~i~s et V n ~=~ pour i>s. Ainsi r'-i(V) est un ad- 

missible affinoide de ~n et r" ,_~ :r'-~(V)*V est la 
Ir (V) 

reduction canonique de r'-i(v) [5] th. 3.i. p.20, El0] 

p.306 et cor. p.31l. Ii existe T E L = ~(~) tel que r'-i(V)= 

={xE~ITE~,,,IT(x)I~I}, i.e. r'-i(v)=U(T) selon la notation 

de la proposition 3 w II.2. (c'est le theor~me ci-apr~s) . 

Soit r:~n*(~an,~)=$ la reduction selon le recouvrement par 

~={U(T),U(T-I)} (prop. 54) ) ; ainsi r et r" coincident 

sur U(T) avec la reduction canonique. Soient 14i~s, W i C 

C V A @~ un ouvert principal non vide de r(U(T')) (donc de 

~P induit sur L une V), alors la norme spectrale H.Ilr_i(Wi ) 

unique v&leur absolue, c'est ~'~i (prop. 3~) ,appliquee & 

T') . Comme {V A @i}i~ sont exactement les composantes 

irr@ductibles de V, les normes spectrales {ll.IIr_i(wi ) 

induisent exactement les valeurs absolues de L qui prolon- 

gent la valeur absolue de Gauss sur K(T) associee g I.I et 

& T (prop.3~),appliquee & T). Ainsi le theor@me est montre. 

THEOREME : ([ii] th.1) . Soient K un corps value complet, X 

une vari@te alg@brique, projective equidimensionnelle de 

dimension i, X ~ l'analytification de X et U une pattie 

affinoide de X ~n Alors il existe f E ~(X) une fonction 

rationnelle sur X, telle que U=<x~X I f~x,~ et If(x)141}. 

Rem&rque. Lorsque le corps (E,I.I) n'est plus complet le 

theor@me 3 peut ~tre faux. De fair Polzin [51] a montre 

que la validite du theor@me 3 est equivalente & une pro- 

priete sur la reduction analytique de la courbe projective 

non singuli@re ~z^ dont LE  ̂  est le corps des fonctions ra- 

tionnelles, elle est aussi equivalente & la validit@ du 

probl@me de Skolem sur la courbe algebrique projective non 

singuli@re ~L sur E dont Lest le corps des fonctions ra- 
tionnelles selon Cantor, Roquette, Rumely [6],[33],[34]. 
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Voir aussi [21] prop. 4.1. p.88, prop. 4.5. p. 102 et [25]. 

II.4. R~duction analytique et r~duction alg~brique des 

courbes 

PROPOSITION 4. Soient (K,[.I) un corps valu@ complet, L/K 

un corps de fonctions d'une variable, T 6 L transcendant 

sur K, {I �9 I i}i<i<s les valeurs absolues de L qui prolon- 

gent la valeur absolue de Gauss I- I g sur K(T) associ@e & 

I-I et & T. Soient Dle diviseur des p~les de T dans L, 

L(nD)={f6LI (f)+nD~>0} , pour tout n~>0 o__~ (f) d@signe le di- 

viseur associ@ & f, A= @ L(nD) la K-alg&bre gradu@e dont 
n~,O 

l'addition et la multiplication sont induites par celles 

de L. Alors ProjA est isomorphe & ~f, i' unique eourbe sur 

K, projective, non singuli@re (eonnexe) telle que ~(~f)=L. 

Soient II.ll la norme sur L d@finie par fill[ = max Ifl i, L(nD)= 

:(L(nD),II.N), ~= @ L(nD), c' est une K-alg~bre gradu~e 
n)0 

pour la structure induite par celle de A. Soient x0,x , les 

61~ments de degr6 1 (i.e. de L(I.D) tels que Xo=l, xi=T 

dans Let Xo, x i leurs images dans ~.Soient ~={U(T),U(T-i)} 

le recouvrement pur de (r et r:~C~=~(~,~t)=@ la r~duction 

d6finie par la proposition 34) , w II.3. Alors Proj~ est 

isomorphe & @, plus pr6cis~ment on a r(U(T))-~D+(x0) et 

r(U(T-')) -~ D+(xi). 

D~monstration : on a R=4z(Z(T))= [_J L(nD),S=4,(Z(T-I))= 
n>0 

= U T-~L(nD), @* (Z(T)AZ(T-i))=R[T-I]=S[T], ainsi @,(Z(T)) 
n)0 

-~ A(xo), ~v(Z(T-I)) -~ A(xi)et ~(Z(T) A Z(T -i) ) -~ A(x0xi), 

et puisque ProjA=D+(x0) U D+(xi) il suit que ProjA -~ ~. 

Soient n>l, gEL(nD) avec Hg[]~<l, (i) a0(T)+ai(T)X+...+X r le 

polynSme irr~ductible de g sur K(T) donc sur K[T]. Alors 

laj (T) Ig~<l et deg(a))~<n(r-j) (prop. 3i),w II.2) . Posons 

Aj ( X o , X i ) = X o  ~ ( ~ - J ) a j  ( x i / X o )  , o n  a Aj  ( X o , X l ) 6 L ( n ( r - j ) D , [ ] .  [1)o 

I 1  s u i t  d e  (1)  q u e  g r + A ~ _ l ( X o , X i ) g ~ - l + . . . + A o ( x o , X l ) = 0  ; e e  

q u i  m o n t r e  q u e  ~ r  6 A x o + A  x i . A i n s i  P r o j ~ = D + ( x o )  U D §  

C o n s i d ~ r o n s  l e  d i a g r a m m e  s u i v a n t  o% l e s  f l b e h e s  v e r t i c a l e s  

sont les homomorphismes canoniques de localisation, ff et B 

sont induites par ff(g)=g/xo n si g6(L(nD),II.II)~ n 
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R~ (R' II II)~ ~ ~(V �9 ) o) si hE (T- ~L(nD) , II . II) ~ Alors 

i I c[ et ~ induisent sur 

I%~176 le m~me homo- 

R~176 ~ ) A(xoxl) morphisme ~ ; ainsi le dia- 

chant que IlT~hl]=llhll pour 

SO=(S,II.II) o B ) A(xl) tout hEL, on montre faci- 

lement que ~ (resp./3, resp.y) induit un isomorphisme 

~:R_ )A(xo)(resp. B:S )A(x~), resp.~:R[T-:]:S[T] ) 

)A(Xoil)!. II suit alors de la proposition 33) , w II.2. 

que if, B, ~, induisent un isomorphisme de Proj~ surr 

II.5. La normalisation de la r@duotion 

PROPOSITION 5 : Les hypoth@ses sont cellos de la proposi- 

tion 4 w II.4. Soient @i, 1~<i~<s, les composantes irr@duc- 

tibles de ~, L=(L,II.II), ~i=(L,I.[i),Si:L=LIX...• la 

projection oanonique, Bi= @ s L(nD), l'alg@bre gradu@e 
n)0 

que I' on note (abusivement) s Alors on a @i-~ProJ3i A 

ofl @i est muni de la structure r@duite induite. Ainsi I' in- 

clusion A c $ s induit un morphisme 

(~:~ae_f ( I I @i) )@. Soient Di le diviseur des p~les de 
l ~ i ~ s  

dans  ~ i  ,C i=  @ L(nD t )  l a  K - a l g @ b r e  gradu@e of/ L ( n ~ i ) =  
~ 0  

={h6~i] (h)+nDi~>0}. Alors on a @~=ProjC i o__~ ~'i d@signe l a  

normalisation de @i . Les inclusions s A c C i induisent 

les morphismes de norm&lisation B i :@~i )@i, donc un mor- 

phisme B:@'= ] ] ~'i ) ] ] ~ i "  P&r suite le morphisme 
l ( i ( ~  1 4 i ( s  

u )$ est le morphisme de normalisation de g.  On 

en d@duit que le faisceau u l est coh@rent et gratte- 

oiel et donc que le faisceau (~x~~/~ est un faisceau gratte- 

ciel, coh@rent sur @. 

D@monstration : Puisque ~=Fr(A(xo))=Fr(A(x~) ) _  (prop.3~) , 3 4 )  

w II.2 et 4 w II.4) il suit que ~ (D§ ~ ~)=~(A(xo)) 
i_ et_4~@i (D+ ( x ~ ) _  f] @t)=~i (A(x~))_ dans L. 0n_a aussi _s (A(x0))= 

=(s ~t(A(~!)i(~iA~:)en notant x o (resp.x~) au 

lieu de gix o (resp.gix~). Ainsi @-~Proj(s On a C~(xo)= 

:~U L ( n D i )  ( r e s p ' C i ( x l ) = ~ U ( 7 - ~ L ( n D i ) )  of~ x o, x~ d@si- 
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gnent i et ~ dans L(DI). Ainsi C i (~ (resp. C i (~ ) est 
. . . .  o) _ i) 

la cl6ture int6grale dans L I de K[T] (resp.K[T-1]). De 

plus (~iA)(~o)(resp.~iA(~1~)_ -- ~ est entier sur K[T] 
w. 

( r e s p . E [ T - 1 ] )  e t  L ' = F r ( ( ~ i A )  ( ~ o ) ) = F r ( ( ~ i A )  ( ~ l ) ) = F r ( C i  ( ~ o ) )  = 

= F r ( C i ( ~ l ) ) .  I1  s u i t  de c e l a  que P r o j C  i e s t  l a  n o r m a l i s a -  

t i o n  de P r o j ( S L A  ) .  

I I . 6 .  G ~ n 6 r a l i s a t i o n  d e s  f o r m u l e s  de M a t h i e u  

THEOREME 4 : Soient L/K un corps de fonctions d'une varia- 

ble de genre (1)g dont K est le corps des const&ntes. 

Seient {[.ii}1<i<~ des valeurs absolues sur L distinctes 

qui coincident sur Ken une valeur absolue ].[ ; on suppo- 

se que (L,i.Ii)/(K,I.]) est un corps de fonctions pour 

l~i~s. Soient ei=e(L/K, I . i) l'indice de ramification, di= 

d(L/K,i.]i) le d6faut de "[i (cor.l w 1.5), gi le genre de 

(L,I.ii)/(K,].[) et r i le degr6 sur (K,[.[) du corps des 

constantes de (L,I.[i/(K, .[). Alors on a la relation 

g - l ~ s - l +  Z e i d i r i ( g i - 1 ) .  

D6monstration. A) On suppose (K,[.[) complet. Soit li.li la 

norme sur L d~finie par ilfil = max [f[i. 
l ~ i ~ s  

a ) I 1  e x i s t e  TEL t r a n s c e n d a n t  s u r  K a v e c  l e s  p r o p r i 6 t 6 s . f f ~ >  

Les valeurs absolues { [ . [ ~ } ~ r  sont exactement les prolon- 

gements & L de la valeur absolue de Gauss sur K(T) ~ssoci6e 

& i.[ et& T. ~2) Soient Dle diviseur des p61es de T darts 

L, L(nD)={fEL/(f)+nD)O} et ~ = @ (L(nD),l].]]). Alors la 
- -  n ~ O  

K-alg~bre gradu6e A est engendr6e par (L(D),[[.I[), i.e les 

61ements de degr6 I. 

~)est le th~or&me 3 w II.5. Remarquons que pour tout 

m)l, l'~l~ment T m satisfait aussi ~). Montrons qu'il exis- 

te m)l tel que T m satisf&sse ~). Notons L(nD)=(L(nD),[[.[[), 

T l'image r@siduelle de T dans L=(L,[[.][). Puisque R= 

:= U L(nD) est entier sur K[T] (prop.4 w II.4 et 31) w II.2) 
~ 0  

i~= Z K[T]e i . Soit m o tel que eiEL(moD) pour l~i~r. Soit 
l g i ~ r  

Di l e  d i v i s e u r  d e s  p 6 1 e s  de T d a n s  ~ i  e t  F : { u  E ] ] L ( m o D i )  ] 
l~[gs 

[il existe m)0 avec TmuEL((m+m0)D)}. Puisque F est un K- 

espace vectoriel de dimension finie il existe (i) m~)O tel 

(~) suivant [7]. 
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que TmIF g L((m1+mo)D) Soient m=m0+ml, ~'= �9 L(n.mD), 

montrons que A' est une K-~lg@bre gradu@e emgendr6e par 

L(mD) Soit f 6 L(nmD) avec n>1, alors f s'@crit f= 

= Z Pi(T) ei+T"m-~~ avec deg Pi<nm-mo,g = Z Rf (T) e i 

et R i 6 K[T]. On a donc T~m-m~ 6 L(nmD) et puisque 

L(nmD) c ] [ L(nmD i) prop. 31) w II.2. et [3] lemme 6 
l g i ~ s  

p. 170, que g est entier sur K[T] il suit que g 6 

6 ] ] L(moDi) ; ainsi (i) montre que Tmlg 6 L(mD). Par 

suite T~m-m~ est produit de n 61ements de 

degre i. Reste & montrer que ceci vaut aussi pour TJei si 

j<nm-m o . On peut ecrire j=am+r avec a<n-l,0~<r<m et 0~<r<m i 

si a=n-l. Darts le premier cas on a TJei=(Tm) a Trei et TJe~= 

=(Tm)"-~(Tre[) darts le second. Ainsi T m satisfait g~) et gt). 

B) Soient T6L satisfaisant g), ~i:L , ~i la projection 

canonique. Alors il existe n o tel que pour tout entier n)n o 

d i m  �9 ~ L(nD)/L(nD) ~>s-1.  P a r  la proposition 5 . 1 1 . 5  

on a @= [ [ @i = P r o j (  @ 8i  A) o% ~= @ L ( n D )  e t  ~ i X =  
t g i ~ s  l ~ i ~ s  n)0 

= @ 8iL(nD) .; I' inclusion A C �9 8iA induit le morphisme 
] t ) O  l ~ i ~ s  

= ~@,/@ =[ �9 ~-~/A] ([16] def. p. i16) est 

un faisceau coherent, gratte-ciel sur $. De la suite exacte 

(1) 0-~@-~,~-,@-,0, on deduit(~ est affine)(2) 7(~(~)+~(@)= 

~(~) (~_(.) est la caract~ristique d' Euler-Poincar~) . Com- 
K 

me ~ et donc @ ~iA est engendre par les ~lements de degr~ 
l ~ i ~ s  

1 il existe a,b6~, tels que pour n>>0 on air ([14] chap. III 

th.2.5.3 et cot. 2.5.4) dim L(nD)=an+~ (~), 

dim--( @ 8 i L (nD)) =bn+~(r ainsi n> K l~<i~<s ~ ) ,  p o u r  >0, o n  a 

dim_K l~<i~<s@ s iL(nD)/L(nD)=(b-a)n+%~(~)-%~(~,) , il suit que 

b~>a et avec (2) que d i m  $ 8iL(nD)/L(nD)>~ (~). Puisque 

(@)=dim H~ (@ est gratte-ciel) et que la suite O~ 

�9 H ~ (@,@@)-*H ~ (@,~)-*H ~ (@,~) est exacte (cf. (i)) on deduit 

que ~(~)~>dim-K H~176 $ )" Or H~ ~@~ (4') 

et H~162 Con]me �9 est projectif connexe et reduit 

(prop. 3 4 ) ,  w II.2), ~z(@)= F est un corps fini sur K, de 
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m~me ~, (~i)=Fi est un corps fini sur K et comme Fc ,I I Fi 
i I ~ l g S  

est une injection on a F C F i pour l ~ i ~ s  et donc 

dim ~ F i /F ~s-I ce qui montre B) . 

~) Soient toujours T satisfaisant ~) , v 6 U ]L• , 
i g i ~ s  

alors ~ a ~ t  = @ (L(nD),II.II) ~ est un ~= @ L(nD) module 

~ 

gradu~ (w 0) et le faisceau ~ d~r(~,) ([16]d6f. p.l16) 

est coh6rent sur @=Proj~ plus pr6cis6ment ~ s' identifie & 

u__nn sou_~s-~-module gradu~ __de A(nQ) ([16], d~f. p.50) . L'ac- 

tion de A sur A~ est ainsi d~finie : si f 6 L(nD) 

resp.g 6 L(mD)) avec ]]f][~l (resp. I[gI[~) alors []fg]]~ et 

f.g E L((n+m)D), on pose alors ~.g~=(f.g)~ Soit v E 

E ~_~ ]LX[t ~vec O<v~l, il existe f~ 6 L entier sur K[T] 
l g i ~ S  

avec [f~]i=i/v si p E IL~I~ et [f~[i=l si p ~ IL*]~ pour 

l~i~s (th6or~me d'approximation des valeurs absolues quitte 

& multiplier par un ~l~ment de KIT]). Soit n o tel que f~ E 

6 L(noD), l'application f )ff~ de L dans L induit une 

application injective de ~ dans ~ et doric une injection 

de A-module gradu~ de ~ dans A(n0) ([16] d~f. p.50 du 

"twisted-module") . Comme A est noeth6rien, ~(n0) de type 

fini, on a A~ qui est de type fini, ainsi (~v) ~ est coh6- 

rent sur g=Proj~([16] .prop. 5.ii, p. 116). 

~)Soient T satisfaisant ~),@=ProjA (A d~fini en ~)), 

gi la composante irr6ductible de @ associ~e a ['[i 

(prop.35) II.2 et prop. 4. II.4), W un syst~me de repr6- 

sentants de [J ILXii mod.iK~[, g~ le faisceau coh6rent 
l ~ i ~ s  

sur @ associ~ & ~ 6 ~ selon ~), ~ l'unique courbe non 

singuli~re sur K telle que ~(~)= Let d~=d(L/K,[.[i) alors 

l~ c~ract&ristique d'Euler-Poincar@. Soient r ~ 

i~ projection c~nonique. On montre facilement que 

( �9 L(nD) ~) | ~A m @ ~i ~ L(nD) ~, que l'on noter& 
n ~ O  A n ~ O  

A ~ . Comme ~i=Proj(~A) (prop.5 II.5) il abusivement ~ 

suit que ~ i  - ~ | @~ = (~ A~) ~. Comme A (donc aussi 

~i~) est engendr~ par les ~l~ments de degr~ I, comme ~= 
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=(~)~ est coh6rent (donc ~ussi ~i~ =(~i ~A~)N) , il existe 
L 

a~, i 6 ~ ([14] chap. Ill, th. 2.5.3, cot. 2.5.4.) tels que 

pour n>>0 on air (i) dim S~L(nD)"=a,,in+X_(~ ) et 
~- K i 

(Riem~nn-Roch) (2) dim L(nD)=n deg D+X (~). Utilisant (i), 
K E 

(2) (3), B) I' in6galit6 fondamentale cot.2 w 1.3 devient (4) 

n deg D+7(~)+s-l~<( Z Z d~a~,i)n+ Z Z d i? (  (~vl~ )" 
l g i g s  ~E~  / l g i g s  P E 7  r K- i 

Par ~) on a L(nD) ~ c ~ L((n+no)D) et si D i est le 

diviseur des p61es de T dans ~i on a L((n+no)D c 

c l i L((n+no)Di) (voir (r)), ainsi on a une injection 
l~i~s 

~L(nD) ~ c , L((n+no)Di) En utilisant lliemann-Roch dans 

~i on a pour n>>0, (5) dim s Di+X (~.) 

(~'i=normalisation de @t). Soit l~i~<s, sach~nt que pour 

~ ILXl~ on a S~ L(nD)'={0}, on d6duit de (i) et (5) que 

(6) Z a~ , ~n + ~ ]( (~ i~ )~<(n+n0)eideg Di+ei ~ (~,) , 
vE!v ~EIV K- i u  i 

0% ei=e(L/K,l .]i ) . Compte tenu de la relation [L:K(T)]= 

= Z diei[L':K(T)] cot. 1 w I.l et cot. 1 w 1.5) , de 
l ~ [ g s  

deg D=[L:K(T)] ,deg Dt=[L ~ :K(T)] et de (6) , on a (7) 

( Z Z a~.idi)n+ ~ diT (~ i. )~<ndeg D+Z dieinodeg D~+ 
l ~ i ~ s  P E g  / i , v K- i i 

+ Y diei~ (~r Utilisant (4) et (7) pour n>>0, on d6duit 
i ~- i 

que deg D= Z Z a.. idi Ainsi (4) s' @crit ~ (@v)+s-l~< 
l~i~s PET  / K 

~< ~ d~]( (~ Iz )' ce qui est ~) . 
l g i g s  K- i 

~)Soit toujours @~ la normalisation de g i ,  ~lors on a 

(~,I~ )~<~ (@~,) si ~ 6 ]L~I~. Soient ~ le faisceau cons- 
i K- i 

t a n t  d e s  f o n c t i o n s  r a t i o n n e l l e s  s u r  @~ , ~ , ~ l '  i m a g e  c a n o -  

nique de ~ p  i g i ~@$~ @~ i dans ~ [gi@~i~i " Ainsi g~ , ~ est un 

@;,- faisceau de module coh6rent. Montrons que g~, ~ est 
i 

inversible. Comme ~, i est sans torsion et comme @'i est 

une courbe non singuli6re il suffit de montrer que la fi- 

bre g6n6rique de /f~, ~ est de dimension i sur ~. Ii existe 

no~>l, f~." fr 6 L(noD) [Ifj l l~<~ tels que ~ -- soit . . . .  ( x ~ )  
engendr& p a r  ( f ~ / X o  '~~ X ( x  ~ [ )l~j~ r SUF ) .Soient ~: l~<j~<rmaX f~ [ 

pour l~<i~<s, on a 0<P~<~. I1 existe n~>0,g 6 L((n~+n~)D) tel 

que Igli=oi pour l~<i~<s, ainsi g~ 6 L((n0+n~)D) ~ et IIf~/gII~ < 

~<i. Comme la structure de ~(x0)-module de ~ (x0) est indui- 
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t e  p a r  l ' i n j e c t i o n  d e  ~ --  d a n s  l e  ~ - m o d u l e  ~ (Xo) , o n  a : 

?~l~~ ~247 pour 1(j(r Ceci montre que la 

fibre g6n6rique de ~, i est de dimension I sur ~i . Dono 

~ , i  est inversible sur @~. Alors (i) % (~,i)=deg ~,[+ 

(~,) (Riemann-Koch) . Soit Bi:@i~@i le morphisme de nor- 

malisation. On a la suite exacte de faisceaux sur @t:0~ 

~I~ ~Bi~,i~0 off ~ est un faisce~u gratte-ciel. On a 
i 

donc % (~,i)=% (B~,~)>% (~Iz ) et ~vec (i) cela donne 

(2) % (~z )K% (~ �9 ~,i. Montrons que deg ~,iK0. 

II existe K~/K galoisien fini, totalement ramifi~ avec 

IK[ID U IL~Ii. Notons K~L le compositum de K~ et L 
igiKs 

(dans L~r , ~ l'unique courbe non singulibre sur K~, tel- 

d~r ~ SpK~. Pour l~i~s on le que ~(~)=K~L, on a ~i=~(~ ) - s x 
pK 

note {I .I ij}~j~r les prolongements de I �9 ] i & KiL (r est 

ind~pendant de i) et II-II~ la norme de K~L d~finie par l]fll~= 

= max [fl ~ j �9 L' injection de (L,II.II) dans (K~L,II.II~) est 
i,j 

isom~trique. Soient K~L=(K~L,II.]I~), K~Lii=(KiL, l.lij),~ii: 

:KIL ) K~L ij la projection c&nonique. Soient Di le di- 

viseur des pSles de T dans KtL,X~= @ (L(nD~),II.II~), et 
~)0 

D:A~A I l'homomorphisme canonique. Puisque Al(~0)(resp.A~(~ ) 

est entier sur KIT] (resp.K[T-~]) (prop.Z II 2) i l  suit 

que ~ induit un morphisme fini ~:@~=Proj~@=Proj~. Soient 

@ij la composante irr~duotible de @1 correspondante 

& I . I , j ,  et @~j sa normalisation. 

Consid~rons le diagramme suivant 

o~ les fl~ches verticales sont 

les morphismes de normalisation 

(qui sont finis) et ~" est l'u- 

nique morphisme rendant le dia- 

gramme commutatif, ainsi ~' est 

T T 
i j  i 

i' unique morphisme rendant le diagramme commutatif, ainsi 

~" est fini et 9" (@=t j)=@'~, 9' i ~ "  :@'t j~@'i es+ fini (surjec- 
ij 

tif. Soient v 6 7/, ~ 6 K I avec ~ = ] ) .  D@finissons un mor- 

phisme de 4~,~ J-m~ inversible p:~ , i | i ~j ~ ~'lj 
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Comme ~,~ est inversible "engendr6" par ~, il existe un 

recouvrement de @i=Proj( �9 L(nDs) ) (prop.5 II.5) par des 
~)0 

ouverts principaux D+(u~) avec u~EL(noDi), il existe fe 6 

L(n0D) avec llfeII~v et de faqon que ~,~ sur D+(u~) soit 

fibre engendr6 par ~if~/u~ . On d6finit alors D(D+(u~)) par 

~(D§ (~ f~/u~)@l]=~ij(f~/~)/u e . Ii est alors f~cile 

de montrer que p(D§ et p(D+(u~,)) coincident sur 

D§ e) 0 D+(u~,). Comme ~, i@~a~. ~a,ij est inversible sur 

~ j, comme o/0, on a p injectif. Ceci montre que ~,i @ 

~, est isormorphe & un faisceau d' id6aux de ~= , ainsi 
ij tj 

deg(~,t@@~, )40. Enfin la formule deg(~,i| ~, ): 
ij ij 

=[KiLiJ:~i]deg~,i montre que deg g~,i~0. II suit donc de 

(2) que 8) est montr6. 

B) Le eas g6n~ral. ~)Le corps K^L: soit K^=(K,[.[) ^, &lots 

l'id6al E des nilpotents de I~ K-alg6bre K^@~L est un id6al 

premier de K^@~L([4],w I7.2,cor.p.l~4), et M ~r: Fr(K^| 

est un corps. Les corps K ̂  et L s'injectent canoniquement 

d&ns Men des corps toujours not6s K ̂  et L ; ~insi 

M=K^L, le compositum de K ̂  et L dans M. Soit T ~ L tel 

que IT[t=l et que T soit r~siduellement tr&nscend&nt sur 

K. L'injection de K d&ns L se prolonge par continuit~ en 

une injection de K ̂  darts (L,I.i~) ^, &insi il existe un ho- 

momorphisme ~:K^@KL~(L,I.Ii )^ De plus T ~ L est transcen- 

dent sur K ̂ , ainsi K ̂  et L sont alg&briquement disjoints 

sur K et ker~=~ ([4] prop,l, p.152), et ~ induit une in- 

jection o:M=Fr(K^@~L/~)~(L,].Ii) ^ par suite l.ii induit via 

une vmleur absolue I.I~ sur M qui coincide ~vec i.[i sur 

L et [. [ sur K. 

~)Soient K" le corps des constantes de K^L/E^,g" le 

genre de K^L/K^,g celui de L/K. Alors g-l~[K' :K^](g'-l). 

Soit ~ la courbe projective nor singuli&re sur K telle que 

~ r ~  ~=(~):L ([14]chap. II, 7.4.1.18), ~(~) = • S p K  ^ La va- 
SpK 

ri6t6 W(~^) est irr6ductible ([14], chap. IV, prop. 4.59), 

soient ~ le faisceau des nilpotents de ~( , ~=(~ )r~ 

I~ vari6t6 r6duite associ@e & ~(~-) et ~ : ~ ' ~  la norm~li- 

s~tion. On ~ ~(~')=K^L et les suites ex&ctes O~X~,., 
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~ 0 ,  0~~,~@~0, ce qui donne (i) Y x ^  (~ ^ ):%K^ (~)+ 
(x ) 

+~K^ (~),~K^(~')=~K^ (~)+~K- (@) . Comme ~(~(x~)) c ~ ^ =K ̂  , 
(K ) 

on a X(~(K-))={0}. Ainsi XK~(2)~0, de plus XK- (~)>0 (@ est 

gratte-eiel) et il suit de (i) que ~K ^ (~")>~K^ (~ ^ ) . Or 
(K ) 

(3) %x^ (~')=[K" :K ̂ ] (l-g') et XK^ (~ )=Ix (~)=l-g. Ainsi 
(K ^ ) 

(2) et (3) montrent B )  . 

~)La formule du th@or@me:Soient e=e(K'/K^), d=d(K'/K^), 

f=f(K'/K^), alors on a e(K^L/K',l.IL)=ei/e, d(K^L/K' ,I.]~)= 

=di/d, cor.3,w et ri/f est le degr@ sur ~" du corps des 

const&ntes de (K^L,i.ii) /(K',i.I) Alors A) appliqu@ & 

K^L/K" et <I.I~ }i~ donne la relation g'-l>s-l+ Z 

Z (d~/d)(e~/e)(r~/f)(g~-l). Comme [K' :K^]=efd, il suit 

d e  ~) que g-l~(K" :K^) (s-l)+ ~ dieiri (gt-1), ce qui est 
l ~ i ~ s  

m i e u x  q u e  l a  f o r m u l e  d u  t h @ o r ~ m e .  

II.7. Quelques cons@quences de la formule sur le genre 

Ce paragraphe @nonce quelques applications du th@or@me 

4, elles g@n@ralisent les cons@quences qui se trouvent dans 

H. Mathieu [20], [21], au cas d'une valuation de rang 1 et 

bien souvent dans le cas de valuation discr@te les r@sul- 

tats obtenus am@liorent ceux de H. Mathieu. Nous terminons 

par des exemples d'@galit@ dans la formule du th@or@me 4. 

7.l.La notion de v&.leur absolue quasi-r@guli@re 

COKOLLAIRE i: (1)Soient (L/K,I.I) un corps de fonctions d'une 

variable valu@ tel que L/K soit un corps de fonctions d'une 

variable. Alors g(L/E)>g(L/K) (o% g(./.) d@signe le genre). 

COROLLAIRE 2: (2)Soient (K,i.i) un corps valu@, L/K un corps 

de fonctions d'une variable..Alors le nombre de v&leurs 

absolues 1.J' de L prolongeant J.J, telles que (L,[.i')/ 

/(K,B.I) soit un corps de fonctions d'une variable avec 

g((L,l.i')/(K,J.J))~] est fini 

DEFINITION:Soit L/K un corps de fonction d'une variable. 

Une valeur absolue J.J sur Lest dire quasi-r@guli@re (3> 

(1)voir [29] pour le c~s o% L/K est transcendant pur. 
(2)voir aussi [20], Satz 7 p.609. 
(3)voir aussi [20], p.609. 
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si les propri@t@s suiv&ntes sent s~tisf~ites :I)L/K est 

un corps de fonctions d'une vgri~ble. 2) g(L/K)=g(L/K). 

3)r=e=d=l c~ e=e(L/K,I.I), d=d(L/K,l.l) et rest le degr@ 

sur K du corps des constgntes de ~/K. 

PROPOSITION 6 : Soient (L/K,I i) un corps de fonctions v~- 

lu@ d'une v~ri~ble tel que L/K soit un corps de fonctions 

d'une v~riable. Soit LK  ̂  le compcsitum de Let K ̂  d~ns L ̂  

~lors les propri@t@s suiv~ntes sent @quivalentes 

i) (L/K,~ .I) est qugsi-r@gulier, 

ii) (LK^/K^,I .I) est qu~si-r@gulier et g(LK^/K^)=g(L/K). 

D@mcnstr~tion : i) implique ii) . D'gbord e(L/K,I . I)= 

=e(LK^/K^, I �9 I) et d(L/K, I �9 I)=d(LK^/K^, I . I), ~insi 

e(LK^/K^,~ .~)=d(LKA/K^,I .I)=I. Soit K' le corps des cons- 

t~ntes de LK^/K ^, on ~ done e(K'/K^)=I et d(K'/K^,I .I)=i 

(cor.3,w . Comme K" est ecntenu d~ns le corps des 

eonst~ntes de L/K=LK^/K ^, on ~ f(K'/K^,I I)=l ; ccmme K ̂  

est complet on a done K'=K ^ (~insi K est dense d~ns le 

corps des const&ntes de L) . Lg p~rtie BB du th@or@me 4 

montre &lots que g(L/K)-I~g(LK^/K^)-I. Le th@or@me 4 

montre que g(LK^/K^)-I~g(L/K)-I ~ on ~ done g(L/K)-I~ 

~g(LK^/K^)-I~g(L/K)-I &insi g(L/K)=g(L/K) implique 

g(L/K)=g(LK^/K ^) et i) est montr@. 

On peut interpr@ter de f~on ~@om@trique cette notion 

&insi on ~ l& proposition suiv&nte : 

PROPOSITION 7 :[23]. Soient L/K un corps de fonctions d'une 

v&ri~ble I .I une v&leur &bsolue sur L telle que (K,I . I) soit 

complet et que L/K soit un corps de fonctions d'une v~ri- 

&ble. Soit ~ (resp.~_) l'unique courbe non singuli@re sur 
L L 

K (resp.K), telle que ~(~ )=L(resp.~(~_)=L). On suppose que 
L L 

est le corps des const~ntes de ~, ~lors les propri@t@s 

suiv&ntes sent @quiv~lentes : 

(i) L~ v&leur &bsolue I .I est qu&si-r@guli@re, 

(ii) ll existe une r@duction &n&lytique r:~=*~ d@finie p&r 

un recouvrement pur, fini, distingu@, ~vec ~ ,  

(iii) Ii existe un sch@m& projectif ~ de type fini, pl&t 

sur K ~ tel que ~g(~) i~ fibre g@n@rique, ~g(s) i~ fibre 

sp@ci~le. 
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COROLLAIRE 3 (I) : Soient L/K un corps de fonctions d'une 

variable dont K est le corps des constantes,i, i une valeur 

absolue sur L quasi-r6guli~re,J .i'll .J une valeur absolue 

sur L qui coincide avec I I sur K et telle que (L,I .i')/ 

/(K,i .i) soit un corps de fonctions d'une variable. Alors 

g ( ( L ,  I .  I" ) / ~ ) = 0 .  
En particulier si (K, .l) est un corps valu6, (L/K) un 

- -  i 

corps de fonctions d'une variable dont K est le corps des 

constantes avec g(L/K)F0, alors il existe au plus une va- 

leur absolue quasi-r6guli~re sur L/K qui coincide avec I-I 

s u r  K .  

COROLLAIRE 4 : Soit (L/E,I .i) un corps de fonctions d'une 

variable valu6 dont K est le corps des constantes et 
m m 

tel que L/K soit un corps de fonctiens d'une variable ; 

on suppose que g(L/K))2. Alors la valeur absolue I-] est 

quasi-r@guli~re si et seulement si g(L/K)=g(L/K). 

REMARQUE : Soient (~p,l.lp) le corps p-adique. Soient 

a,bE~p, [aip=[bip=l et a b(a-b)#0, ~p(X) le corps des frac- 

tions rationnelles a une variable muni de la valeur absolue 

de Gauss i .Ig associ6e & i .Ip et & X. Soient y,tE~p(X) ~Ig 

avec y2=X(X-a)(X-b), pt2=X. Alors I. [g admet un prolonge- 

ment unique i .i' & L=~(X)[y,t] . On a g(L/K)=g(L/K)=I 

et e(L/K,i .I')=2. 

7.2. Cas d'6galit6 dans la formule du genre. 

COROLLAIRE 5 : Soient (L/K,I .[) un corps de fonctions d'une 

variable valu6 tel que L/K soit un corps de fonctions d'une 

variable, k' le corps des constantes de L/K, r=[k" :K], 

e=e(L/K,i .I), d=d(L/K,l.l), g(L/K) (resp.g(L/K) le genre de 

L/K (resp.L/K) .Supposons que K est le corps des constantes 

de L/K et que g(L/K)-1=edr(g(L/K)-l). Alors k' est une ex- 

tension purement ins6parable de K. En particulier si K est 

parfait on a r=]. 

D6monstration : ~) On suppose le corps (K,i .i) complet. 

Soient ~Ek" s~parable sur K, p(X) le polyn6me irr6ductible 

(1)voir aussi [20] Satz 5, p.602, [18],[19] cor.3, p.261 et 

[9] Satz 3, p.20 pour la valuation discrete. 
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de ~ sur K, p(X)=pt(X)...ps(X ) la d~composition en facteurs 

irr~ductibles dans ~[X] donc dans k" IX] ~vec pI(X)=X-~. 

Soit P(X)EK~ un polyn6me unitaire tel que ~(X)=p(X) ; le 

lerame de Hensel appliqu6 & P(X)EL^[X] montre que P(X)= 

=PI (x) ...Ps (X) avec Pi ( X) EL^[X] , unitaire irr~ductible, 

Pi (X)=Pi (X), en particulier Pl (X)=X-b o~ bEL  ̂  . Soit KI=K(b) 

puisque K~/K est s6par&ble , Let K I sont lin~&irement dis- 

joints sur K et K l est le corps des constantes de KIL ([7] 

th.2, chap.V, w Ainsi P(X) est le polynSme irr~ductible 

de b sur Let I~ valeur ~bsolue [. r de L adrnet s prolonge- 

ments {l .li}t~i~s & KiL, chacun ~ssoci6 & Pi(X). Par cons- 

truction KILi=(KIL, I .l~)_~L(bi) of~ b-- Vest une racine de 

Pi(X), ~insi KILI=~. Puisque b-- Vest s~par&ble sur k' , il 

suit que le corps des const~ntes de KIL ~ est k' (bi) et 

[k" (bi):k']=deg Pi. Comme (K,I.I) est complet, les valeurs 

~bsolues {[.li}i~i~ co~'ncident sur K I avec l'unique pro- 

longement & K l de I .I- Le th6or6me 4 et le cor.3,w 

donnent : g(KtL)-I~>s-I+ I ed[k" (b~) :K(b)] (g(L(bi)-1)). 
igigs 

Or g(K~L/KI)=g(L/K), g(L(b~)/K)=g(L/K) ([7], th.5 chap.V, 

w et 2 [k' (~):K(b)]=(7~[k" (~):K])/[K(b):K]=[k' :K]. 

I1 suit donc que g(L/K)-l>s-l+edr(g(L/K)-l), Ce qui montre 

que s=l, i.e. deg p(X)=l ainsi bEK. 

B) Le c~s g~n6r~l. Soient K^L le compositum de K ̂  et L 

dans L ̂ , K" le corps des constantes de K^L/K ^, on a (1) 

g(L/K)-I>~[K" :K ̂ ] (~(K^L/K^)-I) (pattie BB) du th.4) . Soient 

e'=e(K'/K^), d'=d(K'/K^,l .I), f'=[K" :K]. Par le th~or~me 4 

et le coroll~ire 5.11.7 on ~ (2) ~(K^L/K^)-I~> 

~>(e/e') (d/d') (r/f') (~(L/K)-I), ~insi avec (i) et (2) , on 

d~duit que Z(K^L/K^)-I=(e/e" ) (d/d") (r/f") (~(L/K)-I) . Par 

~) cel~ veut dire que k'/K" est purement ins~p~r~ble et 

puisque K'/K ^ est purement ins~p~r~ble ([7]th.D,ch~p.V,w 

on d~duit que k'/K est purement inseparable. 

Exemple i : Soit m~>l, on peut ~voir g(L/K)-I= 

=e(L/K,[ ~I)(~(L/K)-I), ~(L/K)=2m-I et e(L/K,I . [)/I : soient 

K=(~,l .I ~) le corps p-adique, n=2m+1, a~E~, l~<~<n ~vec 

at=0, l=[a~[~..=la~[~,]---1"(a~-a~)~O. Soient ~(X) le corps 
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des fractions rationnelles, y,tE~p(X) ~Lg, y2= ]--T (X-ai), 
i~i~n 

pt2=X. La valeur absolue de Gauss sur ~p(X) associ@e & i .[p 

et X se prolonge de fa~on unique & L=~p(X)[y,t] en une va- 

leur absolue I .[' On a g(L/K)=2m-l, g((L,] .]')/K)=m, 

e(L/K,[ .]')=2. 

Exemple 2 (i). Soit m~0, on peut avoir g(L/K)-I=r(g(L/K)-I), 

g(L/K)=2m+l et r=2 (ainsi K n' est pas parfait, cor.5) : 

Exemple 2.1. ([22] communication priv@e) . Soit K un corps 

discr@tement valu@ complet dont le corps r@siduel K n' est 

pas parfait (donc infini) , avec car. K=0 et car. K=2. Soit 

h(X)EK~ unitaire de degr@ m+2, on suppose que ~(X) a m+2 

r~cines distincts dans K, que h(X) (resp.h(X)-4) a une ra- 

cine a (resp.b) dans K avec a=b et que c~K. Soient K(X) 

le corps des fractions rationnelles & une variable, 

y,zEK(X) ~Ig tels que y2+h(X)y+h(X)=0, z2=c(X-a) (X-b). La 

valeur absolue de Gauss se prolonge de fa$on unique en une 

valeur absolue ]-[" sur L=K(X)[y,z]. On ~ g(L/K)=2m+l, 

g(L/K)=m+l, e(L/K)=l, d(L/K)=I et r=2. 

Exemple 2.2 : Soit K un corps complet avec car.K=0, car.K=2, 

a,bEK avec iai=Ib]=l, [K[~,b~]:K]=4, ~EK avec i2[<[~2i<I. 

Soient K(X) le corps des fractions rationnelles, y,zEK(X) ~Ig 

avec y2=aX~+~b, z2=a+~2X~m+1 La valeur absolue de Gauss 

sur K(X) associ6e & I .i et & X se prolonge de fa$on unique 

& L=K(X)[y,z] en I .[' On a g(L/K)=2m+l, g(L/K)=m+l, r=2. 

Exemple 3 : Soit m~0, on peut avoir g(L/K)-I=d(g(L/K)-I) 

avec g(L/K)=2m+l, d=d(L/K,[.[)=2 : 

~) I1 existe un corps (K,[ .[) valu@ complet, car.K=0, 

car.K=2, cEK tel que Ic[=I, d(K(c~)/K,[ .[)=2 et 6(c~,K)< 

<[2[ (o~ 6(.,K) d6signe la distance & K) . Soient (~2,1 .[2) 

le corps 2-adique, K~=(~2~l~) ^ le compl@t6 de la cl~ture 

alg6brique de ~2. Soient qf2, un nombre premier, <e~)n~ 0 

une suite d' 61@ments de K I telle que eo=2 -~, e~=(en+z) q et 

~= Z e~. Soit F(X)EK~(X) le corps des fractions ration- 
Ogk~n 

nelles, ~lors la suite ([F(~)i~)~ ~ est stationnaire ainsi 

(~)Les exemples 2.1 et 2.2 sont diff@rents puisque L/K est 

s@parablement engendr@ dans 2.1 m~is pas d~ns 2.2. 
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IF(X)]d~rlimlF(~)12 d@finit une valeur absolue sur El(X) 

qui prolonge J .12 ([24] prop.4,p.212) . Soit Y=(X-~I)/(~2-~I) 

alors IYi=l et 8(Y,KI)>I2 i . Montrons que 8(Y~,K)>I2 I . On 

applique les techniques de Kaplansky ([24] w p.197) . 

Puisque El[Y] est dense dans KI(Y ) on calcule [Y-P(Y) 21 

pour P(Y)EKI[Y]. Pour ~EK 1 on a P(Y)= Z Pi(~)(Y-~) i o~ 
i)0 

P~ (Z)EK I[Z] , ainsi Y-P(Y) 2=~-Po (~) 2+(I-2P0 (w)PI (~)) (y-u)+ 

+..., si bien que pour ~ suffisamment "proche" de Y on a 

(i) IP(Y) I=IP0(~)I>I211PI(~)I et IY-P(Y) 21=I~-P0(~)21> 

>]2]II-2Po(~)P1(0c) I . Scit P(Y) avec IP(Y)~=I on dTduit de 

(I) que IY-P(Y) 21>I21 ainsi 8(Y~,KI(Y))>I2 [ . Alors 

(K=K~(Y),[.I) ^ et e=Y satisfont (~) . 

~) La construction du corps de fonctions L/K. Soient 

(K,i-i) d@finis en u) , h(X)EK~ unitaire de degr@ m+2 tel 

que h(X)EK[X] ait m+2 racines distinctes dans K, que h(X) 

(resp.h(X)-4) air une racine a (resp.b) darts E avec a=b~O, 

ainsi Ib-al=141 . Soient K(X) le corps des fractions ration- 

nelles & une variable, y,zEK(X) ~Ig tels que y2+yh(X)+h(X)=0 

z2=c(x-a)(x-b). La valeur absolue de Gauss sur K(X) asso- 

ci@e & I. I et & X se prolonge & L=K(X)[y,z] de fa$on uni- 

que en une valeur absolue not@e I. i" , alors on a g(L/K)= 

=2m+l, g((L,J . ]')/K)=m+l et d(L/K, . I')=2. 
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