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Introduction

Dans touteé cette introduction K désigne un corps algébriquement clos muni

d'une valeur absolue ultramétrique et complet pour cette valeur absolue,
Ce travail est consacré 4 1'étude des extensions valuées transcendantes de ¥ .

Soit L > K un corps valué complet, on définit quand elle existe la dimension
algébrique topologique de L ; c'est l'entier noté dim alg topK(L) et égal au mi-
nimum des dimensions algébriques des sous-corps M de L qui sont de type fini
sur K et denses dans L. . On s'intéresse plus particulidrement aux corps L vé-
rifiant dimalg topK(L)=1 . Un tel corps s'appelle un corps topologique de fonctions
d'une variable sur K , c'est donc un complété d'un corps de fonctions d'une variable
sur K pour une valeur absolue prolongeant celle de K , On définit alors le genre
topologique de I, comme le minimum des genres des sous-corps de fonctions de

I, d'une variable sur K denses dans L., et on le note gtop(L) .

Nous montrons le théoreme suivant

THEOREME 4 (§4). -~ Soient K un corps valué complet, algébriquement clos,

L DK un corps topologique de fonctions d'une variable sur K . Soient k (resp. £}

le corps résiduel de K (resp. I.}.

i} Si ¢#x, alors £ estun corps de fonctions d'une variable sur k . Soit

g(t) son genre ; on a gtop(L): g(t) ;

ii) Si 4=k, ona (L)=0 .

g‘r;op

Ce théoreme a pour corollaire immédiat 1'analogue du théoreéme de Liroth.

COROLLAIRE. - Soient K un corps valué complet, algébriquement clos, K{(X)

~

une extension valuée transcendante de K et F un sous-corps fermé de K(X)

{le complété de K(X) ) avec K?C;_ Fo K(X) . Alors il existe YcF tel que

F =K(Y).

Description de la démonstration du théoreme 4

Premier cas : 47k . On montre d'abord 1'inégalité gtop(L) Z g{t) (corol-

laire de la proposition 4, §2.2).



Pour cela nous utilisons des techniques de géométrie analytique rigide,
Soit M < L: un corps de fonctions d'une variable sur K , on associea M la
courbe algébrique projective intégre @M sur K dont le corps des fonctions ra-
tionnelles est M (fl4], p. 39 & 46). On munit C”/M d'une structure (faal\];[l
d'espace analytique rigide sur K . Soient f¢M résiduellement transcendant sur k
et UI = {xg@iﬂn | {f(x)] <1 }, UZ: [x(:@?\j; | i(x)l=1 } alors Y ={ U1 , Uz}

an an an
est un,recouvrement pur de @M et la réduction (@M)’L( de C‘}M relativement 2
% est une courbe algébrique compliéte sur k dont une composante irréductible a
un corps de fonctions rationnelles isomorphe & {4 (proposition 3, §2,2). Des
méthodes cohomologiques permettent alors de comparer le genre de M et celui

de ¢ (proposition 4, §2.2). On en déduit 1'inégalité cherchée.

L'égalité gtop(L): g{t) est plus délicate & établir. Il faut montrer l'existence
d'un sous-corps M de L de fonctions d'une variable sur K dense dans L et

tel que g(M)= g{t).

Nous construisons un tel corps M . Pour cela nous considérons une courbe
projective irréductible C"/iﬂ c:IP]f dont le corps des fonctions rationnelles est iso-
morphe 4 { et qui admet uniquement des points doubles ordinaires comme sin-
gularités. Nous montrons l'existence d'un relévement de C?;L en une courbe pro-
jective irréductible C'c TPI:i qui admet uniquement des points doubles ordinaires
comme singularités et autant que @;L (théoreme 1, §.2.3). Il s'agit donc 1a
d'un théoréme de relevement d'une courbe algébrique plane avec des singularités
prescrites et ce résultat est & rapprocher du théoréme de relevement de

Grothendieck des courbes algébriques propres et lisses ([12]).

On construit alors un corps M dense dans L qui est isomorphe au corps
des fonctions rationnelles de ' et par suite vérifie g(M)= g(4) (corollaire du

théoreme 1, §2.3),

Deuxidme cas : £ =k . Soient |K¥| (resp. ] ij ] le groupe des valeurs

de K (resp. 1.). La partie ii) du théoreéme 4, §.4, n'est pas tout & fait nouvel-
le. En effet, si K est algébriquement clos et maximalement complet (il n'y a
donc pas d'extension immédiate de K ), M. van der Put a montré le résultat an-
noncé dans ([20]). La démonstration que nous proposons est générale et elle
fournit comme le signale M. van der Put dans ([20]) une démonstration rapide

de l'existence de la réduction stable des courbes algébriques,



Pour traiter ce deuxieme cas nous employons des techniques d'analyse ultra-

métrique.

Par définition, I, est une extension algébrique finie du complété K(X) d'une
extension valuée transcendante pure K(X) de K etle corps résiduel de K(X)
est k. La démonstration de gtop(L) = se déroule en plusieurs pas liés a la
nature algébrique de l'extension 1. de K(X) . Pour des raisons techniques nous
avons di distinguer le cas ol fof 7 fKKI (cas ramifié) et I L” = IKX ! (cas

immédiat) .,

Dans les deux cas le pas délicat est celui des extensions algébriques cycliques
de degré p oli p estla caractéristique résiduelle de K . Si car K = p cela re-
vient & décrire le groupe K(X)*/ {P(K(X)A) ot P(x)= x'-x (théorie d'Artin-
Schreier}.

Si car K = 0 cela revient 2 décrire le groupe (K(X) )* /([ K(X) }p)K (théorie

de Kummer)},

Dans le cas ou | LX| = | K¥ | les démonstrations sont plus délicates, nous
utilisons des techniques qui sont essentiellement dues & Kaplansky ([ 15]; voir

aussi [ 18] et [17]).

Dans le dernier paragraphe, nous donnons une interprétation géométrique des
extensions valuées transcendantes de K de degré 1 et de type fini sur K . Pour
cela nous étendons (§5,1) aux K-espaces analytiques rigides la notion de point
géométrique introduite par M. van der Put pour les espaces affinotdes ([21]}).

Dans le cas ot ¢ est une courbe algébrique projective intégre sur K ,

an . . . .
c l'espace analytique associé, nous montrons une correspondance bijective

entre l'ensemble des points géométriques fermés non ordinaires de e®? et
'ensemble des valeurs absolues sur le corps R(2) des fonctions rationnelles
de C qui prolongent la valeur absolue de X (§5.2, prop. 7). Nous décrivons
ainsi géométriquement les valeurs absolues sur une extension transcendante pure
de K {casol C = E’I]{).

Soient toujours C une courbe algébrique projective intégre sur K et p un

point géométrique fermé non ordinaire de € , ainsi p définit une valeur absolue

| . {p sur R(C) etle complété (R(C}, . |_p)h “du corps valué (R(C),].. ]P)



est un corps topologique de fonctions d'une variable sur K , On définit alors le
type (resp. le genre) de p comme étant le type (resp, le genre topologique) de
(R(C), |. lp)A . La proposition 8, §5,2, décrit les points géométriques fermés
du type 1 de aan 3 1'aide de réductions analytiques, On montre (théoreme 5)
qu'il y a sur & un nombre fini de points géométriques fermés du type 1 et de
genre non nul, de plus dans le cas ot ¢ est non singuliere, ils sont décrits par

la réduction stable de C (proposition 9).

Pour finir je remercie vivermnent Jean Fresnel qui a suggéré ce travail et 1'a
lucidement guidé, Je veux remercier aussi Marius van der Put de m'avoir gratifié
de discussions éclairantes. Je remercie également Marc Reversat pour 1'intérét

qu'il a porté a ce travail,



1.~ Corps topologigues de fonctions

1.1. - Notations et définitions sur les corps valués

1
Si E estun corps, on désigne par "8 une cldture algébrique de E ;
=D

sl p est la caractéristique de E , uP désigne la ¢ldture radicielle de E

{on a Epwmx E si p=0). Soit (E, [ ) un corps valué pour une valeur absolue
ultramétrique L. | , on note }Ex[ le groupe des valeurs du groupe multiplicatif
BX E" 1'anneau de valuation de E , B 1'idéal de valuation de E ,

(B, |.] )A (ou E si aucune confusion n'est craindre) un complété de
(E,|.]). Onnote (E, |.]| J_ (ou bien E si aucune confusion n'est 3 craindre)

le corps_résiduel B /E et on appelie caractéristique résiduelle de E la carac-

téristique de E . Enfin si F est une extension algébrique finie de E , on appelle
indice de ramification de 1l'extension ¥ de E 1'indice de IE*! dans [ FX I , et

degré résiduel de 1'extension F de E le degré de l'extension ¥ de E .

Toutes les valeurs absolues considérées sont ultramétriques et peuvent &fre

trivigles,.

1.2.- Corps topologigques de fonctions, genre topologigque

DEFINITION 1, - Soient K un corps et M une extension de type {ini de K ,

on appelle dimension algébrique de M sur K 1l'entier noté dimang(M) égal

au nombre maximal d'éléments de M algébriquement indépendants sur K . On

appelle corps de fonctions de n variables sur K une extension M de type fini

sur K avec dim ang(M)z n. Si M estun corps de fonctions d'une variable sur

K on note g(M) le genre du corps de fonctions M ([25]}.

DEFINITION 2, - Soient K un corps valué complet algébriquement clos, L DK
un corps valué complet pour une valeur absolue prolongeant celle de K . On dit

que L est topologiquement de type fini sur K si il existe une partie finie

{Xl,...,Xn} d'éléments de L telle que L:(K(X],XZ,,,,,Xn))A, Soit L un

corps topologiquement de type fini sur K , on appelle dimension algébrique topolo-

gique de I. sur K l'entier noté dimalgtopK(L) égal au plus petit nombre n

d'éléments {X] seees Xn} de L tel que I. soit une extension algébrique finie de

10 Xn) . C'est aussi le minimum des dimensions algébriques des sous-

corps de type fini et denses dans L. .

K(X



DEFINITION 3. - Soit K un corps valué complet algébriquement clos. On appelle

corps topologique de fonctions de n variables sur K , un corps L, DK valué

complet pour une valeur absolue prolongeant celle de K , topologiquement de type

fini sur K et tel que dimalg toPK(L): n .

DEFINITION 4, - Soient K un corps valué complet algébriqguement clos et L un
corps topologique de fonctions d'une variable sur K , Soit ¥ l'ensemble des
corps de fonctions d'une variable sur K denses dans L . On appelle genre topo-

logique de I. sur K l'entier noté gtop(L) et défini par gtop(L): min g(M)
Mg %

Remargue. - 5i L. est un corps topologique de fonctions d'une variable sur K ,
gtop(L) = 0 sietseulement si L est le complété d'une extension valuée transcen-
dante de K pure de degré 1 .

1.3. - Classification des corps topologiques de fonctions d'une variable

1.3.1, - Extensions valuédes transcendantes pures de degré 1

([22], chap. 2;[3] §.10 et §.10, ex. 2}

Soient K un corps valué complet, algébriquement clos, K(X)} une extension
transcendante pure de K . Il existe exactement trois types d'extensions de la

valeur absolue de K a K(X).

Soient | . , une valeur absolue sur K(X) qui prolonge celle de K et
r, = inf | X-x| .
X xc K
Premier type (inerte). - Il existe xo, TeK tels que fxmxol =rX= ITT! .

Alors K et K(X) ontmeéme groupe des valeurs et le corps résiduel de K(X)

est une extension franscendanie pure du corps résiduel de K de degré de trans-

cendance 1 . On dit que K(X) est une extension {(valuée) inerte de K .

Seit ¥ = TIWI(anO) » on a pour tout x¢ K, ly-x| = max(1, [ xl ). En décom-
posant P(Y) :.% aiYi en produit de polyndmes de degré 1 on montre facilement
que |P(Y)| = llflzf}oax [ai[ , ce qui montre que |K*| = | K(X)*| . 11 suit aussi facile-
ment que le corlps résiduel de K(X) estl'extension transcendante pure k(y) de
k ol k désigne le corps résiduel de K et y I'image résiduelle de Y . On peut

toujours construire une extension valuée transcendante de degré 1 du premier

type d'un corps K ([3], §.10).



Deuxiéme type (ramiﬁé) .- Il existe xoeK tel que fX-xol xrx et rxg_{[Kﬂ .

Z
Alors K et K(X) ontle m&me corps résiduel et |K(X)|=/K¥| r

% On dit que

K(X) est une extension transcendante (valuée) ramifide de K .

Soient Y= X-x_, a,beK, i,jecN avec i#£j, alors IaYil;/lij]

puisque lef est un groupe divisible. Ceci montre que f n ainl = max laiYi'
i=0 i
.y % _ (%l Z . i n _at 1 ,a ntl
et ainsi que [K(X)|=|K¥| L - Seit a¢K, ona 7o —12:10 Yi+1+ — (Y)
. ] 1 n y! 1 Y n+l ) .
8i |Y1>ia] et T om - T e o T (5 $i lY{<fa] » ce gul monire que

Y -a i=0 al-l—I Y-a ‘a
1 : N
KLY, “g] est dense dans K(Y)= K(X)}. Plus précisément tout élément f¢ K(X)
s'écrit de fagon unique sous la forme f= ¥ a ¥Y' avec lim ja| r%r 0 et
icz * lil v 1

i . %! .
< Si K I_1R>O (on R,

nombres réels strictement positifs), il n'existe pas d'extension de K , transcen-

If’ = max lail r désigne le groupe multiplicatif des

dante de degré 1 , valuée, du deuxidme type. S'il existe re R 0 et r gz/|K>€ | ;
. .

alors il y a un prolongement de la valeur absolue de K i K(X) avec IX| =7

(i.e. du deuxizme type).

Troisitme type (immédiat), - Pour tout xcK on a | X-x!> Alors K et

-
K{X) ontle méme groupe des valeurs et le méme corps résiduel. On dit que K(X)

est une extension (valuée) transcendante immédiate de K .

d
Soit P(X)=b { [ (X—ai)eK[XJ » 1l existe xcK tel que }X—xf <IX-aij pour
i=1 d
1<id. Ona P(x)=b || (X-a,) (1+ x-X ), ce qui montre gue
i=1 1 X-ai
| P(x) - P(X) | < | P(X)]| , ainsi | K*| = | K(X| et tout polyndme de K(X)° est
congru & un élément de K modulo K{X)" . Soit a¢K , il existe xc K tel
n (:¢,:~X)i 1 x-%X n+l _
que [ X x| <|X-a] etona X _Ai':}jo (x“a)ﬂ“l (X-2) (x~a ) » €€ qui montre

que K[X] est dense dans K(X) et donc que K et K(X) ont le m&me corps ré-
siduel. Si K est maximalement complet il n'existe pas d'extension valuée trans-

cendante de degré 1 du troisidme type de K . Si (x est une suite d'élé-

n)ng]N

-x | } soit une suifte strictement décroissante
n n+tl ‘ngN

et telle qu'il n'existe pas y¢K avec fymxni ==

ments de K telle que (/x
o1’ an pour tout n=1 ,
alors il existe une valeur absolue sur K(X) qui prolonge celle de K avec

fxn~XJ = |x -x pour tout ngeIN (i.e. du troisiedme type).

n " nitl I
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1.3.2. - Classification des corps topologigues de fonctions d'une variable

Soient K un corps valué, complet, algébriquement clos, L un corps topolo-
gique de fonctions d'une variable sur K, k (resp. ¢) le corps résiduel de K
(resp. L.). Alors L est une extension algébrique finie du complété K{(X)  d'une
extension transcendante pure de K de degré 1 . L'étude qui précéde établit donc
une classification des corps topologiques de fonctions d'une variable sur K en

trois types,

Premier type (inerte) £ #k .- Alors £ estun corps de fonctions d'une variable

sur k , L estune extension inerte de K .

Deuxitme type (ramifié) £ =k .et 1L"l # ]Kx , L. est une extension ramifiée

de K.
Troisitme type {immédiat) £ =k et ILXI = [le . L. est une extension immé-
diate de K .,

Notons qu'une extension algébrique finie de L. est un corps topologique de

fonctions d'une variable sur K du méme type que L ,

DEFINITION. - Soit (M, | . , ) un corps de fonctions d'une variable sur K rmuni
d'une valeur absolue qui prolonge celle de K ; on appelle type de (M, | . | ) le
type du corps topologique de fonctions (M, | .| ).

1,3,3. - Sous-corps fermés d'un corps topologique de fonctions d'une

variable

Soit M un corps de fonctions d'une variable sur K , alors deux éléments
X, Y de M non constants sont algébriquement dépendants. La proposition 1 qui
suit montre que ce résultat a son analogue dans les corps topologiques de fonctions

d'une variable sur ¥K .

PROPOSITION 1. - Scoient K un corps valué complet, algébriquement clos et L

un corps topologique de fonctions d'une variable sur K . Seit F un sous-corps

fermé de 1. contenant K , alors si F %K , ¥ estun corps topologique de

fonctions d'une variable sur K du m@&me type que L et 1. est une extension al-

gébrique finie de ¥ .
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Cette proposition est un raffinement de la proposition 1 de [17] et s'obtient

par la méme méthode. Avant de la démontrer faisons quelques rappels sur les

fonctions analytiques sur un corps valué,

1.3.3.1. - Fonctions analytiques sur un corps valué ([4], théoretme 1. 1)

Soient E un corps valué, g¢E, r>0 un nombre réel,

={z¢E||z-p]= _ . ; o] < .
DE {z¢ ||z Qf\r} (resp DE {ZGEI,Z Q{ r} ) ; on note }CE,DE
l'ensemble des fonctions E-analytiques sur DE , c'est-a-dire les séries entidres
£(Z)= 5 a(Z-9)" ot a.¢E, telles que lim la lr'=0 (resp. lim |

! ! i+ 4o 1 i+t

iz0
pour tout réel r' tel que 0= r'<r),

a., r‘i: 0
i

Soit £(Z)= ¥ a. (Z-8)cx . On définit | £(2)] ar
) 1201( Velg, b ()DEP
1y . |f(Z)lD = sup |a,| r' (qui peut &tre infini},
r oi=zo

Si le groupe des valeurs de E est dense et si son corps résiduel est infini,

| 5(z)| ., = sup |f(z)]

DE ZGDE

(2) Soient F un corps valué contenant E (inclusion isométrique) et ZEDF

un zéro de fci , alors =z est algébrique sur E ,
E,Dg

E est algébriquement clos, complet et si fef}CE p  est sans zéro dans

5i
E
DE , alors
(3) lf(Z)!D = | £(z)] pour tout zg DE .

B

1.3.3,2- Démonstration de la proposition 1

Puisque I. est un corps topologique de fonctions d'une variable sur K, il

existe X¢ L , X¢dK tel que I soit une extension algébrique finie de K(X)

Soit YeF , ¥ ¢ ¥ nous allons montrer que Xg K(Y)”ang ce qui montrera la

proposition 1. Scient

(4) r. = inf |X-x| , r_ =inf | Y-x|
X xc K Y xeK

et D= {z¢ (K(X)alg)h | x-z] <rX} . Pour chaque f£(Z)¢ (K(X)alg)ﬁ(Z) sans
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péle dans D il existe une suite (Xi)‘ d'éléments de K telle que x. ne soit
1

ig N
pas un péle de I, que lim | X-x.| = r_ et que
i 1 X
(5) i#(z)] = lim [f(x)].
D i+ +eo 1
. d d.1 - '
Soient P(Z)= Z +a]Z +...+ad§K(X) [z] telque P(Y)=0 etpour I1<ixd,
n y ' g1 & _ .
(ai(X) )ng p une suite d'éléments de K(X) qui converge vers a. et
fﬁ(z)= vy a?(Z) Yd“3‘+...+ ag(Z) cK[Y](Z). En vertu de (4}, a’i“(Z) pour 1=<i=<d

et ncIN, est sans p8le dans D, il en est donc de mé&me pour fn(Z} , les relations

(5) et (4) montrent que

d
(6) (2] = g
On a fn(X) = fn(X) -P(Y)= (af(X) - a]‘)Yd"1+ et (ag (Xy - ay) par conséquent il
existe n_cIN tel que (avec {6))
(7) L ())<= 11 (2)]
n Y ' n D
0 o

11 résuite alors de (3) que fn (Z) aun zéro § dans D et d'aprés (2)

se ®(Y))™8 . soit D = {2 K(Y) (8)/]2-8l<ry} . Diapres (4),

aliwl(Z} -a?(Z) ¢ K(Z) est sans zéro dans D, il suit donc de (3)

n+l n i n+1 n,, _LYi-_ ] n+1 .0 H jI
< -a.(x Y| x maxia, Z)-a. (Z) = max la, (20 -a (KN [¥Y].
(8) !fn.;{(?‘)'fn(z)inl” max fal (2 ai(z)JD]I I miaxEn] (2) -2 (Z)] | ax fa )

~

L.a relation (8) montre que (f (Z)) est une suite convergente d'éiéments

n ng N
de }CK(Y)"( ), D et {6) montre que sa limite £f{Z} est non nulle, On a

1
. . n d-1
£(X) = lim fn(X} = lim [(ai (X)-a,)Y L

dlapres (2), Xe(K(Y)(8)*8 = (x(¥))

+ ... +(an X)-a,) ] quiestnulle, donc

Dans ce qui suit le mot courbe alpébrique désigne une variété algébrique,

séparée, réduite, i.e. un schéma noethérien de type fini sur un corps, séparé,

réduit, dont toutes les composantes irréductibles sont de dimension un,
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2. - Réduction et releverment de courbes algébriques

2.1, - Réduction analytique des courbes algébriques

Ce paragraphe a pour but de rappeler les résultats que nous utiliserons sur

la réduction analytique des courbes.

Soit (X"GX} une variété algébrique séparée réduite sur un corps K valué
complet, On définit sur X une structure d'espace analytique rigide (Xan, G,6 ..)
([9] ,[51], [7]). Définissons tout d'abord la topologie de Grothendieck ¢ . %
Une partie U de X est admissible si U= X ou s'il existe un ouvert affine (pour
la topologie de Zariski) Y de X avec @X(Y) = K[fl, ,fnJ et

U={yeY]| Ifl(y}f <1,...,] fn(y)f <1}. Un recouvrement {Ui}i de U# X est

1
dit admissible si Ui est admissihle pour tout ig¢l, si UiCUC et s'il existe I'cl
une partie finie avec iUI'Ui: U ., Un recouvrement {Xi}i de X est dit admis-
sible si Xi est admissible et si {XiﬂU }i est un recouvrement admissible de U ,
pour tout U # X admissible. Les admissibles et recouvrements admissibles

définissent sur X une topologie de Grothendieck., On définit ensuite le faisceau

structural 6 an Sur (X,G). Soit Uf X un admissible défini par

U= {yg_YHfl(y),SL...,[fn(y)|5'1] ol Y est affine et @X(Y):K[fl,...,fn] :
soit alors 9 le noyau de l'homomorphisme K.[T1 yeer s Ty 1o x[ f] eers fn] = (QX(Y)
. . : - _K<T> ' '

ol Ti a pour imapge fi . On pose alors @& arl(U} U KeTw - On a donc un

homomorphisme dense de 6 (Y ) 6 an(U) , de plus cet homomorphisme induit

X
une bijection de Spm((gxan(U)) sur UcY . Enfin on pose @Xan('X) = 1‘1_m @Xan(U)

ol la limite projective est prise sur les admissibles U¥# X,

Alors (X, G, 6 apn) €stun espace analytique rigide appelé 1'analytification
de X etnoté XM,

Soit U # X un admissible, alors (U, le y QXaU{ U) est un espace analy-
tique affinofde isomorphe a Spm & an(U)' 51 Vo U #X estune partie rationnelle

de U= Spm 6 (U) alors V estun admissiblede X, Si VcU¥ X  est un ad-

an
missible de X , alors V estune partie affinofde de U= Spm 6 aLn(U)
X

Soient U# X un admissible avec U={yg¥ | ]fT(y)i:Zl, . fn(y)f:il} ;Y af-
fine et @X(Y) = Kffl, e fn] ; H } ”U la semi-norme sur @X(Y) définie par
| £]l. = sup lf(yj| . Alors 'homomorphisme canonique de 6_(Y) dans & _ (U)

u yeU X xan
induit un isomorphisme de (& (Y), ||. || )" (le séparé complété) sur © (Uj .

X U x an
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La proposition qui suit est 1'outil essentiel pour étudier la réduction des courhes

algébriques. Avant de 1l'énoncer nous rappelons quelques définitions.

DEFINITION 5. - Soit & une courbe algébrique sur K , on note (9@ le faisceau

structural de € , si x¢C on note (9(5 « I'anneau local des germes de fonctions
3

régulieres en x . On note R{®} llanneau des fonctions rationnelles sur & .

DEFINITION 6. - Soit K un corps valué complet, algébriquement clos ; on appelle

norme de Gauss sur K[ X] associéed X, la norme notée . “X et définie
pour P(X) =y 2, X' ¢ K[ X] par Il 5 ain” _ maxlaif . Elle se prolonge a
K(X) en une valeur absolue toujaurs notée ” . ”X .

PROPOSITION 2. - Soient C une courbe algébrigue sur K , irréductible,

N . s an . . .
compleéte, non singulidre, & l'espace analytique associé. Soient feR(C)-K ,

o - [ £- = ¢ = 1 = 3
Co={xeC/ien, J, R=6,(cy, 2, {xeaf/lf(xnml}m.@.a I ”zf la
norme sur R définie par |[u{[, = max [u(x)| . Soient R la k-algébre ré-
pormefar R feimepar vl x87 & e
siduelle de la K-algébre normée (R, H ”Z } et f 1llimage de f dans R .

f
Soient I . li , 1=ixs, les valeurs absolues de R(@) gqui prolongent la norme
de Gauss | . ”f sur K[ f] associéed {. Alors on a les résultats suivants
1) Zf est un ouvert affinofde admissible de ;
2) @@an(zf): R, ||. ”Zf) (complété de (R, |. ”Zf));
3) Ilexiste fe,,... ,er} une base de R sur K[ f] telle que
- i - . . . - -
| = )\iei”zf m?x 'Mi”f pour hicK[f} ; ainsiona %an(zf) EiBK<£> e, et
R = - R
LN T e R "
i
4) Pour tout ug¢R omna ”u H = max |u|, = max la.(f) “ ol
L e Ze i iy vy

5 oaf) T e K[ £][T] est le polyndme unitaire irréductible de u sur K[f].
i

Pour une démonstration de ceite proposition nous renvoyons a ([,9] s P 99).
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2.2,- Le penre de la réduction des courbes

Soit tozjours € une courbe algébrique irréductible, compléte, non singulizre
sur K et f¢R{C), fdK ; alors le recouvrement d'affinotdes U={2(5), Z(%)}
a
de ¢ est pur et la proposition qui suit €tudie la réduction de & ® relativement

4 ce recouvrement (cf, [9], p.97).

PROPOSITION 3. - Soient & une courbe algébrique irréductible, compléte, non

. . . . an
singuliere sur K, R(C)= M le corps des fonctions rationnelles sur &, &

l'espace analytique associ€ 3 C . Soient feM, fd K, | | . li’ 1=ixs} les
valeurs absolues sur M qui prolongent ” ”f la norme de Gauss associée a f
sur K[ f], Mi = (M, J . ii) et mi= (M, | . li)ﬁ . L.e recouvrement

an -
LY

a , alors est une courbe algébrique connexe, compléte sur k dont l'anneau
= 2

y . an L
la réduction de & associée

y={zZ(5), z(-;'—;} de ¢®™ est pur. Soit g = (&

des fonctions rationnelles est me) m % m

zx... g

Démonstration. - Soient R la cldture intégrale de K[f] dans M,

Gf = {xe¢C /[ f¢ (90,1(} alors R = @@(@f) . Soit ||, ”Zf la norme sur R définie
par ”u”z = max ]u(x)f . La proposition 2, 2.1, montre que

f *¢Zg
2(fy = Spm (R, “ . ”7 )A est un espace affinofide et R = (R, H HZf)— est une

k-algeébre de type firi. Soit r : Z(f) — Z(f) € la réduction canonigue de Z({) ,
alors Z(f) mz(%) =fxeZ(f) /Hf(x)| =1} = r‘]-(bff) o Dz={y¢ 2(5) | Hy)£ 0] est
l'ouvert principal de Z(f)¢ associéd f. Ceci montre que Z(f) N Z(iﬁ est un

ouvert pur de Z(f). Le recouvrement % est donc pur.

Une conséquence de GAGA ([ 23], [16] pour la version rigide) est que &
connexe implique § connexe, De plus on déduit & 1'aide de [20], proposition 1.1

et de GAGA, que § estune courbe algébrique compléte.

Il nous reste donc & déterminer l'anneau R(8) des fonctions rationnelles
sur 4 , pour cela remarquons que Df est dense dans Z({) € et de méme
c
Dz= DTE est dense dans Z(‘f“) . On en déduit que Z(f)© est dense dans &

Par conséquent R({&)= Fr(R) (l'anneau total des fractions de R ). Le résultat

découle du lemme suivant et de la proposition 2,
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LEMME 1. - Soient M un corps de fonctions d'une variable sur K, f¢gM, féK,

(i . !i , 1=i%8) les valeurs absclues sur M qul prolongent la norme de Gauss
associée’a { sur KR[f], Mi:(M,f.[.l), mi:(M’{'!i)— et

” . ||SI:’d?_vf miax | . ]i appelée norme spectrale sur M . Soient

M° = fxeM, ”x”spi‘:l} , MM“—“-{XEM, ”x“sp<1}, R la cldture intéprale de
K[f] dans M, R°=MNR, R” =M"NR. Alors

o

M R®
Fr(Moo) = Fr(Roo ) = mlx mzx ms

Démonstration. - Considérons le diagramme commutatif suivant ot r, s sont
8 co les surjections canoniques, A 1'homomor-
M° w M /M J q
phisme diagonal et & 1'injection déduite
A &

par passage au quotient, En fait 6 estun

homomorphisme d'anneaux puisque le
P p q

M;KMQK...xM;—‘E"*m

2 W oesew ITY

1 s théoreme d'approximation pour les valeurs

(<1

absolues ([ 3], th. 2, p. 136) montre que la diagonale A(M ) de I\/I1 % eee ¥ M;

est dense dans M; ¥ oeeew M; . Pour achever la démonstration de ce lemme, il
° t

suffit de remarquer que tout élément uc M  s'écrit sous la forme Slzf) ol

u‘gRa et S(fleK[f] avec ”S(f)”f:1.

Soient M un corps de fonctions d'une variable sur K, fe¢M, f@/K et
(M, f . [i)1‘<i< o le corps M muni des différents prolongements de la norme
de Gauss sur K[ f] associée 3 f . Alors on peut exprimer le genre de M en

fonction des genres des corps de fonctions m, = (M, | .fi)_ sur k.

PROPQSITION 4. - Soient K un corps valué complet, algébriquement clos,

M un corps de fonctions d'une variable sur K, ¢ une courbe projective irré-

ductible non sinpuliere dont M est le corps des fonctions rationnelles ([14] :

p. 39-46). Soient feM, f{K, {| ']i}1<~i<s les valeurs absolues sur M qui
prolongent la norme de Gauss “ . ”f sur K[ f] associéed 1, Mi: (M, i . fi)
1

et m, = Hi le corps résiduel de M. . Soient Y = {Z(f), Z(F)} le recouvrement

pur de e associéd f (proposition 3}, ¢ = (Gan);( la réduction de ¢

relativement a % . Si pc4 , on note ﬁ@@ b la cldture intégrale de (9(5, o dans
R{(4). Soient g(M) (resp. glm;)) le genre du corps M (respg m, ).
s
1) Onala relation : g(M)=1-s+ x g(m)+ » dim_ —a R
i1 Y peg %, p

2) Ona: gM)= R g(mi)
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Démonstration. - Montrons la relation 1),

Lia proposition 3 montre que les composantes irréductibles de & sont au

- c g =g 4 1L
nombre de s, on les note, (cgi)liiis . Soit 1 : @& 4, g — @

la normalisation de § ( @*’i est la normalisation de la courbe irréductible § ).
i

iy o i 1
Alors &(gi)z ﬁ,(é’i)x m, {proposition 3) et g(mi): d1mkH (é’i ' %.) .

i
On sait calculer le genre arithmétique de & (L 9], p. 158). En effet, consi-

dérons la suite exacte de faisceaux, 00— @Cs-m—--} uM G A s 0 o1 A

g &
est le faisceau gratte-ciel défini par A = ""@i""ﬂ” » on en déduit avec la longue
é.p
suite exacte de cohomologie la formule
(9)  dim (5,6 )= dim H(s,0 ) -dim HO(F, 6 o Bep 1w
' 04 K (S’(S)— m, HY(&, &,Hg dlmk(g *dim, H (4, 65)
ped &.p ¢ &

Mais dim 10 (6,6 )=1, dim HQ('&T, G~)=s, dim I—Il(m, Gr)= v g(m.) etle
k & k & k ' 1< L
et le théortme 2.8, p. 17 de [1] montre que dimkHl(cS , @(5') = d:irnK Hl(@an , 6 )
an
et GAGA ([23],[16]) montre que dimK Hl(ca“, (g}can) = dimK Hl(a,@@) ©

d'ol la relation 1) avec (9).
Montrons la relation 2).

I1 suffit pour cela de démontrer 1l'inégalité

~

&

(10) 5 dim -(-gi‘—g -8+ 120
pecé &,p
Soit n_ le nombre de composantes irréductibles de 4 qui passent par p,
?.Q_.LR
alors np~ 1= dimk o et pour montrer (10) nous allons montrer l'inégalité
&,p
plus forte
(11) ¥ (np-l)—erI?_O.

pecé
La démonstration de (11) se fait par récurrence sur le nombre s de com-
posantes irréductibles de & . Si s=1 la relation est évidente. Supposons donc

g>1. Soit cg] une composante irréductible de £ , on note Py plz"" ,p;
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les points de (Sl par lesquels passent plus d'une composante irréductible, Soient
_&1 , .492 y v s .Br les composantes connexes de ces points dans ;ZJ cﬁ'i . On note
il

(Si)i*i —_ le nombre de composantes irréductibles de ﬁi , on a par hypotheése

de récurrence

(12) 2 n -2)+ x (n -1)-s.+12 0,
ped g, P ped-ngy P '

ol n_ désigne toujours le nombre de composantes irréductibles de § passant
par p . Sommons alors les inégalités (12), on a :

7 on-1)=x[ v (np—l)+ 3 (np—l)]&i)_f: 5. = s-1
pcg T i peb ng, P, ~(8,18,) i

c'est-a-dire (11).

Remarque. - Sous les hypothéses de la proposition 4 une condition nécessaire et

suffisante pour que g{M)= g(ml) est que les conditions suivantes soient réalisées :

a} La composante cS] est non singuligdre ;

b) Les composantes irréductibles de § autres que é'] sont isomorphes a

1
ka ;
c) Les points d'intersection des composantes irréductibles de & sont des
points d'intersection multiple ordinaire (i.e. : en un tel point p si np désigne

le nombre de composantes irréductibles passant par p, on a
K[ Zioons znpl}

] )_
) Z.Z).,
8,p (z, J)1<J

&
d % (n-1)=s-1 oh np désigne le nombre de composantes irréductibles

Ped
passant par p.

Par suite, 1'égalité g(M) = g(ml) n'implique pas 1l'unicité du prolongementa

M de la norme de Gauss sur K[f] associded f,
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COROLLAIRE. - Soient K un corps algébriguement clos, valué, complet,

L DK un corps topologique de fonctions d'une variable sur K, Soient k (resp, L)

le corps résiduel de K (resp. L) . On suppose 4 #k . Alors s estun corps

de fonctions d'une variable sur k dont le genre satisfait g({) SthOP(L)

Démonstration. - Seit M un corps de fonctions d'une variable sur K tel que

M =L (complété de M pour la valeur absolue induite par L ). Soit fe 4 -k

et f un relevement de f dans M , alors la valeur absolue sur L induit la norme
de Gauss sur K[f] associée i f et L est le complété de M pour une valeur
absolue prolongeant la norme de Gauss sur K[f] associded I, et pour cette
valeur absolue le corps résiduel de M est { . On peut donc appliquer la re-

lation 2) de la proposition 4, par suite g{M)=g(t). D'ol le résultat,

2.3.- Relevement d'une courbe alpgébrigue plane

DEFINITION 7. - Soit Io une variété algébrique projective sur un corps k ;
soit A un anneau local noethérien complet de corps résiduel k , Un reldvement
de xo sur A est un schéma X propre et plat sur A, tel que IAxk soit

isomorphe & X .
0

D'apres Grothendieck ([12]) 1'existence d'un relévement est assurée dans

le cas ol IO est une courbe lisse ou plus généralement si IO est lisse et si

certains groupes de cohomologie sur 1’,0 sont nuls,

On sait, d'apres Serre ([24]) que pour certaines variétés I_ sur k
{(car k=p>0) iln'existe pas d'anneau A (avec car A = 0) pour lequel 1‘,0

admette un reléevement,

La notion de relevement d'une variété algébrique IO sur k s'étend de manigre

évidente au cas oli A est l'anneau de valuation d'un corps algébriquement clos

valué complet.

Le théoreéme qui suit est un théoreme de relévement de courbes planes avec

des conditions sur les singularités.
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THEOREME 1. - Soient K un corps algébriquement clos, valué complet, k son

. . , - . 2 ..
corps_résiduel, 4 une courbe projective irréductible de ka définie par le

polynéme homogene £X, Y, T). Soient P, =" xi P Yy ti T, 1<is<m les points
ginguliers de 4§ ; on suppeose que PyseessP, sont des points doubles ordinaires.

: . e 2 PP ~
Alors il existe une courbe projective intépgre ¢ CIIPK définie par un polyndme

homogeéne F(X, Y, T)eK [ X,Y,T] avecles propriétés suivantes

1) Ona X, Y, T)=F(X, Y, T) o F estl'image canonique de F
dans k[ X, v, T].

2) La courbe @ admet m points singuliers P ="X , v , T.7 .

1 A i e i
[ Xi Yi Ti b
ce sont des points doubles ordinaires et on a P, = (Tl_‘) ) (—1‘1'“) , ("1‘;“‘) , ou uigK
i i i
avec fuii = max(IXi, R inl , I’I‘i! ).
Démonstration. -
Si car K = cark .- Il existe k'K un sous-corps de K tel que l'applica-

tion de réduction r : k'~ k'°/&'"° = k'Cw k soit un isomorphisme entre k'
et k. On note s 1'application réciproque. Soit £{(X,Y,T)= 3 Ao XlY‘]Tk
i itjtk=d
alors F(X,Y,T)=: ¥ S(ai‘k) X' v! T convient.
i+jtk=d

5i car K +0 et car k=p>0 .~ Quitte & faire un changement linéaire des

r “

variables, on se ramene au cas ol les points singuliers p, = X0 ¥y t.
i 1
vérifient t, = 1 pour 1=i<m , ce qui ram?ne la recherche de F & un probléme

affine,

Pour simplifier les expressions nous posons (X, Y, 1)= v aij X'y .
itj=d

La construction de ¥ se fait par approximations successives, pour cela

nous utilisons le lemme suivant qui permet de travailler dans un anneau de valua-

tion discrete.

LEMME 2 ([6], p.6). Soient K un corps valué complet, k son corps résiduel.

Alors il existe K] < K un sous-corps fermé tel que la valeur absolue induite

par K sur K] soit discréte el que k soit une extension alpébrique purement

ingséparable de kl ,» le corps résiduel de Kl . Si K est algébriquement clos,

on peut choisir K] tel que k] =k,
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. Soit K, un sous-corps de K discritement valué (i.e lKif =~Z) tel que
K
I"{"%‘; =k, On note 7w une uniformisante de Ko Si oug Ko , on note 4 son
1 '
image dans k et si Q(Ti)gK [Ti]ig X Q(Ti)ngTi:i'iEI désigne le polyndme
dont les coefficients sont les images résiduelles des coefficients de Q(Ti)'

Soit F(X, Y, Z )= = Zi_XlYJ(;Z[X,Y,Z

..].+.< 4 Pour construire
itjisd Y R
F(X,Y,T) onproctde par récurrence. Soit ng¢ w¥, supposons construits pour
tout s, 1=s<n, m points Pts= (xf , ys , ij)i,j , 1<t=m tels que
f . 5 S <] o - e e
i) Xt s Yt s Zij cK si 1=t=m et 0=i+j=xsd
ii} :;[-: X = Z,, = a
(13) | e - %t Ve T Ve By T
s s-1, s-1 s s-1, s-1 s-1, s-1
iii) x, =% (rr ) Y, EY, (m ), zo =z (i )

pour l<s<n
1] 1]

iv) F(Pf) =0(m"y , F’X(Pf)go(ws) , FY, (P:)a 0@m®)

pour 1<s<¥n .

. +1 n+1 n+1 +1
Nous allons constiruire Pn = 0

D Zij ) pour 1st=m , tels que

les conditions (13) soient réalisées au rang n+l. Pour cela posons pour I1<tSm

nt1 n n o

rxt SRR é(xt) , 6(xt)€K1

l n+l n n o
(14) V oy, "=y o+ 8y »  BlyJeK,
n+1 n n o

\ Zy = Zij + 17 5(zij) , 6(zij)€K1

Appliquons la formule de Taylor. Avec (14) on a

F(P_HH):F(PRHF' (Fyn® b(x ) +E (P sy )+ v Bt (PHynP ez, el
t [ X't Yt t iy 4.0t ij
(15) ° ’.] 1.}
ol eeKl .

Puis par division par m et réduction modulo K'° on obtient avec (13) et (15)

i ! n+l -1t n
(16) 15~J X, ¥y é(zij)—ﬂ F(Pt ) T F(Pt)

La méme méthode appliquée & F' et F’Y fournit les équations
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: I " — 1 n'{] o, n

(07 Ty BT o) BT LYy leg By = 0 ey (BT - M)
R T 8 B IR T e - . n+] n._, n

08) 3y BT ey (R SO £ (e BT = (P L (PY)

Considérons les équations (16), (17, (18). Les conditions (13) seront
réalisées au rang ntl si et seulement si le systéme suivant d'équations aux incon-

nues 6(xt), 6(yt), §(zij) pour I1=t=m et 0=i+jsd admet une solution dans k

5 xz yi 8(z,.) = -m  F(P

i, 1} t )

A B S B d T e Pyl -n n

(19) is_:} X, yté(zinfXZ(th )+ 1y () by = -m T FL(P)
0

J ] Py T Y B P2 - } n

i x, Vt 8z, iy () Olx) + £ 5(py) Blyy) = -m " FL(R)

\ 1] Y

I suffit en effet de choisir pour 6(xt) , 6(yt) , é(zij) des relévements dans

K; d'une solution de (19}.

Nous allons montrer que (19) est toujours résoluble, en effet, soit

(d+1}(d+2)
2

avec O=g+p=d ., Alors le lem-~

M(PysPossesp ) lamatriced m lignes et colonnes dont la
1772 m

pleme. ligne est constituée des mondmes xf yf
me qui suit montre que le rang de W((p} s een ,pm} est m et on conclut en re-

marquant que le déterminant

" {p, £+ (Py)
<2 £/ £

Peglpy) 1 olpy

est non nul puisqgue est un point double ordinaire.
P q Pt P

Pour un énoncé plus général du lemme qui suit nous renvoyons a ([8],

ex. 8,32, p. 213). Ce lemme est une conséquence du théorgme de Riemann-Roch,
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LEMME 3 ([8] ).~ Seit k un corps algébriquement clos., Soit 4 une courbe

projective plane irréductible de degré d, sur k . On suppose que les points

singuliers p],... ,pm gﬁ & sont des points doubles ordinaires, Soit

f est homogene de depré d

V(s pypyeeip) = (IekIX Y, 1D/ fp,)=0 pour 1%i%m }

Alors V(d, Py»Pys s P JU {0} estun sous-espace vectoriel de k(d(d+3) /2)+1

d({d+3)
2

de dimension -m+ 1,

La suite (P‘:)nE Nt ©st convergente {pour tout t), soit P::O:(Xt Y, Aij)
de coordonnées projectives rXt Y, 1 L

sa limite et soit Pt le point de IP
(343
(i Dex{x, v, T,

K N
pour 1<t%m et F(X,Y,T) = ¥ Ai.XlYJTd
0sitjsd ¥

Les conditions (13) montrent que F(X,Y,T) vérifie les propriétés suivantes :

(i) F(X,Y,T)eK°[X,Y,T] est homogene irréductible de degré d et
F(X,Y,T)= £(X,Y,T);
. = 1 = ! o~ .: ::; ;
(20) | ii) F(Pt) F,X(Pt) FY(Pt) 0 pour 1=t=m

iii} les points 1:;: sont deux a deux distincts

F"_(P ) . FUu (P)

iv) le déterminant xe t YX't
H 1

FuosB) FYZ(Pt)

est non nul,

\
Montrons maintenant que les seuls points singuliers de la courbe plane C

définie par le polyndme homogeéne F(X, Y, T ) sontles points Pt , 1&t=m .

En effet, soit P=" XO ) Yo ] To 7 un point singulier, Nécessairement puis -
que 4 n'a de points singuliers qu'a distance finie on a JTOi = max (] Xof : [Yoj ).
On peut donc supposer que TO =1 et lXol =1, IYoj %= 1. D'autre part, puisque
F{X,Y,T) GK]_E X,y,T), Xo et YO sont dans une extension algébrique finie
de Kl et donc dans un corps de valuation discrete, on peut supposer que Xo et
' est un point singulier de ¢ donc P= P,

Y ¢cK Le point P="X ,Y ,1
o o o

1
o
Si P;-[Pt , il existe n tel que P=Pt+TTn6P ou 8P =(bx, 6y) avec
o o
max(|6(x)],18y|)=1. La formule de Taylor appliquée 2 F'X et F‘Y montre

que
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£ no(p n =
8 x FXZ( A 1+ 8y FXY(Pt ) =0
1 t -
bx FXY(P{: ) +oy FYZ(P’C ) =0
o 0

ce qui montre que P, n'est pas un point double ordinaire de & contrairement &

1'hypothese., Par suits P = Pt
o
On déduit alors avec (20) que le polynéme F ainsi construit satisfait aux

conditions 1) et 2) du théorgme 1.

K -,

Remarque, - Soit X = Proj K [X, ¥, T] alors X ¢ k=g et %

X
TFEX, Y. T)) K Re
X est donc un relévement de & sur K°

COROIL.LAIRE. - Soient K un corps algébriquement clos, valué, complet,

I.DK un corps valué complet pour une valeur absolue | . | prolongeant celle

de K ., Soient k (resp. 4) les corps résiduels de K (resp. I.). QOn suppose

que f es8tun corps de fonctions d'une varjable sur k , alors il existe Mo L

un corps de fonctions d'une variable sur K vérifiant les propriétés suivantes

1) le corps résiduel de (M, | . f } est

Démonstration. - Nous montrons d'abord qu'il existe

(x,Y,T)= 5 a . XYTXck[X,Y,T] homogene de degré d, irréduc-
i+jtk=a 1jk _
tible avec P 1 et x¢p , yeb4 avec les propriétés suivantes

i) £=k(x)(y) ou £(x,¥,1)=0 etl'lextension f de k(X) est séparable ;

2
ii) les points singuliers de la courbe V(f) c:IPk sont des points doubles ordi-

naires,

En effet, considérons la courbe projective irréductible, non singuligére G&
sur k dont le corps des fonctions rationnelles est ¢ ([14], p. 39 & 46),
Soit alors C‘L{é une courbe projective plane irréductible birationnellement équi-
valente a @4; et dont les points singuliers sont des points doubles ordinaires

({141, p. 314). Soit £(X,Y,T)= Zk daijk X' v? Tkg k[X, Y, T] un polynéme
i+ jtk= ;

irréductible avec Géz Vi) ka . Quitte a faire un changement de coordonnées
projectives on peut supposer que a =1.

o,d,0
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Par construction ona 4 = k(}—c)[‘.{r] avec 32({{, s ?rg{; algébrique, de degré

d sur k{x), plus précisément fx,y,1)=0.
Si cark = 0 alors i) et ii) sont vérifiées par H{X, Y, T),X, y.

Supposons donc que car k = p>0 et que f‘Y= 0, c'est-a~-dire que l'exten-

sion £ de k(X) ne soit pas séparable,

Soient uek et h(X, Y}=£(X+u¥, ¥, 1). Pour une infinité de valeurs
de u, hu est un polyndme de degré d en Y . De plus
1 1
hL;_ (X, Y)= uf‘X(X+uY, Y, 1). 5ipour une infinité de valeurs de u , h‘; =0,

alors f,.=0 etdonc £X,Y,1):= g(xP, YP) ou g(X,Y)ek[ X, Y], ce qui

est impossible puisque f est irréductible et k algébriquement clos, Soit u € k
u u
tel que h (X, Y)= f(X+uOY , Y,1) soit de degré d en Y et tel que (h;)' £0 .

Alors l'extension {,zk(}?—uoi})[?] de k(;c-uc)?) est séparable de degré d et

Ug -
h (x—uoy,y)=0 .

u
= 1%, o(_}T_{ . '—,‘%) alors la courbe V(f)CIPE est isomorphe
2

cIP . Ainsi, quitte & changer f{X, Y, T) en hl(X, Y, T),

Soit h (X, Y,T)=T

a la courbe V(h})
X en S'E'—uo?r", les conditions i) et ii) sont satisfaites,

Construction du corps M satisfaisant le corollaire

On applique le théordme 1 a la courbe & = V(f) CIPE . Soilent
(X, Y, T)eRK[X,Y,T] et cC-= V(E)CIPf{ construits au théorgdme 1 et
considérons x¢ I, un releévement de x¢4 . Alors le polyndme
Flx, ¥, 1)eX(x)°[Y]eoL'[v] a pour image résiduelle f{x, Y, 1} ¢k(X)[Y]cgl Y]
et le polyndme f(x,Y, 1} estun polyndme séparable de degré d dont ¥ estune
racine simple {condition i}). Le lemxme de Hensel montre alors que F(X, Y, 1)

admet une racine yg L telle que l'image résiduelle de y soit v .
Soit M = K{(x)[y]. La condition 1 du corollaire est clairement satisfaite,

Puisque 4 = R(4) (le corps des fonctions rationnelles sur & = V(f]) et que
& < 11313 est de degré d avec m points doubles ordinaires (condition ii) })

alors (L8], prop. 5)

(d-1)(d-2) _

(213 glt) = >
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De m&me, M =R{) oh C = V(F)cIPf( est de degré d avec exactement

. . . - . (d“ } ( - 2
m points doubles ordinaires (théoreme 1} et donc g(M) = 1 5 d:2), m ,
ce qui avec (21) montre que M satisfait la condition 2.
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3.~ Le genre topologique d'un corps topologique de fonctions d'une variable du

type 2 et du type 3

Nous montrons que si L est un corps topologique de fonctions d'une variable
sur K dutype 2 ou dutype 3 {cf. £1.3.2) alors le genre topologique de I,

est nul,

On fixe dans ce parapgraphe un élément X de L transcendant sur K ,

Alors L estune extension algébrique finie de K(X)" (prop. 1, §1.3.3).

Nous allons construire Ye¢L tel que L=K(Y) . La démonstration se fait
par récurrence sur le degré de 1'extension L de K(X) . Les démonstrations
sont essentiellement les m&mes si 1. est du type 2 ou 3 mais cependant plus

délicates dans le cas du type 3.

3.1.- L.e corps topologique L est du type 2 (ramifié)

On montre le théoreéme suivant :

THEOREME 2. - Soient K un corps valué, complet algébriquement clos, L DK

un corps topologique de fonctions d'une variable sur K du type 2, alors

Ly=0.
Erop )
Remarque 1.- Si K estmunide la valeur absolue triviale, ce résultat est équi-
valent a 1'énoncé bien connu : "Toute extension algébrique finie d'un corps local

d'égale caractéristique est un corps local'.

Remarque 2. - Le théoreme 2 est démontré dans [ 20] dans le cas ol K est

algébriquement clos et maximalement complet.

La démonstration nécessite plusieurs pas., Dans un premier temps (§3.1.1)
nous démontrons un lemme fondamental qui sera utilisé dans chaque pas de la
démonstration ; il donne une condition suffisante pour qu'un élément Y ¢ K(Xfalg
vérifie K(Y) = K(X)~ (lemnme 6). Dans un deuxitme temps (§3.1.2) nous dé-
montrons un lemme de structure des extensions algébriques de K(X)  de degré

non divisible par la caractéristique résiduelle de K lorsque celle-ci est non

nulle (lemme 8) ; nous obtenons ainsi le théoréme 2 pour de telles extensions.
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Dans un troisiegme temps (§ 3.1.3) nous démontrons le théoréme 2 dans le cas

ou l'extension L de K(X)A est cyclique de degré p égal & la caractéristique
résiduelle de K lorsque celle-ci est non nulle, Nous sommes amenés, comme il
est usuel dans ce genre de situation, a distinguer le cas ot car K= p (théorie
d'Artin-Schreier) et le cas ot car K = 0 (théorie de Kummer). Dans le §3,1,4,
nous traitons le cas des extensions galoisiennes de K(X)*, puis dans le § 3.1.5,

le cas général,

3.1.1, - Lemmes pénéraux

LEMME 4. - Soient E un corps valué complet, F une extension alpébrique

finiede E, [F:EJ] le depréde F sur E , p la caractéristique résiduelle

de B, pizmax(p,l) , e l'indice de ramification de ¥ sur E et f le degré

résiduel de F sur E . Alors il existe un entier d définipar : [ ¥ : E] = efp;1 .

Clest le '"Defecktsatz" d'Ostrowski ({191, [3], §8, ex. 9).

Nous énoncons maintenant un lemme qui donne une condition suffisante pour
que YeK(X)" vérifie K(Y) = K(X)" . La démonstration utilise d'une part la

.t e 1 ~ .
densité de K[ X, 3—(] dans K(X) , puis le lemme de Hensel sur les corps valués,

Il est intéressant de rapprocher ce lemme de la proposition 1, §1.3, 3,

LEMME 5. - Soient K un corps valué complet et algébriguement clos et K(X)

une extension valuée transcendante de K du type 2 . On suppose de plus que

| x| :xienkfi | X-x|, c'est-a-dire que [(X|¢ |K*| . Soit YgK(X}A tel gue
[ v-x| <%, alors K(x) = K(Y)"

Démonstration, - Soit T¢K avec 0< [nf <| X| , alors il existe bﬂ,QK(X)A et
n 1
P(Z)= 3 a Z ¢cK Z,"""],dIN tels que
(Z) Z 2% [z, € q

(22) Y= P(X)tb et lbﬁ|<inl.

Puisque |Y-X!| < | X!, onaavec (22)
f a1~1, <]

(23) )
faan<lX| pour n#1
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Soit Q(Z) = zd( b anYn"]‘ z™ - 1) alors (23) montre que Q(Z)c K(Y) " [2z].

<n " .
Le corps résiduel de K(Y} est k puisque K{X) est une extension finie de

i — - a
K(Y)} , et l'image résiduelle Q(Z) de Q(Z} dans k[Z] est Q(Z)=27Z (z2-1) .
Le lemme de Hensel appliqué au polynédme Q(Z} montre alors qu'il existe

ceK(Y)™, OLTTGK(Y)A, a; Bj EK(Y)Aalg tels que :

,C*1|<1: ICLTT”]AJ<1’ ja1;<1: tB,]‘<1
(24) et
(z) = e(z-a) T T(2-ap [ T(1-,2)
i

i

mais avec (22) on a

b
X _xda, ’n
(25) o) = &)
De (24} et {25) il résulte alors que !xuale = leT| <|m . On conclut en faisant

~

tendre |m| vers 0 que X ¢K(Y)

LEMME 6.~ Les hypothé&ses sont celles du lemme 5. Soit p la caractéristique

résiduelle de K . Soit s¢ IN* , tel que p ne divise pas s si p>0 (sans condi-
alg IS

tion si p=0 ). Soit YeK(X] tel que Y° cK(X) et [¥°-X°|<]x Alors

K(Y) = K(X)"

Démonstration. - On peut écrire v® sous la forme Y°= X° (1+p) oh peK(X)

et fp ]<1 . 51 p>0 et p ne divise pas s il existe TEK(X)A tel que

I+p= (1+'1‘)S . Par conséquent, il existe (£K une racine s-igme de l'unité telle
-1

que Y= X(1+T) et donc | Y -X| < | X| ; le lemme 5 permet alors de

conclure,

LEMME 7. - Seient K un corps valué complet, algébriquement clos, K(X) une

extension valuée transcendante de K du type 2 . Soit L. une extension algébri-
¥

est cyclique.

gue finie de K(X) , alors le groupe

| (X

C'est une conséquence immédiate de la structure des sous-groupes finis de

% puisque K est algébriquement clos,
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3.1.2.- Le corps L. est une extension de K(X}h de depré n non di-

visible par la caractéristique résiduelle p de K, lorsque p>0
alg

Soit L. une telle extension et soit YgK(X)ﬁ tel que vhe x ; nous allons

montrer que L = K(Y) .

LEMME 8, - Soient K un corps valué complet, algébriquement clos, K{X) une

extension valuée transcendante de K du type 2 . On suppose que ,Xl Q/[ KX I .

Soient p la caractéristique résiduelle de K et n¢ N , Oon _suppose gque p ne

divise pas n si p>0. Soit YeK(X) 2lg tel que Y'= X . Alors K(Y) est
K(Y)*

est cycligue
FR(x) |

l'unigue extension de depré n de K(X) , le groupe

d'ordre n .

Démonstration. - Soit L une extension de K(X) de degré n , les lemmes 4
L[¥

. | K(X) |

corps résiduel de K(X) est celui de K qui est algébriquement clos). Soient

et 7 montrent que le groupe est cyclique de cardinal n (parce que le
~al
donc mgL avec fTrIn = | X| et YeK{(X) 8 Lvec Y"= X . Considérons
X ]
le polynéme z. € L [z], il est résiduellement totalement décomposé {car
.om
p ne divise pas n si p #0). Le lemme de Hensel montre alors que YoL et

puisque [K(X) (Y] : K(X)]J=n , ona L =XK(X)[v]=K(Y) .

3.1.3.~ la caractéristique résiduelle de K est p>0 et L estune

extension cyclique de degré p de K(X)

On a le résultat suivant :

LEMME 9. - Soient K un corps valué complet, alpébriquement clos, K(X) une

extension valuée transcendante de K du type 2 . On suppose que la caractéris-

tique résiduelle de K est p>0 . Soit L une extension cyclique de degré p de

- - L
K(X) , alors il existe Y¢ I tel que K(Y) = L et que le groupe ‘K(X)x‘ 50it
cyclique d'ordre p .,
Démonstration. - Quitte & faire une translation sur X par un élément de K ,

on peut supposer que |X[ Q/ I K , .
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a} La caractéristique de K est aussi p

l.a théorie d'Artin-Schreier et le lemme de Hensel montrent qu'il existe

P(X e K[ X, ';‘:] tel que I, soit l'extension définie par une racine de 1'équation :

(26) ZP oz P(X) =0

i t
Ecrivons P(X) sous la forme P(X)= ¥ aX = % ¥ a _X P (pft signi-
icZ ° rgIN p}/t r

T "
fie que p ne divise pas t). Soient b ¢ K tel que P =a 81 p}/t et
tpr tpr tpr
&, 55 b ., posons alors
t T tpr
t
(27) QX) = & a X,
prt
et considérons 1'équation suivante
(28) ZP 7z -(x) =0
Alors il résulte de (27) apres un calcul élémentaire que P(X)-Q(X) = R(X)p~ R(X)
8
ot R(X)= v X (b Xt)p et (26) et (28) définissent la mé&me extension
rz1 0<s<r-1  tpT
pJt
L =K(X)(T) ob T estracine de (28). Mais puisque le polyndme
t
2P 72 -Q(X) ¢ K(X)[2] estirréductible, ona |T|P = |Q)] =| o, X% on

¥ . e

est cycligue dlordre .
% (3 | yerd P

Montrons maintenant qu'il existe Yg L. tel gue L =K(Y)

P J/to par suite le groupe

t - -
Soit SgK(X)ﬂa'lg tel que S ° =z Q(X), le lemme 6 montre que K{(S) = K(X)

Considérons le diagramme ci-contre
d'extensions algébriques (proposition 1},
Le lemme 8 montre que

t
[K(S): K(8°)"]= t, Ppuisque p/V t,

)
Et puisque T satisfait (28),
\ / [R(T), RIQ(X) 1=p et donc
LL:K(T)]=t . Mais le lemme 8 appli-
K(Q(X)) = K(5©)" SR o
qué cette fois a l'extension L. de K(T)

-~ . ~alg to
montre que L =K(Y) ou Yg¢K(T) et Y =T



32

b} La caractéristique de K est nulle

Nous allons énoncer trois lemmes é€lémentaires.

LEMME 10. - Soit K un corps valué complet. On suppose que la caractéristique

de K est nulle et gue la caractéristique résiduelle de K est p>0 . Soit agK ,

tel que |a]<| pl (p/p-1) , alors (l+a) QKP ol KP = {bp/bg:K 1.
La démonstration est bhien connue.

LEMME 11, - Soit K un corps valué de caractéristique résiduelle p>0 .

Solent u, vcK tels gque |U|<‘Pj et JVp!<,pl. Alors
f(1+u+vp)(1-v}p - (1+u-p v)| < [p}(P/P~1)

LEMME 12, - Soit K un corps valué de caractéristigue résiduelle p>0.

T
Soient u, vgK et reIN* et crgK tels que |uf<fp], }vpf<fpl ,

T

2 T
PHPH T s (Thub ) (1+ute v)‘1€KP .

(c_)F =(-p)

r
C'est une conséquence facile des lemmes 10 et 11,

Démonstration du lemme 9 lorsque K est de caractéristique nulle.

Soit donc I, une extension cyclique de degré p de K(X)h. L.a théorie de
Kummer montre qu'il existe P(X} = & a. X' avec | lim fail [ x| Y= . tel que
icm 1 lil 5 o
L soit 'extension définie par une racine de 1'équation

(29) zP - p(x)=0.
- tpt
On peut écrire P(X) sous la forme P(X)=a + % _ ¥ a X ol
© teZ reWN  tpT
I
toP © Pjt
a _eK et |[P(X)=]a X | . Si r =0 et t £ 0 leslemmes 6 et 8
tp* tpl'o o o
permettent de conclure comme dan;g 1e1 cas a}. Si ro >0, quitte & faire le
tOP 0
changement dans (29) Z = U(X b) ot bheK et bP=a r et & changer
o
top
P(X) .- _ ;
P(X) en T, On sé ramene au cas ol r = 0 et to =0 . ]l reste donc a
typ
a ry X
top

fraiter le cas ol :
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r
P(X) =1+ ¥ a rti
3 t
(20) ot teZ", p/t, reN P
[e(x)-1] <1
Posons
(31) =% a X et veld4 a ‘ti
pit ¢ tez* o, r=1 p?
u bt n
Alors P(X)=u+v = V(1+1H(1_V))” v(].+un§0 (1-v)7) .
D'apres (30) et (31), on peut écrire
, P . tpr—l
v=w +tz ot w1+ ¥ b X
p/rt, r=1 tp”¥
(32) § avec b _¢K et (b )P=a
tpr tpr tpr
et |zi=|pl

[&.e]
Alors P{X)= wp(]‘ + "EI;“"“') (1+u ¥ (].—v)n) et 1'équation
n=0

(33) zP_(x) = 0

ou P(X)= WPQ(X) , définit la méme extension que (29}, Les conditions (32)

impliquent que Q(X) a la forme

(34) Q(¥)=1+u ¥ (1-—V)n+TT o mMeK(X) et fal<|pl.
n=0

. t
Soit t. tel que Ju] :I Soa Xtiz|a Xll:»]a Xt! si t#¢
1 t t t 1
pft 1
t
Dans le cas ob |u| =lat X "|>|pl, avec (30) et (34) on peut écrire
- 1
t

Q(X):'.{+at XI(]+p) ot peKR(X) et |p|l<l, etpuisque p/ft1 les lemmes
1

6 et 8 perxhettent de déduire,comme dans le cas a), l'existence de Yec L tel
X

K (X est cyclique de degré p , il suffit

que L =K(Y) . Pour montrer que

de remarquer que le polyndme (2+1)F-Q(X) cK(X)[2] estirréductible par

suite si T désigne une racine de (33), alors L = K(X)A[T] et

fT-1P = a, x
tq
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t
Dans le cas ol Iu] = lat X Ils.lpj , on peut écrire Q(X) sous la forme
1
(35) Q(X)=1+ » 4b X°, avec b €K et |b X5 <|pl
kéJ%% k k k
et grdce au lemme de Hensel on peut supposer que bk = 0 sauf un nombre fzini.
r r
Soient pour tg¢ z*, p/kt et r¢ ™ , ¢ cK tels que (c )p =h (—p)p+P T..tp
. - r r r
et tp tp tp
t
(36) RX) =1+ 5 {(b+3y ¢ )X .

Le lemme 12 joint aux relations (35) et (36) montre que Q(X)[R(X)]klng(X)*]p
et donc les équations zP. Q(X)=0 et zP. R{X)= 0 définissent Ia m@me extension
de K(X) . Mais il existe un entier tO #0 tel que R(X)= 1+ dtOXto(1+p} ol
dtoeK s D eK(X)‘ , [p[ <1 et p/f' to . On acheve alors la démonstration comme

précédemment,

3.1.4. - Le corps L. est une extension galoisienne de K(X)A

-~

On a le lemme suivant qui régle le cas des extensions galoisiennes de K(X)

LEMME 13. - Seient K un corps valué complet, algébriquement clos, K(X) une

extension valuée transcendante de K du type 2 . Soit I. une extension algébrigue

finie et galoisienne de K(X) . Alors il existe Ye¢ L tel que K(Y) =L et

.
K(%)*

I est un groupe cvclique 3 [ L :K(X)h} éléments.

~ . ™ .
Démonstration. - Soit I une extension galoisienne de K(X) de degré np ol

pfn et r>=0, Soit G le groupe de Galois de l'extension I, de K(X) et H un
p-groupe de Sylow de G . Puisque [LH : K(X)A] =n, le lemme 8 montre que

~ ~al
LH =K(Y) ol Y(;K(X) & et Y'=X. Puisque H est résoluble, l'extension
L de LY se décompose en une suite d'extensions cycliques de degré p, on

conclut alors avec le lemme 9.

3.1.5,- Le cas général

Nous énpngons d'abord un lemme qui régle le cas des extensions purement

inséparables,
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LEMME 14. - Soient K un corps valué complet de caractéristique px0,

-r
K(X) une extension transcendante valuée de K , alors K(XP ) est l'unigue

extensign purement inséparable de K(X)A de depré pr .

C'est une conséquence facile du lemme 8 de [17].

Avant de passer a la démonstration du théoreme 2 dans le cas d'une extension
algébrique finie de K(X)A nous allons énoncer un lemme de structure de

x -
‘!iK‘“‘L“(—‘_X)X’ dans les cas oli L est une extension algébrique finie de K(X) .

LEMME 15. - Seit K un corps valué complet algébriquement clos, K(X) une

extension transcendante valuée du type 2 . Soit L une extension algébrique finie

- X
de K(X) , alors dLil

IR (%)* |

est un groupe cyclique 3 [ I, : K(X)A] éléments.

Lk

| K ()|

~al
la cldture normale de L dans K(X) a8

T
L et e celui de

3

est cyclique, c'est le lemme 7. Soit L

%
Soient el le cardinal de "LI'J‘L“" 9
Y | K ()|

» alors le lemme 4 montre que

Démonstration, - Le groupe

e celui de

: o [ (x4
(37) [L:K(X)“]ael , [i:L]aez
et les lemmes 13 et 14 montrent que
(38) EZ:K(X)"]=e3
Mais puisque e, =eje, on déduit de (37) et (38) 1'égalité ey = [L:K(X].

I.e théoreéme 2 est une conséguence du lemme 15,

Quitte a faire une translation sur X par un élément de K , on peut suppeser

( }algx

IK’(I IX[Z' . Alors KX est isomorphe
| R (XF

est l'unique sous-groupe de -%' dlordre n=[ L : K(X) ]

que |X|/|K*!, alors | K.(X)x] =

X
é'@"et Li

Z | K(x)]
(lemme 15). Par conséquent il existe Yg 1. avec ]Yln: [ %] ; alors
[Lxl = }Kxi IYiZ et L= K(X)AEY] . L.a proposition 1 montre que X est algé-
brique sur K(Y) et puisque [ = IK(Y)XJ ;o le lemme 15 appliqué a 1l'extension

L de K(Y) montre que L =K(Y) .
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3.2.- Le corps topologique I, est du tvpe 3 (immédiat)

On montre le théoréme suivant

THEOREME 3.~ Soient K un corps valué, complet algébriquement clos,

L 2K un corps topologique de fonctions d'une variable sur K du type 3, alors

(Ly=0.

gtop

Démonstration. - Il faut d'abord prendre la précaution d'éliminer le cas trivial

o K est maximalement complet, auquel cas il n'y a pas d'extension du type 3,

-~

ainsi que le cas ol la caractéristique résiduelle de K est nulle auquel cas K(X)

est algébriquement clos {lemme 4, §3.1.1). Nous noterons donc désormais p

la caractéristique résiduelle de K(X)A qui est supposée non nulle,

Ceci étant, la démonstration adopte la m&me démarche que dans le cas du

type 2, a ceci prés que les démonstrations sont plus délicates,

Dans un premier temps, §3.2.1, nous établissons un lemme analogue au
lemme 6, §3.1.1, il donne une condition suffisante pour qu'un élément Y gK(X)A
vérifie K(Y) = K(X)" . Dans un deuxidme temps, §3.2.2, nous démontrons le
théorgme 3 dans le cas ou l'extension 1, de K(X)  est cyclique de degré p .
Comme dans le §3.1.3, nous distinguons les cas car K = p et car K =0 . Les
méthodes employées pour traiter ces deux cas sont les mé&mes que dans le §3.1. 3,
mais les difficultés sont toutes autres pour évaluer les valeurs absolues des ex-
pressions qui interviennent. Dans le §3.2.3, nous achevons la démonstration par
un lemme algébrique gqui montre que toute extension algébrique finie de K(X)*

est une suite finie d'extensions cycliques de degré p .

3.2.1. - Lemmes généraux

Le lemme qui suit est un rappel sur 1'écriture des éléments de K(X)A dans le

cas immédiat,
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LEMME 16. - Soient K un corps valué complet et K(X)  une extension valuée

transcendante de K du type 3, On note IX: inf IX—XI . Soit P(Z)gK[Z] un

x¢ K
i
polyndme non nul, pour §¢K, on-écrit P(z)= T ai(e) (Z-g) , ol ai(S)eK[S] ,
i
alors il existe r'> rX' tel que la relation |X-8 < t' implique que lai(e)l est

indépendant de § et gue -

fP(X)[>|ai(e)f IX-eli pour i>0

la;(6) I X-a]> fafo)] |X-01" pour t>1 et pft.

Ce lemme est di a Kaplansky ([15]; [22], chap. 7, lemmes 21, 22 ; voir

aussi pour plus de renseignements [18], lemme 2, p. 202).

LEMME 17, - Soient K un corps valué, complet et algébriguement clos, K(X)

une extension valuée transcendante, immdédiate de K et Ty = inf J’X~x! .
xcK

Soient a,¢K pour i¢IN, wekK, beK(X)  tels que :
la (X-w)| > la,(X—w)ll pour i>1
1 i
(39)
PR

et soit Y = ¥ ai(X-w)1+ b . Alors K(Y) = R(X)".
i¢lN

Démonstration, - Remarquons d'abord que la propriété (39) reste encore vraie

sil'on change w en §¢K avec

(40) | X-gl< | X-wl .
En effet, Y = y b.(e)(x-e)i +b ol
i=zo !
- J j-i
(41) b.(6) »—jgi (112, (8w

en particulier, b, (8) = § j aj {6 -w )J"I et (39), (40) impliquent que

' 1 i=1
laj(e -w)j_ll < alf pour j=1 et donc

(42 ool = a1
On déduit de (41) et (39) pour i>1 que :
byl -0l s max (o] lw-old 250 <o | Ix-gl (32270

j=i
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de (42) et (40) on déduit alors que ,bi(e)f fxneli<]b1(e)f Ix-g! pour i>1,

ce gu'il fallait démontrer.

Soit meK avec |m] <la1| T alors il existe P(Z)cK[Z] tel que

b= P(X) + bT? ol |bﬁf <ITTI . Le lemme 16 montre qu'il existe r'> Ty tel que

pour g ¢ K avec [X-g, <r', on ait :

i
(43) leyto)l 1x-pl" < fa | g
o P(X)=y ci(Q)(X~e)1 . Soit maintenant §¢K vérifiant (40) et (43), alors si
i
al(e): bl(e)+ Cl(e)’ on a

Y :igoai(e) (X—e)1+ bﬂ, ol ai(S)g KLs], et

(44) |2y (8) (X-0) [>1a,(0) (X-6)'|  si i>1
[bwl <l1‘r|<,a1(@)' Ty = faif Ty -
23(0) i-1_i X
Considérons maintenant Q(Z) = -1+ % 7 (Y~ao(9)) Z «K(Y) [z]
ot | - : | |Y-a (e)]ln1<1 si i1 . Le lemme de Hensel montre qu'il existe
(a,(8))"]
- ~al
c, 0..€ K(Y) et a s ngK(Y) 28 tels que |c~1f<1, ]aﬂ -1 <1, Icr,i|<1 ,
]{3.!<1 et
J
(45) Qz)= e(z-a_) Jil (z-a) Ij! (1-8; 2) .
On a d'autre part la formule suivante :
b
X -8 _
(46) Qfa, (6) Y~ao(8)) SENG)
Y-a b
i L[
alors (44), {45), (46) montrent que |X-g§ -q el | < dont on

déduit en faisant tendre |1 vers 0 que XcK(Y)

Le lermnme qui suit est 1'analogue du lemme 6, §3,1.1,
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CLEMME 18, - Soient K un corps valué complet et aleébriguement clos, K(X)

une extension valuée transcendante immeédiate de K . On note Ty = inf IXux]

x
et s un entier non divisible par p, la caractéristique résiduelle de K .

Soient a . ¢K , weK, beK(X)  tels que :
IaS(wa)S|>fai(X—w)lf si i£0 et i# s
(47) et

s

fb]<]as| T -

-~

Soit Y = ¥ a,i(qu)1+ b, alors K(X) = K(Y)

Démonstration. - Soit gg¢K avec

(48) | X-g] <|X-w! .

Ona Y=3 bi(X—e)ler ot bi:- 5 (i)aj(evw)‘}—l. Ona, si j#s, d'apres

i . j=i
(47) et (48), lafo-0) " <la [ ix-0l®"", aron

s

g1
(49) byl =la [ 1x-w]"7" .
Maintenant pour 1 £1, ona :

(50) b.(x-0)f = max la||x-wli ] x-0]",
! j=i

mais d'apres (49)

(51) !aj(X—w)JJSIasJ [ X- )

- b, [ [ %=l

d'ot, avec (50) et (51), [b.(X-g)' = max Ib,| |x-0l | 2B | donc (48
L i1 1 X-w
implique que [bi(X—e)lf <]b1| |X-9i pour ix>1 et

s-1

2 = } <ib]r
1

lbk lasf T Ibll rX('i"‘}'fW % On peut donc appliquer le lemme 17,

.3.2.2. - Le cas des extensions de K(X)" de degré p

Soit donc I une extension de degré p de K(X) . Le lemme 14, §3.1.5,
regle le cas ol L. est purement inséparable. Supposons donc que l'extension L
de K(X)h soit séparable. Une telle extension est alors galoisienne, En effet,
soit L la cldture galoisienne de 1. dans K(X)ﬁalg, alors [1 : K(X)ﬁ] divise

p! et T, est une extension immédiate de K(X)ﬁ puisque le groupe des valeurs
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de K(X) est [K*]| quiestdivisible et le corps résiduel de K(X) est k qui
est algébriquement clos, Le lemme 4, §3,1,1, montre alors que (L. K(x)7]
est une puissance de p par suite [ T :K(X)a] =p et T = L. L'extension L

est donc cyclique de degré p .

a) La caractéristigue de K est aussi p

La théorie d'Artin-Schreier montre qu'il existe TeK(X)A tel que L soit
l'extension définie par une racine de ASS Z-T =0, Puisque K[X] est dense
dans K(X) , il existe P(X)eK[X] tel que |T-P(X}{<1. Soit § = P(X)-T ,
le polynéme A A ScK(X)"[2] est résiduellement totalement décomposé, le
lemme de Hensel montre alors qu'il existe UQK(X)A tel que uP-u-s=o0 » par

suite l'extension I. est définie par une racine de 1'équation
(52) ZP_ 7z - p(x)= 0.

Soit weK , on écrit P{X) sous la forme

r
n t
P(X) =5 a (0)(X-w)=a @)t v 5 a () (X-w)"
n=o0 re N pft tp
r
et soient b _(w)gK tel que b (w)P =a {w) si pft et oct(w)zﬁj b {w),
tpr tpr tPI‘ T tpr
posons alors
t
(53) QXY= > alw) (X-w)
pf t
et considérons 1'équation
(54) zPoz -q(x)=0.
Soit Y une racine de (54). Un calcul facile montre que si
8
R(X) = ¥y 5 [b r(w)(an)t]p alors il résulte de (53) que

rZ1 0<s<r-1 tp
pAit
P(X)-Q(X) = (R(X))p - R(X) par suite (52) et (54) définissent la mé&me extension

-~

L = K(X)(Y) ob Y est racine de (54). Sil'on éleve g, (w) % une puissance de

t
p assez grande, on obtient un polyndme w et donc pour | X"(JJ, suffisamment

petit, at(w) est constant en module, Choisissons maintenant y vérifiant de plus
la propriété suivante : fat(w)I lX—wft # Io;t](w)l IX'LU |t' si t#t etsi Cfs deux
gquantités sont non nulles. Alors il existe t, tel que o) = 1ato(w)] | Xy . Le
lemme 18 montre alors que K{Q(X)) = K(X)" et par conséquent L =K(Y) .
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b) La caractéristique de K est nulle

La théorie de Kummer montre qu'il existe T¢ K(X) tel que L so0it l'ex-
tension définie par une racine de 1'équation zP.r =0 . Puisque K[X] est
dense dans K(X)* le lemme de Hensel montre qu'il existe P(X) gK[ X] proche
de T tel que L soit aussi l'extension de K(X}A définie par une racine de 1'équa-

tion :
(55) zP . p(x) =0
Soit r' défini au lemme 16 et soit g ¢K tel que [X—wl <r', alors

i

P(X)= » a,w)(X-0) ob a/(SicKls],

izg ! _
(56) avec ]P(X)[>[ai(w)] }x_wll pour ix0
et Ja](w)i ]X~wj>fat(w)| ]X—w]t pour pft et t»1
Posons
w= B oa () (X-n)
ofe %t
(57) tp®
vePw + ¥ a (w)(X-w
p;rt tpt
r=1
alors de (56) et (57) il résulte que P(X)= v(1+ ;(w) ngo [%i]n) et

-1
( v = wp+z onu w= bo(w_)+ T b (wJ(X~w)tpr

p/ft tp*
avec r=1
(58) 4 bweK, (blu)® =alw) pour icpN

et

zZ= ¥ ¢ (w)(X—w}n avec |c (w)(X—w)nfS|p, pour n¢ IN
n=>1 B n

A

Py B u > Py} ~v.n e .
Ona P(X)=w (14 Wp)f].Jr = n?O K W) 171 et 1'équation
(59) zP- (%) =0

~

oti P(X)= wP Q(X) définit la mé&me extension que (55). Avec (58) on peut écrire

Q(X) sous la forme
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P -V T
X) = -
QX) =1+ = ngot () 17+ i)
(60) ou
)y d (w)(X-w)” et {d (W] |(X-w)"<]pl pour new
n>0 = n
I u a].(w)
Le cas ol 1:)(w)| = P(w) (X~w)|> Ip|
a,{w)
Avec (56) et (60) on peut écrire Q(X)= 1+ Bly) (X-w) (1+p{w)) ol

_ . n . n
D(w)—ng{) en(w)(X w) avec en(w)gK et len(w)(X w) | <1 . Le lemme 17

montre alors que K(Q(X)) = K(X) et donc L =K(Y) ol Y est racine de (59).

Le cas ol [—If(—w')‘ Sfp]

Quitte & tronquer la série qui définit Q(X)}, on peut supposer, grice au lem-
me de Hensel, que Q(X)cK[X] et que

Qx) = 3 b () (X-w)" ou b (S)eKIS]

n>=
(61) avec

[o_ ) [(x-w)"1=p] .

Soient pour p/ft et rg]N*, weK  vérifiant (61), c r(w)gK tels que
tp

2 T
ptp©+...+p ot

pt
= b .
[ctpr(w) ] tpl‘(w) (-p)

t
(62) R(X,w)=1+ 5 d(w)(X-w) ob dfw)=blw)+ 5 c (u) .
pAt r=1 tp
Le lemme 12, §3.1.3, joint aux relations (61} et {62} montre que
Q(X)[R(X)]"l c(B(X)")P et doncles équations zP-Q(X)=0 et zZP-R(O)=0

-~

définissent la méme extension de K(X)

Nous allons montrer qu'il existe s avec p/Y 5 et woeK vérifiant (61)

tels que
t
R(X,w )= 1+ % dlw ) (X-w )
(63) et
ldt(wo)(Xwo)tl<!ds(wo)(X~wo)SJ si t#0 et t# s .

Pour tgIN avec p/{/t faisons le choix d'un entier Ntk 1 tel que b r(S} =9
) t
4 o
= i I=r= '
1< rf-“:Nt‘ Cr 1 si 1 r\Nt} et ®t le
cardinal de cet ensemble., Pour g(__'@t et @ vérifiant (61), on note

€y = - .
B )= ) - N%r Ltpr(w) .

gi r,\,Nt. Soient @t={g :(Qr)



43

T
E.Jiélpl(]/p ) (p/p-1) si gpr: 1 les relations (61) et (62)

T

Puisque | gr—

montrent que

(64) Idtg (w) - ! |X wi = max l(; —]] lc w)f<fp](p/p"1)
1= il\?t tp
Considérons
(65) S(X s v )= T (x +x ¢ X)eklx ,...,XNt]

t ¢ g@t L_’r‘\N

alors S(b {(w}, ¢, {w),...,c (w)) = i , d . Mais (65) montre que pour (

une racine primitive p¥-igme de l'u nlte, on a

S(Xo,...,ngr,...,XNt):S(XO,... ,Xr,...,XNt) par suite il existe N,
r
P p P
e 3 3 eaey S Jesse 3 :TX lX ,---,X ,o--’X .
T(XO,. XNt)gK[XO th] tel que (X0 th) ( o X1 i N, )
Par conséquent
( X
TT & =Thw, @, e® )= 2w
Ced, P rp !
(66) ol 5 N,
+p~+, .t
2(8)= T(b,(5), (-pIb,_(S),.ce, (-p)° T TP b (s))e KIS
P t
\ tp
Pour wcK et fX—wl suffisamment petit, on a | Zt(w)l :[ Zt(X)‘ . Soit un tel
-1 -1
' 18y ¢ Oyl !
O vérifiant de plus (61} et iZt(X)'[ ]X—wo, £ | Ztl(X)’ ]X-—wol si t#t!

et si ces deux réds sont non nuls, Puisque R{X,wo)@’ (K(X)*)p il existe t, tel

t
-1 : -1
que 'ldto(wo)f , X—w0| ©> fpl(p/p 1) . Soit t tel gue ‘dt(w0}| I waolt = | p| (P/fp [)

alors pour gg@t d'apres (64) et avec (66) ona JZt(wo)f = | Zt(X)| :Jdt(wo)l
Par suite, les entiers t , tels que p/{’ t, se partagent en deux catégories ;

ceux pour lesquels ] dt(wo)| ‘ X-wo]t < [p, (p/p-—l) et ceux pour lesquels

ld (w

. 0) { fX—w.o{tE | p, (p/p-1) et qui donc vérifient ld (w )[:jZ (w )f

On en déduit (63). Le lemme 18 montre alors que K(R(X,wo))hz K(X) et par
suite L = K(Y)  oh Y est racine de 1'équation zP. R(X,wo): 0.
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3,2,3,- Le cas général

LEMME 19.- Soient K un corps valué complet et algébriquement clos, K(X) une

extension transcendante valuée du type 3 . Soit I. une extension algébrique

séparable finie de K(X)* . Alors I. est une extension algébrique immeédiate de

K(X)" de degré une puissance de la caractéristique résiduelle p de K., Soit

pn ce degré, Il existe de plus n+l extensions (Li)0<i<n de K(X)A telles que

LD= K(X) < L c...c Lic I Ln = I, et que Li+] s0it une extension cyclique

1
de degré p de Li pour O0=isn-1.

Démonstration. - Soient L la cloture galoisienne de L et G = Gal(E/K(X)“) )

H = Gal(z/L) . L'extension L de L est immeédiate et son degré est donc une
puissance de p (lemme 4, §3.1.1), Le groupe G est donc un p-groupe et

({21, prop. 12, p. 73) montre qu'il existe H, un sous-groupe de G d'indice p

1
et contenant H , soit alors L _ =1L . On achéve la démonstration par une récur-

1

~ ~

rence évidente,

Seoit maintenant L une extension algébrique finie de K(X)A. Lie paragraphe

3.2.2 joint aux lemmes 14, §3.1.5, et 19 montrent que L obéit au théordme 3.
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4, - Le genre topologigque d'un corps topologique de fonctions d'une variable

sur K (le théordme principal)

Ce théoreme donne une classification des corps topologiques de fonctions

d'une variable sur ¥ .

THEOREME 4, - Scient K un corps valué, cormplet et algébriquement clos,

LK un corps topologique de fonctions d'une variable sur K, Soient k (resp. ¢)

le corps résiduel de K (resp. L).

i) 8i ¢#k, alors 4 estun corps de fonctions d'une variable sur k et on

(L)= glt) .

2 g,

ii) Si 4 =k, ona p(L):O.

gto

Démonstration. - Si ¢ #k alors L estdutype 1, D'apres le corollaire du

théoreme 1, §2.3, il existe ML un corps de fonctions d'une variable sur K

tel que g(M)= g{t) et M=4 {ou M estle corps résiduel de M).
Nous allons montrer que M = L, d'ou l'on déduira immédiatement 1'inégalité :

(67) g, (L) =gle) .

top
En effet, soit x¢M, |x| =1 et tel que son image résiduelle %X¢ k . Alors

la valeur absolue sur I, induit la norme de Gauss sur K[ x] associée 3 x et
le corps K(x)  est donc stable ([ 9], p. 101; [13], p. 66 ; [11]). Puisque M~
et L sont des extensions algébriques finies de K(x) (prop.1, §£1.3.3) onen
déduit que

(68) (M™: Kx)]=[M:k(x)]

(69) (L K@) T=[¢: k()]

et puisque M = ¢ ona, avec (68) et (69), L =M .

L.'égalité gtop(L) = g(¢) résulte alors de (67) et du corollaire de la propo-

sition 4, §2.2.

5i £=k, alors L est dutype 2 ou dutype 3 etlethéoréme 4 est une re-

transcription des théoremes 2 et 3.
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Le covollaire qui suit est l'analogue du théoreme de LUroth pour les corps

topologiques de fonctions d'une variable sur K .

COROLILAIRE, - Soient K un corps valué, complet et algé€briquement clos,

K(X) une extension valuée transcendante de K et ¥ un sous-corps fermé de

K(X)" avec Kg Fo K(X)" . Alors il existe Y¢ ¥, Y£K telque F =K(Y)

et F estun corps topologique de fonctions d'une variable sur K du m&me type

que K(X) .
Démonstration. - Soient L =K(X)" , £ le corps résiduel de L, f celuide F,
alors kcfc 4 . La proposition 1 monire que F est un corps topologique de

fonctions d'une variable sur K du mé&me type que L ., Si I, est du type 2 ou 3,
alors F estdutype 2 ou 3 (¢{=f=k) et donc gtop(F} =0 (théoréme 4), d'ol
1'égalité ¥ =K(Y) . Si L estdutype 1, alors le théoreme 4 montre que

glt)= g,
le théoreme 4 dit que

p(L): 0, or fcg implique g(f) =g(4), c'est-a-dire g(f)=0 . Alors
F)= Toh 1'éoalité = K(Y)
gtop( )= 0, d'oh 1'égalité F = K(Y)

Remarques. - 1) Les corps topologiques de fonctions du type 1 sur K sont clas-
sifiés a isormorphisme prés par les corps de fonctions d'une variable sur k.,

Plus précisément, si Ll et L2 sont deux corps topologiques de fonctions d'une

variable sur K dutype 1 etsi ¢, (resp. 1,) désigne le corps résiduel de

L1 (resp. L’Z)’ alors LI et LZ sont K-isomorphes si et seulement si {,1 et

,f,z sont k-isomorphes {cela résulte facilement de la stabilité des corps topolo-

giques de fonctions du type 1 ([9],[13],[11])). De plus, si ¢ =1, et L cL,

1 1 2

alors L1 = LZ . Mais si I. est un corps topologique de fonctions du type 1,

il n'y a pas de correspondance bijective entre les sous-corps topologiques de
fonctions d'une variable sur K dans L et les corps de fonctions d'une variable

sur k dans £ (le corps résiduel de I.). Plus généralement, soient L, un

1
al
corps topologique de fonctions d'une variable du type 1 sur K, L g une cléture

g al

1
algébrique de LI , 4, (resp. ,{;? ) le corps résiduel de 1. (resp. L1 )y

1 1
alors l'application qui, au corps topologique L2 de fonctions d'une variable sur K,
alg . . alg

L ;
1 (o L.z < L1 associe son corps résiduel {,2 avec 'f'],c ,{,2 o {,1

bijection si et seulement si cark =0 .

, €8t une
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2) On peut donner du théoreme 4 une autre démonstration dans le cas
des corps topologiques de fonctions du type 1 . En utilisant le théoréme de
Grothendieck ([12]) de relevement des courbes algébriques projectives et lisses
en caractéristique p>0 (cf. §£2,3), on montre qu'il existe un corps de fonctions
d'une variable M sur K et une valeur absolue |l sur M qui prolonge celle

de K tels que

i) le corps résiduel (M , L. l ) soit isomorphe & { ,

i) gM)=glt),
et on plonge isométriquement (M, ! . 1 ) dans L en montrant 3 l'aide de tech-
niques de géométrie analytique rigide qu'il existe fe¢ M avec |fl =1 et '
[M:K(#)I=[M:K({]. L'existence de la valeur absolue |.| sur M est une
conséquence de 1'étude qui suit sur les points géométriques d'une courbe algé-

brique (§5, proposition 8).
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5. - Points géométrigues et corps de fonctions d'une variable

Dans tout ce paragraphe, K désigne un corps valué complet et algébrique-

ment clos.

Afin de calculer des groupes de cohomologie sur un K-espace affinofde
X=Spm A, M. van der Put a introduit dans [21] la notion de point géométrique
d'un espace affinofde, Il a &tabli une correspondance bijective entre les points géo-
métriques fermés de ¥ et les semi-normes multiplicatives de A majorées

par la semi-norme spectrale de A .

Pour un espace analytique rigide X nous définissons les points géométriques
(€5.1). Dans le cas ot X =™ est I'espace analytique associé a la courbe al-
gébrique projective irréductible & , nous établissons une correspondance bijec-
tive entre points géométriques fermés non ordinaires de X et valeurs absolues

sur le corps R (&} des fonctions rationnelles sur ¢ qui prolongent celle de K

(85.2).

Soient p un point géométrique fermé non ordinaire de X = S , 1. ,p la
valeur absolue sur R{Z) induite par p et (RE), | . {p)“ le complété de R (@)
pour cefte valeur absolue., On appelle type de p (resp. genre de p) le type du

corps topologique (R(C), | . IP)A (resp. le genre du corps de fonctions

(fe(aJ,i.Ip)_)-

Nous établissons un lien entre les points géormétriques de X du type 1 et
les réductions de X relativement a un recouvrement pur fini et on montre que X
a un nombre fini de points géométriques du type 1 de genre non nul (théorgme 5).

Dans le cas ot ¢ est de plus non singuligre ils sont déterminés par la réduction

stable de & ,
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5.1. - Points géométriques

DEFINITION 8 (L21]). - Soit X un espace analytique sur K , un point géom é-

trigue de X estune famille p de sous-ensembles admissibles de X qui pos-

sede les propriétés suivantes

) Xep, ¢4 p s
ii) si Yl,ngp, alors Yl{’}ngp ;

(=N

iii) si Y]A@p et YICYZ’

iv) si {Yi}i [ ©stun recouvrement admissible de Y¢p, alors il existe io

alors Yzep ;

tel que Yi &P .
c

Le point géométrique p est dit fermé si p est maximal dans l'ensemble

des points géométriques (pour la relation d'inclusion),

Un point ordinaire xgX peut &tre vu comme le point gédométrique

%x={U/xcU, U admissible dans X }.

On définit la fibre du faisceau @X au point géométrique p que 1'on note

®X,p {ou @P si aucune confusion n'est & craindre) par ®X,p: ?"’n @X(U)
€p

La proposition immédiate qui suit ramene 1'étude des points géométriques de

l'espace analytique X = U Xi a ceux des Xi .

PROPOSITION 5, - Soient X un espace analyvtique, {Xi}i un recouvrernent

de X admissible par des affinofdes, p un point géométrique de X . Alors il

existe un indice ioe I tel que la farmille q= p N X, soit un point géométrique

o}
de X. . Deplus p est fermé si et seulement si gq= p ﬂXi est fermé. Réci-
o) (8]
proguement, si g estun point péométrigque fermé de X; , alors il existe un
o

unique point géométrique fermé p de X tel gue g = pNX; .
0

DEFINITION 9. - Soient A une K-algébre affinofde et [|. [, la semi-norme

spectrale sur X = Spm A . On appelle semi-norme sur A multiplicative et

majorée par |, ”X une semi-norme | .| sur A qui vérifie les propriétés
suivantes

i) |f+gl's max(]f", |gl'), pour tout f, g¢ A ;

iy [al"=]a]  pour tout reK ;

i) |f.gl"= 1" . [gl', pourtout £, gcA :

IX , pour tout fc A
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Dans le cas ou X = 5pm A est un espace affinofde on a la proposition

suivante

PROPOSITION 6 ([12], p. 170}). - Soient X = Spm A un espace affinofde sur K

et p un point géométrique fermé de X . Soit | .| la semi-norme sur A as-
socide 3 p définie par |f| = inf |/f ob Ifll..= max |f(x)| alors |[.

o =gt il e el = ma ators | .|
est une semi-norme sur A multiplicative et majorée par ” . ”X . Réciproque-
ment, si l . [' est une semi-norme sur A rmultiplicative et majorée par “ . ”X
alors il existe un unique point géométrique fermé p de X tel que lf' = | . ]p .

5.4. - Points p€ométrigques et corps de fonctions d'une variable sur K
Soient & une courbe algébrique projective irréductible sur K, R(C)} 1le
. . an . .
corps des fonctions rationnelles sur & et & l'espace analytique rigide as-
socié a C . La proposition qui suit établit une correspondance entre les valeurs

absolues sur R(C) qui prolongent celle de K et les points géométriques fermés

de aan .

PROPOSITION 7. - Soient & une courbe algébrique projective irréductible sur

K, R{) le corps des fonctions rationnelles sur & , P un point géométrique
fermé non ordinaire de Gan et 6 = lim 6 arl(U) , alors @& est un corps
N T P
Uep
contenant ®(C) etla semi-norme | .|  définie par |[f|l = inf ([[f]] ) est
p P Uep U

une valeur absolue sur @p qui induit sur R(®) une valeur absolue J . ]

prolongeant celle de K . L'application quid p fait correspondre le corps valué

(R, |. lp) est une hijection entre l'ensemble des points géométrigues fermés

an
non ordinaires de et 1'ensemble des valeurs absolues sur R{®) qui prolon-

gent celle de X .,

. an . .
Démonstration. - Soit p un point géométrique fermé de &, alors il existe U

un admissible affinotde de ¢° tel que pNX soit un point géométrique fermé

de X (proposition 5). L'idéal B ={ f¢ @@(U)i 1] P =0} de A estpremier, si
B¥ 0 alors P estun maximal et correspond 3 x¢ X puisque dimA =1, alors
p={U admissible | xcU} et Jffp-’: | f(x)| ; p "est le point ordinaire x ".
Puisque p n'est pas un point ordinaire, il suit que P =0 et que | . !p est

une norme. D'autre part, (SP est un corps puisque un €lément non nul de A n'a

gqu'un nombre fini de zéros. Soit f£R{C) et U un ouvert admissible de @2 |



52

régulier et qui ne contient pas de pdles de f, alors f¢6 anU) par définition de
¢

la structure analytique de aan d'or l'inclusion R(C) @p (82.1).

Soient | . [ une valeur absolue sur R(C) qui prolonge celle de K , Soient
n é"——\» ¢ la normalisation de & et 5§ une partie finie, non vide de & ,
contenant l'ensemble des points singuliers de @ , alors
m o c -nwl(S) —+ C -85 estun isomorphisme. D'aprés Riemann-Roch il existe

~ -1
fe R{C) tel que n (S) soit l'ensemble des pdles de f et on peut supposer que

(70) l£] < 1.

) ~ ~ _,1 . A ~
On a @£=[x€@lf€®@,,x} =C -n {S), ainsi nq :le-w—-} n{(C

f) est un

isomorphisme, Soit Zf = {xeafl ff(x)l:'s] }. c'est un admissible de 5 (propo-

sition 2, propriété 1) donc de Ef , ainsi n{(Z est un admissible de ﬂ(E;,

! ¢
et par suite un admissible de C . Il suit de l'isomorphisme 1 : ng n(gf)
que (Z_, 6 ) est isomorphe a (n(Z),6 ). Soit hg (&)

£ ean/zg F e mzp I

(== @G(n(af)) alors h est entier sur K[f] etsi ai(f)Tlg KL£]LT] est

le polyndme unitaire irréductible de h sur K[f] , on déduit de la proposition 2

(propriété 4) et de [5] (p. 70) que

1/i

(71) hli_ =max l[a.(f)
Il = mox 591,
et que
1/
(72) | h| = max lai(f)l /3 .
i
Comme |. est la norme de Gauss sur K[f] associéeda { (proposition 2,

I
f
propriété 4), on a avec (70), |a.(f)l = Uai(f) ”Z et donc avec {71), (72) on a
Jl/i /i I f
= [z, -

Les propositions 5 et 6, §5.1, permettent alors d'associera | .| un

!h’ < max I ai(f)

! = maix I ai(f) I

unique point géométrique fermé de C

Nous pouvons maintenant classifier les points géométriques d'une courbe

algébrique.
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DEFINITION 10. - Soient & une courbe algébrique projective irréductible sur
K et R{) le corps des fonctions rationnelles sur ¢ . On dira qu'un peint géo-
meétrique fermé non ordinaire p de ¢ estdu type 1 (resp. 2, 3) sile corps

valué (R(C), | . fp) est du type 1 (resp. 2, 3} (cf. £1.3.2 pour le type d'un

corps de fonctions d'une variable sur K). Et on appelle genre du point géomé-

trique p le genre topologique de (R(C), | . IP)“

LExemple. - Les points géométriques (non ordinaires) de la droite projective.

. S 1
Soient @ = ]PK = Proj (K[xo, XI] ) ﬁ?/(lPK

X
)= K(T) on T=';l‘, P un point

‘ o
géométrique non ordinaire de wl , I . ! = . {p la valeur absolue sur

K
R (]Pé‘{)z K(T) associée 2 p . Alors on peut décrire le point géométrique p &

partir de | . | (=I.!p).

~

On identifie IP; 3 KU(») du point de vue ensembliste.

a}) Le point péométrigue p est du type 2 .- Il existe acK , relR avec
r>0, et r¢ [K'| ; unadmissible Ugp si et seulement si il existe e>0 avec
o] T = - - - .
U Cr—-a,r+e olt Cr—a,r+s {zeK /r-e <|z-a] <rte}

b) Le point géométrique p est du type 3 .- Soit L DK un corps maximale-
ment complet ([22]). Il existe agL , ag K; un admissible Ugp si et seule-

ment si il existe p > distance de a a K telque U :JDa NK ou

Da p:{sz/fz~a|:’£p} .

2

c) Le point géométrique p est du type 1 .- Alors il existe acK et
mTeK-{0} tels que binf |‘I‘~bl = [ T-a| = l'rrl i un admissible Ugp siet seule-
cK
ment gi il existe Zysoees zneK (dépendant de U et p) avec fzi~a| = ] rr] s

Ifi=n , tels que U>2C(a, z V2 [ }={zeK E iz—a}Sfﬂ,,lz—zi]ZhI, I<i=n}.

10

Cette derniére description s'interpréte en termes de réduction analytique.

-~ 1 . P
En effet, considérons le recouvrement pur % de ]PK constitué par

U]m{ZQEPIl{Hzma]SITrI} et Uzz{zg;]PIl{Hz—afZiTTl} et r la réduction

. -1
nalytique de IP;‘i associée a Y . Alors Ugp siet seulement si Unr (V)

) T2
oli V est un ouvert non vide de ]PK‘L{ .
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Plus généralement on peut lier points géométriques d'une courbe algébrique

¢ , dutype 1, et réduction analytique de et . Etablissons d'abord un lemme,.

LEMME 20.- Soient & une courbe algébrique projective irréductible sur K

et R{) le corps des fonctions rationnelles sur & , Scient % un recouvrement

U

pur fini de X:Gan par deg ouverts admissibles et r : X Y = X la réduc-

tion relativement & % . Soient (Y.) les composantes irréductibles de la

i'lfis s
courbe algébrique Y et V un ouvert admissible de X tel que r(V)ﬂYi 2.
o

Alors, ou bien r(\/‘)ﬁYi est un nomhbre fini de points, ou bhien il existe V'CV

o “1
un ouvert admissible de X tel que V' =1r (r(V')) et gue r(V') soitun ouvert

non vide de Y.
1o

Démonstration. - Soit Y = {UI, vees Us } le recouvrement pur, on a par exemple

r(Ul} ﬂYio £0 . Soit f¢ @@an(ul) tel que fE

I'(Ul)ﬂYi:O pour 1;!10 et

#0 . Soient D(f) ll'ouvert principal de r(Ul} associé a f et

fl r{U,}NY.

1 1
U={x¢ U} | ff(x)| = 1}, clairement U est un rationnel de U1 , donc un admis -
sible affinofde de X et r_l(r(U)}: U, o #rU)= D) c r(Ul)ﬂ Y

Supposons que r(V) NY, n'est pas un nombre fini de points, alors VNU

0
est une partie affinofde de U et r(VNU) n'est pas un nombre fini de points
(U est saturé pour r). D'autre partona VNU= RlLJ URn ol Ri est un
rationnel de U ([ 10] ). On peut supposer que r(Rl) n'est pas un nombre fini de
points, Ona R, = {xcU | |f(x)|=[f(x)], 05i€n} ob f ¢ 6 (U) et
n 1 i o i X

@X(U) =g; fi@X(U).

Montrons que ” fo”U & ” fi”U , supposons en effet qu'il existe j# 0 et
“ fj“U> Hfo”U , alors R1 o F ={xc U | ]fj(x) f << “ f_j HU} . Comme fj;{ 0, que
r(U) est irréductible, il suit que r(F) est un fermé de dimension zéro, ce qui

contredit que r(R n'est pas un nombre fini de points,

1/
Soit V' ={x¢U| ifo(x)i = HfOHU} , ona V'CR, <V et r"l(r(v')): V' et
r(V') est l'ouvert principal D de r(U). De plus V' est rationnel dans U

0
admissible, donc V' est admissible, Ce qui montre le lemme,
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PROPOSITION 8. - Les hypotheses sont celles du lemme précédent.

Soit p. = { V puvert admissible de X I r(V) HYi est un cuvert non vide de Yi 1
! o

o o
alors p, estun point géométrique fermé non ordinaire de X du type 1 . Soit
)
(R(c), .1 p } le corps R({CG) muni de la valeur absolue induite par P,
i o
o —
Alors son corps résiduel (R(C), | .| ) est isomorphe au corps R(Yi } des
i o
)

fonctions rationnelles sur Yi
o

Démonstration, ~ On déduit immédiatement du lemme 20 que p, estun point

géométrique fermé et que l'ensemble F des admissibles V¢ Py tels que
1

o
{(r(Vh=V et z(V) ©Y, constituent une partie cofinale parmi les éléments
o

T

de P;
o

Comme Yi est irréductible, 1'Thomomorphisme de restriction
o
@Y(r(V)) et @Y(r(V')) pour VOHV' et V, Vg F estinjectif ; ainsi

@X(V}m’-—f @X(V') est isométrique., Les homomorphismes @x(V)-——--r @p pour
i
-0
Vec3F induisent donc un isomorphisme de R(Yi ) dans (@P .1 ip )
o) i i
o o

D'autre part, comme V¢ JF est admissible, ona R{2) QGX(V) dense dans
)
i Pj

(& | ). Par suite (R(C), l . ] )—“ est isomorphe & (& , [ .
o P Pi i
i o o 0

THEOREME 5. - Soient ¢ une courbe algébrigue projective irréductide sur K

an
et X=0C l'espace analytique associé. Alors l'ensemble des points géométrigques

de X dutype 1 et de genre non nul est fini (cf. définition 10, §5.2),

Avant de montrer ce théoreme nous établissons un lemme,

LEMME 21. - Soient M un corps de fonctions d'une variable sur K et I . ’1 .
J . ,2 » deux valeurs absolues sur M du premier type. Alors il existe f¢M ,
f@’K tel que l . , 1 et [, IZ induisent la norme de Gauss associée & f sur
k[ ] .

Preuve. - Puisque ] . ,] est du premier type, il existe T ¢ M tel que ] . 1

induise sur K[T] 1la norme de Gauss associdée 3 T . Considérons la restriction

de | . IZ a K(T) alors il existe agK et wcK-{0] tels que
inf IT-X‘Z lT~af2 =|ml . 8 Jal=1 et la| >!n], f:",]-f "I‘Tﬁja convient,

xcK
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si {ﬂ‘l?_‘:l, [a[SI ou lafSlTTf, f'-:%+“';f convient et si IWJSI,
!al.il ou fafS|1Tf, ftT—awL“T}‘:r"; convient,
Démonstration du théoreéme 5. - Vue la proposition 7, il suffit de montrer qu'il

y a sur M = R(C) un nombre fini de valeurs absolues du type 1 et de genre non

nul. Soient |. [1,..., | . ‘s » 8 valeurs absolues du type 1 sur M qui prolon-

gent celles de K et deux a deux distinctes, m, = (M, l . li)“ le corps résiduel

du corps valué (M, | . 1i) . D'aprés le lemme 21 il existe fc¢M , f¢{ K tel que

—

(1. |i) 1<i<s induisent toutes la norme de Gauss associéea I sur K[f].
[ =1 >

Soient GM la courbe irréductible projective non singulidre associée 3 M

an

(141, p. 39) et ={z(f), 2 1 le recouvrement pur de & associéa f
P ) ¢

M
(cf. proposition 3, §2,2), alors (proposition 4, §2.2) ona gM)= » glm.},

1=i<s t
ce qui montre que le nombre de valeurs absolues du type 1 et de genre non nul

sur M est borné par g(M),

La proposition qui suit montre que dans le cas ot & est non singulidre,
les points géométriques du type 1 de genre non nuls sont déterminés par la ré-

duction stable de & .

PROPQOSITION 9, - Sgient & une courbe alpgébrique projective irréductible non

X . an . . -
singuliere sur K et X =C l'espace analvtique associé, r:X w~+ Z sa ré-

duction stable ([26], [20]). Soient (Zi)ieI les composantes irréductibles de

Z etpour igl, P, le point géométrique de x = " associé A Zi (proposi-

tion 8). Soit p un point géométrique de X de type 1 et de genre non nul,

alors il existe ioe I avec p =P, (et Z, &St une composante de genre non nul).
0 o
En particulier, & n'a pas de points géométriques de genre non nul si et seule-

ment si & estune courbe de Mumiford.

- - - a-
Démonstration. - Soient Py Py les points géométriques de & 7 de type 1

et de genre non nul (théoreme 5) et f . |p reee s J . [P les valeurs absolues
1 s
sur M = R(C) correspondantes (proposition 7). Alors il existe f¢ M tel que

[ R induisent sur K[ fJ] la norme de Gauss associée & f .



57

Soit Y =1{ Z(f), Z(%)} le recouvrement pur de ez X associén f (prop. 3,
§2.2). Soit Ty P Qe —}-(:L{ = Y la réduction relativement 3 % . D'apres ({9]),
il existe r': X-—+ Y' une réduction de X qui raffine r et r , c'est donc une
réduction préstable de X et si {Y'l,...,Y't} (resp. {zl,...,zu}, {'Yl,...,Ys})
désignent les composantes irréductibles de Y' (resp. Z , Y) dont le corps de

fonction est de genre >0, ona t=u (puisque Z est stable) et s=t , de plus

il existe une bijection o de {1, 2,...,u} dans {1,2,...,t] etune injection ¢

de f1,2,...,8} dans f{1,2,...,t] telles que Zi et YC’)_(i) (resp. Yj et

Y! ; ) soient birationnelles respectivement. Et puisque par construction tous les
T .

points géométriques de C du type 1 et de genre non nul sont décrits par les
composantes irréductibles de genre non nul de Y , on déduit de la proposition 8

que t=u=s, d'ou le résultat annoncé,
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