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Abstract. Let k be an algebraically closed field of characteristicp > 0, W(k) its ring of
Witt vectors andR a complete discrete valuation ring dominatingW(k). Consider finite
groupsG ' (Z/pZ)n, p ≥ 2, n > 1. In a former paper we showed that a given realization
of such aG as a group ofk-automorphisms ofk[[z]] must satisfy some conditions in order
to have a lifting as a group ofR-automorphisms ofR[[Z]]. In this note, we give for everyG
(all p ≥ 2, n > 1) a realization as an automorphism group ofk[[z]] which ca be lifted as a
group ofR-automorphisms ofR[[Z]] for suitableR.

0. Introduction

Soit k un corps algébriquement clos de caractéristiquep > 0 etC/k une
courbe lisse complète et irréductible de genreg = g(C). Dans cette noteR
désigne un anneau de valuation discrète complet extension finie de l’anneau
des vecteurs de WittW(k) etπ un paramètre uniformisant deR. Ce travail
est une contribution à l’étude de la question suivante :

Relèvement global.Soit G un sous-groupe fini de Autk(C) et soit

C −→ D = C/G

le revêtement quotient de courbes lisses surk. Est-il possible de trouverR
comme au-dessus et un revêtement galoisien fini de courbes relatives lisses
surR , C −→ D = C/G qui relève le revêtementC −→ D ?

Résultats.

• Si (|G|, p) = 1 la réponse est oui pour toutR, par Grothendieck, SGA I.

• If |G| > 84(g(C)−1) la réponse est non due à une contradiction utilisant
les bornes d’Hurwitz.
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• Si G est cyclique d’ordrepe (resp.p2e), avec(e, p) = 1, la réponse est
positive ([O-S-S], resp. [G-M 1]).

• Si G n’est pas cyclique il est facile de donner des obstructions combi-
natoires au relèvement portant sur la ramification supérieure des groupes
d’inertie, ceci même dans le cas abélien ([G-M 1], [B]) ; on est ainsi amené
à considérer la question suivante :

Relèvement local.Soit G un sous-groupe fini de Autkk[[z]] est-il possible
de trouverR comme au-dessus et un relèvement deG en un groupe de
R-automorphismes deR[[Z]]? i.e. a-t-on un diagramme commutatif :

Autkk[[z]] ←− AutRR[[Z]]x
 ↗
G

Dans ([G-M 1]), utilisant les techniques de la géométrie rigide, nous
avons établi un principe local-global (voir [B-M], pour une interprétation
cohomologique utilisant la théorie des déformations à la Schlessinger), ce
qui conduit à examiner seulement la question locale. Dans le cas oùG est
cyclique on a une conjecture (cf. [O1] I.7 et [O2]) qui semble raisonnable,
en particulier après [G-M 1].

Conjecture. 1. SiG est cyclique d’ordrepne, avec(e, p) = 1, la réponse
(aux questions de relèvement) est positive.

2. PourR, on peut prendreW(k)[ζ(n)] oùζ(n) désigne une racine primitive
n-ième de l’unité.

Dans ce travail nous nous intéressons à la forme “Galois Inverse” de
cette conjecture, elle a l’avantage d’être encore une vraie question même
pour lesp-groupes.

Problème Galois Inverse.SoitGunp-groupe fini, existe-t-il une réalisation
deGcomme groupe dek-automorphismes dek[[z]]qui se relève en un groupe
deR-automorphismes deR[[Z]] pour un anneau de valuation discrèteR fini
surW(k) convenable?

Dans ([G-M 2] II. 3.3.3) on a utilisé des groupes formels de Lubin-Tate
et leurs endomorphismes pour construire des exemples d’automorphismes
du disque sans inertie enπ et d’ordrepn pour toutn ; ainsi le problème
Galois Inverse a une réponse positive dans le cas cyclique (cette méthode se
limite au cas cyclique puisque les sous-groupes finis, pour la composition,
de l’anneau des endomorphismes d’un tel groupe formel sont cycliques !).
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Nous montrons le

Théorème. Le problème Galois Inverse a une réponse positive dans le cas
desp-groupes abéliens de type(p, p, . . . , p).

Ce théorème est montré dans [G-M 1,2] dans le cas de(Z/pZ)2 seule-
ment pourp = 2 ou 3.

Afin de bien situer les difficultés nous allons d’abord rappeller les obst-
ructions (sous forme de conditions nécessaires et suffisantes) au relèvement
local dans le cas oùG ' (Z/pZ)2 et telles qu’elles ont été dégagées dans
[G-M1] (voir aussi [B] pour une généralisation des congruences nécessaires
dans le cas d’un groupe quelconque, et [G-M2] Chap. IV pour des exemples
non abéliens).

Dans ce qui suit on supposera queR contientζ , une racine primitive
p-ième de l’unité, alors :

Théorème (G-M 1).SoitG un groupe abélien de type(p, p). SoientGi,

1 ≤ i ≤ p + 1, lesp + 1 sous-groupes d’ordrep. Supposons queG est
un groupe dek-automorphismes dek[[z]] et que lesGi sont arrangés de
telle sorte que les extensionsk[[z]]Gi/k[[z]]G ont pour conducteursmi + 1,
1 avecm1 ≤ m2 ≤ . . . ≤ mp+1. Soit m′i + 1 le conducteur de l’ex-
tensionk[[z]]/k[[z]]Gi , alors si l’on peut releverG en un groupe deR-
automorphismes deR[[Z]] les deux cas suivant peuvent se présenter :

1er Cas : Supposons quem1 < m2. Alors m1 ≡ −1 modp, m′1 = m2p −
m1(p − 1), mi = m2, etm′i = m1, pour2 ≤ i ≤ p + 1.

2eme Cas : Supposons quem1 = m2. Alors mi = m1 ≡ −1 modp, et
m′i = m1 pour1≤ i ≤ p + 1.

Dans chacun des cas les deux revêtementsR[[Z]]Gi/R[[Z]]G for i = 1, 2
ont (p − 1)(m1+ 1)/p points de ramification géométriques en commun.

Inversement sim1 ≡ −1 modp et si l’on peut releverk[[z]]Gi/k[[z]]G
pour i = 1, 2 de manière que les revêtements correspondant aient(p −
1)(m1 + 1)/p points de ramification géométriques en commun, alors la
normalisation du compositum de ces deux revêtements relèvek[[z]]/k[[z]]G.

Contrairement à ce que l’on pourrait croire cette dernière condition n’est
pas seulement de type combinatoire puisque la géométrie des points fixes
d’un automorphismeσ d’ordrep du disqueX := SpecR[[Z]] obéit à des
conditions métriques et différentielles (cf. [G-M 2]), par exemple suppo-
sons pour simplifier queσ n’est pas l’identité moduloπ , qu’il a m + 1
points fixes géométriquesZ = Zi , (Z0 = 0 par exemple) avecm < p

alors ([G-M 2] Th. III.3.1.) cesm + 1 points se répartissent enm + 1
classes distinctes dans le disque fermé centré en 0 et de rayonv(p)/m(p−
1), de plus si l’action deσ dans l’espace tangent enZi est donnée par

1 Si Gi =< σi >, mi + 1= vz(σi(z)− z)
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σ(Z−Zi) = ζ (hi)
−1

(Z−Zi) mod(Z−Zi)
2, les entiershi modp (appelés

données d’Hurwitz) régissent les équations sur la droite affine surk définis-
sant ces classes modulo(ζ − 1)1/m ; les solutions sont alors en nombre fini
modulo lesk-automorphismes de la droite affine. En fait les automorphismes
qui doivent rentrer en jeu dans nos réalisations sont necessairement de grand
conducteurm+ 1 (voir par exemple les congruences dans le théorème), les
possibilités géométriques pour les points fixes sont alors plus difficiles à
décrire et contraignantes. Dans le casp = 2 puisque la seule possibilité
pour les données d’Hurwitz esthi = 1 on peut espérer une solution avec
une géométrie simple ; c’est ce qui se passe et c’est un guide pour le cas
général.

Je remercie Jean Marc Couveignes pour l’interêt qu’il a porté à ce travail.

1. Construction de polynômes auxiliaires

Dans ce paragraphep désigne un nombre premier quelconque.
Pour n ∈ N∗ on noteIn := {(ε1, . . . , εn) ∈ {0, 1, . . . , p − 1}n −

(0, . . . , 0)} et Īn := {0, 1, . . . , p − 1}n. Dans ce qui suit nous utiliserons
les polynômes suivants :

πn(X1, . . . , Xn) := ∏

(ε1,... ,εn)∈In

∑

1≤i≤n

εiXi ∈ Z[X1, . . . , Xn]

Ad n(X1, . . . , X̂i, . . . , Xn)(Xi)

:= ∏

(ε1,... ,ε̂i ,... ,εn)∈Īn−1

(Xi + ∑

1≤j≤n,j 6=i

εjXj )

∈ Z[X1, . . . , X̂i, . . . , Xn][Xi] et

5n(X1, . . . , Xn) := ∏

(ε1,... ,εn)∈In

∑

1≤i≤n

εiπn−1(X1, . . . , X̂i, . . . , Xn)

(Ad n(X1, . . . , X̂i, . . . , Xn)(Xi))
p−2

où X̂i signifie que l’on ometXi.

Avertissement. Le lecteur pourra lors d’une première lecture admettre ce
lemme et se reporter directement à la condition (*) ci-dessous, l’utilité n’ap-
paraissant qu’au moment de la preuve du théorème.

Lemme. Les polynômes

πn(X1, . . . , Xn) et 5n(X1, . . . , Xn) ∈ Z[X1, . . . , Xn]

ne sont pas identiquement nuls modulop.
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Preuve.La preuve se fait en évaluant les monômes de plus haut degré enXn.
Puisque Adn(X1, . . . , X̂i, . . . , Xn)(Xi) est modulop un polynôme additif
enXi ([Se] Chap. 5 §5), on a

Ad n(X1, . . . , Xn−1, X̂n)(Xn) = b0Xn + b1X
p
n + · · · +Xpn−1

n ;
ainsi

πn(X1, . . . , Xn) = πn−1(X1, . . . , Xn−1)
∏

1≤j≤p−1
Ad n(X1, . . . , Xn−1, X̂n)(jXn)

= −πn−1(X1, . . . , Xn−1)

[Ad n(X1, . . . , Xn−1, X̂n)(Xn)]p−1 modp

= −πn−1(X1, . . . , Xn−1)X
pn−1(p−1)
n + . . . ,

D’autre part pouri < n, on a :

Ad n(X1, . . . , X̂i, . . . , Xn)(Xi) =
∏

0≤j≤p−1
Ad n−1(X1, . . . , X̂i, . . . , Xn−1)(Xi + jXn) =

∏

0≤j≤p−1
(Ad n−1(X1, . . . , X̂i, . . . , Xn−1)(Xi)

+ jAd n−1(X1, . . . , X̂i, . . . , Xn−1)(Xn)) modp =
− Ad n−1(X1, . . . , X̂i, . . . , Xn−1)(Xi)

[Ad n−1(X1, . . . , X̂i, . . . , Xn−1)(Xn)]p−1+ . . . modp =
− Ad n−1(X1, . . . , X̂i, . . . , Xn−1)(Xi)X

pn−2(p−1)
n + . . . modp.

Ainsi
5n(X1, . . . , Xn) modp =
E

∏

εn∈{0,1,... ,p−1}
{ ∏

(ε1,... ,εn−1)∈In−1

[ ∑

1≤i≤n−1
εi[πn−2(X1, ., X̂i, . . . , Xn−1)

(Ad n−1(X1, . . . , X̂i, . . . , Xn−1)(Xi))
p−2Xpn−2(p−1)2

n + . . . ]
+ εn(πn−1(X1, . . . , Xn−1)X

pn−1(p−2)
n + . . . )]} et

E := ∏

(ε1,... ,εn)=(0,...,0,εn)∈In

[εnπn−1(X1, . . . , Xn−1)X
pn−1(p−2)
n + . . . ],

d’où le lemme par récurrence surn. ut
La condition (*). Unn-uplet(a1, a2, . . . , an) ∈ (Znr

p )n satisfait la condition
(∗) si : 5n(a1, . . . , an) 6= 0 modp.
Nous utiliserons le lemme précédent sous la forme suivante :
Il existe une infinité de uples(a1, a2, . . . , an) ∈ (Znr

p )n satisfaisant(∗) ;
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i.e. lesn éléments deFalg
p ,

πn−1(a1, ., âi , . . . , an)(Ad n(a1, . . . , âi , . . . , an) (ai))
p−2 modp sont linéai-

rement indépendants surFp.

2. Réalisation de(Z/pZ)n, p ≥ 2, n > 1

Terminologie. Comme dans [G-M2] nous dirons qu’un revêtement deP1
k est

de typeAm si c’est un revêtement étale de la droite affineA1
k avec conducteur

m+ 1 à l’infini.

Dans ce paragraphep est un nombre premier quelconque etn > 1.

2.0. La méthode

Expliquons la genèse des équations. Examinons d’abord les obstructions
présentées dans le théorème rappelé dans l’introduction. Supposons const-
ruits deux revêtementsYp

i = fi(X) pouri = 1, 2 de conducteurm1+ 1=
m2 + 1 = m + 1 et qui satisfont les conditions du théorème. Des équa-
tions desp − 1 autres revêtements de degrép dans le compositum sont
Yp = f1(X)f i

2(X) aveci = 1, . . . , p − 1 ; puisque le conducteur est aussi
m + 1 ; ceci implique des compatibilités entre les données d’Hurwitz des
deux revêtements, i.e. les racines def1(X)f i

2(X) = 0 de multiplicité pre-
mière àp dans le disque ouvert sont au nombre dem+ 1.

Dans [G-M2 chap. IV] on trouve le revêtementp-cyclique deP1 avec des
données d’Hurwitz non triviales, d’équationYp = (1+X)(1+ αX)h(1+
α2X)h2

. . . (1+αp−2X)hp−2 := f0(X) (h ∈ N est une racine primitivep−1
ième de l’unité modulop et α ∈ Znr

p est la racine(p − 1)-ième de l’unité
telle queα ≡ h mod p) ; on montre que ce revêtement a potentiellement
bonne réduction enp du typeAp−2, malheureusement le conducteur est
trop petit pour satisfaire les conditions du théorème. En fait cette dernière
équation vue modulop s’écrit (modulo des puissancep-ièmes)f0(X) =∏

v∈V (1 + vX)ϕ(v) où V = Fp ⊂ k et ϕ relève uneFp-forme linéaire
non nulle, c’est cette dernière forme qui se généralise pour desFp-espaces
vectoriels de dimension quelconque. Les conditions combinatoires suivent
alors la combinatoire des sous-Fp-espaces vectoriels. Précisément, nous
construisonsn revêtements cycliques de degrép, fi : Ci → P1

Qnr
p
, 1≤ i ≤

n, ramifiés enBri ⊂ P1(Qnr
p ). Les conditions combinatoires et géométriques

que nous réalisons sont #Bri = pn−1(p − 1), #(Bri1 ∩ . . . . ∩ Brik ) =
pn−k(p− 1)k (analogues aux conditions rappelées dans l’introduction pour
n = 2), le produit fibréC1 ×P1 · · · ×P1 Cn induit après normalisation un
revêtement galoisien intègref : C → P1 de groupe(Z/pZ)n ayant bonne
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réduction surR := Znr
p [ζ ][π ]oùζ est une racine primitivep-ième de l’unité,

λ := ζ − 1 etπpn−1(p−1)−1 = λ. Plus précisément on obtient moduloπ un
revêtement étale de la droite affine qui est totalement ramifié au-dessus de
l’infini (i.e. le groupe d’inertie est(Z/pZ)n). Ainsi ce revêtement induit au
niveau des fibres formelles à l’infini une réalisation de(Z/pZ)n comme
groupe deR-automorphismes deR[[Z]].

2.1. Bonne réduction de revêtementsp-cycliques deP1

Lemme 1. Soit p > 2 et d := p(p − 1)/2, alors il existeH(A, B) ∈
Fp[A, B] homogène de degréd − p + 1 tel que :

∏

i∈{1,...,p−1}
(A+iB)i = Ad+2−1Ad−p+2Bp−2+Bp−1H(A, B) ∈ Fp[A, B].

Preuve.C’est un cas particulier de ([G-M 2], Th. 4.2) ; nous en rappelons
la preuve dans ce cas. On peut supposer queA = 1, B = X ; soith ∈ Z une
racine primitivep − 1-ième de l’unité modp. Alors

f (X) := ∏

i∈{1,...,p−1}
(1+ iX)i ≡ ∏

j∈{0,...,p−2}
(1+ hjX)hj

modulo puissancesp-ièmes, ainsi

f ′(X)/f (X) = ∑

j∈{0,...,p−2}
h2j

1+ hjX
= ∑

j∈{0,...,p−2}
k∈{0,...,p−4}

h2j (−hjX)k

+ ∑

j∈{0,...,p−2}
h2j (−hjX)p−3

1+ hjX

= ∑

j∈{0,...,p−2}
h2j (−hjX)p−3

1+ hjX
.

Cette dernière somme s’exprime sous la forme
(X)p−3N(X)
∏

j∈{0,...,p−2}
(1+ hjX)

où

N(X) est un polynôme. Comparant les degrés à l’infini on voit queN(X)

est une constante qui vaut
∑

j∈{0,...,p−2}
h2j (−hj )p−3 = −1 ∈ Fp ; le lemme

suit alors par intégration.ut
Lemme 2. Ici p est quelconque. Soienta1, a2, . . . , an ∈ F

alg
p et

P̃ (X) := ∏

(ε1,... ,εn)∈{0,...,p−1}n
(1+ (

∑

1≤i≤n

εiai)X)ε1
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alors il existe

u := πn−1(a2, . . . , an)[Ad n(a2, . . . , an)(a1)]p−2,

Q(X), R(X) ∈ F
alg
p [X] et mn := pn−1(p − 1) − 1 tels queP̃ (X) =

(1+XQ(X))p + uXmn(1+XR(X)).

Preuve.Considérons le polynôme

Ad (X) := ∏

(ε2,... ,εn)∈{0,...,p−1}n−1

(X + ∑

2≤i≤n

εiai),

c’est un polynôme additif ; ainsi

Ad (X) = b0X + b1X
p + · · · +Xpn−1 ∈ Falg

p [X]
et

b0 = πn−1(a2, . . . , an);
alors

P̃ (X) = XdegP̃
∏

i∈{1,...,p−1}
(Ad (

1

X
)+ iAd (a1))

i .

Si p > 2, le lemme 1 appliqué à

A := Xpn−1
Ad (

1

X
) = 1+ bn−2X

pn−1−pn−2 + · · · + b0X
pn−1−1

et
B := Ad (a1)X

pn−1

montre que le monôme de plus bas degré deP̃ (X)qui n’est pas une puissance
p-ième provient de 2−1Ad−p+2Bp−2 et c’est

2−1(d − p + 2)b0X
pn−1−1Ad (a1)

p−2Xpn−1(p−2) = b0Ad (a1)
p−2Xmn.

Si p = 2, P̃ (X) = X2n−1
Ad (

1

X
) + X2n−1

Ad (a1) est encore de la forme

annoncée.ut
Lemme 3. Soienta1, a2, . . . , an ∈ Znr

p et

P(X) := ∏

(ε1,... ,εn)∈{0,...,p−1}n
(1+ (

∑

1≤i≤n

εiai)
pX)ε1

alors il existeu ∈ Znr
p avec

u = πn−1(a2, . . . , an)[Ad n(a2, . . . , an)(a1)]p−2 modp,

Q(X), R(X), S(X), T (X) ∈ Znr
p [X]

et
mn := pn−1(p − 1)− 1
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tels que
P(X) = (1+XQ(X))p + upXmn(1+XR(X))

+ pX(mn+1)/pS(X)+ p2T (X).

Preuve.Considérons

P̃ (X) := ∏

(ε1,... ,εn)∈{0,...,p−1}n
(1+ (

∑

1≤i≤n

εiai)X)ε1;

alors

P(Xp) = ∏

j∈{0,...,p−1}
P̃ (ζ jX).

Le lemme 2 appliqué à̃Pmod p donne

P̃ (X) = (1+XQ(X))p + uXmn(1+XR(X))+ pS(X)

= (1+XQ(X))p(1+ uXmn(1+XR̃(X))+ pS̃(X))

où R̃(X), S̃(X) ∈ Znr
p [[X]]. Ce qui donne

P(Xp) = ∏

j∈{0,...,p−1}
(1+ ζ jXQ(ζ jX))p

∏

j∈{0,...,p−1}
(1+ u(ζ jX)mn(1+ ζ jXR̃(ζ jX))+ pS̃(ζ jX))

que nous regardons modulop2. On a

∏

j∈{0,...,p−1}
(1+ ζ jXQ(ζ jX)) ∈ 1+XpZnr

p [Xp]
et

∏

j∈{0,...,p−1}
(1+ u(ζ jX)mn(1+ ζ jXR̃(ζ jX))+ pS̃(ζ jX))

= ∏

j∈{0,...,p−1}
(1+ u(ζ jX)mn(1+ ζ jXR̃(ζ jX))+ p

∑

j∈{0,...,p−1}
(S̃(ζ jX)

∏

k∈{0,...,p−1},k 6=j

(1+ u(ζ kX)mn(1+ ζ kXR̃(ζ kX))) modp2.

De la rationalité surZnr
p de la dernière somme et de(ζ − 1)Znr

p [ζ, X] ∩
Znr

p [X] = pZnr
p [X], il suit que :

∑

j∈{0,...,p−1}
(S̃(ζ jX)

∏

k∈{0,...,p−1},k 6=j

(1+ u(ζ kX)mn(1+ ζ kXR̃(ζ kX)))

= 0 modp.
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Enfin

∏

j∈{0,...,p−1}
(1+ u(ζ jX)mn(1+ ζ jXR̃(ζ jX))

∈ Znr
p [[Xp]] ∩ (1+XmnZnr

p [[X]]) = 1+ (Xp)(mn+1)/pZnr
p [[Xp]];

le lemme suit. ut
Remarques 1.Le relèvement simpliste du polynôme considéré dans le
lemme 2 n’est pas suffisament proche d’une puissancep-ième pour induire
un automorphisme du disque ouvert sans inertie au bord.
2. Dans le casp = 2, on peut donner une autre famille de polynômes qui
donnent naissance à une meilleure approximation par une puissance 2-ième
et conduit comme dans la construction qui suit à une réalisation de(Z/2Z)n,
(n > 1). Précisément, on montre la proposition suivante dont la preuve est
laissée au lecteur :

Proposition 1. Soienta1, a2, . . . , an ∈ Znr
2 et

P(X) := ∏

(ε1,... ,εn)∈{0,1}n
(1+ (

∑

1≤i≤n

εiai)
2X)

alors il existe

b0 := πn(a1, . . . , an) etb1, . . . , bn−1 ∈ Znr
2

tels que

P(X) = (1+ ∑

1≤i≤n−1
biX

2n−1−2i−1
)2+ b2

0X
2n−1 mod 4Znr

2 .

Soit R := Znr
2 [π ] avecπ2n−1 = 22 alors l’équationY 2 = P(X) définit

une courbe hyperelliptique ayant bonne réduction surR relativement à la
valuation de Gauss enS := (2)−2/(2n−1)X de typeAm avecm = 2n − 1.

Proposition 2. Ici p est quelconque. Soienta1, a2, . . . , an ∈ Znr
p avec

πn−1(a2, . . . , an)Ad n(a1, a2, . . . , an)
p−2 6= 0 modp

et P(X) ∈ Znr
p [X] comme dans le lemme 3. SoitR := Znr

p [ζ ][π ] où ζ

est une racine primitivep-ième de l’unité,λ := ζ − 1 et πmn = λ où
mn := pn−1(p − 1) − 1. Alors l’équationYp = P(X) définit une courbe
ayant bonne réduction surR relativement à la valuation de Gauss enS :=
(λ)−p/mnX de typeAmn

.
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Preuve.Dans l’estimation du lemme 3 les changementsY = λZ + 1+
XQ(X) etX = (λ)p/mnS donnent en réduction pour la valuation de Gauss
relative àS ; Zp − Z = upXmn (noter quep/λp−1 est une unité) ; ainsi le
degré de la différente spéciale vautds = (mn + 1)(p − 1) = pn−1(p −
1)2 et puisque le revêtement est ramifié enpn−1(p − 1) points au-dessus
du disque ouvert|S| > 1 (noter que le degré deP est multiple dep) le
degré de la différente générique vautdη = pn−1(p − 1)(p − 1), le résultat
suit alors du critère local de bonne réduction ([G-M1]) ou bien ; puisque la
ramification est concentrée dans la fibre formelle à l’infini, de l’égalité des
genres (géométriques) aux fibres génériques et spéciales.ut

2.2. La construction

Théorème. Le problème “Galois Inverse” a une réponse positive dans le
cas desp-groupes abéliens de type(p, p, . . . , p).

Preuve.Soienta1, a2, . . . , an ∈ Znr
p satisfaisant la condition (*). Pouri ∈

{1, . . . , n} on définitPi(X) := ∏

(ε1,...,εn)∈{0,...,p−1}n
(1+ (

∑

1≤j≤n

εjaj )
pX)εi ∈

Znr
p [X] et soitCi → P1 le revêtement galoisien d’équationYp

i = Pi(X).
Il suit immédiatement de la proposition précédente que lesn revêtements
Ci → P1 ont simultanément bonne réduction (en p) de typeAmn

avec
mn = pn−1(p − 1) − 1 et ce relativement à la même valuation de Gauss
définie parS := (λ)−p/mnX, d’équationZ

p

i − Zi = un
pSmn où un =

πn−1(a1, . . . , âi , . . . , an)[Ad n(a1, . . . , âi , . . . , an)(ai)]p−2 modp.
Considérons alors le produit fibréC1 ×P1 · · · ×P1 Cn, il induit après

normalisation un revêtement galoisienf : C → P1 de groupe(Z/pZ)n.
Par la condition (*) lesn élémentsun

p sont linéairement indépendants sur
Fp, il s’en suit queC est intègre. Montrons qu’il a bonne réduction sur
R := Znr

p [π ] avecπmn = λ.
En effet, le degréds de la differente du compositum desn extensions

Z
p

i −Zi = un
pSmn estds = (mn+ 1)(p− 1)(1+ p+ p2+ · · · + pn−1) =

pn−1(p − 1)(pn − 1) (voir par exemple [G-M 1] I. th. 5.1).
D’autre part pour calculer le degrédη de la differente génerique du revê-

tementC → P1 au-dessus du disque ouvert|S| > 1, on remarque qu’il est
ramifié uniquement enx = (

∑

1≤j≤n

εjaj )
−p avec lesεj non tous nuls (ce qui

donne au pluspn−1 points du disque ouvert|S| > 1 deP1) et que les groupes
d’inertie sont cycliques d’ordrep, ainsidη ≤ pn−1(pn − 1)(p − 1) = ds .
On conclut à la bonne réduction en appliquant le critère local de bonne
réduction ([G-M1]). Plus précisément on obtient moduloπ un revêtement
étale de la droite affine qui est totalement ramifié au-dessus de l’infini (i.e.
le groupe d’inertie est(Z/pZ)n). Ainsi ce revêtement induit au niveau des
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fibres formelles à l’infini une réalisation de(Z/pZ)n comme groupe de
R-automorphismes deR[[Z]]. C’est le théorème.ut

2.3. Géométrie du lieu de ramification

On noteDo := SpecR[[Z]] la fibre formelle à l’infini deC, alorsf induit
un revêtement galoisienDo → Do/G oùG ' (Z/pZ)n. Soit Ram le lieu
de ramification ; siz ∈ Ram , le groupe d’inertie dez est un sous-groupe
d’ordrep deG, ainsi si l’on note{Gi =< σi >, 1≤ i ≤ (pn−1)/(p−1)}
les sous-groupes d’ordrep deG ; on a une partition de Ram= ∐

F i par
les groupes d’inertie des points. SoitDo le modèle minimal semi-stable de
Do qui déploie Ram en des points lisses moduloπ (cf. [G-M 2]) ; nous
représentons dans le schéma qui suit la fibre spéciale deDo ; c’est un arbre
de droites projectives pointées par les spécialisations du lieu ramification
Ram .

.
.

.
.

.
.

.
. .

.

.
.

.
.

.
.

.
.

.
.

.
.

.
.

p
p

∋z Fj

n-1

n-1

. . .
. . . . . .

. . .

I=<G>

<G >1 <G >j

  p-1p-1

Ce dessin mérite quelques explications : les groupes indiqués entre cro-
chets< . > représentent les groupes d’inertie des composantes. Pour voir
que celui de la composante interne estG tout entier on procède ainsi : la
composante interne correspond à la réduction deDc, le plus petit disque
fermé dansDo

(K) contenant Ram ; pour des raisons de symétrie son groupe
d’inertie estG ou bien le groupe trivial. Dans ce dernier cas le passage
au quotient par< σ1 > induirait à la fibre spéciale deDc un revêtement
p-cyclique deP1 qui est aussiP1 ; ce qui via la formule d’Hurwitz montre
que la ramification est concentrée au point à l’infini i.e. le point correspon-
dant à l’exterieur deDc dansDo

(K) ; maisσ1 laisse au moins une classe de
Dc fixe (celle d’un point fixe deσ1), d’où une contradiction. Voyons que
Dc est l’image inverse de|X| ≥ 1, soitx1 ∈ Ram , fixé parσ1 ; la classe
dex1 dansDc est donc globalement invariante parG, en particulier cette
classe contient l’orbiteGx1 i.e. la fibre au dessus d’un point de branche-
ment ; ainsi par définition deDc, dans le disque fermé quotientDc/G le
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lieu de branchement Ram/G se trouve réparti en au moins deux classes
distinctes ; la seule possibilité est queDc/G soit le disque fermé|X| ≥ 1.
Le lieu de branchement se répartit alors enpn − 1 classes distinctes et les
classes correspondant au groupe d’inertieG1 =< σ1 > sont données par
1+ (ε1a1)

pX = 0 pourε1 = 1, . . . , p− 1. Il reste à montrer que les points
fixes deσ1 dans une même fibre sont équidistants. Pour cela considérons
dansDc le disque ouvertDo

1 correspondant à la classe dex1 dansDc ; dans
ce disque on considère le plus petit disque ferméDc

1 contenant les points fi-
xes deσ1 ∈ Do

1 ; ils se trouvent répartis en au moins deux classes distinctes ;
ainsi l’un des automorphismes agit non trivialement sur la specialisation et
par symetrie, lesσi, i > 2 agissent non trivialement.

3. Une autre réalisation de(Z/pZ)2, p > 2

Dans ce paragraphep est un nombre premier> 2.
Nous exhibons 2 revêtementsp-cycliques deP1 qui satisfont les condi-

tions du théorème de [G-M 1], rappelé dans l’introduction. L’intérêt de cet
exemple réside dans la méthode et la géométrie qu’il induit.

Théorème. Soith ∈ N, une racine primitivep− 1-ième de l’unité modulo
p etα ∈ Znr

p la racine(p−1)-ième de l’unité telle queα ≡ h mod p et soit

f0(X) := (1+X)(1+ αX)h(1+ α2X)h2
. . . (1+ αp−2X)hp−2

= 1+ uXp−2+ pXP(X)+Xp−1Q(X)

où
u ∈ Znr

p
∗ etP(X), Q(X) ∈ Znr

p [X].
Pour i = 1, 2, considérons les deux revêtementsfi : Ci → P1

Qnr
p [ζ ] d’équa-

tion

Y
p

1 = 1+Xp−1 et Y
p

2 = f0(X)((1+ X

λ
)p − uXp−2)

(λ = ζ − 1 et ζ est une racine primitivep-ième de l’unité), alors ces
deux revêtements ont simultanément potentiellement bonne réduction pour
la valuation de Gauss enS si S := λ−p/(p−1)X respectivement de type
Am1 (m1 = p − 1) et Am2 (m2 = 2p − 2) ; les deux revêtements ont
en commun[(m1 + 1)/p](p − 1) points de ramification ; ainsi le produit
C1×P1

Qp
C2 des deux revêtements induit après normalisation un revêtement

galoisienf : C → P1 de groupe(Z/pZ)2 qui a potentiellement bonne
réduction et induit par restriction à la fibre formelle à l’infini une réalisation
de (Z/pZ)2 comme groupe desR-automorphismes deR[[Z]] pour R :=
Znr

p [θ ] où θp−1 = ζ − 1.

Matignon Michel
$f_1$ est défini par $Y_1^p=1-X^{p-1}=(1+X)(1+\alpha X)\cdots (1+\alpha^{p-2}X)$
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Preuve.L’estimationf0(X) = 1+ uXp−2+ pXP(X)+Xp−1Q(X) a été
expliquée au lemme 1.
Nous allons en déduire une estimation du même type pour

f2(X) := f0(X)((1+ X

λ
)p − uXp−2);

posons pour celaX = θpS, avecλ = θp−1 ainsip/θ(p−1)2
est une unité,

X

λ
= θS, A := pXP(X)+Xp−1Q(X) i.e.f0(X) = 1+ uXp−2+ A,

B := (1+ X

λ
)p − 1= (1+ θS)p − 1.

Nous mettrons dans laθp(p−1)“poubelle′′ les termes∈ Z
alg
p [S] dont les co-

efficients sont en valeur absolue strictement plus petits que|λp| = |θp(p−1)|.
Suivant ce principe on peut écrireA = θp(p−1)(Q(0)+ poubelle), alors

f2(X) = (1+ X

λ
)p + (f0(X)− 1)(1+ X

λ
)p − uXp−2f0(X)

= (1+ θS)p + (uXp−2+ A)(1+ B)− (1+ uXp−2+ A)uXp−2

= (1+ θS)p + θp(p−1)(Q(0)Sp−1+ uS2p−2+ poubelle).

Si l’on poseY2 = θp−1Z + 1+ θS l’équation deC2 devient

(θp−1Z + 1+ θS)p − (1+ θS)p

θp(p−1)
= Q(0)Sp−1+ uS2p−2+ poubelle

∈ R[[S]]

qui est à coefficients entiers et donne moduloπ l’équation Zp − Z =
Q(0)Sp−1+ uS2p−2 i.e. un revêtement étale de la droite affine de typeAm2

(m2 = 2p − 2).
Maintenant, nous remarquons que le revêtementf2 est ramifié unique-

ment au-dessus des racinesp−1-ième de−1 ainsi qu’au dessus des racines

de(1+ X

λ
)p−uXp−2 ce qui donne 2p−1 points de ramification et prouve

qu’il y a potentiellement bonne réduction relativement à la valuation de
Gauss enS. Pour le reste du théorème on vérifie facilement les conditions
du theorème de [G-M 1] rappelées dans l’introduction. On peut vérifier cette
fois que l’arbre de la réduction deP1 qui déploie le lieu de ramification de
f2 a 2 bouts. ut



p-Groupes abéliens et disques ouvertsp-adiques 107

3.1. Géométrie du lieu de ramification

Comme dans le paragraphe II, nous représentons la fibre spéciale du modèle
minimal semi-stable qui déploie le lieu de ramification en des points lisses.

<G>
<G >

<G >

p p

p p

<G  >

<G  >

<G  >

<G  >

<G  >1

1

1

2

3

<G     >p+1. . .

. . .
. .

. . .

. .

. . .
.

.
z ∋

z ∋

z

∋

F

F

F

p+1

2

1

Remarque.La méthode que nous venons d’utiliser pour passer def0(X) à
f2(X) a eu pour effet de grossir le lieu de ramification tout en conservant la
potentielle réduction (du typeAp−2 au typeA2p−2), elle peut être reitérée
sous une forme adaptée afin de produire des automorphismes d’ordrep du
disque dont le modèle semistable minimal qui déploie les points fixes en
des points lisses induit un arbre de longueur arbitrairement grande (notons
que des arbres de longueur arbitrairement grande sont aussi exhibés via les
groupes formels de Lubin–Tate dans [G-M 2] II. 3.3.3).

4. p-Groupes finis et AutRR[[Z]]
Dans ce paragraphe nous montrons que toutp-groupe fini peut être réalisé
comme sous-groupe de AutRR[[Z]] pour un anneau de valuation discrete
R fini sur Zp convenable. Bien que ces realisations mettent en évidence la
richesse de AutRR[[Z]] nous sommes loin de répondre au problème Galois
inverse, puisque elles correspondent à des actions libres sur le disque ouvert
qui induisent l’identité moduloπ .

Théorème. SoitG unp-groupe fini alors il existe un anneau de valuation
discrète fini surZp et une injectionG→ AutRR[[Z]] qui induit une opéra-
tion libre deGsurSpecR[[Z]]×K et l’automorphisme identité moduloπ ; en
particulier l’extension d’anneaux de valuation discrèteR[[Z]](π)/R[[Z]]G(π)

est férocement ramifiée.

Preuve.Fixonsα1, . . . , αg un système de générateurs deG avecg ≥ 2.
Quitte à grossirg on peut supposer qu’il existe une courbe propre et lisse
C sur Fp de genreg telle que lep-rang deπ1(C × F

alg
p ) soit nul i.e.

C × F
alg
p n’admet pas de revêtement étalep-cyclic (on peut prendre pour

C par exemple un revêtementp-cyclic étale de la droite affine de conduc-
teur m + 1 > 2 à l’infini avec m suffisament grand). Considérons une
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courbe relative surZp propre et lisseC qui relèveC (SGA 1) ; puisque la
fibre générique géométriqueCη est une courbe propre lisse de genreg en
caractéristique zéro il suit queπ1(Cη) est le compléte profini du groupe
< a1, b1, . . . ., ag, bg, | ∏

1≤i≤g

[ai, bi] = 1 > ; ainsi il existe un homomor-

phisme surjectifρ : π1(Cη) → G (envoyer par exempleai et bi sur αi).
Soit f : D(K) → C(K), le revêtement Galoisien étale de groupeG de Cη

correspondant àρ ; il est défini sur une extension finieK deQp, on noteR
l’anneau de valuation deK. NotonsD la normalisation deC dans le corps
de fonctions deD(K). Quitte à grossirR, on peut supposer que la fibre spé-
cialeDs deD est réduite (cf. [E]) ; d’autre part puisqueG est unp-groupe
il résulte de [R], cor. 1 p. 181, queDs est géométriquement unibranche et
donc en particulier intègre. Soits le point générique deDs dansD etI ⊂ G

le groupe d’inertie ens ; montrons queI = G. En effet si ce n’est pas le cas
on peut trouverI ⊂ H ⊂ G avecH 6= G normal dansG et d’indicep ;
alorsD/H → C × R est étale par le théorème de pureté ; ce qui contredit
la nullité dup-rang deπ1(C × F

alg
p ). Quitte à grossirR, on peut supposer

qu’il existe un point lissez ∈ Ds ; alorsG est groupe deR-automorphismes
deÔD,z, l’anneau local complété enz deD qui est isomorphe àR[[Z]]. Par
construction l’extensionR[[Z]]/R[[Z]]G est uniquement ramifiée en(π) et
G est le groupe d’inertie en(π). ut
Remarque.Dans le cas desp-groupes abéliens, on peut montrer le théorème
en utilisant des groupes formels de dimension 1 (cf. [H] p. 465), nous en
esquissons la preuve. SoientK une extension finie deQp, R l’anneau des
entiers deK etF(X, Y ) ∈ R[[X, Y ]], un groupe formel surR de hauteurh.
On noteF(Kalg) l’ensemblem(Kalg) ⊂ Kalg des éléments topologique-
ment nilpotents (i.e. les éléments deKalg de valuation strictement positive)
muni de la loi de groupe induite parF(X, Y ). Soit3 ⊂ F(Kalg) son groupe
de torsion. Poura ∈ 3 ∩ R on definit unR-automorphisme deR[[Z]] par
σ(Z) := F(Z, a) ; on remarque que l’application3∩R→ AutRR[[Z]]ainsi
definie est un homomorphisme injectif ([H] p. 465). Comme3 ' (Qp/Zp)h

([H] p. 462), cela donne plein de réalisations desp-groupes abeliens comme
sous-groupes de AutRR[[Z]] pourR et h suffisament grands, malheureuse-
ment ces groupes d’automorphismes comme dans la construction précédente
donnent l’identite moduloπ (dans un groupe formel on aF(Z, 0) = Z).
D’autre part il est facile de vérifier que l’extensionR[[Z]]/R[[Z]]G est uni-
quement ramifiée en(π).
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