
Sur l'espae des on�gurations d'une araignée∗Pierre MounoudAbstratWe study the on�guration spae of the linkages alled �spiders�. Let g be a non negativeinteger and r be the greatest integer suh that 2r divide g − 1. We show that there exists aspider whose on�guration spae is di�eomorphi to an orientable ompat surfae of gender gif and only if 1

2r
(g − 1) ≤ 6r + 12. Afterward we give a method that allows to desribe a largefamily of singular on�guration spaes. RésuméOn étudie les espaes des on�gurations des systèmes artiulés appelés � araignées �. Soit

g un entier positif et r le plus grand entier tel que 2r divise g − 1. On montre qu'il existe unearaignée dont une omposante onnexe de l'espae des on�gurations est di�éomorphe à unesurfae ompate orientable de genre g si et seulement si 1

2r
(g − 1) ≤ 6r + 12. On donne ensuiteun méthode permettant de dérire omplétement une large famille d'espaes de on�gurationssinguliers.1 IntrodutionOn appelle � araignée à n pattes � le système artiulé réalisé de la façon suivante. On onsidère

2n barres rigides de longueurs quelonques (non nulles). On les attahe ensemble par paire de façonà obtenir n � pattes �. On hoisit une extrémité de haune de es pattes que l'on appelle � pied �.On se donne n points (�xes) et on attahe un pied en haun de es points. En�n, on identi�e entreelles les n extrémités libres des pattes de façon à former le � orps � de l'araignée (il faut don queles pattes soient su�samment longues). Le système artiulé obtenu ressemble à une araignée ayant
n pieds ollés au sol. On suppose bien sûr que les pattes peuvent se roiser librement.Nous allons nous intéresser à l'espae des on�gurations de e système méanique que l'on va noter
CA. Cet espae est naturellement un fermé de C

n+1. Pour le voir, nous allons préiser les hoses. Onidenti�e le plan au orps des nombres omplexes C . On désigne par ω1, . . . , ωn les points du planoù sont ollés les pieds. On désigne par li la longueur de la barre attahée à ωi, par zi l'extrémitélibre de la barre (le � genou �en quelque sorte), par Li la longueur de la barre attahée en zi et par
z0 le orps. On a lairement :

CA = {(z0, z1, . . . , zn) ∈ C
n+1 ; ∀i ∈ {1, . . . , n}, |zi − ωi| = li et |z0 − zi| = Li}Le but de e papier et de déterminer quelles sont les araignées dont l'espae des on�gurations estlisse et surtout de déterminer quelle est alors la topologie de et espae.Les araignées ont déjà donné lieu à des travaux, itons ii l'artile de Shvalb, Shoham et Blan[4℄ (qui ontient un analogue de la proposition 3.1) et l'artile de J. O'Hara [3℄ (qui répond aux

∗2000 Mathematis Subjet Classi�ation: 57M20,70B151



points libres articules

points fixes

PSfrag replaements

Fig. 1 � Une araignée à 4 pattes.questions posées plus haut pour une araignée très symétrique). Les araignées sont des as partiuliersd'espaes des on�gurations de systèmes artiulés, espaes étudiés dans de nombreux travaux itonsnotamment [2℄. Dans et artile Kapovih et Millson montrent que toute variété ompate orientablepeut être vue omme une omposante onnexe de l'espae des on�gurations d'un système artiulé,donnant même un algorithme permettant d'assoier, à une équation algébrique, un sytème artiulé.Malgré ela, il serait interessant de onnaître expliitement une famille simple de systèmes artiulésréalisant toutes les surfaes ompates orientables.Les araignées forment une famille de systèmes artiulés simple mais rihe dont les espaes deon�gurations sont de dimension (réelle) 2. Le prinipal résultat de e papier est :Théoreme 1.1 Soit g un nombre entier et r le plus grand entier tel que 2r divise g−1. Une surfaeompate orientable lisse de genre g est di�éomorphe à (une omposante onnexe de) l'espae deson�gurations d'une araignée si et seulement si 1
2r (g − 1) ≤ 6r + 12.Ainsi toutes les surfaes ompates et orientables ne sont pas réalisables en tant que omposantesonnexes de l'espae des on�gurations d'une araignée. On voit que la surfae la plus simple quin'est pas réalisable est la sphère à 14 anses.La suite du papier est onsarée à l'étude des espaes de on�gurations singuliers. Les singularitésde CA se voient sur le projeté de CA sur C obtenu par l'appliation � première oordonnée �, 'est-à-dire sur l'ensemble des positions que peut prendre le orps de l'araignée. Nous nous sommes limitéau as où les singularités se projettent sur un ensemble disret de C. En partiulier nous detaillonsune méthode permettant de dérire omplètement CA lorsque son lieu singulier se projette sur unpoint de C.Je remerie Charles Boubel pour son idée d'utiliser la sphère S

2 lors de la preuve de la proposition4.4. Il m'a permis de raourir onsidérablement la preuve.2 Premières propriétés.On désigne par Π la projetion de C
n+1 dans C qui à (z0, z1, . . . , zn) assoie z0, Π(CA) estl'ensemble des points du plan où le orps de l'araignée peut se rendre. On va étudier CA via sonimage par Π.Soient ri = |Li − li|, Ri = li + Li et Ai la ouronne fermée entrée en ωi de petit rayon ri(éventuellement nul) et de grand rayon Ri ('est-à-dire Ai = D(ωi, Ri) \ D(ωi, ri)). Il est faile devoir que Π(CA) =

⋂n
i=1 Ai. On désignera par Γi le grand erle bordant Ai et par γi le petit erlebordant Ai. 2
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Fig. 2 � Π(CA) lorsqu'on A est l'araignée de la �gure 1.Dé�nition 2.1 Soit U une omposante onnexe de Π(CA) =
⋂n

i=1 Ai. On dé�nit ∂U , le bord de
U , par ∂U =

⋃n
i=1(U ∩ ∂Ai). On appelle �tés de ∂U les ars de erles (de longueur possiblementnulle) formant le bord de U (ie les omposantes onnexes des U ∩ Γi et des U ∩ γi). On appellesommets de ∂U les points appartenant à l'intersetion de deux �tés de ∂U .On dira qu'un sommet s de ∂U est un point de tangene (resp. un point triple, resp. un point spéial)si tous les �tés se oupant en s sont tangents deux à deux en s (resp. si s appartient à au moinstrois �tés non tous tangents, resp. si s appartient à au moins deux �tés dont l'un est réduit à unpoint).On dira qu'un sommet s est un point singulier s'il est un point de tangene ou un point triple ou unpoint spéial.Les erles onsidérés pouvant être de rayon nul, les �tés peuvent être réduit à un point, e pointpouvant aussi être onsidéré omme un sommet (on a alors un point spéial). Lorsqu'il existe uneomposante onnexe du bord de U réduite à un erle-point, ∂U n'est pas le bord topologique.Dé�nition 2.2 On dira que la patte i, 'est-à-dire le triplet (ωi, zi, z0), est tendue, (totalement)repliée, tournée vers la gauhe ou tournée vers la droite selon que l'argument de z0−zi

zi−ωi
appartienneà {π}, {0}, ]0, π[ ou ] − π, 0[.L'araignée A en position x ∈ CA a une patte tendue ou repliée si et seulement si Π(x) ∈ ∂U . Pluspréisement sa ième patte est tendue (resp. repliée) si et seulement si Π(x) appartient au erle Γi(resp. γi).Remarque 2.3 Si l'on se donne Π(x) ('est-à-dire la position du orps) et si Π(x) /∈ ∂Ai, onvoit, par un argument de géométrie élémentaire, que zi peut prendre exatement deux valeurs, l'uneorrespondant à une patte tournée vers la gauhe, l'autre à une patte tournée vers la droite. Si

Π(x) ∈ γi et si ri 6= 0 ou si Π(x) ∈ Γi alors il n'y a plus qu'une valeur de zi possible. En�n si
Π(x) = ωi (don ri = 0) alors zi peut être n'importe quel point du erle de entre ωi et de rayon li.Si y ∈ Π(CA) \ {ω1, . . . , ωn} et si y appartient à l ≥ 0 �tés de ∂CA alors Π−1(y) ontient 2n−léléments. 3



Nota Bene. Dans la suite on indexera souvent par des veteurs de Z
n
2 ou d'espaes vetorielsquotients de et espae. On désigne par e1, . . . , en les veteurs de la base anonique de Z

n
2 . Si

x ∈ CA orrespond à une position où A n'a auune jambe tendue ni repliée on peut assoier à x leveteur (u1, . . . , un) ∈ Z
n
2 , déterminé par ui = 1 si et seulement si la ième patte de A est tournéevers la gauhe. De la même façon on indexe les parties onnexes de CA sur lesquelles l'araignée n'aauune jambe tendue ni repliée. On ra�ne e proédé : si L est une partie de CA sur laquelle seulesles pattes i1, . . . , im se retournent ('est-à-dire sont parfois tournées vers la gauhe et parfois versla droite) alors on attribuera à L un veteur de Z

n
2/Vect(ei1 , . . . , eim). Dans e qui suit tout indieappartenant à Z

n
2 ou à un quotient se rapportera à la position des pattes.On peut aussi remarquer que si l'on se donne deux points prohes dans Π(CA) alors on peut tou-jours trouver deux points prohes dans CA se projetant sur eux. On en déduit que l'image d'uneomposante onnexe de CA par Π est égale à une omposante onnexe de Π(CA).Proposition 2.4 Soit A une araignée à n pattes et soient A1, . . . An les n ouronnes lui étantassoiées. On désigne par U1, . . . , Ul les omposantes onnexes de Π(CA) =

⋂n
i=1 Ai. Soit Oj = {i ∈

{1, . . . , n} | ∂Ai ∩ Uj = ∅}.Pour tout j ∈ {1, . . . , l}, Π−1(Uj) a 2oj omposantes onnexes deux à deux homéomorphes, où
oj = cardOj . Ainsi CA a ∑l

j=1 2oj omposantes onnexes.De plus si oj > 0 et si i ∈ Oj , on désigne par A′ l'araignée obtenue en enlevant la patte
(ωi, zi, z0) à A. Alors haque omposante onnexe de CA se projetant sur Uj est homéomorphe à uneomposante onnexe de CA′ .Preuve. À haune des 2n omposantes onnexes de Π−1(Uj \ ∂Uj) on assoie v ∈ Z

n
2 ommeindiqué i-dessus. La omposante d'indie v et elle d'indie v′ peuvent être reliées si et seulementpour tout i ∈ Oj les ièmes oordonnées de v et v′ sont égales. Ce qui donne le premier résultat.Si oj > 0, il existe deux omposantes onnexes distintes K et K ′ se projetant sur Uj . Celasigni�e qu'il existe un ertain nombre ej ≤ oj de pattes de A qui pour tout x ∈ K sont toujourstournées vers la gauhe (resp. vers la droite) et pour tout x ∈ K ′ sont toujours tournées vers ladroite (resp. vers la gauhe). À une on�guration x ∈ K, on peut assoier la on�guration y ∈ K ′obtenue en retournant es ej pattes et en ne touhant pas aux autres pattes. On dé�nit ainsi undi�éomorphisme d'un voisinage de K dans un voisinage de K ′ envoyant K sur K ′.Soit i ∈ Oj 6= ∅. Soit A′ l'araignée obtenue en enlevant la ieme patte de A. L'appliation de

C
n+1 dans C

n qui à (z0, z1, . . . , zn) assoie (z0, . . . , ẑi, . . . , zn) envoie une omposante onnexe seprojetant sur Uj dans une omposante onnexe de CA′ . Comme i ∈ Oj, la remarque 2.3 nous ditque l'on peut aluler zi en fontion de z0 et trouver une appliation réiproque lisse. �La proposition nous dit don que, si l'on s'intéresse à la topologie des omposantes onnexes de CA,on peut supposer (en reprenant les notations de la proposition) que pour pour tout j ∈ {1, . . . , l},on a oj = 0. Ce qui nous amène à la dé�nition suivante :Dé�nition 2.5 Soit A une araignée et K une omposante onnexe de CA. On dira que la patte iest utile à K si γi ou Γi renontre ∂Π(K).Ainsi la proposition 2.4 dit notamment que toutes les pattes de A sont utiles à K si et seulement si
Π−1(Π(K)) = K.La première question onernant les omposantes onnexes de CA est de savoir s'il s'agit ou nonde sous-variétés lisses.Proposition 2.6 Soit K une omposante onnexe de CA non réduite à un point. K est lisse auvoisinage de x si et seulement si Π(x) n'est pas un point singulier (e qui justi�e a posteriori laterminologie). 4
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Fig. 3 � Une brique Bv et sa modi�ation simplement onnexe.Preuve. Dans [4℄ les auteurs montrent que si Π(x) n'est pas un point singulier alors l'appliationdé�nissant CA est une submersion, e qui montre une impliation (on peut aussi onstruire à la maindes oordonnées au voisinage de x). L'impliation réiproque est une onséquene de la setion 6.�3 Topologie des omposantes lisses.Proposition 3.1 Soit K une omposante onnexe lisse de CA. On note p le nombre de sommets de
∂Π(K), k son nombre de omposantes onnexes et n le nombre de pattes de A utiles à K. Alors Kest di�éomorphe à une surfae ompate onnexe orientable de genre g = 1 + 2n−3(p + 4k − 8).Preuve. Il est évident que K est ompate et orientable (ar K est globalement dé�nie par unesubmersion). Pour simpli�er les notations on suppose que n orrespond au nombre de pattes de A.L'appliation Π étant une submersion (au voisinage de K) à �bres ompates, une petite perturba-tion des longueurs des pattes de l'araignée ne hange pas la topologie de K. On peut don supposerque ∂Π(K) ne ontient pas de erles-points. On pose U = Π(K). On a vu que Π−1(U \ ∂U) a 2nomposantes onnexes. On les note Bv ave v ∈ Z

n
2 , v indiquant dans quel sens est tourné haquepatte. On note Bv l'adhérene de Bv. La restition de Π à Bv est un homéomorphisme sur U (onutilise la remarque 2.3 pour dé�nir la réiproque). On dé�nit les sommets et les �tés de Bv ommeétant les sous-ensembles de Bv qui se projettent sur les sommets et les �tés du bord de U .On onstate aussi que ⋃

v∈Zn
2

Bv = K et que si Bv ∩ Bw 6= ∅ alors ette intersetion est égale àune réunion de �tés ou de sommets de ∂Bv . Autrement dit on a a�aire à un pavage de K.La proposition 2.6 nous dit que le long d'un �té de Bv une seule patte est tendue ou repliée etqu'en un sommet de Bv exatement deux pattes sont tendues ou repliées. Ainsi deux pavés ont un�té (respetivement un sommet) en ommun si et seulement si leurs indies ont n− 1 (resp. n− 2)oordonnées identiques. On voit don que les sommets des pavés sont reollés 4 à 4 a�n d'obtenirles sommets du pavage (il part don quatre arêtes de haque sommet du pavage).Les 2n pavés sont deux à deux di�éomorphes mais ne sont pas, a priori, simplement onnexes (i.e.n'ont pas qu'une seule omposante de bord). Aussi, lorsque k, le nombre de omposantes onnexesde bord, est supérieur à 1, on oupe haque Bv de façon à relier ses omposantes onnexes debord entre elles (voir �gure 3). Le pavé obtenu a don 4(k − 1) nouveaux sommets et qu'une seuleomposante de bord. Ainsi, le nouveau pavé a autant de sommets que de �tés (p + 4(k − 1)). Deplus, es nouveaux sommets sont aussi reollés 4 à 4. On peut don exprimer le nombre d'arêtesdu pavage et le nombre de sommets du pavage en fontion du nombre de pavés et du nombre desommets d'un pavé. Le alul de la aratéristique d'Euler de K est don faile :5



χ(K) = 2n − 2n−1(p + 4(k − 1)) + 2n−2(p + 4(k − 1))
= 2n−2(p + 4(k − 1) − (2p + 8(k − 1)) + 4)
= −2n−2(p + 4k − 8).Don K est du genre annoné.�La proposition 3.1 dit en fait que pour déterminer la topologie d'une omposante onnexe lisses

K de CA, il su�t d'estimer le nombre de sommets et de omposantes onnexes du bord de Π(K).C'est e qui est fait à la setion suivante. On déduit diretement des propositions 4.4, qui seradémontrée à la setion 4, et 3.1 le théorème suivant :Théoreme 3.2 Une surfae ompate orientable lisse de genre g est di�éomorphe à (une ompo-sante onnexe de) l'espae des on�gurations d'une araignée si et seulement s'il existe (k, p, n) ∈ N
3tels que 1 ≤ k ≤ n+1, n−k+1 ≤ p ≤ 4n−2k, p 6= 1, si n = 2 p est pair et g = 1+2n−3(p+4k−8).Qui a pour orollaires :Corollaire 3.3 Si A a n pattes, si K est une omposante onnexe lisse de CA et si toutes les pattesde A sont utiles à K alors le genre de K est ompris entre 1 + 2n−3(n − 4) et 1 + 2n−3(6n − 6).Corollaire 3.4 Soit g une entier et r plus grand entier tel que 2r divise g− 1. La surfae ompateorientable de genre g est réalisable si et seulement si (g − 1)/2r ≤ 6r + 12.Preuve. On ommene par remarquer que, à n �xé, n 6= 2, lorsque p et k prennent toutes lesvaleurs permises alors (p + 4k − 8) prend toutes les valeurs omprises entre n− 4 et 6n − 6. Ce quimontre le orollaire 3.3 ainsi que le � seulement si � du orollaire 3.4. Il nous reste à montrer que :si (g − 1)/2r ≤ 6r + 12, alors la surfae ompate orientable de genre g est réalisable.Si r − 1 ≤ (g − 1)/2r ≤ 6r + 12, le théorème 3.2 nous dit qu'il existe une araignée à r + 3 pattesdont l'espae des on�gurations est une surfae ompate orientable de genre g.Si 1 ≤ (g − 1)/2r < r − 1, on remarque que si (g − 1)/2j < j − 1, alors (g − 1)/2j−1 ≤ 6(j − 1) + 12don il existe s ≤ r−2 tel que r− s−1 ≤ (g−1)/2r−s < 6(r− s)+12 et don il existe une araignéeà r − s + 3 bras don l'espae des on�gurations est une surfae ompate orientable de genre g.�Le théorème ne dit rien sur le nombre de omposantes onnexes, ni sur la somme des genres desomposantes onnexes. On se ontentera juste de donner un exemple d'araignée à inq pattes dontl'espae des on�gurations a un grand nombre de omposantes onnexes. Soit A l'araignée donnéepar la �gure 4. Les omposantes onnexes se projetant sur les triangles grisés sont des sphèresd'après la proposition 3.1. L'image réiproque de haun de es triangles a 4 omposantes onnexesd'après la propostion 2.4. Ce qui fait déjà 16 omposantes onnexes. L'image réiproque de haundes quadrilatères grisés a deux omposantes onnexes et haune d'elles est di�éomorphe à un tore.L'image réiproque de haun des pentagones est onnexe et di�éomorphe à une sphère à inq anses.Ce qui donne 22 omposantes onnexes de trois types di�érents.4 Desription du bord d'une intersetion �nie de ouronnes.Si l'on se donne n ouronnes dans le plan, leur intersetion (en exluant les points singuliers)peut être assez ompliquée à dérire. La situation ave 2 ouronnes, bien qu'inomparablement plussimple, omporte déjà 14 as (on laisse la véri�ation au leteur, es 14 as sont représentés �gure5). La liste équivalente pour trois ouronnes est déjà beauoup plus longue. Toutefois es listesontiennent plus d'information que néessaire.Pour étudier les problèmes d'intersetion de ouronnes, il est plus pratique de ramener le pro-blème sur la sphère S

2 via une projetion stéréographique.6
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Fig. 4 � Araignée à inq pattes telle que CA a 22 omposantes onnexes.
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Fig. 5 � Les 14 positions relatives de deux ouronnes non tangentes.
7



Dé�nition 4.1 Sur la sphère S
2, appelons disque une des deux omposantes onnexes de S

2 privéd'un erle.On ommene par montrer le résultat suivant :Proposition 4.2 Soient (Di)
n
i=1 des disques de S

2 et O une omposante onnexe de K = ∩n
i=1Di.La frontière ∂O de O est une union �nie d'ars de erles juxtaposés en leurs extrémités, appeléssommets. On note p le nombre de sommets de ∂O et k le nombre de omposantes onnexes de ∂O.Alors p ≤ 2(n − k).Tout repose sur le lemme suivant.Lemme 4.3 Il existe un i ≤ n tel que (∂O) ∩ Di est onnexe.Preuve du lemme. Soit Di0 l'un des disques dont le bord renontre elui de O. Si γi0 (on note γile bord de Di) ne ontient pas de sommets alors (∂O)∩Di = γi0 et le lemme est véri�é. Supposonsdon qu'il existe un sommet de O sur Di0 , et notons le s0. Ce sommet est sur deux ars de erleontenus dans le bord de O. On va longer O en partant de s0 en gardant O à notre droite (i.e.on oriente le bord de O). Si on suit l'ar a1 partant de s0, on obtient un sommet s1 dont part unar a2. En itérant, on obtient une suite (périodique) de sommets (si)i∈N et d'ars de erles (ai)i.On dé�nit une appliation σ de N dans N par si ∈ Dσ(i) ∩ Dσ(i+1) (on a ai ⊂ Dσ(i)). On trouvefailement deux entiers d et f tels que f > d, que σ(d) = σ(f + 1) et que la restrition de σ à

{d, . . . , f} est injetive.Soit λ la ourbe (fermée) donnée par la onaténation des ars ad+1, . . . , af et de α, l'ar duerle γσ(d) partant de sd et arrivant à sf (on suit don γσ(d) de façon à quitter ∂O). On note Λ ledomaine ouvert délimité par λ (voir �gure 6) et ontenu dans Dσ(d). Comme O est onnexe, on voitque O ⊂ Dσ(d) \ Λ (et don que α ∩ ∂O = {sd, sf}).
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α

af

ad+1

sd

sf

γσ(d)Fig. 6 � Le domaine délimité par λ.Soit i ∈ N tel que d < i < f + 1. Supposons que le erle γσ(i) renontre ∂O \ ai. Comme O estontenu dans Dσ(d) \Λ, il oupe alors γσ(d) \α. Deux as se présentent : soit si−1 et si appartiennentà α ; soit γσ(i) ∩ int(Λ) 6= ∅ mais alors γσ(i) doit sortir de Λ, forément en oupant α en deux points.On obtient dans les deux as trois points d'intersetions entre γσ(i) et γσ(d). C'est absurde, don
γσ(i) ∩ ∂O = ai et don γσ(i) ∩ ∂O est onnexe. �Preuve prop. 4.2 On suppose K 6= ∅. On proède par réurrene. La proposition est évidente si
n = 2. On la suppose vraie au rang n−1. Soit pn le nombre de sommets de ∂O et kn son nombre deomposantes onnexes. D'après le lemme et quitte à permuter les indies, (∂O) ∩ Dn est onnexe.Quitte à repermuter les indies, il existe m tel que i ≤ m − 1 si et seulement si ∂Di ∩ Dn = ∅. Ce8
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Fig. 7 � Con�guration de départ ave 5 ouronnes et sa perturbation donnant n = 5, k = 1, p = 18.qui implique notamment que ∩n
i=mDi = ∩n

i=1Di. Soit O′ la omposante onnexe de K ′ = ∩n−1
i=mDiontenant O, sn−1 le nombre de sommets de ∂O′ et kn−1 son nombre de omposantes de bord.L'hypothèse de réurrene s'érit sn−1 ≤ 2(n − 1 − kn−1)Deux as sont possibles :i) (∂O) ∩ Dn = ∂Dnii) (∂O) ∩ Dn a deux extrémités e0 et e1.Dans le as (i), on a ∂O′ ⊂ Dn et don sn−1 = sn et kn = kn−1+1. Dans le as (ii), sn ≤ sn−1+2et, omme toutes les omposantes onnexes de ∂O′ renontre Dn, kn = kn−1. Dans tous les as ona sn ≤ 2(n − kn). �On en déduit le résultat qui nous intéresse :Proposition 4.4 Soient n ≥ 2 et A1 . . . , An des ouronnes de R

2. Soit U une omposante onnexede ⋂n
i=1 Ai telle que ∀i ∈ {1, . . . , n}, ∂Ai ∩ ∂U 6= ∅ et soient k le nombre de omposantes onnexesdu bord de U et p le nombre de sommets de ∂U .Alors 1 ≤ k ≤ n + 1, n − k + 1 ≤ p ≤ 4n − 2k. De plus toutes les ombinaisons sont réalisablessans points singuliers (même si on impose à ⋂n

i=1 Ai d'être onnexe), sauf p = 1 et p impair lorsque
n = 2.Preuve. Par projetion stéréographique, on identi�e R

2 à S
2 privé d'un point. Les disques du planmais aussi les omplémentaires des disques du plan sont envoyé sur des disques de S

2. Une inter-setion de ouronnes est don envoyée sur une intersetion de disques de la sphère. La proposition4.2 donne don la première partie de l'énonéIl reste plus qu'à montrer que lorsque n ≥ 3 toutes les ombinaisons sont réalisables. Commen-çons par les on�gurations maximales, 'est-à-dire elles pour lesquelles p = 4n− 2k. On identi�e leplan à C, on plae un point cn en 0 et n − 1 points c1, . . . cn−1 en les raines (n − 1)eme de l'unité.On trae des disques disjoints entrés en haun des ci pour i ∈ {1, . . . , n − 1} de même rayon. Onrajoute les deux disques entrés en cn et tangents à tous es petits disques, que l'on note Dn et dn.En�n on trae les disques Di entrés en haun des ci pour i ∈ {1, . . . , n − 1} tangents à Dn (voir�gure 7, pour le as n = 5).On va maintenant perturber ette on�guration pour obtenir toutes les on�gurations maximales.Pour ela on va simplement faire des variations aussi petites que l'on veut sur les rayons des disques,9
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Fig. 8 � Perturbations donnant n = 5, k = 6, p = 8 et n = 5, k = 1, p = 17.en faisant attention à la parité de n. Commençons par k = 1 et don p = 4n− 2. Pour l'obtenir, onommene par dilater les di, pour tout i ∈ {1, . . . , n−1} de façon à e qu'ils ne soient plus tangentsà Dn (ette étape n'est utile que si n est pair), et on dilate un peu plus d1. Puis on rétréit dn detelle sorte qu'il n'intersete plus que d1. En�n pour i ∈ {1, . . . , n − 1} on rétréit tous les Di si nest impair on rétréit juste assez pour que les points d'intersetion du bord de Di et du bord de
Dn sortent de di mais su�samment peu pour que tous les ci appartiennent à ⋂n

i=1 Di (utile pourla suite). On obtient la on�guration de droite de la �gure 7 (toujours pour n = 5). Ce qui donnebien la on�guration souhaitée. Pour faire varier k il su�t de diminuer un par un les rayons desdisques di pour i ∈ {1, . . . , n} jusqu'à e que di ⊂
⋂n

i=1 Di. On note les on�gurations obtenues
Mn,k (la �gure 8 représente M(5, 6)). On onstruit une deuxième famille d'exemples, qui réalise
p = 4n − 2k − 1 pour n ≥ 3. Partant de la on�guration Mn,k, on déplae c1 de telle sorte à nehanger ni p ni k mais à ne plus avoir c1 sur la médiatrie de [cn/2, cn/2+1] si n est pair et à ne plusavoir c1, cn, c(n−1)/2 alignés si n est impair. On dilate alors d1 jusqu'à e qu'il absorbe un sommetdonnant ainsi la on�guration voulue (voir �gure 8).Par ailleurs, on onstruit failement les 7 ombinaisons possibles ave n = 2 (voir �gure 5, où onvoit de plus que presque haque ombinaison a plusieurs réalisations).En�n donnons deux proédés pour produire de nouvelles on�gurations. Si on a une on�guration
U ave n ouronnes, p sommets et k omposantes onnexes de bord, il su�t de entrer une nouvelleouronne en un des �tés de U dont le petit rayon est vraiment petit et dont le grand rayon estvraiment grand pour avoir une on�guration U ′ ave n+1 ouronnes, p+2 sommets et k omposantesonnexes de bord. La même onstrution ave An entrée en un sommet donne une on�guration
U ′′ ave n + 1 ouronnes, p + 1 sommets et k omposantes onnexes de bord.Une simple réurrene nous assure maintenant que toutes les on�gurations sont réalisables. Cequi termine la preuve de la proposition.�5 Les araignées à deux pattesIl est faile de voir que la �gure 5 donne bien tous les as possibles d'intersetions de deuxouronnes (si on exlut les as vides ou réduit à un point et les as singuliers au sens de la dé�nition2.1). On peut remarquer, omme l'a déjà fait June O'Hara dans [3℄, que les espae des on�gurationsdes araignées à deux pattes oinide ave les espaes de on�gurations des pentagones dont les10



longueurs des �tés et un sommet sont �xés. La proposition 3.1 nous permet don de retrouver lethéorème Kapovih et Millson (f. [1℄) dérivant et espae, à savoir :Théoreme 5.1 Si l'espae des on�gurations d'un pentagone (ie d'une araignée à deux pattes) estlisse et onnexe alors il est di�éomorphe à une surfae ompate orientable de genre 0 (as 1 de la�gure 5), 1 (as 2 et 12), 2 (as 3, 5, 6,9, 11 et 13), 3 (as 7 et 14) ou 4 (as 8). S'il est lisse maispas onnexe il est di�éomorphe à deux opies d'une surfae de genre 1 (as 4 et 10).La donnée d'une araignée à deux pattes, revient en fait à la donnée de 5 nombres positifs :
l1, l2, L1, L2 et |ω1 −ω2|. Pour avoir un énoné vraiment équivalent à elui de Kapovih et Millson,il faudrait enore expliiter le lien entre es inq nombres et les 14 as de la �gure 5. Il s'agit laire-ment d'inégalité failes à obtenir, mais fastidieuses à érire. On paye ii le fait d'avoir privilégié un�té du pentagone lorsque l'on a �xé les pieds de l'araignée.6 SingularitésL'espae des on�gurations peut avoir un ertain nombre de singularités, elles-i donnent sur
Π(CA) e qu'on a appelé des points singuliers. On se propose maintenant de dérire topologiquementles images réiproques par Π d'un petit voisinage d'un point singulier isolé.6.1 Points singuliers non isolésLes points singuliers non isolés apparaissent lorsque qu'il existe i et j dans {1, . . . , n} tels que
ωi = ωj et Li + li = Lj + lj ou |Li − li| = |Lj − lj| 6= 0 ou Li + li = |Lj − lj|. En l'absene depoints spéiaux, le pavage dé�ni dans le as régulier est toujours bien dé�ni. La brique B possèdeun �té le long duquel l > 1 pattes sont tendues. Cela entraîne que 2l briques seront reollées lelong de l'arête. On voit don l'allure des singularités de CA. Cependant lorsque l'on rajoute despoints spéiaux la présene de telles ourbes multiplie le nombre de as à onsidérer et rend l'exposéfastidieux. Nous supposerons don dans la suite que les points singuliers de Π(CA) sont isolés.6.2 Points singuliers isolés, pas de points spéiaux.Dans [4℄, les auteurs ont regardé les singularités les plus simples, ils montrent :Proposition 6.1 Soit x ∈ CA tel que Π(x) est un point triple ou de tangene. Soit l le nombre depattes tendues ou repliées en x. Alors Π(x) possède un voisinage dans le plan D tel que Π−1(D) esthoméomorphe à 2n−l opies disjointes d'un bouquet de 2l−1 disques (ie 2l−1 disques dont les entressont identi�és deux à deux) si Π(x) est un point de tangene ou d'un bouquet de 2l−2 disques sinon.Nous allons faire une remarque supplémentaire. Commençons par attribuer les numéros 1, . . . , l auxpattes tendues ou repliées en Π(x). Distinguons ensuite trois as. Premier as, au voisinage de Π(x),le bord de Π(CA) est donné par un erle (on a alors un point de tangene et Π(CA) est inlus dansle plus petit disque ou dans le omplémentaire du plus grand disque). Deuxième as, au voisinagede Π(x), le bord de Π(CA) est donné par deux erles séants (on a un point triple). Troisième as,au voisinage de Π(x), le bord de Π(CA) est donné par deux erles tangents (on a alors un point detangene et Π(CA) est ompris entre deux erles).Dans le premier as, il existe une patte, disons la première, qui est tendue ou repliée sur le erledu bord passant par Π(x). Les images par Π des disques qui forment Π−1(D) sont égales à Π(CA)∩Det don intersetent e erle. Par ontre, si on hoisit D petit, es images ne renontrent auunautre �té. Ainsi à haun des disques de Π−1(D) on peut assoier un veteur v dans Z

n
2/Vect(e1)11
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z0

z1

ω1

ϕ

θFig. 9 � les angles θ et ϕ.donné par le sens dans lequel sont pliées les n − 1 autres pattes. En fait il y a bijetion entreles veteurs de Z
n
2/Vect(e1) et les disques de Π−1(D). On peut don les désigner, sans ambiguïté,

∆1
v. Remarquons maintenant que deux disques ∆1

v et ∆1
v′ appartiennent au même bouquet si etseulement si v = v′ + w ave w ∈ Vect(e2, . . . , el). Autrement dit on peut indexer les bouquetspar les veteurs de Z

n
2/Vect(e1, e2, . . . , el) et deux disques appartiennent au même bouquet si etseulement si leurs indies se projettent sur le même indie de bouquet.Dans le deuxième as, on peut supposer, quitte à permuter les indies, que ∂Π(CA) ∩ D ⊂

∂A1∪∂A2. Tout marhe ensuite de la même façon, en remplaçant Vect(e1) par Vect(e1, e2), on note
∆2

v les disques obtenus.Dans le troisième, on peut faire la même onstrution mais il n'y a plus bijetion entre lesdisques de Π−1(D) et les veteurs de Z
n
2/Vect(e1, e2). À haque position des n − 2 dernière pattesorrespond deux disques. C'est dû au fait que, dans e as, D ∩ Π(CA) est lui même homéomorpheà un bouquet de deux disques. On note ∆3

v la reunion des deux disques ayant le même indie. Lasuite marhe alors omme dans le premier as.6.3 Points spéiaux ave une unique patte entrée.On suppose maintenant que ω1 est le pied d'une unique patte entrée (i.e. l1 = L1 et si ωj = ω1alors Lj 6= lj). Commençons par dé�nir des oordonnées sur un voisinage de Π−1(ω1).Soit (θ, ϕ) ∈ R/2πZ × R/2πZ donnés par la �gure 9, on a don eiθ = (z1 − ω1)/l1 et, après unpetit alul, eiϕ = 1
l1

(ω1 − z0)e
−iθ + 1.Soit ρ ∈]0, π]. On remarque que lorsque θ parourt R/2πZ et ϕ parourt [−ρ, ρ] le orps z0parourt le disque de entre ω1 et de rayon 2l1 sin(ρ/2) que l'on notera Dρ. On se donne dorénavant

ρ ∈]0, π] tel que ω1 soit le seul sommet de Π(CA) ontenu dans Dρ.Il est lair que la donnée de θ ∈ R/2πZ et ϕ ∈ [−ρ, ρ] détermine z0, la position du orps del'araignée, et z1. Or z0 appartient à Π(CA) il est don naturel de dé�nir l'ensemble T suivant :
T = {(θ, ϕ) ∈ R/2πZ × [−ρ, ρ] | z0 = ω1 + l1e

iθ(1 − eiϕ) ∈ Π(CA) ∩ Dρ}.Posons f(θ, ϕ) = ω1 + l1e
iθ(1− eiϕ), e qui nous permet d'érire T = f−1(Π(CA)∩Dρ). Ainsi, pourpeu que l'on déide dans quel sens sont pliées les n − 1 autres pattes, un point de T détermineun point de CA (une patte tendue ou repliée étant onsidérée omme pliée dans les deux sens). Ondé�nit ainsi 2n−1 appliations fu (u ∈ Z

n
2/Vect(e1)) de T dans CA. Ces appliations possèdent desinverses évidents, il s'agit don d'homéomorphismes sur leurs images. Comme la réunion des fu(T )est égale à Π−1(Dρ), on obtient don que Π−1(Dρ) est homéomorphe à 2k−1 opies de T reolléesentre elles. Il nous faut don faire deux hoses : déterminer à quoi ressemble T et omprendreomment se reollent entre elles es di�érentes opies.12



6.3.1 Desription de T .Le domaine Dρ ∩ Π(CA) est délimité par des erles (les �tés de Π(CA)) passant par ω1 et parle erle {ϕ = ρ}.Soit Γ un erle de entre ω passant par ω1, et soit E = {(θ, ϕ) ∈ (R/2πZ)2 | f(θ, ϕ) ∈ Γ∩Dρ}.Soit α l'argument de ω1 − ω, R le rayon de C et D le disque délimité par Γ. Par un alul diret,on voit que
E = R/2πZ × {0} ∪ {(θ1

R(ϕ), ϕ) |ϕ ∈ [−ρ, ρ]} ∪ {(θ2
R(ϕ), ϕ) |ϕ ∈ [−ρ, ρ]},où θ1

R(ϕ) = arcsin( l1
R sin(ϕ

2 )) − ϕ
2 + α, θ2

R(ϕ) = −θ1
R(ϕ) − ϕ + π et ρ est hoisi su�samment petitpour que tout soit bien dé�ni. On remarque que θ1

R(0) = α et θ2
R(0) = π + α. De plus

ϕ > 0 ⇒
[
(θ1

R(ϕ) ≤ θ ≤ θ2
R(ϕ)) ⇔ f(θ, ϕ) ∈ D

]et inversement
ϕ < 0 ⇒

[
θ2
R(ϕ) ≤ θ ≤ θ1

R(ϕ) ⇔ f(θ, ϕ) ∈ D
]
.Les modèles. On veut montrer qu'il n'y a, topologiquement, que trois possibilités pour T . Pourela on ommene par onstruire trois modèles. Soit ABCD et A′B′C ′D′ deux retangles pleins.On appelle T 1 l'espae obtenu en identi�ant A et A′ puis B et B′. On appelle T 2 l'espae obtenuen reliant A et A′ puis B et B′ par un segment.Soit CDEF (respetivement C ′D′E′F ′) un quadrilatère roisé plein dont les �tés ED (resp.

E′D′) et FC (resp. F ′C ′ se roisent en A (resp. A′). On appelle T 3 l'espae obtenu en reliant A et
A′ par deux segments distints.Dans les trois as on a formé un erle que l'on notera ν.
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Fig. 10 � les trois modèles T 1, T 2 et T 3.Premier as. On suppose qu'il n'existe qu'un �té non réduit à un point de ∂Π(CA) passant par
ω1. Notons Γ2 e erle, ω2 son entre, R2 son rayon et D2 le disque qu'il délimite. Cela dé�nitnaturellement trois ourbes dans R/2πZ × [−ρ, ρ] : le erle d'équation ϕ = 0 et les graphes desfontions θ1

R2
et θ2

R2
. Ces ourbes délimitent 4 domaines (f. �gure 11) dans R/2πZ × [−ρ, ρ] :

β+,ij = {(θ, ϕ) | ϕ ≥ 0 et θi
R2

(ϕ) ≤ θ ≤ θj
R2

(ϕ)}

β−,ij = {(θ, ϕ) |ϕ ≤ 0 et θi
R2

(ϕ) ≤ θ ≤ θj
R2

(ϕ)}.D'après e qui préède 13
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β−,12 β+,12

β−,21 β+,21

π

−π

θ1
R

θ2
R

ρ

−ρ

Fig. 11 � Les quatre domaines β±,ij , ave R2/l1 > 1 et α2 = 0.
f(β+,12 ∪ β−,21) = D2 ∩ Dρ

et f(β−,12 ∪ β+,21) = Dρ \ D2.On en déduit que
T = β+,12 ∪ β−,21

ou T = β−,12 ∪ β+,21
,selon que la patte 2 soit tendue ou repliée le long de Γ2.Dans les deux as et quelles que soient les valeurs de R2, l1 et α2, T est homéomorphe à T 1.Deuxième as. Supposons maintenant que ∂Π(CA) ∩ D est formé de deux ars de erles trans-verses. On note Γ2 et Γ3 es deux erles, ω2 et ω3 leurs entres, R2 et R3 leurs rayons, α2 et α3 lesarguments de ω2 − ω1 et de ω3 − ω1 et D2 et D3 les disques qu'ils délimitent.On dé�nit, pour ρ su�samment petit, pour k ∈ {2, 3} :

Ek = {(θ, ϕ) ∈ (R/2πZ)2 | f(θ, ϕ) ∈ Γk ∩ Dρ}Ces deux ensembles sont dérits omme préédemment par les fontions θi
Rk

ave i ∈ {1, 2} et
k ∈ {2, 3}. On dé�nit omme i-dessus les domaines βk

±,ij par :
βk
±,ij = {(θ, ϕ) | ϕ ≥ 0 (resp. ≤ 0) et θi

Rk
(ϕ) ≤ θ ≤ θj

Rk
(ϕ)}.Pour tout k ∈ {2, 3}, on a enore

f(βk
+,12 ∪ βk

−,21) = Dρ ∩ Dk et f(βk
−,12 ∪ βk

+,21) = Dρ \ Dk.On peut résumer dans le tableau suivant les di�érentes possibilités.
Π(CA) ∩ Dρ T

Dρ ∩ D2 ∩ D3 (β2
+,12 ∩ β3

+,12) ∪ (β2
−,21 ∩ β3

−,21)

(Dρ ∩ D2) \ D3 (β2
+,12 ∩ β3

+,21) ∪ (β2
−,21 ∩ β3

−,12)

(Dρ \ D2) ∩ D3 (β2
+,21 ∩ β3

+,12) ∪ (β2
−,12 ∩ β3

−,21)

(Dρ \ D2) \ D3 (β2
+,21 ∩ β3

+,21) ∪ (β2
−,12 ∩ β3

−,12)14



Ayant supposé les erles transverses (i.e. α2 6= α3 modulo π), il est faile de voir que les quatre assont possibles (i.e. Dρ ∩ Π(CA) peut être n'importe lequel des quadrants que déoupent les erles
Γ2 et Γ3).Lorsque Π(CA) ∩ Dρ = Dρ ∩ D2 ∩ D3 (e qui orrespond à une araignée ayant les pattes 2 et 3tendues en ω1), le bord de T est omposé du erle ν, des deux segments [θ2

R3
(−ρ), θ1

R2
(−ρ)]×{−ρ}et [θ1

R3
(ρ), θ2

R2
(ρ)] × {ρ}, des restritions à [−ρ, 0] des graphes des fontions θ1

R2
et θ2

R3
et en�n desrestritions à [0, ρ] des graphes des fontions θ2

R2
et θ3

R3
.Quels que soient les paramètres, si ρ est su�samment petit, les graphes ne s'intersetent pas etdon T est homéomorphe à T 2. Nous laissons au leteur le soin de véri�er que dans les trois autresas l'espae obtenu est toujours homéomorphe à T 2.Toisième as. On regarde maintenant le as où deux erles tangents de ∂Π(CA) passent par ω1.On onserve les notations dé�nies i-dessus.Si α2 = α3 ('est-à-dire si Γ2 et Γ3 sont tangents intérieurement), alors, quitte à permuter lesindies 2 et 3, Dρ ∩ Π(CA) = (Dρ ∩D3) \D2. Si α2 = α3 + π ('est-à-dire si Γ2 et Γ3 sont tangentsextérieurement) alors Dρ ∩ Π(CA) = (Dρ \ D3) \ D2.Dans es deux as, T est délimité par les graphes des fontions θi

Rk
, le erle d'équation ϕ = 0 et

4 segments ontenus dans les erles d'équations ϕ = ±ρ. Quels que soient les paramètres, si ρ estsu�samment petit, les graphes ne s'intersetent que sur la ourbe ϕ = 0 et don l'ensemble obtenuest homéomorphe à T 3.6.3.2 Collages.On part don de 2n−1 exemplaires de T (les fu(T )) qu'il nous reste à reoller. Chaque exemplairea un indie u dans Z
n
2/Vect(e1) indiquant dans quel sens sont pliées les n− 1 dernières pattes. Poursavoir reoller es exemplaires de T il su�t de savoir quelles sont les pattes éventuellement tenduesou repliées sur Π−1(Dρ). On regroupe les pattes en 4 ensembles :Dé�nition 6.2 Soit P0 l'ensemble des pattes entrées issues de ω1 (pour le moment P0 est réduità la première patte), P1 l'ensemble des pattes qui sont tendues ou repliées sur Dρ le long d'un boutde erle, P2 elui des pattes non issues de ω1 qui ne sont tendues ou repliées sur Dρ qu'en ω1 eten�n P3 l'ensemble des pattes qui ne sont ni tendues ni repliées sur Dρ.On note ni le ardinal de Pi (on a n1 = 1 ou 2 ar au plus deux ars de erles de ∂Π(CA) serenontrent en un sommet). On numérote les pattes dans l'ordre suivant : tout d'abord les pattes de

P0 ensuite elles de P1 puis elles de P2 et en�n elles de P3.On fera l'abus de langage qui onsiste à identi�er une patte et son numéro. En partiulier onpose Vi = Vect(ej)j∈Pi
(les exemplaires de T sont don indexés dans Z

n
2/V0).Premier as. Supposons que n1 = 1. En omposant (impliitement) par un homéomorphisme de

T dans T 1, on identi�e T et T 1. Soit u ∈ Z
n
2/V0 et x ∈ fu(T 1). Si x ∈ fu([CC ′]) ou fu([DD′]) alorsla patte 2 est tendue ou repliée don x ∈ fu(T 1) ∩ fu+e2

(T 1). On en déduit que
fu(T 1) ∩ fu+e2

(T 1) ⊃ (fu([CC ′]) ∪ fu([DD′])).De plus si x ∈ fu(ν) les trois pattes de P1 et de P2 sont tendues ou repliées. On en déduit
∀w ∈ V1 ⊕ V2, fu(T 1) ∩ fu+w(T 1) ⊃ fu(ν).En�n si x ∈ Π−1(Dρ) n'est pas sur une de es ourbes, alors auune patte n'est ni tendue ni repliée.On a don là toutes les intersetions. 15
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Gv

κv

fu(A)

fu(B)

fu(B)

Fig. 12 � Collage : premier as.Ainsi pour tout u ∈ Z
n
2/V0, fu(T 1) ∪ fu+e2

(T 1) est obtenu en reollant deux exemplaires de
T 1 le long du erle ν, puis du segment [CC ′] et en�n de [DD′]. Le résultat (f. �gure 12) esthoméomorphe à deux disques reollés en deux points (fu(A) et fu(B)). Son bord est omposéde deux erles fu([CD]) ∪ fu+e2

([CD]) et fu([C ′D′]) ∪ fu+e2
([C ′D′]). Le erle fu(ν) passe donpar es deux points. En déoupant en fu(A) et fu(B), on déompose fu(T 1) ∪ fu+e2

(T 1) en deuxomposantes haune homéomorphe à un disque. L'une ontient fu([AB]), l'autre fu([BA]).Remarquons que es omposantes sont obtenues en reollant deux moities gauhes (ou droites) de
T 1 ensemble, 'est don que la première patte reste pliée dans le même sens sur haque omposantePar ontre elle n'est pas pliée dans le même sens sur les deux omposantes. On peut don attribuerun veteur v de Z

n
2/V1 à haque omposante, on les baptise don Comp1

v. On note Gv le erle quiborde Comp1
v et on note κv l'intersetion de fu(ν) et de Comp1

v.Clairement, Π−1(Dρ) =
⋃

v∈Zn
2
/V1

Comp1
v. Or, on a vu que fu(ν) = fu′(ν) si et seulements'il existe w ∈ V1 ⊕ V2 tel que u′ = u + w (ie les omposantes de Π−1(ω1) sont indexées par

Z
n
2/(V0 ⊕ V1 ⊕ V2)). On en déduit que κv = κv′ si et seulement s'il existe w ∈ V2 tel que v′ =

v + w. Ainsi deux omposantes Comp1
v et Comp1

v′ sont disjointes si les projetés de v et de v′dans Z
n
2/(V0 ⊕ V1 ⊕ V2) sont di�érents, elles s'intersetent le long du segment κv si leurs projetésdans Z
n
2/(V1 ⊕ V2) sont les mêmes et en�n elles s'intersetent en deux points (fu(A) et fu(B), lesextrémités de κv) sinon.Deuxième as. Maintenant n1 = 2 et α2 6= α3(π). On identi�e ette fois T et T 2. Soit u ∈ Z

n
2/V0et x ∈ fu(T 2). Par le même raisonnement qu'au premier as, on voit que

fu(T 2) ∩ fu+e2
(T 2)⊃(fu([AD]) ∪ fu([A′D′])),

fu(T 2) ∩ fu+e3
(T 2)⊃(fu([BC]) ∪ fu([B′C ′])),

fu+e3
(T 2) ∩ fu+e3+e2

(T 2)⊃(fu+e3
([AD]) ∪ (fu+e3

([A′D′])),
fu+e2

(T 2) ∩ fu+e2+e3
(T 2)⊃(fu+e2

([BC]) ∪ (fu+e2
([B′C ′])).De plus

∀w ∈ V1 ⊕ V2, fu(T 2) ∩ fu+w(T 2) ⊃ fu(ν).Ainsi pour tout u ∈ Z
n
2/V0, fu(T 2) ∪ fu+e2

(T 2) ∪ fu+e3
(T 2) ∪ fu+e2+e3

(T 2) est don obtenu enreollant quatre exemplaires de T 2 tout d'abord le long de ν (on obtient alors deux sortes de rouesà quatre aubes), ensuite en reollant le premier et le deuxième exemplaire le long de [AD], [A′D′],le premier et le troisième le long de [BC] et [B′C ′], le deuxième et le quatrième le long de [BC] et
[B′C ′] et en�n le troisième et le quatrième le long de [AD] et [A′D′] (on reolle une � aube � à savoisine une fois d'un �té une fois de l'autre f. �gure 13).L'ensemble obtenu est naturellement indexé par Z

n
2/(V0 ⊕ V1). Le bord de et ensemble estonstitué de deux erles obtenus à partir de [CD] et [C ′D′]. Comme pour le premier as, ondéoupe fu(T 2) ∪ fu+e2

(T 2) ∪ fu+e3
(T 2) ∪ fu+e2+e3

(T 2) aux points fu(A) et fu(A′). On obtient16



PSfrag replaements

Gv

κvFig. 13 � Collage : deuxième as.

PSfrag replaements

Gv

κvFig. 14 � Collage : troisième as.enore deux omposantes onnexes, on peut attribuer omme préédemment un veteur v de Z
n
2/V2à haque omposante. On les note don Comp2

v. Chaque omposante ontient un erle Gv inlusdans le bord de Π−1(Dρ) et un segment κv joignant fu(A) et fu(A′).Pour dérire Π−1(Dρ) il ne reste plus qu'à reopier mot à mot la �n du pragraphe préédent.Troisième as Maintenant n1 = 2 et α2 ≡ α3[π]. On véri�e failement que les onditions dereollement sont les même que pour le deuxième as. Ainsi pour tout u ∈ Z
n
2/V0, fu(T 3)∪fu+e2

(T 3)∪
fu+e3

(T 3) ∪ fu+e2+e3
(T 3) est homéomorphe à deux portions de �nes dont les origines sont sur leerle fu(ν) (f. �gure 14).Le bord de et ensemble est ette fois onstitué de quatre erles. Si on enlève les points fu(A) et

fu(A′) on obtient 4 demi-�nes et 2 segments. La première patte est tournée vers la gauhe sur deuxdemi-�nes (qui ne sont pas sur un même �ne) et vers la droite sur les deux autres. On relie parl'un des segments les deux demi-�nes sur lesquels la première patte est tournée du même �té. Onobtient ainsi des omposantes qui ont toutes les propriétés des préédentes. Elles peuvent toujoursêtre indexées par v ∈ Z
n
2/V2, on les note Comp3

v. On note enore Gv la ourbe du bord de Π−1(Dρ)qui est ontenue dans Comp3
v, mais elle est ette fois formée de deux erles. La dé�nition de κv nehange pas.Pour dérire Π−1(D) il ne reste plus quà reopier mot à mot la �n du premier paragraphe.Cas zéro. On se plae dans le as où n1 = n2 = 0. Il n'y a pas de singularités mais pour �xer desnotations ommunes, nous traitons tout de même e as. Dans e as Π−1(Dρ) est homéomorpheà 2n3 ouronnes. Chaune de es ouronnes ontient aussi une omposante onnexe de Π−1(ω1)(l'analogue des erles fu(ν)). En oupant le long de e erle on obtient les omposantes Comp0

v.Elles ontiennent haune un des erles qui borde Π−1(Dρ), on le note enore Gv. Il n'y a pas iid'analogue aux segments κv .
17



6.4 Points spéiaux : as général.On ne suppose plus n0 = 1. Pour tout r ∈ {1, . . . , n0}, on dé�nit omme préédemment les angles
θr et ϕr et un voisinage Dρ. Il est lair que Π−1(ω1) est di�éoméomorphe à 2n3 tores de dimension
n0 notés T

n0

h et paramétrés par les angles θr ∈ R/2πZ et indexés par h ∈ Z
n
2/(V0 ⊕ V1 ⊕ V2).Considérons une ourbe δ : [0, 1] → CA ontinue telle que Π(δ(0)) = ω1 et pour tout t 6= 0,

Π(δ(t)) 6= ω1. Pour t 6= 0, onnaissant Π(δ(t)) et le sens dans lequel est pliée la patte r, les fontions
θr(t) sont failement alulables. Si on fait tendre t vers 0 on voit alors que les θr(0) sont tous égauxmodulo π. Autrement dit pour que le orps de l'araignée quitte ω1 il faut tout d'abord alignerles pattes de P0. Il faut don étudier e qu'il se passe le long de Zh la ourbe de T

n0

h d'équation
θ1 = · · · = θn0

mod π. On remarque que ette équation dé�nit 2n0−1 erles sur haque tore.On peut être plus préis et montrer que θr(0) = θr′(0) si et seulement si les pattes r et r′sont tournées du même �té le long de δ(t). On voit aussi que le sens dans lequel sont tournéesles pattes de P1 et de P2 n'a auune in�uene sur δ(0). On peut don attribuer un veteur de
Z

n
2/(Vect(e1+· · ·+en0

)⊕V1⊕V2) à haun des 2n3+n0−1 erles omposant Z = ⊔h∈Zn
2

/(V0⊕V1⊕V2)Zh.Il s'agit lairement d'une bijetion. On peut don noter ζw ave w ∈ Z
n
2/(Vect(e1+· · ·+en0

)⊕V1⊕V2)les omposantes onnexes de Z.Pour haque u ∈ Z
n
2/Vect(e1 + · · · + en0

), on dé�nit une fontion f ′
u (analogue des fontions

fu dé�nies à la setion 6.3) qui, sahant dans quel sens sont tournées les pattes de P1, P2 et P3 etquelles sont les pattes de P0 tournées dans le même sens que la première patte, assoie à (θ1, ϕ1)un point de CA. Grâe à es fontions, on peut refaire toute la onstrution de la setion 6.3 (enommençant par T ). On dé�nit de la même façon les omposantes Compi
v, v ∈ Z

n
2/V1. On voit quesi w est le projeté de u, alors fu({ϕ1 = 0}) = ζw. On en déduit que si w est le projeté de v, alors

Compi
v ∩ ζw = κv.Tout point de Π−1(Dρ \ {ω1}) appartient à un fu(T ) ainsi Π−1(Dρ) peut être vu omme uneréunion de tores et de omposantes Compi. Le reollement des uns et des autres se lit simplementsur les indies, on le résume dans la proposition suivante.Proposition 6.3 Il existe i ∈ {0, 1, 2, 3} tel que

Π−1(Dρ) =
⋃

v∈Zn
2
/V1

Compi
v

⋃

h∈Zn
2
/V0⊕V1⊕V2

T
n0

h .Soit Compi
v et Compi

v′ deux omposantes de Π−1(Dρ).1. Compi
v et Compi

v′ sont reollés à un même tore si et seulement si les projetés de v et v′ sur
Z

n
2/(V0 ⊕ V1 ⊕ V2) sont les mêmes.2. Compi

v et Compi
v′ sont reollés à un même erle ζw si et seulement si les projetés de v et v′sur Z

n
2/(V0 ⊕ V1 ⊕ V2) sont les mêmes.3. Compi
v et Compi

v′ sont reollés l'un à l'autre le long d'un même segment κv si et seulement siles projetés de v et v′ sur Z
n
2/(V1 ⊕ V2) sont les mêmes.4. Compi

v et Compi
v′ s'intersetent en deux points (ie les extrémités de κv et de κv′ sont lesmêmes) si et seulement si les projetés de v et v′ sur Z

n
2/(Vect(e1 + · · · + en0

) ⊕ V1 ⊕ V2)(ette intersetion est réduite à es deux points si de plus les projetés sur Z
n
2/(V1 ⊕ V2) sontdi�érents).7 Espaes des on�gurations ave un point singulier.Soit A une araignée et CA son espae des on�gurations. On suppose que CA est onnexe (ou sion veut on ne regarde qu'une omposante onnexe), en partiulier toutes les pattes sont don utiles18



PSfrag replaements

y

y

y

y

D

Fig. 15 � la transformation de Π(CA) \ D en B (au voisinage de y).et Π(CA) est onnexe. On suppose aussi que Π(CA) possède un seul point singulier que l'on note y.On se donne D un voisinage de y tel que y soit le seul sommet de Π(CA) inlus dans D.7.1 Desription de Π−1(Π(CA) \ D)Remarquons que Π(CA) \ D peut avoir deux omposantes onnexes. Lorsque e sera le as, ontraitera séparément les images réiproques de haque omposante. On notera Π−1(Π(CA) \ D)+l'image réiproque de l'une et Π−1(Π(CA) \ D)− l'image réiproque de l'autre.On ommene par modi�er Π(CA) \D en remplaçant (omme pour la proposition 2.6) les éven-tuels erles-points par des erles et surtout en identi�ant entre elles les extrémités de haque arde ∂D inlus dans Π(CA) (si D est inlus dans Π(CA) on rebouhe simplement Π(CA) \ D). Onremarque que ette opération rée deux points si y est un point de tangene et un seul point dansles autres as (f. �gure 15). On note B la brique obtenue. On désignera les points réés par le termepoints marqués de B. Si B a deux omposantes onnexes, on les notera B+ et B−. On note p (resp
p+, resp. p−) et k (resp k+, resp. k−) le nombre de sommets et de omposantes de bord de B (resp.de B+, resp. de B−). les �té de B sont toujours assoiés à des pattes.On a déja réparti les pattes de A en 4 familles. Pour dérire l'espae tout entier e n'est passu�sant.Dé�nition 7.1 On dit qu'une patte de Pi appartient à Qi (resp. Q+

i , resp Q−
i ) si B (resp. à B+,resp. à B−) ne possède pas de �tés assoiés à ette patte. On note qi (resp. q+

i , resp q−i ) le ardinalde Qi (resp. Q+
i , resp Q−

i ). On note Wi (resp. W+
i , resp W−

i ) le sous-espae vetoriel de Z
n
2 engendrépar les em ave m ∈ Pi \ Qi (resp. m ∈ Pi \ Q+

i , resp. m ∈ Pi \ Q−
i ).On peut maintenant dérire Π−1(Π(CA) \ D).Proposition 7.2 Soit B la brique obtenue à partir de Π(CA) \ D en identi�ant les extrémités dessegments de ∂D inlus dans Π(CA).1. Si y n'est pas un point de tangene, alors B est onnexe, Π−1(Π(CA)\D) a 2q0+q2 omposantesonnexes indexées par Zn

2/W0⊕V1⊕W2⊕V3 haune est di�éomorphe à une surfae ompateà bord de genre 1 + 2n−q0−q2−3(p + 4k − 8) dont le bord est onstitué de 2n−q0−q2−n1 erles.Le bord de Π−1(Π(CA) \ D) est onstitué de 2n−n1 erles indexés dans Z
n
2/V1.19



2. Si y est un point de tangene deux as se présentent :(a) Si B est onnexe, Π−1(Π(CA)\D) a 2q0+q2 omposantes onnexes indexées par Z
n
2/W0 ⊕

V1 ⊕ W2 ⊕ V3, haune est di�éomorphe à une surfae ompate à bord de genre 1 +
2n−q0−q2−3(p + 4k − 8) dont le bord est onstitué de 2n−q0−q2−n1+1 erles.Le bord de Π−1(Π(CA) \ D) est onstitué de 2n−1 erles. Ces erles sont regroupés parpaire appartenant à une même omposante onnexe de Π−1(Π(CA) \ D). Ces paires deerles sont indexées par Z

n
2/V1.(b) Si B n'est pas onnexe alors Π−1(Π(CA) \ D)± a 2q±

0
+q±

2
+q±

3 omposantes onnexes in-dexées par Z
n
2/W±

0 ⊕ V1 ⊕ W±
2 ⊕ W±

3 , haune est di�éomorphe à une surfae om-pate à bord de genre 1 + 2n−q±
0
−q±

2
−q±

3
−3(p± + 4k± − 8) dont le bord est onstitué de

2n−q±
0
−q±

2
−q±

3
−n1 erles.Le bord de Π−1(Π(CA) \ D) est onstitué de 2n−1 erles. Ces erles sont regroupés parpaires l'un appartenant à ∂Π−1(Π(CA) \D)+ l'autre à ∂Π−1(Π(CA) \D)−. Ces paires deerles sont indexées par Z

n
2/V1.Preuve. On suppose B onnexe. Les propositions 2.4 et 2.6 disent que Π−1(Π(CA) \ D) est unesurfae ompate lisse à bord ayant 2q0+q2 omposantes onnexes indexées par Z

n
2/W0⊕V1⊕W2⊕V3.À partir de la omposante onnexe de Π−1(Π(CA) \ D) d'indie u, on fabrique une surfae fermée

Σu en ollant simplement un disque sur haque erle du bord. Le pavage de Π−1(Π(CA) \ D) seprolonge naturellement en un pavage de Σu. Les briques de e nouveau pavage sont homéomorphesà B et sont indexées par Z
n−q0−q2

2 (on n'a onservé que les pattes vraiment utiles). On a une surfaeonnexe pavée par des briques toutes identiques et dont les sommets sont reollés quatre à quatre.Le genre de Σu est don donné par la formule de la proposition 3.1.La surfae Σu ontient les points provenant des points marqués de B (que l'on ontinue d'appelerpoints marqués). Selon le as les points marqués de B appartiennent à zéro, un ou deux �tés de
B (f �gure 15), les points marqués de la surfae appartiennent don à un, deux ou quatre pavés.Si y n'est pas un point de tangene, il y a un point marqué sur B, et haque point marqué de
Σu appartient à 2n1 briques. On a don 2n−q0−q2−n1 points marqués sur Σu. Si y est un point detangene, il y a deux points marqués sur B et haque point marqué de Σu appartient à 2n1 briques.On a don 2n−q0−q2−n1+1 points marqués sur Σu.Les �tés de B passant par les points marqués sont, par dé�nition, eux assoiés aux pattesappartenant à P1. On peut don assoier un veteur de Z

n−q0−q2

2 /V1 à haque point marqué de Σu.Si y est un point de tangene les points marqués de Σu sont indexés par paires, sinon ils sont bienindexés.Les (paires de) points marqués de ∪uΣu sont don indexé(e)s par Z
n
2/V1. On remarque mainte-nant que Π−1(Π(CA) \D) est obtenu en �tant un voisinage de haun des points marqués de ∪uΣu.En transmettant au erle ainsi réé l'indie du point marqué on prouve les parties 1 et 2.a de laproposition. Il reste le as où B n'est pas onnexe, il est similaire et laissé au leteur. �7.2 Collages bisIl ne reste plus qu'à reoller Π−1(Π(CA) \ D) et Π−1(D). On onserve dans e qui suit lesnotations du paragraphe préédent.7.2.1 Cas non tangents.Si y est un point isolé du bord de Π(CA), B est onnexe, n1 = n2 = 0 (don q2 = 0) n0 > 1 et

Π−1(D) est donné par la proposition 6.3 ave i = 0.20



S'il ne passe qu'un seul �té non réduit à un point par y, B est onnexe, n1 = 1 et Π−1(D) estdonné par la proposition 6.3 ave i = 1 si n0 6= 0 et par la disussion qui suit la proposition 6.1 si
n0 = 0.S'il passe deux �tés séants par y, B est onnexe, n1 = 2 et Π−1(D) est donné par la proposition6.3 ave i = 2 si n0 6= 0 et par la disussion qui suit la proposition 6.1 si n0 = 0.Pour es trois as, on a i = n1 et on peut onstruire CA de la même façon : on part de 2q0+q2surfaes ompates de genre 1 + 2n−q0−q2−3(p + 4k − 8) dont le bord est onstitué de 2n−q0−q2−n1erles. On attribue ensuite à haune des omposantes de bord un veteur v ∈ Z

n
2/V1 de telle façonque le projeté de v sur Z

n
2/W0 ⊕ V1 ⊕ W2 ⊕ V3 soit onstant sur haque omposante onnexe. Pourtout v ∈ Z

n
2 , on reolle un exemplaire de Compn1 (ou de ∆n1 si n0 = 0) sur haque erle et on luiattribue l'indie orrespondant. En�n, on reolle les Compn1

v (ou les ∆n1
v ) entre eux selon les règlesdonnées par la proposition 6.3 :Si v et v′ se projettent sur le même veteur de Z

n
2/V1⊕V2 alors on identi�e κv et κv′ . Ensuite si vet v′ se projettent sur le même veteur de Z

n
2/Vect(e1 + · · ·+en0

)⊕V1⊕V2 on identi�e les extrémitésde κv et κv′ de façon à former un erle. On obtient ainsi 2n3+n0−1 erles que l'on note ζ ′w ave
w ∈ Z

n
2/Vect(e1+ · · ·+en0

)⊕V1⊕V2. On se donne de plus 2n3 tores T
n0 indexés par Z

n
2/V0⊕V1⊕V2,haque tore étant muni des 2n0−1 ourbes ζw, w ∈ Z

n
2/Vect(e1 + · · · + en0

) ⊕ V1 ⊕ V2, dé�nies auparagraphe 6.4. Pour tout w ∈ Z
n
2/Vect(e1 + · · · + en0

) ⊕ V1 ⊕ V2, on identi�e ζw et ζ ′w.La onstrution est terminée. Les di�érents hoix donnant des surfaes homéomorphes, la surfaesingulière obtenue est bien homéomorphe à Π(CA).7.2.2 S'il passe deux �tés tangents par y.Si Π(CA)\D est onnexe. La brique B est onnexe, n1 = 2 et Π−1(D) est donné par la proposition6.3 ave i = 3.Pour onstruire CA on part de 2q0+q2 surfaes ompates de genre 1 + 2n−q0−q2−3(p + 4k − 8)dont le bord est onstitué de 2n−q0−q2−3 erles. On regroupe par deux les omposantes de bord dehaque surfae. On attribue à haque paire de erles un veteur v ∈ Z
n
2/V1 de telle façon que leprojeté de v sur Z

n
2/W0 ⊕ V1 ⊕ W2 ⊕ V3 soit onstant sur haque omposante onnexe. Pour tout

v ∈ Z
n
2/V1, on reolle un exemplaire de Comp3 sur haque ouple de erles et on lui attribue l'indieorrespondant. On reolle en�n les Comp3

v entre eux selon les règles données par la proposition 6.3.Les di�érents hoix donnant des surfae homéomorphes, on voit que la surfae singulière obtenueest homéomorphe à Π(CA).Si Π(CA) \ D n'est pas onnexe. Pour onstruire CA on part de 2q+

0
+q+

2
+q+

3 surfaes ompatesde genre g = 1+2n−q+

0
−q+

2
−q+

3
−3(p+ +4k+ − 8) dont le bord est onstitué de 2n−q+

0
−q+

2
−q+

3
−2 erleset de 2q−

0
+q−

2
+q−

3 surfaes ompates de genre 1 + 2n−q−
0
−q−

2
−q−

3
−3(p− + 4k− − 8) dont le bord estonstitué de 2n−q−

0
−q−

2
q−
3
−2 erles. On a don deux familles de erles. On indexe les erles dehaque famille par Z

n
2/V1 de telle sorte que les projetés de v sur Z

n
2/W±

0 ⊕ V1 ⊕ W±
2 ⊕ W±

3 soientonstants sur haque omposante onnexe. Pour tout v ∈ Z
n
2/V1, on note Gv la paire de erlesdont l'indie est v (les deux erles n'appartiennent jamais à la même famille, on pourrait les noter

G+
v et G−

v ). On olle sur haque Gv un exemplaire de Comp3. On reolle en�n les Comp3
v entre euxselon les règles données par la proposition 6.3.Les di�érents hoix donnant des surfae homéomorphes, on voit que la surfae singulière obtenueest homéomorphe à Π(CA).
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7.3 Espae des on�gurations ave un nombre �ni de points singuliersOn note y1, . . . , ys les points singuliers de Π(CA). Il s'agit simplement de refaire la onstrutionde la setion préédente en ajoutant l'indie orrespondant à la singularité à haque étape (prini-palement il faut dé�nir les analogues des familles Pi, Qi, Q±
i pour haque singularité e qui alourditonsidérablement les notations). On modi�e Π(CA) \ (∪1≤i≤sDi omme préédemment pour obtenirun pavé B (qui peut avoir beauoup de omposantes onnexes) ayant s familles de points marqués.Cela nous permet de onstruire une surfae à bord dont les omposantes de bord sont regroupéesen s familles. Pour haune de es familles on reproduit la onstrution de la setion 7.2. L'espaesingulier obtenu est homéomorphe à CA.Référenes[1℄ Kapovih, Mihael ; Millson, John, On the moduli spae of polygons in the Eulidean plane.,J. Di�erential Geom. 42 (1995), no. 2, 430�464.[2℄ Kapovih, Mihael ; Millson, John, Universality theorems for on�guration spaes of planarlinkages., Topology 41 (2002), no. 6, 1051�1107.[3℄ O'Hara, June, The on�guration spae of planar spidery linkage, Topology Appl. 154 (2007),no. 2, 502�526[4℄ Shvalb, N. ; Shoham, M. ; Blan, D., The on�guration spae of arahnoid mehanisms. ForumMath. 17 (2005), no. 6, 1033�1042.Address : Université Bordeaux 1, Institut de Mathématiques de Bordeaux,351, ours de la libération, F-33405 Talene, FraneE-mail : pierre.mounoud�math.u-bordeaux1.fr
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