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La qualité de la rédaction sera un facteur d’appréciation important.

Exercice 1

Donner les diviseurs élémentaires des groupes abéliens pZ {2Zq ˆ pZ {11Zq ˆ pZ {2015Zq
et pZ {2015Zqˆ.

Exercice 2

(1) Trouver une base adaptée pour les groupes abéliens suivants :
(i) L1 :“ Z v1 ` Z v2 ` Z v3 Ă Z3 avec v1 “ p´2, 1, 1q, v2 “ p1,´2, 1q et v3 “ p1, 1,´2q ;
(ii) L2 “ tpx, y, zq P Z3, x ” y mod 2Z, y ” z mod 3Zu Ă Z3.

(2) Donner la structure du groupe abélien de type fini G “ Z3 {pZp4, 8, 10q ` Zp6, 2, 0qq.

(3) Construire une matrice A P SL3pZq dont la première ligne est p6, 11, 5q.

Exercice 3

Soit A un anneau. Un A-module P est dit projectif si pour toute application A-linéaire
surjective π : M Ñ N et toute application A-linéaire f : P Ñ N , il existe une application

A-linéaire pf : P Ñ M tel que f “ π ˝ pf , i.e. telle que le diagramme
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commute.

(1) Montrer qu’un A-module libre de rang fini est projectif.

(2) Montrer que si P » M{N est projectif, alors P est isomorphe à un facteur direct de
M . En déduire qu’un A-module de type fini est projectif si et seulement s’il est facteur
direct d’un A-module libre de rang fini.

(3) Soit e P A un élément idempotent (i.e. tel que e2 “ e). Montrer que Ae et A{Ae sont
projectifs.

(4) Donner un exemple de A-module projectif non libre.

(5) Facultatif : montrer qu’un A-module P monogène (i.e. engendré par un seul élément)
est projectif si et seulement si P » Ae avec e P A idempotent.
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Exercice 4

Soient K un corps, V un K-espace vectoriel de dimension n et f P EndKpV q.

(1) Supposons que f 3 “ 0. Décrire la matrice réduite de Jordan de f en fonction de
r “ rgpfq et s “ rgpf 2q.

(2) Supposons n “ 7, que χf pXq “ pX ` 1q2pX ´ 1q5 et que µfpXq “ pX ` 1qpX ´ 1q3.
Quelles sont les matrices réduites de Jordan possibles pour f ?

Exercice 5

Soient V un Q-espace vectoriel de dimension finie et u P EndQpV q. On suppose que les
deux propriétés suivantes sont vérifiées :

(i) u5 “ IdV ;
(ii) pour tout vecteur v P V , si upvq “ v, alors v “ 0.

Montrer que la dimension de V est divisible par 4.
Donner un contre-exemple lorsque le corps Q est remplacé par C, puis par R.

Exercice 6

Soient K un corps, V un K-espace vectoriel de dimension finie n et f P EndKpV q. On
note V _ “ HomKpV,Kq le dual de V . Rappelons que la transposée de f est l’application
K-linéaire

f_
: V _ Ñ V _

ϕ ÞÑ ϕ ˝ f

(1) Supposons f cyclique : soit v P V tel que B “ pv, fpvq, f 2pvq, . . . , fn´1pvqq soit une
base de V . Rappeler la forme de la matrice de f dans la base B, ainsi que les invariants
de similitude de f .

(2) Soit B˚ la base duale de B : quelle est la matrice de f_ dans la base B
˚ ? En déduire

les invariants de similitude de f_, puis que pV, fq et pV _, f_q sont semblables dans ce cas.

(3) En déduire que pV, fq et pV _, f_q sont semblables dans le cas général.


