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La qualité de la rédaction sera un facteur d’appréciation important.

Questions de cours

Soient L{K une extension de corps et M1,M2 P MnpKq deux matrices. On suppose que
M1 et M2 sont semblables dans MnpLq (i.e. pDP P GLnpLqqP´1M1P “ M2). Expliquer
pourquoi elles sont déjà semblables dans MnpKq.

Exercice 1

Donner les facteurs invariants des groupes abéliens pZ {3Zq ˆ pZ {11Zq ˆ pZ {2016Zq et
pZ {2016Zqˆ (on rappelle que si p est premier et r P Ną0, on a pZ {pr Zqˆ » Z {pp´1qpr´1 Z

si p ‰ 2, et pZ {2r Zqˆ » pZ {2Zq ˆ pZ {pr´2 Zq si r ě 3).

Exercice 2

(1) Trouver une base adaptée pour les groupes abéliens suivants :
(i) L1 :“ Z v1 ` Z v2 ` Z v3 Ă Z2 avec v1 “ p5, 4q, v2 “ p7, 8q et v3 “ p3, 6q ;
(ii) L2 “ tpx, y, zq P Z3, 3x ` 5y ` 7z “ 0u Ă Z3.

(2) Construire une matrice A P SL3pZq dont la première ligne est p6, 10, 15q.

Exercice 3

Soient K un corps commutatif, V un K-espace vectoriel de dimension finie et A “ EndKpV q.
Si W Ă V un sous-espace, on pose IW “ tf P A, fpW q “ 0u.

(1) Montrer que IW est un idéal à gauche de A, et que tout idéal à gauche de A est de la
forme IW (indication : si I Ă A est un idéal, on posera W “

Ş

fPI

Kerpfq et on montrera que

I contient un projecteur de noyau W ).

(2) Montrer que IW est un A-module projectif (c’est-à-dire facteur direct d’un A-module
libre).

(3) Montrer que si t0u Ĺ W Ĺ V , le A-module IW n’est pas libre.
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Exercice 4

Montrer qu’il n’existe pas de matrice A P M3pQq telle que A8 “ I3 et A4 ‰ I3.

Exercice 5

Soient K un corps, V un K-espace vectoriel de dimension n et f P EndKpV q. On note
Krf s l’image dans EndKpV q du morphisme KrXs Ñ EndKpV q; P ÞÑ P pfq et C pfq “ tg P
EndKpV q, f ˝ g “ g ˝ fu le commutant de f .

(1) Supposons que f cyclique. Montrer que C pfq “ Krf s. Que vaut dimKpC pfqq ?

(2) Réciproquement, supposons C pfq “ Krf s. En utilisant la décomposition de Frobe-
nius (correspondant aux facteurs invariants du KrXs-module associé), montrer que f est
cyclique.

(3) Montrer qu’on a toujours dimKpC pfqq ě n.

(4) Cas d’égalité dans (3) ?


