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Les documents et les calculatrices sont interdits.
La qualité de la rédaction sera un facteur d’appréciation important.

Dans tout l’énoncé, les anneaux sont supposés unitaires, les corps commutatifs, et les
représentations complexes de degré fini.

Exercice 1
(1) Trouver une base adaptée pour le sous-groupe L Ă Z3 engendré par

tp´4, 4, 2q, p16,´4,´8q, p8, 4, 2qu.

(2) Construire une matrice A P SL3pZq dont la première ligne est p6, 11, 17q.

Exercice 2
Donner les invariants de similitude de la matrice suivante :
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0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 1 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 1 1 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 2 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 2 1 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 2 1 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 2 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 2 1 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 2 1
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 2
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Exercice 3
Posons j “ ´1`i
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et α “ ´1`i

?
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2
. Soit G un groupe dont la table des caractères commence

par les deux lignes suivantes :
G 1 3 3 7 7
χ1 1 1 1 j j
χ2 3 α α 0 0

(la première ligne contient les cardinaux des classes de conjugaison).
(1) Combien y a-t-il de caractères irréductibles ?
(2) Compléter cette table.
(3) Déterminer le groupe G par générateurs et relations.
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Exercice 4
Soient G un groupe fini, ZpGq son centre, et pV, ρq une représentation.

(1) Supposons V irréductible. Montrer que pour tout z P ZpGq, ρpzq est une homothétie
(indication : utiliser le lemme de Schur).

(2) On suppose désormais ZpGq “ teu et ρ : GÑ GLpV q injective. Soit H un sous-groupe
de G. On note ρ|H la restriction de ρ à H. Montrer que si ZpHq ‰ teu, alors pV, ρ|Hq
est réductible.

Exercice 5
Soient A un anneau commutatif unitaire, M un A-module noethérien et f : M Ñ M une
application A-linéaire.
(1) On suppose f surjective. Montrer que c’est un isomorphisme (indication : considérer
les sous-modules Kn “ Kerpfnq).
(2) Si f est supposée injective, est-ce automatiquement un isomorphisme ?
On suppose désormais que M “ An et on note Λ P MnpAq la matrice de f dans la base
canonique.
(3) Montrer que f est surjective si et seulement si detpΛq P Aˆ.
(4) Montrer que si detpΛq n’est pas diviseur de zéro dans A, alors f est injective.
(5) (Difficile) Montrer que réciproquement, si detpΛq est diviseur de zéro dans A, alors f
n’est pas injective (indication : soient a P Azt0u tel que a detpΛq “ 0 et r ă n le plus
grand entier tel qu’il existe une matrice N P MrpAq extraite de Λ telle que a detpNq ‰ 0,
construire V P Anzt0u tel que ΛV “ 0 à partir d’une telle matrice N).
On suppose désormais que f est injective.
(6) Lorsque A “ Z, montrer que #An{ Impfq “ |detpΛq|.
(7) Soient K un corps et A “ KrXs, montrer que dimKpA

n{ Impfqq “ degpdetpΛqq.


