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La qualité de la rédaction sera un facteur d’appréciation important.

Dans tout l’éconcé, « représentation » signifie représentation complexe de dimension finie.

Exercice 1

On s’intéresse aux représentations du groupe S4.
(1) Donner les classes de conjugaison du groupe S4 (on précisera leurs cardinaux res-

pectifs).
(2) Combien le groupe S4 a-t-il de représentations irréductibles ?
(3) Donner deux représentations de dimension 1.
(4) Décomposer la représentation de permutation associée à l’action naturelle de S4 sur

l’ensemble t1, 2, 3, 4u.
(5) En déduire deux représentations irréductibles de dimension 3 non-isomorphes (indi-

cation : utiliser la question (3)).
(6) Dresser la table des caractères du groupe S4.
(7) Décrire « la » représentation irréductible de dimension 2 de S4 (indication : construire

un morphisme surjectif S4 Ñ S3).
(8) Parmi les représentations irréductibles, quelles sont celles dont la restriction à A4 est

encore irréductible ?

Exercice 2

Compléter la table de caractères suivante :

Classe de conjugaison g1 “ 1 g2 g3 g4
Cardinal 1 6 14 21

χ0

χ1

χ2

χ3 6 ´1

On rappelle que si G est un groupe, HomgrpG,Cˆq est un groupe.

Exercice 3

Soit K un corps de caractéristique différente de 2. Pour X P M2pKq, on pose

δpXq “ ´ detpXq

(1) Montrer que δ est une forme quadratique sur M2pKq et expliciter sa forme polaire.
(2) Donner une base orthogonale de δ et prouver que δ est non dégénérée. Que peut-on

dire de l’espace quadratique pM2pKq, δq ?
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(3) Soit V l’orthogonal de I2 (matrice identité) pour δ. Montrer que l’espace quadratique
pV, δ|V q est isométrique à l’espace de Lorentz L “ x1,´1, 1y.

(4) Prouver que X P V ô TrpXq “ 0.
(5) En déduire la relation X2 “ δpXq I2 pour tout X P V .
(6) Prouver que deux éléments X et Y de V sont orthogonaux pour δ si et seulement si

XY ` Y X “ 0.
(7) On rappelle que le groupe GL2pKq agit sur M2pKq par conjugaison. Prouver que V

est stable par cette action et que celle-ci définit un morphisme de groupes

Φ: GL2pKq Ñ OpV, δ|V q

(avec ΦpAq̈X “ AXA´1 pour pA,Xq P GL2pKq ˆ V ).
(8) Si A P GL2pKq X V , vérifier que ΦpAq est le renversement d’axe KA.
(9) En déduire que l’image de Φ contient SOpV, δ|V q.
(10) Prouver par l’absurde que ´ IdV R ImpΦq, et en déduire que ImpΦq “ SOpV, δ|V q.
(11) Donner (sans démonstration) le centre de l’algèbre M2pKq ; déterminer KerpΦq.
(12) Conclure que le groupe SOpLq est isomorphe à PGL2pKq.
(13) Si K “ Fq, calculer #OpLq.

Exercice 4

Soit K un corps fini d’ordre q. Si pV,Qq est un espace quadratique non dégénéré et α P K,
on pose

rpV, αq “ #tx P V, Qpxq “ αu

Le but de ce problème est de calculer cet entier.
(1) Supposons que V est un plan hyperbolique. Montrer que

rpV, αq “

#

2q ´ 1 si α “ 0

q ´ 1 si α ‰ 0

(2) Supposons dimKpV q “ 2k paire. Montrer que si α P Kˆ, les formes quadratiques Q

et αQ ont même discriminant, et en déduire que rpV, αq “ rpV, 1q, puis que

rpV, αq “ 1
q´1

pq2k ´ rpV, 0qq

(3) On suppose pV,Qq hyperbolique de dimension 2k. Montrer par récurrence sur k que

rpV, αq “

#

qk´1pqk ` q ´ 1q si α “ 0

qk´1pqk ´ 1q si α ‰ 0

(4) On suppose que pV,Qq est de dimension 2k, mais pas hyperbolique. Montrer par
récurrence sur k que

rpV, αq “

#

qk´1pqk ´ q ` 1q si α “ 0

qk´1pqk ` 1q si α ‰ 0

(5) Supposons désormais que pV,Qq est de dimension 2k`1 : écrivons V “ xεy ‘H avec
H hyperbolique de dimension 2k et ε P Kˆ. Montrer que

rpV, αq “

$

’

&

’

%

q2k si α “ 0

q2k ` qk si α P εKˆ2

q2k ´ qk si α R εKˆ2


