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La qualité de la rédaction sera un facteur d’appréciation important.

Dans tout l’énoncé, « représentation » signifie représentation complexe de dimension finie.

Exercice 1
(1) Soit A “ pZ {25ZqˆpZ {6ZqˆpZ {2018Zq. Donner les facteurs invariants des groupes

abéliens A et Aˆ.
(2) Donner une base adaptée pour le sous-Z-module M Ă Z4 engendré par p2,´1, 0, 0q,
p´1, 2,´1,´1q, p0,´1, 2, 0q et p0,´1, 0, 2q. Calculer le quotient Z4

{M .
(3) Soient K un corps de caractéristique différente de 2 et pE, qq un espace quadratique

non dégénéré. Montrer que si q a un vecteur isotrope non nul, alors l’application
q : E Ñ K est surjective.

Exercice 2
Soit A un anneau principal.

(1) Soient x, y P Azt0u. Posons d “ pgcdpx, yq et écrivons x “ dx1 et y “ dy1. Montrer
que si f P HomApA{xA,A{yAq, alors fp1q P y1A{yA.

(2) En déduire que HomApA{xA,A{yAq » A{dA.
Soit M , M1 et M2 des A-modules.

(3) Montrer que HomApM,M1 ˆM2q » HomApM,M1q ˆ HomApM,M2q.
(4) Montrer de même que HomApM1 ˆM2,Mq » HomApM1,Mq ˆ HomApM2,Mq.

On suppose désormais M de type fini et de torsion. Notons x1 | ¨ ¨ ¨ | xn ses facteurs
invariants.

(5) En utilisant tout ce qui précède, montrer que EndApMq »
n

À

i“1

pA{xiAq
2pn´iq`1.

Exercice 3
Soient K un corps, E un K-espace vectoriel, F et G deux sous-espaces vectoriels de dimen-
sion finie de E et ϕ une forme bilinéaire symétrique sur E. Si x P F , on note `x : G Ñ K
l’application définie par `xpyq “ ϕpx, yq pour tout y P G.

(1) Montrer que l’application x ÞÑ `x induit une application ` : F Ñ pG{pGXFKqq_ (où,
si V est un K-espace vectoriel, V _ :“ HomK-linpV,Kq désigne le dual de V ).

(2) Quel est le noyau de ` ? En déduire que

dimKpF q ´ dimKpF XG
K
q ď dimKpGq ´ dimKpGX F

K
q.
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(3) Montrer que dimKpF q ´ dimKpF XG
Kq “ dimKpGq ´ dimKpGX F

Kq.

Exercice 4
Soient G un groupe fini, pV, ρq une représentation de G et χV son caractère.
(1) Supposons V irréductible. Si C Ă G est une classe de conjugaison, posons ϕC “

ř

gPC

g.

(a) Montrer que ϕC induit une homothétie sur V : on note λC son rapport.
(b) Montrer que λC dimCpV q “ χV pCq#C.
(c) En utilisant le fait que ϕC P ZpZrGsq et que ZrGs est une Z-algèbre finie, montrer

que λC est un entier algébrique.
(d) En déduire que #G

dimCpV q
“

ř

C

λCχV pCq est un entier algébrique, puis que dimCpV q

divise #G.
On suppose désormais G simple et non abélien.
(2) Montrer que toute représentation de dimension 1 est triviale.
(3) Supposons V de dimension 2 et non triviale.

(a) En utilisant la question (2), montrer que V est irréductible.
(b) En utilisant la question (1), montrer que G contient un élément x d’ordre 2.
(c) Montrer que detpρpxqq “ 1, puis que ρpxq “ ´ IdV .
(d) En déduire que x P ZpGq, puis que V est nécessairement triviale.

Problème
Soient q une puissance d’un nombre premier impair, f une forme quadratique non dégénérée
sur un Fn

q (avec q impair) et discpfq “ dFˆ2q . On pose

Nnpdq “ #f´1pt0uq, Rnpdq “ f´1pt1uq et Anpdq “ # SOpfq.

Si a P Fˆq , on pose χpaq “ 1 si a est un carré de Fˆq , et χpaq “ ´1 sinon.
(0) Expliquer pourquoi ces notations ont un sens (i.e. pourquoi les quantités Nnpdq, Rnpdq
et Anpdq ne dépendent que de n et de d).
(1) Supposons n ě 3.

(a) Montrer qu’il existe une base dans laquelle on a f “ 2x1x2 ` gpx3, . . . , xnq. Préciser
le discriminant de g.

(b) En déduire que Nnpdq “ qn´2pq ´ 1q ` qNn´2p´dq.
(2) Montrer que N2m`1pdq “ q2m et N2mpdq “ q2m´1 ` pq ´ 1qqm´1χpp´1qmdq.
(3) Montrer que R2mpdq “ q2m´1 ´ qm´1χpp´1qmdq et R2m`1pdq “ q2m ` qmχpp´1qmdq
(indication : montrer que Nn`1p´dq “ Nnpdq ` pq ´ 1qRnpdq en considérant la forme
quadratique ´x20 ` fpx1, . . . , xnq).
(4) Posons Snpdq :“ tx P F

n
q | fpxq “ 1u (la « sphère » unité).

(a) Montrer que SOpfq agit transitivement sur Snpdq.
(b) En déduire que Anpdq “ RnpdqAn´1pdq.
(c) En déduire que

#

A2m`1pdq “ qm
2
pq2 ´ 1qpq4 ´ 1q ¨ ¨ ¨ pq2m ´ 1q

A2mpdq “ qmpm´1qpq2 ´ 1qpq4 ´ 1q ¨ ¨ ¨ pq2m´2 ´ 1qpqm ´ χpp´1qmdqq


