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Rappel. Si A est un anneau et I Ĺ A un idéal strict, alors il existe un idéal maximal m Ă A tel que I Ă m
(théorème de Krull).

1. Rudiments de théorie des modules sur un anneau

1.1. Notions de module sur un anneau. Soit A un anneau unitaire (pas commutatif a priori).

Définition 1.1.1. Un A-module à gauche est la donnée d’un triplet pM,`, ¨q où pM,`q est un groupe
abélien et ¨ : AˆM ÑM une loi de composition externe vérifiant les propriétés suivantes :

(1) p@a, b P Aq p@m PMq pa` bq ¨m “ a ¨m` b ¨m ;
(2) p@a, b P Aq p@m PMq pabq ¨m “ a ¨ pb ¨mq ;
(3) p@a P Aq p@m1,m2 PMq a ¨ pm1 `m2q “ a ¨m1 ` a ¨m2 ;
(4) p@m PMq 1 ¨m “ m

(cela revient à se donner un morphisme d’anneaux A Ñ EndpMq). Les éléments de A s’appellent les
scalaires. Comme d’habitude, on commettera quasi systématiquement l’abus consistant à désigner un
module par l’ensemble sous-jacent, en parlant du A-module M . En outre, on notera souvent am au lieu
de a ¨m.

Remarque 1.1.2. (1) Bien sûr, on a une notion analogue de A-module à droite, dont on ne va pas se
servir : désormais, quand on parlera de modules, il s’agira toujours de modules à gauche.

(2) On peut voir la notion de module comme une généralisation de celle d’espace vectoriel. Il faut prendre
garde toutefois que bon nombre de propriétés agréables des espaces vectoriels (l’existence de bases en
particulier) sont compétement fausses pour les modules sur un anneau qui n’est pas un corps.
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2 Modules, espaces quadratiques, master 1ère année

Exemples 1.1.3. (0) L’anneau A lui-même est un A-module, la loi externe étant donnée par le produit
de A.

(1) Si A est un corps, un A-module n’est autre qu’un A espace vectoriel.
(2) Un Z-module n’est rien d’autre qu’un groupe abélien.
(3) Si K est un corps, un KrXs-module est un K-espace vectoriel muni d’un endomorphisme (qui cor-

respond à la multiplication par X). On reviendra sur cette situation plus tard.
(4) Si I Ď A est un idéal, alors I et A{I sont des A-modules.

Définition 1.1.4. Soient Λ un ensemble et pMλqλPΛ une famille de A-modules.
(1) On note

ś

λPΛ

Mλ l’ensemble produit. C’est l’ensemble des applications f : Λ Ñ
Ť

λPΛ

Mλ telles que

fpλq PMλ pour tout λ P Λ. C’est un A-module, qu’on appelle le A-module produit des pMλqλPΛ.
(2) On note

À

λPΛ

Mλ le sous-ensemble de
ś

λPΛ

Mλ constitué des fonctions f : Λ Ñ
Ť

λPΛ

Mλ telles que

tλ P Λ, fpλq ‰ 0u est fini. C’est un A-module, qu’on appelle la somme des pMλqλPΛ.
(3) Si tous de Mλ sont égaux à M , on note MΛ et M pΛq au lieu de

ś

λPΛ

M et
À

λPΛ

M .

Remarque 1.1.5. Si l’ensemble Λ est fini, les A-modules
ś

λPΛ

Mλ et
À

λPΛ

Mλ coïncident. C’est faux lorsque

Λ est infini.
Si n P N, on note Mn au lieu de M t1,...,nu.

Définition 1.1.6. Soit M un A-module. Un sous-module de M est une partie N ĎM stable par ` et
par multiplication par les scalaires, i.e. telle que

p@a P Aq p@n1, n2 P Nq n1 ` an2 P N.

Exemples 1.1.7. Les sous-modules de A ne sont autres que ses idéaux (à gauche). Si pMλqλPΛ une famille
de A-modules,

À

λPΛ

Mλ est un sous-A-module de
ś

λPΛ

Mλ.

Opérations sur les sous-modules d’un A-module. Soient M un A-module et pMλqλPΛ une famille
de sous-A-modules de M . Alors l’intersection

Ş

λPΛ

Mλ est un sous-module de M . Par ailleurs, on pose

ÿ

λPΛ

Mλ “

!

ÿ

λPΛ

mλ

ˇ

ˇ

ˇ
pmλqλPΛ P

à

λPΛ

Mλ

)

(l’ensemble des sommes finies d’éléments de
Ť

λPΛ

Mλ). C’est un sous-A-module de M , qu’on appelle la

somme de pMλqλPΛ.

Définition 1.1.8. Soit M un A-module.
(1) Soit X Ď M . Il existe un plus petit (au sens de l’inclusion) sous-A-module N de M tel que

X Ď N . On l’appelle le sous-A-module de M engendré par X. Ce n’est autre que l’intersection
des sous-A-modules deM qui contiennent X. C’est aussi la somme

ř

xPX

Ax (où Ax “ tax, a P Au).

(2) On dit qu’une partie X Ď M engendre M , ou que c’est une partie génératrice de M si le
sous-A-module de M engendré par X est M en entier.

(3) Le A-module M est dit type fini s’il contient une partie génératrice finie.
(4) Le A-module M est dit noethérien si tous ses sous-A-modules sont de type fini.

Définition 1.1.9. ‚ SoientM et N deux A-modules à gauche. Unmorphisme de A-modules ou encore
une application A-linéaire de M vers N est un morphisme de groupes f : M Ñ N qui vérifie en outre
fpamq “ afpmq pour tout a P A et m PM . On note HomApM,Nq l’ensemble des applications A-linéaires
de M dans N . C’est un groupe abélien, et un A-module à gauche si A est commutatif.
‚ Le noyau de f est Kerpfq “ f´1p0q, c’est un sous-A-module de M , et l’image de f est Impfq “ fpMq,
c’est un sous-A-module de N . Le conoyau de f est Cokerpfq :“ N{ Impfq.
‚ On dit que f et un isomorphisme si f est bijective (l’application f´1 est alors A-linéaire). Cela
équivaut à Kerpfq “ t0u (i.e. f injective) et Impfq “ N (c’est-à-dire Cokerpfq “ t0u, i.e. f surjective).
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Définition 1.1.10. Soient M un A-module et N un sous-A-module. On dispose du groupe quotient
M{N . Il est naturellement muni d’une structure de A-module (parce que si m P M et a P A, on a
apm ` Nq “ am ` aN Ď am ` N). Le A-module M{N s’appelle de A-module quotient de M par N .
L’application canonique π : M Ñ M{N ;m ÞÑ m ` N est A-linéaire, et jouit de la propriété universelle
suivante : pour toute application A-linéaire f : M Ñ M 1 telle que N Ď Kerpfq, il existe une unique
application A-linéaire rf : M{N ÑM 1 telle que f “ rf ˝ π.

M
f //

π

��

M 1

M{N

rf

<<

En particulier, si f : M Ñ M 1 est un morphisme de A-modules, on dispose de la décomposition
canonique f “ ι ˝ rf ˝ π où ι : Impfq ÑM 1 est l’inclusion, rf un isomorphisme et π : M ÑM{Kerpfq la
projection canonique.

Définition 1.1.11. (1) Un A-module libre est un A-module isomorphe au A-module ApΛq pour un
ensemble Λ convenable.

(2) Soit Λ un ensemble. Pour λ P Λ, on définit eλ P ApΛq par eλpηq “ δλ,η (symbole de Kronecker, qui
vaut 1 si λ “ η et 0 sinon). La famille peλqλPΛ s’appelle la base canonique de ApΛq.

Proposition 1.1.12. (1) Si a P ApΛq, on a l’égalité a “
ř

λPΛ

apλqeλ (la somme est finie).

(2) Si M est un A-module, l’application A-linéaire

HomApA
pΛq,Mq ÑMΛ

f ÞÑ pfpeλqqλPΛ

est un isomorphisme. En d’autres termes, la donnée d’une application A-linéaire f : ApΛq Ñ M
équivaut à la donnée de la famille pfpeλqqλPΛ.

Démonstration. (1) Pour η P Λ, on a
´

ř

λPΛ

apλqeλ

¯

pηq “ apηq.

(2) Cela résulte de fpaq “
ř

λPΛ

apλqfpeλq pour tout f P HomApA
pΛq,Mq et a P ApΛq (égalité qui s’obtient

par A-linéarité).
�

Définition 1.1.13. D’après la proposition 1.1.12, un A-module M est libre si et seulement s’il existe une
famille pmλqλPΛ d’éléments de M telle que tout élément m P M s’écrit de façon unique m “

ř

λPΛ

aλmλ

avec paλqλPΛ P ApΛq. Un telle famille pmλqλPΛ s’appelle une base de M (dans le cas où A est un corps,
on retrouve la définition habituelle de base).

Remarque 1.1.14. Lorsque A est un corps, tout A-module est libre (tout espace vectoriel admet une base).
Ce n’est plus du tout le cas pour un anneau quelconque. Par exemple, si I Ď A est un idéal de A distinct
de t0u et de A, le A-module A{I n’est pas libre (si e P A{I et a P Izt0u, on a ae “ 0). Par exemple, Z {2Z
est un Z {4Z module, mais il n’est pas libre. On peut montrer (mais ça n’est pas évident, cf proposition
1.4.16) que ZN n’est pas libre sur Z.

Proposition 1.1.15. Les bases d’un module libre ont toutes même cardinal.

Démonstration. Il s’agit de montrer que si Λ et Λ1 sont des ensembles tels que les A-modules ApΛq et ApΛ
1
q

sont isomorphes, alors Λ et Λ1 ont même cardinal. Soit f : ApΛq Ñ ApΛ
1
q un isomorphisme, et I Ď A un

idéal maximal de A (il en existe en vertu du théorème de Krull). Comme f est A-linéaire, il induit un
isomorphisme f : pA{IqpΛq Ñ pA{IqpΛ

1
q. Comme I est maximal, A{I est un corps : les A{I espaces vectoriels

pA{IqpΛq et pA{IqpΛ
1
q sont isomorphes, on a donc CardpΛq “ CardpΛ1q. �

Définition 1.1.16. D’après la proposition précédente, si M est isomorphe à An avec n P N, l’entier n
est un invariant de M , qu’on appelle le rang de M .
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Remarque 1.1.17. (1) Si M et N sont deux A-modules libres de rangs respectifs m et n, il résulte de
la proposition 1.1.12 (2), après le choix de bases dans M et dans N , que

HomApM,Nq » HomApA
m, Anq “ MnˆmpAq.

Comme pour les espaces vectoriels de dimension finie, après le choix de bases, la donnée d’une ap-
plication A-linéaire entre deux A-modules libres de rang fini équivaut à celle de sa matrice dans ces
bases.

(2) Soient M un A-module et tmλuλPΛ une famille d’éléments de M . D’après la proposition 1.1.12 (2),
il existe une unique application A-linéaire f : ApΛq ÑM telle que fpeλq “ mλ pour tout λ P Λ.

Le A-module Impfq est le sous-module de M engendré par tmλuλPΛ. En particulier, la famille
tmλuλPΛ est génératrice si f est surjective, et c’est une base si f est un isomorphisme. Lorsque f est
injective, on dit que tmλuλPΛ est libre.

Proposition 1.1.18. (1) Soit M un A-module. Alors M est noethérien si et seulement si toute suite
croissante de sous-A-modules de M est stationnaire.

(2) Soient M un A-module et N un sous-A-module de M . Alors M est noethérien si et seulement si
les A-modules N et M{N sont noethériens.

Démonstration. (1) Supposons M noethérien, et soit pMnqPN une suite croissante de sous-A-modules de
M . Comme le sous-A-module

ř

nPN

Mn est de type fini, il est engendré par tm1, . . . ,mru. Comme la

réunion est croissante, il existe N P N tel que tm1, . . . ,mru ĎMN . On a alors MN Ď
ř

nPN

Mn ĎMN

et donc
ř

nPN

Mn “MN , et Mn “Mn pour tout n ě N : la suite pMnqPN est stationnaire.

Supposons M non noethérien : il existe un sous-A-module M 1 qui n’est pas de type fini. On
construit par récurrence une suite strictement croissante de sous-A-modules de type fini de M 1 de la
façon suivante : on pose M 1

0 “ t0u, et si M 1
n est construit, il est distinct de M 1 (puisque M 1

n est de
type fini et M 1 ne l’est pas) : soient mn PM

1zM 1
n et M 1

n`1 “M 1
n`Amn`1. On a M 1

n ĹM 1
n`1 ĂM 1.

(2) Si M est noethérien, alors N est de type fini. Par ailleurs, si N 1 est un sous-A-module de M{N ,
on a N 1 “ rN{N avec rN “ π´1pN 1q (où π : M Ñ M{N est la projection canonique). Comme M est
noethérien, rN est de type fini, c’est a fortiori de cas de N 1 “ rN{N , et M{N est noethérien.

Supposons N et M{N noethériens. Soit pMnqnPN une suite croissante de sous-A-modules de M .
On dispose des suites croissantes pMn XNqnPN et ppN `Mnq{NqnPN de sous-A-modules de N et de
M{N respectivement. Comme ces derniers sont noethériens, ces suites sont stationnaires : il existe
n0 P N tel que pour n ě n0, on a Mn X N “ Mn0

X N et pN ` Mnq{N “ pN ` Mn0
q{N i.e.

N `Mn “ N `Mn0 . Si m PMn, il existe donc x P N et y PMn0 ĎMn tels que m “ x` y. Comme
x “ y ´m P N XMn “ N XMn0 , on a m P Mn0 , d’où Mn Ď Mn0 i.e. Mn “ Mn0 . Le A-module M
est donc noethérien.

�

Corollaire 1.1.19. Si M1 et M2 sont deux A-modules noethériens, le A-module produit M1 ˆM2 est
noethérien.

Démonstration. Les modulesM1 »M1ˆt0u etM2 » pM1ˆM2q{pM1ˆt0uq, étant noethériens, cela résulte
de la proposition 1.1.18 (2). �

Définition 1.1.20. L’anneau A est dit noethérien s’il est noethérien vu comme A-module. Par défini-
tion, cela signifie que tout idéal de A est de type fini. En vertu de la proposition 1.1.18, cela équivaut au
fait que toute suite croissante d’idéaux de A est stationnaire.

Proposition 1.1.21. Si A est noethérien, tout A-module de type fini est noethérien.

Démonstration. Soit M un A-module de type fini. Alors il existe n P N et une application A-linéaire
surjective f : An Ñ M . Comme A est noethérien, il en est de même de An (corollaire 1.1.19), et donc de
M “ An{Kerpfq (proposition 1.1.18 (2)). �

Théorème 1.1.22. (Hilbert) Si A est un anneau noethérien, alors ArXs est noethérien.

Démonstration. Soit I Ď ArXs un idéal. Pour n P N, notons Jn l’ensemble des coefficients dominants des
éléments de I qui sont de degré n. Comme I est un idéal de ArXs, l’ensemble Jn est un idéal de A. En outre,
si n ď m et a P Jn (de sorte qu’il existe P P I de degré n de coefficient dominant égal à a), alors a P Jm
(car a est le coefficient dominant du polynôme Xm´nP ). La suite d’idéaux pJnqnPN est donc croissante.
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Comme A est noethérien, cette suite est stationnaire : soit d P N tel que n ě d ñ Jn “ Jd. Comme A est
noethérien, l’idéal Jd est de type fini : choisissons α1, . . . , αr des générateurs de Jd, ce sont les coefficients
dominants de P1, . . . , Pr P Jd respectivement. Par ailleurs, si ArXsăd désigne le sous-A-module de ArXs
constitué du polynôme nul et des polynômes de degré ă d, posons M “ I X ArXsăd. Comme ArXsăd est
un A module de type fini, il est noethérien (cf proposition 1.1.21), de sorte que M est de type fini : soient
Q1, . . . , Qs des générateurs de M . On a bien sûr

α1ArXs ` ¨ ¨ ¨ ` αrArXs `Q1ArXs ` ¨ ¨ ¨ `QsArXs Ď I

Montrons l’inclusion réciproque. Si P P I est de degré n ě d, son coefficient dominant a appartient à Jd,

de sorte qu’il existe a1, . . . , ar P A tels que a “ aaα1 ` ¨ ¨ ¨ ` arαr. Le polynôme P ´
r
ř

i“1

aiX
n´dPi P I

est de degré ă n : quitte à soustraire à P un élément de α1ArXs ` ¨ ¨ ¨ ` αrArXs, on peut supposer
que degpP q ă d. Mais alors P P M “ I X ArXsăd, et P P Q1ArXs ` ¨ ¨ ¨ ` QsArXs, ce qui prouve que
P P α1ArXs ` ¨ ¨ ¨ ` αrArXs ` Q1ArXs ` ¨ ¨ ¨ ` QsArXs. Ainsi, l’idéal I est de type fini, et ArXs est
noethérien. �

Corollaire 1.1.23. Soient A un anneau noethérien et B une A-algèbre de type fini. Alors B est un anneau
noethérien.

Démonstration. Comme B est de type fini, il existe b1, . . . , br P B tels que B “ Arb1, . . . , brs, si bien qu’on
dispose du morphisme de A-algèbres f : ArX1, . . . , Xrs Ñ B défini par fpXiq “ bi pour i P t1, . . . , ru.
Il est surjectif : si I “ Kerpfq, on a B » ArX1, . . . , Xrs{I. Comme A est noethérien, il en est de même
de ArX1, . . . , Xrs (en appliquant r fois le théorème 1.1.22), de sorte que B est une ArX1, . . . , Xrs-algèbre
noethérienne : c’est donc un anneau noethérien. �

Définition 1.1.24. Soient M un A-module et m P M . On pose annApmq “ ta P A, am “ 0u. C’est un
idéal (à gauche) de A, appelé idéal annulateur de m. On dit que m est de torsion si annApmq ‰ t0u,
i.e. s’il existe a P Azt0u tel que am “ 0. On note Mtors l’ensemble des éléments de M qui sont de torsion.
On dit que M est sans torsion (resp. de torsion) si Mtors “ t0u (resp. Mtors “M).
On pose annApMq “ ta P A | p@m P Mq am “ 0u “

Ş

mPM

annApmq. C’est un idéal de A, appelé idéal

annulateur de M . Si A est commutatif, on en déduit une structure de A{ annApMq-module sur M .
Remarquons que M peut-être de torsion même si annApMq “ t0u : pa exemple, on a annZpQ {Zq “ t0u.

Exemple 1.1.25. Si I Ď A est un idéal non nul, A{I est de torsion. Par exemple, Z {2Z est un Z {6Z de
torsion. De même, Q {Z est un Z-module de torsion.

Proposition 1.1.26. Supposons A commutatif, intègre et soit M un A-module. Alors Mtors est un sous-
A-module de M et le A-module quotient M{Mtors est sans torsion.

Démonstration. Si m1,m2 PMtors et α P A, il existe a1, a2 P Azt0u tels que a1m1 “ 0 et a2m2 “ 0. Comme
A est intègre, on a a1a2 ‰ 0 et a1a2pm1 ` αm2q “ 0 implique m1 ` αm2 PMtors.

Soit m PM dont l’image m`Mtors est de torsion dans M{Mtors : il existe a P Azt0u tel que am`Mtors “

Mtors i.e. am P Mtors. Il existe donc b P Azt0u tel que bpamq “ 0. Comme A est intègre, on a ab ‰ 0, et
m PMtors. �

Remarque 1.1.27. (1) Ce qui précède tombe en défaut si A n’est pas supposé intègre. Par exemple, si
A “M “ ZˆZ, alors Mtors “ pZˆt0uq Y pt0u ˆ Zq n’est pas un sous-module de M .

(2) Un A-module libre est sans torsion, mais la réciproque est fausse en général (elle est valide dans le
cas des modules de type fini sur un anneau principal, cf corollaire 1.4.13).

1.2. Le produit tensoriel.

1.2.1. Cas d’un anneau de base commutatif. Dans cette partie, on suppose A commutatif. Soient M et N
deux A-modules.
Définition 1.2.2. Soit L un A-module. Une application f : M ˆN Ñ L est dite bilinéaire si elle vérifie
les conditions suivantes :

(i) f est linéaire à gauche, i.e. p@a P Aq p@m1,m2 P Mq p@n P Nq fpam1 ` m2, nq “ afpm1, nq `
fpm2, nq ;

(ii) f est linéaire à droite, i.e. p@a P Aq p@m PMq p@n1, n2 P Nq fpm, an1`n2q “ afpm,n1q`fpm,n2q.
L’ensemble BilApM,N,Lq des applications bilinéaires M ˆN Ñ L est un A-module.
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Proposition 1.2.3. Il existe un couple pMbAN,ϕq oùMbAN est un A-module et ϕ : MˆN ÑMbAN
une application bilinéaire, ayant la propriété universelle suivante : si f : M ˆN Ñ L est une application
bilinéaire, il existe une unique application A-linéaire rf : M bA N Ñ L telle que f “ rf ˝ ϕ.

M ˆN
f //

ϕ ))
L

M bA N
rf

77

Remarque 1.2.4. La propriété universelle du couple pM bA N,ϕq implique qu’il est unique à unique iso-
morphisme près.

Démonstration. Considérons le A-module ApMˆNq des fonctions M ˆ N Ñ A à support fini. On dispose
de la base canonique

`

epm,nq
˘

pm,nqPMˆN
. Notons K le sous-module de ApMˆNq engendré par les éléments

suivants :
‚ epm1`m2,nq ´ epm1,nq ´ epm2,nq pour m1,m2 PM et n P N ;
‚ epm,n1`n2q ´ epm,n1q ´ epm,n2q pour m PM et n1, n2 P N ;
‚ epam,nq ´ aepm,nq et epm,anq ´ aepm,nq pour a P A, m PM et n P N .

Posons M bA N “ ApMˆNq{K. C’est un A-module. Soient i : M ˆ N Ñ ApMˆNq; pm,nq ÞÑ epm,nq et
π : ApMˆNq ÑM bAN la surjection canonique. On pose ϕ “ π ˝ i : par définition de K, l’application ϕ est
bilinéaire. Si maintenant f : M ˆN Ñ L est bilinéaire, on définit l’application A-linéaire pf : ApMˆNq Ñ L

en posant pfpepm,nqq “ fpm,nq pour tout m P M et n P N . Comme f est bilinéaire, on a K Ă Kerp pfq :
l’application pf se factorise par une application rf : MbAN Ñ L, de sorte que f “ rf ˝ϕ (on a rfpπpepm,nqqq “
fpm,nq pour tout m PM et n P N).

M ˆN
f

%%
ϕ

))
i

��
M bA N

rf // L

ApMˆNq
π

55

pf

77

�

Remarque 1.2.5. (1) Une reformulation de la propriété universelle du produit tensoriel est

BilpM,N,Lq » HomApM,HomApN,Lqq » HomApM bA N,Lq

(2) Si M est un A-module et B une A-algèbre (i.e. on a un morphisme d’anneaux AÑ B, qui fait de B
un A-module), alors B bAM est muni d’une structure de B-module (changement de base).

Notation. Avec les notations de la preuve de la proposition 1.2.3, on pose m b n “ πpepm,nqq P M bA N
pour tout m PM et n P N . Les éléments de M bA N de cette forme s’appellent les tenseurs simples. Ils
engendrent M bA N , mais en général, les éléments de M bA N ne sont pas tous des tenseurs simples.

Proposition 1.2.6. Si M et N sont libres, de bases peλqλPΛ et pfδqδP∆ respectivement, alors M bA N
est libre, de base peλ b fδqpλ,δqPΛˆ∆.

Démonstration. Si L est un A-module, on a

BilpM,N,Lq » HomApM,HomApN,Lqq

» HomApA
pΛq,HomApA

p∆q, Lqq

» HomApA
pΛq, L∆q

» LΛˆ∆

» HomApA
pΛˆ∆q, Lq

(cf proposition 1.1.12 (2)), ce qui prouve que ApΛˆ∆q a la propriété universelle de M bA N : ils sont
isomorphes, la base canonique de ApΛˆ∆q correspondant à peλ b fδqpλ,δqPΛˆ∆. �

Fonctorialité du produit tensoriel. Soient f : M Ñ M 1 et g : N Ñ N 1 deux applications A-linéaires. Elles
induisent l’application M ˆ N Ñ M 1 bA N

1; pm,nq ÞÑ fpmq b gpnq. Cette dernière est bilinéaire : elle se
factorise de façon unique par une application A-linéaire

f b g : M bA N ÑM 1 bA N
1
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En particulier, si f : M ÑM 1 est A-linéaire et N un A-module, on a une applicationMbAN
fb1
ÝÝÝÑM 1bAN .

Un cas particulier important est le changement de base : si B est une A-algèbre, f induit une application
B-linéaire B bAM Ñ B bAM

1.

Remarque 1.2.7. Bien entendu, si f : M Ñ M 1 est un isomorphisme, alors M bA N
fb1
ÝÝÝÑ M 1 bA N est

un isomorphisme. Par contre, si f est seulement supposé injectif, alors M bA N
fb1
ÝÝÝÑ M 1 bA N n’est pas

injectif en général (trouver des exemples). Par contre, la surjectivité est conservée, mieux, on a Cokerpfb1q »
Cokerpfq bA N (exercice).

Exercice 1.2.8. (1) Montrer que M bA N » N bAM .
(2) Montrer que pZ {aZq bZ pZ {bZq » Z { pgcdpa, bqZ.
(3) Montrer que CbC C Ñ C; z1 b z2 ÞÑ z1z2 et CbR C Ñ C2; z1 b z2 ÞÑ pz1z2, z1z2q sont des

isomorphismes.
(4) Soient K un corps et V un K-espace vectoriel, V _ “ HomKpV,Kq son dual. Alors l’application

V bK V
_ Ñ EndKpV q qui à vbα (avec v P V et α P V _) associe l’endomorphisme (de rang 1) donné

par x ÞÑ αpxqv est un isomorphisme. De plus, l’application V bK V _ Ñ K; vbα ÞÑ αpvq correspond,
via cet isomorphisme, à la trace Tr : EndKpV q Ñ K.

1.2.9. Cas général. Dans ce numéro, on ne suppose pas A commutatif a priori. Soient M un A-module à
droite et N un A-module à gauche.

Définition 1.2.10. Soit L un groupe abélien. On dira qu’une application f : M ˆN Ñ L est A-linéaire
au centre lorsque p@a P Aq p@m P Mq p@n P Nq fpma, nq “ fpm, anq. On note BilAZpM,N,Lq l’ensemble
des applications Z-bilinéaires M ˆN Ñ L qui sont A-linéaires au centre. C’est un groupe abélien.

Remarque 1.2.11. Le groupe HomZpN,Lq est naturellement muni d’une structure de A-module à droite :
si a P A, ϕ P HomZpN,Lq et n P N , on a pϕaqpnq “ ϕpanq. On a alors l’isomorphisme naturel

BilAZpM,N,Lq
„
ÑHomApM,HomZpN,Lqq

Proposition 1.2.12. Il existe un couple pM bAN,ϕq où M bAN est un groupe abélien et ϕ : M ˆN Ñ

M bA N une application Z-bilinéaire et A-linéaire au centre, ayant la propriété universelle suivante : si
f : M ˆ N Ñ L est une application Z-bilinéaire et A-linéaire au centre, il existe un unique morphisme
de groupes abéliens rf : M bA N Ñ L tel que f “ rf ˝ ϕ.

Remarque 1.2.13. Là encore, la propriété universelle du couple pM bA N,ϕq implique qu’il est unique à
unique isomorphisme près.

La preuve est essentiellement identique à celle de la proposition 1.2.3 : on considère le Z-module ZpMˆNq,
sa base canonique

`

epm,nq
˘

pm,nqPMˆN
et K le sous-groupe engendré par les éléments suivants :

‚ epm1`m2,nq ´ epm1,nq ´ epm2,nq pour m1,m2 PM et n P N ;
‚ epm,n1`n2q ´ epm,n1q ´ epm,n2q pour m PM et n1, n2 P N ;
‚ epma,nq ´ epm,anq pour a P A, m PM et n P N .

Le groupe quotient M bA N “ ZpMˆNq {K muni de l’application naturelle ϕ a la propriété universelle
requise.

Remarque 1.2.14. (1) Soit B un anneau. Supposons M muni d’une structure de B-module à gauche.
Alors la groupe abélien M bA N est muni d’une structure de B-module à gauche, donnée sur les
tenseurs simples par bpmb nq “ pbmq b n pour b P B, m PM et n P N .

(2) Supposons A commutatif. Munissons M de la structure de A-module à gauche donnée par am “ ma
pour tout a P A et m PM . Il en résulte que M bAN est muni d’une structure de A-module, qui n’est
autre que le produit tensoriel défini au numéro précédent dans le cas commutatif. C’est bien normal :
l’application ϕ est alors A-bilinéaire, et si L est un A-module, f P BilApM,N,Lq Ă BilAZpM,N,Lq, le
morphisme de groupes rf : M bA N Ñ L tel que f “ rf ˝ ϕ est A-linéaire par unicité (si a P A, les
applications x ÞÑ a rfpxq et x ÞÑ rfpaxq factorisent toutes les deux af).

(3) Comme dans le cas commutatif, si f : M1 Ñ M2 (resp. g : N1 Ñ N2) est une application A-linéaire
entre deux A-modules à droite (resp. à gauche), on dispose du morphisme de groupes f b g : M1 bA

N1 ÑM2 bA N2.
(4) Mise en garde : si M et N sont des A-modules à droite et à gauche, mais que les structures à droite

et à gauche ne sont pas compatibles, on n’a pas d’isomorphisme M bA N » N bAM (même dans le
cas où A est commutatif).
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1.3. Puissances symétriques et extérieures. Soient K un corps et V un K-espace vectoriel.

Définition 1.3.1. Soient W un K-espace vectoriel, n P Ną0 et f : V n Ñ W une application n-linéaire
(i.e. linéaire par rapport à chacune des variables). On dit que f est symétrique (resp. alternée) si
fpvσp1q, . . . , vσpnqq “ fpv1, . . . , vnq pour tous v1, . . . , vn P V et σ P Sn (resp. fpv1, . . . , vnq “ 0 dès qu’il
existe 1 ď i ă j ď n tels que vi “ vj).

Remarque 1.3.2. Si f : V n Ñ W est une application n-linéaire alternée, alors f est antisymétrique, i.e.
fpvσp1q, . . . , vσpnqq “ εpσqfpv1, . . . , vnq pour tous v1, . . . , vn P V et σ P Sn (cela se vérifie sur les transpo-
sitions, auquel cas cela résulte de la polarisation). Lorsque carpKq ‰ 2, une application antisymétrique est
alternée (c’est faux en général quand carpKq “ 2).

Théorème 1.3.3. Il existe un couple pSymn
pV q, sq (resp. pAltnpV q, aq) ayant la propriété universelle

suivante : si f : V n Ñ W est une application n-linéaire symétrique (resp. alternée), alors il existe une
unique application linéaire rf : Symn

pV q Ñ W (resp. rf : AltnpV q Ñ W ) telle que f “ rf ˝ s (resp.
f “ rf ˝ a), i.e. telle que le diagramme

V n
f //

s ((
W

Symn
pV q

rf

77 presp. V n
f //

a ''
W

AltnpV q
rf

77 q

soit commutatif.

Démonstration. Soit Sn (resp. An) le sous-K-espace vectoriel de V bn :“ V b ¨ ¨ ¨ b V
loooooomoooooon

n fois

engendré par les

éléments v1 b ¨ ¨ ¨ b vn ´ vσp1q b ¨ ¨ ¨ b vσpnq pour tous v1, . . . , vn P V et σ P Sn (resp. par les éléments
v1 b ¨ ¨ ¨ b vn pour tous v1, . . . , vn P V tels qu’il existe 1 ď i ă j ď n avec vi “ vj). D’après la propriété
universelle du produit tensoriel, il existe une unique application K-linéaire f̆ : V bn Ñ W telle que f “
f̆ ˝ π (où π : V n Ñ V bn est l’application naturelle). Par définition, f est symétrique (resp. alternée) si
et seulement si Sn Ă Kerpf̆q (resp. An Ă Kerpf̆q). L’application f̆ se factorise alors en une application K-
linéaire rf : V bn{Sn ÑW (resp. rf : V bn{An ÑW ). Cela montre que Symn

pV q :“ V bn{Sn, muni du composé
s : V n Ñ V bn Ñ V bn{Sn (resp. AltnpV q :“ V bn{An, muni du composé a : V n Ñ V bn Ñ V bn{An) a la
propriété universelle requise. �

Définition 1.3.4. Symn
pV q (resp. AltnpV q) s’appelle la puissance symétrique (resp. puissance ex-

terieure) n-ìeme de V .

Notation. Très souvent, on note
Źn

V au lieu de AltnpV q. Par ailleurs, on écrit v1 ¨ v2 ¨ ¨ ¨ vn au lieu de
spv1, . . . , vnq et v1 ^ ¨ ¨ ¨ ^ vn au lieu de apv1, . . . , vnq. On pose Sym0

pV q “ Alt0pV q “ K.

Lemme 1.3.5. Supposons V de dimension finie et choisissons une base B “ pe1, . . . , edq de V sur K. Alors
pei1 ¨ ei2 ¨ ¨ ¨ einq1ďi1ďi2ď¨¨¨ďinďd (resp. pei1 ^ ei2 ^ ¨ ¨ ¨ ^ einq1ďi1ăi2ă¨¨¨ăinďd) est une base de Symn

pV q (resp.
AltnpV q).

Corollaire 1.3.6. On a dimKpSym
n
pV qq “

`

n`d´1
n

˘

et dimKpAlt
n
pV qq “

`

d
n

˘

.

Remarque 1.3.7. Le choix d’une base de V sur K fournit un isomorphisme Symn
pV q

„
ÑKnrX1, . . . , Xds où

KnrX1, . . . , Xds désigne l’espace des polynômes homogènes de degré n dans KrX1, . . . , Xds.

Soient V1 et V2 deux K-espaces vectoriels de dimension finie. Si i P t0, . . . , nu et vp1q1 , . . . , v
p1q
i P V1,

v
p2q
i`1, . . . , v

p2q
n P V2, alors v

p1q
1 ¨ ¨ ¨ v

p1q
i ¨ v

p2q
i`1 ¨ ¨ ¨ v

p2q
n P Symn

pV1 ‘ V2q et v
p1q
1 ^ ¨ ¨ ¨ ^ v

p1q
i ^ v

p2q
i`1 ^ ¨ ¨ ¨ ^ v

p2q
n P

AltnpV1 ‘ V2q. D’après la propriété universelle des puissances symétriques et exterieures, on en déduit des
applications K-linéaires Symi

pV1qbSymn´i
pV2q Ñ Symn

pV1‘V2q et AltipV1qbAltn´ipV2q Ñ AltnpV1‘V2q.

Corollaire 1.3.8. Les application qui précèdent induisent des isomorphismes
n
à

i“0

Symi
pV1q b Symn´i

pV2q
„
ÑSymn

pV1 ‘ V2q

n
à

i“0

AltipV1q b Altn´ipV2q
„
ÑAltnpV1 ‘ V2q

Remarque 1.3.9. On peut démontrer le corollaire en utilisant la propriété universelle des puissances symé-
triques et exterieures, puis en déduire le lemme 1.3.5 par récurrence sur d.
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Supposons désormais carpKq ą n. Si v1, . . . , vn P V n, posons fspv1, . . . , vnq “
ř

σPSn

vσp1q b ¨ ¨ ¨ b vσpnq.

Cela définit une application fs : V n Ñ V bn qui est n-linéaire et symétrique : elle se factorise donc de facçon
unique en une application ιs : Symn

pV q Ñ V bn (il s’agit d’un opérateur de symétrisation). De même, posons
fapv1, . . . , vnq “

ř

σPSn

εpσqvσp1q b ¨ ¨ ¨ b vσpnq. Cela définit une application fa : V n Ñ V bn qui est n-linéaire

et antisymétrique (donc alternée vu l’hypothèse) : elle se factorise donc de facçon unique en une application
ιa : AltnpV q Ñ V bn (il s’agit d’un opérateur d’antisymétrisation).
On munit V bn de l’action de Sn donnée par σpv1 b ¨ ¨ ¨ b vnq “ vσp1q b ¨ ¨ ¨ b vσpnq. Alors 1

n! ι ˝ πs (où
πs : V bn Ñ Symn

pV q est la projection canonique) n’est autre que le projecteur sur le sous-espace
`

V bn
˘Sn

des invariants sous l’action deSn, parallèlement au sous-espace des anti-invariants, i.e. des éléments x P V bn
tels que σpxq “ εpσqx pour tout σ P Sn. De plus, 1

n! ι˝πa (où πa : V bn Ñ AltnpV q est la projection canonique)
est le projecteur orthogonal.

Remarque 1.3.10. Dans le cas n “ 2, le projecteurs qui précèdent fournissent une décomposition V b2pV q “
Sym2

pV q ‘ Alt2pV q. En effet, avec les notations de la preuve du théorème 1.3.3, ils fournissent des identifi-
cations Sym2

pV q “ A2 et Alt2pV q “ S2 et S2 ‘A2 “ V b2.

Définition 1.3.11. L’algèbre tensorielle (resp. symétrique, resp. extérieure) de V est

T‚pV q :“
8
à

n“0

V bn presp. Sym‚pV q :“
8
à

n“0

Symn
pV q resp. Alt‚pV q :“

8
à

n“0

AltnpV qq

munis du produit induit par l’isomorphisme V bn b V bm „
ÑV bpn`mq.

Proposition 1.3.12. Sym‚pV q est le quotient de l’algèbre T‚pV q par l’idéal bilatère engendré par les
éléments de la forme v1 b v2 ´ v2 b v1 pour v1, v2 P V . De même, Alt‚pV q est le quotient de l’algèbre
T‚pV q par l’idéal bilatère engendré par les éléments de la forme v b v pour v P V .

Remarque 1.3.13. (1) Si dimKpV q “ d, le choix d’une base de V fournit un isomorphisme de K-algèbres
Sym‚pV q

„
ÑKrX1, . . . , Xds.

(2) Les algèbres Sym‚pV q et Alt‚pV q ont des propriétés universelles (qui se déduisent facilement de celles
des Symn

pV q et des AltnpV q), et qui permettent de retrouver facilement le corollaire 1.3.8.

1.4. Modules de type fini sur les anneaux principaux. On suppose désormais A principal. Par défi-
nition, A est intègre : on note K son corps des fractions. Rappelons que A est factoriel : on dispose du pgcd
et du ppcm. En outre, comme les idéaux de A sont engendrés par un élément, ils sont de type fini, i.e. A
est noethérien.

Dans ce qui suit, quand on écrit une matrice, les coefficients vides correspondent à des zéros. Si n P Ną0

et a1, . . . , an P A, on pose

diagpa1, . . . , anq “

¨

˚

˝

a1

. . .
an

˛

‹

‚

P MnpAq.

Définition 1.4.1. Si n P Ną0 on pose GLnpAq “ tM P MnpAq | detpMq P Aˆu. D’après les formules de
Cramer, c’est le groupe des éléments inversibles de MnpAq (prendre garde que detpAq ‰ 0 est insuffisant).
On pose SLnpAq “ tM P MnpAq | detpMq “ 1u. C’est un sous-groupe de GLnpAq.

Proposition 1.4.2. Soient n P Ně2 et a1, . . . , an des éléments de A qui engendrent l’idéal unité. Alors il
existe une matrice dans SLnpAq dont la première ligne est pa1, . . . , anq.

Démonstration. Posons X “ pa1, . . . , anq. Il s’agit de prouver l’existence d’une matrice M P SLnpAq telle
que XM´1 “ p1, 0, . . . , 0q. On procède par récurrence sur n ě 2.

Cas n “ 2. Comme A “ Aa1 `Aa2, il existe u, v P A tels que va1 ´ ua2 “ 1. La matrice M “

ˆ

a1 a2

u v

˙

répond alors à la question.
Cas n ą 2. Soit dA “ pgcdpa2, . . . , anq et b2, . . . , bn P A tels que dbi “ ai pour i P t2, . . . , nu. On a

pgcdpb2, . . . , bnq “ A : par hypothèse de récurence, il existe M 1
1 P SLn´1pAq telle que YM 1´1

1 “ p1, 0, . . . , 0q
où Y “ pb2, . . . , bnq. Soit alors

M1 “

ˆ

1
M 1

1

˙
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On a detpM1q “ detpM 1
1q “ 1 et XM´1

1 “ pa1, d, 0, . . . , 0q. On utilise le cas n “ 2 : comme pgcdpa1, dq “ A,
il existe M 1

2 P SL2pAq avec pa1, dqM
´1
2 “ p1, 0q. Soit alors

M2 “

ˆ

M 1
2

In´2

˙

où In´2 P SLn´2pAq désigne la matrice identité. On a detpM2q “ detpM 1
2q “ 1 et XM´1

1 M´1
2 “ p1, 0, . . . , 0q,

i.e. XM´1 “ p1, 0, . . . , 0q avec M “M2M1 P SLnpAq. �

Remarque 1.4.3. Cette preuve fournit une procédure effective pour construire la matrice si on sait traiter
le cas n “ 2 (par exemple lorsque A est un anneau euclidien).

Définition 1.4.4. Si n,m P Ną0, on fait agir SLnpAq ˆ SLmpAq sur le A-module MnˆmpAq par

pP,Qq ¨M “ P´1MQ.

Deux matrices M1,M2 P MnˆmpAq sont dites équivalentes si elles sont dans la même orbite pour cette
action. On écrit alors M1 „ M2 (cela définit une relation d’équivalence). Remarquons qu’on peut aussi
faire agir GLnpAq ˆ GLmpAq de la même façon.

Remarque 1.4.5. Lorsque n “ m, on prendra garde à ne pas confondre cette notion avec celle, plus fine,
de matrices semblables : si M1,M2 P MnpAq, on dit que M1 et M2 sont semblables s’il existe P P GLnpAq
tel que M2 “ P´1M1P .

Définition 1.4.6. Un matrice réduite est une matrice de la forme
¨

˚

˚

˚

˝

α1

. . .
αr

˛

‹

‹

‹

‚

P MnˆmpAq

avec r P t0, . . . ,mintm,nuu et α1, . . . , αr P Azt0u tels que αi|αi`1 pour tout i P t0, . . . r ´ 1u.

Notation. (1) Fixons une famille ppλqλPΛ de représentants des éléments irréductibles de A. Tout élément
a P Azt0u admet une décomposition unique en facteurs irréductibles :

a “ u
ź

λPΛ

pnλλ

où u P Aˆ et pnλqλPΛ est une famille d’entiers presque tous nuls (i.e. tous nuls sauf un nombre fini). On
pose alors

`paq “
ÿ

λPΛ

nλ P N

qu’on appelle longueur de a. Ce n’est autre que le nombre de facteurs irréductibles de a (par exemple, on
a `paq “ 0 ô a P Aˆ et `paq “ 1 si et seulement si A est irréductible). Si M “ rmi,js 1ďiďn

1ďjďm
P MnˆmpAqzt0u,

on pose
`pMq “ min

 

`pmi,jq
ˇ

ˇ 1 ď i ď n, 1 ď j ď m, mi,j ‰ 0
(

.

(2) Si σ P Sn est une permutation, on pose Pσ “
`

δσpiq,j
˘

1ďi,jďn
P MnpAq (où δi,j est le symbole de

Kronecker). On a detpPσq “ εpσq (où εpσq désigne la signature de σ), de sorte que Pσ P GLnpAq. Posons
rPσ “ diag

`

1, . . . , 1, εpσq
˘

Pσ P SLnpAq.
Si M P MnˆmpAq, la matrice PσM est l’élément de MnˆmpAq dont la i-ième ligne est la σpiq-ième ligne de
M . De même, si γ P Sm est une permutation, la matrice MPγ est déduite de M en permutant les colonnes
suivant γ. En multipliant M par rPσ à gauche (resp. par rPγ à droite), on permute les lignes suivant σ (resp.
les colonnes suivant γ) et on multiplie la dernière ligne (resp. colonne) par εpσq (resp. εpγq).

Théorème 1.4.7. Tout matrice M P MnˆmpAq est équivalente à une matrice réduite.

Démonstration. On peut supposer M ‰ 0. On procède par récurrence sur d “ mintm,nu.
Supposons d “ 1. Quitte à transposer, on peut supposer n “ 1, de sorte que M est un vecteur ligne. Si
m “ 1, il n’y a rien à faire : supposons m ě 2. Notons α1 le pgcd des coefficients de M : on a M “ α1X où
X est un vecteur ligne dont les composantes engendrent l’idéal unité. D’après la proposition 1.4.2, il existe
une matrice Q P SLnpAq telle que la première ligne de Q´1 soit égale à X. On a alors XQ “ p1, 0, . . . , 0q et
donc MQ “ pα1, 0, . . . , 0q.
Supposons désormais d ą 1. Rappelons que M ‰ 0. Soit δ “ min

 

`pM 1q
ˇ

ˇM 1 „M
(

P N. Quitte à remplacer
M par une matrice équivalente convenable, on peut supposer que `pMq “ δ. Il existe i0 P t1, . . . , nu et
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j0 P t1, . . . ,mu tels que `pmi0,j0q “ δ. Notons τ1,i0 P Sn (resp. τ1,j0 P Sm) la transposition de t1, . . . , nu
(resp. t1, . . . ,mu) échangeant 1 et i0 (resp. j0), et posonsM 1 “ rP´1

τ1,i0
M rPτ1,j0 P MnˆmpAq (où rPτ1,i0 P SLnpAq

et rPτ1,j0 P SLmpAq sont les matrices de permutation modifiées, cf définition 1.4.1 (2)). On a M 1 „ M et
m11,1 “ mi0,j0 : quitte à remplacer M par M 1, on peut supposer que `pm1,1q “ δ. Posons α1 :“ m1,1.
‚ Commençons par montrer que α1 divise les coefficients de la première ligne et de la première colonne.

Quitte à transposer, il suffit de traiter le cas de la première colonne. Raisonnons par l’absurde : supposons
qu’il existe i P t2, . . . , nu tel que α1 - mi,1. Quitte à permuter la deuxième et la i-ème ligne, on peut supposer
i “ 2. Soit rα1 “ pgcdpα1,m2,1q. Comme rα1 divise strictement α1, on a `prα1q ă δ. Par ailleurs, il existe
a, b P A tels que rα1 “ am1,1 ` bm2,1. Posons alors

P “

¨

˚

˚

˚

˚

˚

˝

a b
´m2,1{rα1 m1,1{rα1

1
. . .

1

˛

‹

‹

‹

‹

‹

‚

On a detpP q “ 1 et le coefficient d’indice p1, 1q de M 1 “ PM est rα1. On a M 1 „ M et `pM 1q ď `prα1q ă δ,
ce qui contredit la définition de δ.
‚ Quitte à multiplier M à gauche par la matrice

¨

˚

˚

˚

˝

1
´m2,1{α1 1

...
. . .

´mn,1{α1 1

˛

‹

‹

‹

‚

P SLnpAq

et à droite par la matrice
¨

˚

˚

˚

˝

1 ´m1,2{α1 ¨ ¨ ¨ ´m1,m{α1

1
. . .

1

˛

‹

‹

‹

‚

P SLmpAq

on peut supposer que mi,1 “ 0 pour P t2, . . . , nu et m1,j “ 0 pour j P t2, . . . ,mu. En effet, cela donne une
matrice équivalente, et de même longueur (puisqu’on a pas changé le coefficient d’indice p1, 1q).
‚ La matrice M est donc de la forme

ˆ

α1

M1

˙

avec M1 P Mpn´1qˆpm´1qpAq. Par hypothèse de récurrence, il existe P1 P SLn´1pAq, Q1 P SLm´1pAq, r P N,
et des éléments α2, . . . , αr P Azt0u tels que αi|αi`1 pour tout i P t2, . . . , r ´ 1u et

P´1
1 M1Q1 “

¨

˚

˚

˚

˝

α2

. . .
αr

˛

‹

‹

‹

‚

Quitte à multiplier M par
ˆ

1
P´1

1

˙

P SLnpAq à gauche et par
ˆ

1
Q1

˙

P SLmpAq à droite, on peut
supposer que

M “

¨

˚

˚

˚

˝

α1

. . .
αr

˛

‹

‹

‹

‚

Reste à voir que α1 | α2, et on aura fini. Supposons le contraire. Soit α11 “ pgcdpα1, α2q. Comme α1 - α2,
on a `pα11q ă `pα1q “ δ. Il existe a, b P A tels que aα1 ` bα2 “ α11. L’égalité

ˆ

1
a 1

˙ˆ

α1

α2

˙ˆ

1
b 1

˙

“

ˆ

α1

α11 α2

˙

montre qu’il existe M 1 “ pmi,jq 1ďiďn
1ďjďm

P MnˆmpAq équivalente à M et telle que m12,1 “ α11. On a alors

`pM 1q ď `pα11q ă δ, ce qui contredit la définition de δ. On a fini. �
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Remarque 1.4.8. (1) Dans le cas où A est euclidien, il est possible de rendre cet énoncé constructif, à
l’aide d’opérations élémentaires.

(2) Dans le cas où A est un corps, on retrouve le fait bien connu que les orbites pour la relation d’équi-

valence sont caractérisées par le rang : toute matrice M est équivalente à

˜

1 . . .
1

¸

(où le nombre

de 1 est rgpMq).

Théorème 1.4.9. (Théorème de la base adaptée). Soit M un sous-A-module d’un A-module L
libre de rang n fini. Alors M est libre, et il existe une base pe1, . . . , enq de L, un entier r ď n et
α1, . . . , αr P Azt0u tels que

#

αi|αi`1 pour tout i P t0, . . . r ´ 1u

pα1e1, . . . , αrerq soit une base de M.

Démonstration. Comme A est principal, il est noethérien. Comme L est libre de rang fini, le A-module
L est noethérien (proposition 1.1.21) : son sous-A-module M est donc lui aussi de type fini. Choisissons
x1, . . . , xm PM une famille génératrice. On dispose donc d’une application A-linéaire

f : Am Ñ L

pa1, . . . , amq ÞÑ
m
ÿ

j“1

ajxj

dont l’image n’est autre que M . Après le choix d’une base B de L, cette application est donnée par une
matrice nˆm (dont la j-ième colonne consiste en les coordonnées de xj dans la base B). D’après le théorème
1.4.7, cette dernière est équivalente à une matrice réduite : quitte à effectuer un changement de base de Am
et de L, elle s’écrit

¨

˚

˚

˚

˝

α1

. . .
αr

˛

‹

‹

‹

‚

avec r P t0, . . . ,mintm,nuu et α1, . . . , αr P Azt0u tels que αi|αi`1 pour tout i P t0, . . . r ´ 1u. Si on note
pe1, . . . , enq la nouvelle base de L, l’image de f est donc le sous-A-module libre de base pα1e1, . . . , αrerq. �

Remarque 1.4.10. Le résultat qui précède est faux lorsque A n’est pas principal. Par exemple Z {2Z est
un sous-Z {4Z-module non libre de Z {4Z. De même, le sous-ZˆZ-module Zˆt0u de ZˆZ n’est pas libre.

Théorème 1.4.11. (Théorème des facteurs invariants). Soit M un A-module de type fini. Alors
il existe des entiers d, r P N et a1, . . . , ad P Az

`

t0u YAˆ
˘

tels que
#

ai|ai`1 pour tout i P t0, . . . d´ 1u

M » pA{a1Aq ˆ ¨ ¨ ¨ ˆ pA{adAq ˆA
r

En outre, les entiers d, r et les idéaux a1A, . . . , adA sont uniques. L’entier r s’appelle le rang de M et si
r “ 0, les éléments pa1, . . . , adq « les » facteurs invariants de M .

Démonstration. ‚ Commençons par montrer l’existence. Comme M est de type fini, choisissons une famile
génératrice m1, . . . ,mn : on dispose d’une application surjective

f : An ÑM

pλ1, . . . , λnq ÞÑ
n
ÿ

i“1

λimi.

Comme An est libre, il admet une base pe1, . . . , enq telle que

Kerpfq “
s
à

i“1

Aαiei

avec s P t1, . . . , nu et α1, . . . , αs P Azt0u tels que αi|αi`1 pour tout i P t0, . . . s ´ 1u (théorème de la base
adaptée). En passant au quotient, f induit un isomorphisme A-linéaire

M » An{Kerpfq “
´ s
à

i“1

pA{αiAqei

¯

‘

´ n
à

i“s`1

Aei

¯
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Soit t “ max
`

i P t1, . . . , su, αi P A
ˆ
˘

(on a t “ 0 si α1 R A
ˆ). Posons d “ s´ t, r “ n´ s et ai “ αt`i pour

i P t1, . . . , du. On a a1, . . . , ad P Az
`

t0u YAˆ
˘

et ai|ai`1 pour tout i P t0, . . . d´ 1u. En outre, comme

A{αiA “

#

0 si i ď t

A{ai´tA si t ă i ď s

on a bien
M » pA{a1Aq ˆ ¨ ¨ ¨ ˆ pA{adAq ˆA

r.

‚Montrons maintenant l’unicité. On a déjàMtors “ pA{a1Aqˆ¨ ¨ ¨ˆpA{adAq et doncM{Mtors » Ar. L’entier
r ne dépend donc que de M (proposition 1.1.15). Il suffit donc de traiter le cas où M est de torsion. On

a M »
d
ś

i“1

pA{aiAq avec a1 | a2 | ¨ ¨ ¨ | ad dans Azt0u. Notons P l’ensemble des éléments irréductibles de

A. Si p P P, l’idéal pA est premier non nul donc maximal 1 : le A-module M{pM est un A{pA-espace
vectoriel de dimension finie dppMq (on a donc dppMq “ #ti P t1, . . . , du | p | aiu). On en déduit déjà que
d “ dpMq :“ max

pPP
dppMq ne dépend que de M .

Pour tout n P N, on a dpppnM{pn`1Mq “ #ti P t1, . . . , du | vppaiq ě n ` 1u. Il en résulte que pour tout
n P Ną0, l’entier

#ti P t1, . . . , du | vppaiq “ nu “ dppp
n´1M{pnMq ´ dppp

nM{pn`1Mq

ne dépend que de M et de p. Comme on a vppa1q ď vppa2q ď ¨ ¨ ¨ ď vppadq, cela implique que pour tout
p P P et tout i P t1, . . . , du, l’entier vppaiq ne dépend que de M et de p. Cela signifie que les idéaux aiA ne
dépendent que de M .
Remarque : autre façon de finir.

Lemme 1.4.12. Si a, b P Azt0u, on a apA{bAq » A{ b
pgcdpa,bq

A.

Démonstration. Écrivons a “ α pgcdpa, bq et b “ β pgcdpa, bq : on a pgcdpα, βq “ 1. Soit π : A Ñ A{bA la projection canonique. Alors apA{bAq
est l’image du composé π ˝ma, où ma : A Ñ A est la multiplication par a. On a x P Kerpπ ˝maq ô ax P bA ô αx P βA ô x P βA (parce que
pgcdpα, βq “ 1). Le morphisme surjectif π ˝ma : AÑ apA{baq induit donc un isomorphisme A{βA „

Ñ apA{bAq. �

On montre alors l’unicité des idéaux aiA par récurrence sur d, le cas d “ 0 étant vide. Supposons donc M »
d
ś

i“1
pA{aiAq »

d
ś

i“1
pA{biAq avec

a1 | a2 | ¨ ¨ ¨ | ad et b1 | b2 | ¨ ¨ ¨ | bd. Soit s “ maxti P t1, . . . , du | aiA “ a1Au. On a alors a1M »
d
ś

i“s`1
a1pA{aiAq »

d
ś

i“1
a1pA{biAq. D’après le

lemme 1.4.12, cela signifie que a1M »
d
ś

i“s`1
A{

ai
a1
A »

d
ś

i“1
A{

bi
pgcdpa1,biq

A. Par unicité de dpa1Mq, cela implique que A{ bi
pgcdpa1,biq

A “ t0u, i.e.

biA “ pgcdpa1, biqA soit a1A Ă biA pour tout i P t1, . . . , su. Symétriquement, on a aussi biA Ă a1A, et donc aiA “ biA pour tout i P t1, . . . , su.

En outre, on a a1M »
śd
i“s`1 A{

ai
a1
A »

śd
i“s`1 A{

bi
a1
A : l’hypothèse de récurrence implique que ai

a1
A “

bi
a1
A et donc aiA “ biA pour tout

i P ts ` 1, . . . , du, ce qui achève la preuve. �

Corollaire 1.4.13. Un A-module de type fini sans torsion est libre.

Corollaire 1.4.14. Les idéaux α1A, . . . , αrA des théorèmes 1.4.7 et 1.4.9 sont uniques.

Démonstration. Si M “
r
À

i“1

Aαiei Ď
n
À

i“1

Aei “ L, on a L{M »
r
À

i“1

pA{αiAqei ˆ An´r. Soit s le nombre

d’indices i P t1, . . . , ru tels que αiA “ A (i.e. αi P Aˆ). On a L{M » pA{αs`1Aq ˆ ¨ ¨ ¨ ˆ pA{αrAq ˆ A
n´r.

D’après le théorème 1.4.11, les entiers r ´ s et n ´ r et donc s ne dépendent que de L et M , ainsi que
les idéaux αs`1A, . . . , αrA, ce qui implique l’unicité pour le théorème 1.4.9. Cela implique l’unicité dans le
théorème 1.4.7. On a fini. �

Les deux résultats suivants, bien qu’assez intuitifs, sont plus difficiles que ce qui précède.

Proposition 1.4.15. Soit M un A-module libre. Alors tout sous-A-module de M est libre.

Démonstration. Lorsque M est de rang fini, c’est le théorème de la base adaptée (théorème 1.4.9). Traitons le cas général. Soit N un sous-A-
module de M . Soient x “ txiuiPI une base de M et y “ tyjujPJ une famille libre de N . On pose T “

ř

jPJ
Ayj le sous-A-module de N engendré

par y. Notons S le sous-A-module de M engendré par les xi qui interviennent dans l’écriture des yj dans la base x. On se restreint aux familles
y telles que S X N “ T . De telles familles existent. Par exemple, si y0 est une famille libre de N qui est finie (à un élément par exemple), alors
S0 est de type fini donc libre de rang fini. Le sous-A-module S0 X N est donc libre de rang fini d’après le théorème de la base adaptée : si y
est une base de S0 X N sur A, alors S “ S0 (avec des notations évidentes) et S X N “ T . L’ensemble des tels y est donc non vide. Comme il
est clairement inductif (pour l’inclusion), il admet un élément maximal d’après le théorème de Zorn : on peut supposer la famille y maximale.
Montrons que cette dernière engendre N (i.e. T “ N).
Supposons le contraire et soit v P NzT . Comme SXN “ T , l’élément v fait intervenir des xi qui n’appartiennent pas à S. Considérons l’ensemble
M de ces v tels que le nombre de nouveaux xi est minimal. Dans M, choisissons un v ayant un coefficient de nouveau xi qui a un nombre minimal
de facteurs irréductibles. Soient xi0 le nouveau xi et α le coefficient en question. Montrons que y1 “ yYtvu contredit la maximalité de y. Comme

1. Si A est un anneau principal et p Ă A est premier non nul, alors p est maximal. En effet, soit m Ě p un idéal maximal
(cf théorème de Krull). Comme A est principal, il existe a, b P Azt0u tels que p “ aA et m “ bA. Comme p Ď m, on a b|a :
il existe c P A tel que a “ bc. Mais comme p est premier, on a b P p ou c P p. Dans le dernier cas, il existerait d P A tel que
c “ ad, et donc a “ abd d’où bd “ 1 vu que A est intègre et a ‰ 0. Cela imliquerait b P Aˆ et donc m “ A ce qui n’est pas.
On a donc en fait b P p, d’où m Ď p i.e. p “ m est maximal.
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v fait intervenir xi0 R S, la famille y1 est libre dans N . Reste à montrer, avec des notations évidentes, que S1 X N “ T 1, sachant que l’inclusion
T 1 Ď S1 XN est triviale. Soit w P S1 XN .
Supposons w R T . Comme w P S1, l’ensemble des nouveaux xi intervenant dans w est inclus dans S1 et donc dans celui des nouveaux xi intervenant
dans v. Par minimalité de ce dernier, on a w P M et w fait intervenir tous les nouveaux xi qui interviennent dans v. C’est en particulier le cas
pour xi0 : on a w “ βxi0 ` ¨ ¨ ¨ avec β P Azt0u. Par minimalité de α, le nombre de facteurs irréductibles de pgcdpα, βq est supérieur ou égal au
nombre de facteurs irréductibles de α i.e. α|β (en effet, il existe a, b P A tels que aα` bβ “ δ “ pgcdpα, βq, on a alors av` bw P pS1 XNqzT 1) : on
a β “ λα. L’élément w ´ λv appartient à S1 XN et ne fait pas intervenir xi0 . Comme l’ensemble des nouveaux xi qu’il fait intervenir est inclus
dans S1, donc dans l’ensemble des nouveaux xi intervenant dans v, il n’en fait intervenir aucun nouveau (par minimalité du nombre de nouveaux
xi qui interviennent dans v). On a donc w ´ λv P S XN “ T d’où w P T ` Av “ T 1, ce qu’on voulait. �

Proposition 1.4.16. Supposons que A n’est pas un corps. Alors le A-module AN n’est pas libre.

Démonstration. Supposons que M “ AN est libre. Remarquons tout d’abord que M n’est pas dénombrablement engendré. Si A est dénom-
brable, c’est évident pour des raisons de cardinalité, et si A n’est pas dénombrable, un argument à la Vandermonde montre que la famille
tp1, α, α2, . . .quαPA est libre dans M . Soit p P A premier (A n’est pas un corps). Soit S le sous-A-module de M engendré par les éléments
pa0, a1, a2, . . .q tels qu’il existe une suite prnqnPN tel que an P prnA et lim

nÑ8
rn “ `8. Comme M est libre et A principal, le sous-module S

est libre (cf proposition précédente). Par ailleurs, si x “ p1, p, p2, . . .q, on a xM Ď S : le A-module S n’est pas de type dénombrable d’après ce
qui précède. Le A{pA-espace vectoriel S{pS est donc de dimension non dénombrable. Ceci est absurde, car S{pS » pA{pAqpNq est le A{pA-espace
vectoriel des suites à support fini, qui est de dimension dénombrable. L’hypothèse M libre est donc absurde. �

1.5. Application à la réduction des endomorphismes. Soient K un corps commutatif, V un K-espace
vectoriel. Rappelons que EndKpV q est une K-algèbre (la multiplication étant donnée par la composition des
endomorphismes). Elle est non commutative si dimKpV q ą 1. Si f P EndKpV q et P P KrXs, on dispose
donc de P pfq P EndKpV q. Cela fournit un morphisme d’anneaux αf : KrXs Ñ EndKpV q; P ÞÑ P pfq, et
munit donc V d’une structure de KrXs-module : on note Vf le KrXs-module ainsi obtenu. Réciproquement,
si M est un KrXs-module, alors M est en particulier un K-espace vectoriel, et l’action de X sur M est
donnée par un endomorphisme fM . On a bien sûr fM “ f si M “ Vf . Ainsi pV, fq ÞÑ Vf est une bijection
de « l’ensemble » des couples constitués d’un K-espace vectoriel V et d’un endomorphisme f de V sur
« l’ensemble » des KrXs-modules.

Proposition 1.5.1. Le K-espace vectoriel V est de dimension finie si et seulement si Vf est de type fini
et de torsion.

Démonstration. Comme V est de type fini comme K-espace vectoriel, il l’est a fortiori en tant que KrXs-
module. Par ailleurs, si v P V , la famille

`

fnpvq
˘

nPN
est liée : il existe N P Ną0 et pλ0, . . . , λN q P K

N`1zt0u

tels que
N
ř

n“0
λnf

npV q, de sorte que si P “
N
ř

n“0
λnX

n, on a P pfqpvq “ 0 : le KrXs-module V est de torsion.

Réciproquement, soit v1, . . . , vd une famille génératrice du KrXs-module V . Pour tout i P t1, . . . , du, il existe

Pi P KrXszt0u tel que Pipfqpviq “ 0. On a donc un morphisme K-linéaire surjectif
d
À

i“1

pKrXs{pPiqq Ñ V ,

d’où dimKpV q ď dimK

´

Àd
i“1pKrXs{pPiqq

¯

“
řd
i“1 degpPiq ă 8. �

Exemple 1.5.2. Soit V “ KpNq. Soit penqnPN la base de V définie par en “ pδm,nqmPN, et f P EndKpV q
défini par fpenq “ en`1. Alors Vf est le KrXs-module libre de rang 1 engendré par e0.

Définition 1.5.3. Supposons V de dimension finie d sur K et soit f P EndKpV q.
(1) L’endomorphisme f est dit cyclique s’il existe v P V tel que V est engendré par la famille

`

fnpvq
˘

nPN
. Cela signifie que le KrXs-module Vf est mongène (engendré par un élément).

(2) On note χf pXq “ det
`

X IdV ´f
˘

le polynôme caractéristique de f . C’est un polynôme de
degré d à coefficients dans K.

(3) Comme dimK

`

EndKpV q
˘

“ d2, l’homorphisme αf : KrXs Ñ EndKpV q n’est pas injectif : il existe
un unique polynôme unitaire µf P KrXs tel que Kerpαf q “ µfKrXs. On l’appelle le polynôme
minimal de f .

Proposition 1.5.4. Soit f P EndKpV q cyclique. Alors il existe v P V tel que la famille
`

v, fpvq, . . . , fd´1pvq
˘

soit une K-base de V , où d “ dimKpV q. Dans ce cas, on a µf “ χf et Vf » KrXs{µfKrXs.

Démonstration. Soit v P V tel que
`

fnpvq
˘

nPN
engendre le K-espace vectoriel V , et

αv : KrXs Ñ V

P ÞÑ P pfqpvq

C’est une application K-linéaire surjective. Comme V est de dimension finie sur K, on a Kerpαvq “ PvKrXs
avec Pv P KrXs unitaire. En passant au quotient, on en déduit un isomorphisme de KrXs-modules
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KrXs{PvKrXs
„
ÑVf . En particulier, on a degpPvq “ d “ dimKpV q. Écrivons Pv “ Xd ´

d
ř

n“1
λnX

d´n :

on a d “ dimKpV q et
`

v, fpvq, . . . , fd´1pvq
˘

est une K-base de V .
Si k P N, on a Pvpfqpf

kpvqq “ fkpPvpfqpvqq “ 0 : par K-linéarité on a Pvpfq “ 0 et donc µf | Pv.
Réciproquement, comme µf pfq “ 0, on a µf P Kerpαvq donc Pv | µf . Les polynômes Pv et µf étant
unitaires, on a µf “ Pv.
La matrice de f dans la base

`

v, fpvq, . . . , fd´1pvq
˘

est donnée par

Cpλ1, . . . , λdq “

¨

˚

˚

˚

˚

˚

˝

0 ¨¨¨ ¨¨¨ 0 λd

1
. . .

... λd´1

0
. . . . . .

...
...

...
. . . 1 0 λ2

0 ¨¨¨ 0 1 λ1

˛

‹

‹

‹

‹

‹

‚

(une matrice de cette forme s’appelle une matrice compagnon). On a

det
`

X In´Cpλ1, . . . , λdq
˘

“

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

X ¨¨¨ ¨¨¨ 0 ´λd

´1
. . .

... ´λd´1

0
. . . . . .

...
...

...
. . . ´1 X ´λ2

0 ¨¨¨ 0 ´1 X´λ1

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

“ X

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

X ¨¨¨ ¨¨¨ 0 ´λd´1

´1
. . .

... ´λd´2

0
. . . . . .

...
...

...
. . . ´1 X ´λ2

0 ¨¨¨ 0 ´1 X´λ1

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

` p´1qdλd

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

´1 X 0

0
. . . . . .

...
. . . ´1 X

0 ¨¨¨ 0 ´1

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

looooooomooooooon

“p´1qd´1

“ X det
`

X In´Cpλ1, . . . , λd´1q
˘

´ λd “ ¨ ¨ ¨ “ Xd ´

d
ÿ

n“1

λnX
d´n “ Pv

et donc χf “ Pv “ µf . �

Exemple 1.5.5. Si f est cyclique et µf “ Xd, alors f est nilpotent, d’indice de nilpotence d (i.e. fd “ 0
mais fd´1 “ 0). Dans une base convenable, la matrice de f est de la forme

Jd :“ Cp0, . . . , 0q “

¨

˚

˚

˚

˚

˝

0 ¨¨¨ ¨¨¨ ¨¨¨ 0

1
. . .

...

0
. . . . . .

...
...
. . . . . . . . .

...
0 ¨¨¨ 0 1 0

˛

‹

‹

‹

‹

‚

On l’appelle matrice nilpotente élémentaire d’ordre d.

Théorème 1.5.6. Soient V un K-espace vectoriel et f P EndKpV q. Alors il existe r P Ną0 et V1, . . . , Vr
des sous-K-espaces vectoriels de V tels que

(1) V “
r
À

i“1

Vi ;

(2) fi :“ f|Vi est cyclique ;
(3) P1 | P2 | ¨ ¨ ¨ | Pr où Pi est le polynôme minimal de fi.

En outre, l’entier r et les polynômes P1, . . . , Pr sont uniques.

Démonstration. Le KrXs-module Vf est de type fini de torsion : on peut lui appliquer le théorème des
facteurs invariants (théorème 1.4.11). Il existe r P Ną0 et P1, . . . , Pr P KrXs unitaires uniques tels que

Vf »
`

KrXs{P1KrXs
˘

ˆ ¨ ¨ ¨ ˆ
`

KrXs{PrKrXs
˘

.

En termes de K-espaces vectoriels, cela correspond à une décomposition V “
r
À

i“1

Vi telle que si fi “ f|Vi ,

on a Vfi “ Vi » KrXs{PiKrXs. L’endomorphisme fi est alors cyclique, et µfi “ Pi “ χfi en vertu de la
proposition 1.5.4. �

Remarque 1.5.7. (1) Il n’est pas très difficile (mais un peu long) de démontrer ce résultat directement.
(2) En termes matriciels, le théorème précédent se traduit ainsi : si A P MdpKq, il existe r P Ną0,

C1, . . . , Cr des matrices compagnons telles que χC1
| ¨ ¨ ¨ |χCr et P P GLdpKq tels que

P´1AP “

¨

˚

˚

˝

C1 0 ¨¨¨ 0

0 C2

. . .
...

...
. . . . . . 0

0 ¨¨¨ 0 Cr

˛

‹

‹

‚
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Définition 1.5.8. (1) Les polynômes P1, . . . , Pr du théorème 1.5.6 s’appellent les invariants de si-
militude de f .

(2) Soient V1, V2 deuxK-espaces vectoriels de dimension finie, f1 P EndKpV1q et f2 P EndKpV2q. On dit que
pV1, f1q et pV2, f2q sont semblables lorsqu’il existe un isomorphisme ϕ : V2

„
ÑV1 tel que f2 “ ϕ´1˝f1˝ϕ.

Bien sûr, traduit en termes matriciels, on retrouve la notion habituelle de similitude.

Remarque 1.5.9. pV1, f1q et pV2, f2q sont semblables si et seulement si les KrXs-modules V1,f1 et V2,f2 sont
isomorphes (si ϕ : V2 Ñ V1 est une application K-linéaire, l’application ϕ : V2,f2 Ñ V1,f1 est KrXs-linéaire
si et seulement si X ¨ ϕpvq “ ϕpX ¨ vq pour tout v P V2, ce qui équivaut à ϕ ˝ f2 “ f1 ˝ ϕ).

Proposition 1.5.10. Soient V un K-espace vectoriel de dimension finie et f P EndKpV q. Notons
P1, . . . , Pr ses invariants de similitude.

(1) L’endomorphisme f est cyclique si et seulement si r “ 1. On a alors µf “ χf “ P1.

(2) On a χf “
r
ś

i“1

Pi (en particulier, dimKpV q “
r
ř

i“1

degpPiq).

(3) On a µf “ Pr.

Démonstration. (1) Si f est cyclique, on a r “ 1 par unicité de r, et donc µf “ χf “ P1 en vertu de la
proposition 1.5.4. La réciproque est évidente.

(2) Avec les notations du théorème 1.5.6, on a χf “
r
ś

i“1

χfi vu que V “
r
À

i“1

Vi. Mais fi est cyclique : on a

χfi “ µfi “ Pi, et on a bien χf “
r
ś

i“1

Pi.

(3) Si P P KrXs, on a P pfq “ 0 ô p@i P t1, . . . , ruq P pfiq “ 0 (car V “
r
À

i“1

Vi). On a donc µf “ ppcm
1ďiďr

pµfiq “

ppcm
1ďiďr

pPiq “ Pr vu que P1 | P2 | ¨ ¨ ¨ | Pr. �

Corollaire 1.5.11. (Théorème de Cayley-Hamilton). On a µf | χf , i.e. χf pfq “ 0.

Proposition 1.5.12. Soient V1, V2 deux K-espaces vectoriels de dimension finie, f1 P EndKpV1q et f2 P

EndKpV2q, P1, . . . , Pr et Q1, . . . , Qs leurs invariants de similitude respectifs. Alors pV1, f1q et pV2, f2q sont
semblables si et seulement si r “ s et Pi “ Qi pour i P t1, . . . , ru.

Démonstration. Supposons pV1, f1q et pV2, f2q semblables. Cela signifie qu’on a un isomorphisme ϕ : V2
„
ÑV1

tel que f2 “ ϕ´1 ˝ f1 ˝ ϕ, i.e. un isomorphisme de KrXs-modules ϕ : Vf2
„
ÑVf1 . Cela implique que

`

KrXs{Q1KrXs
˘

ˆ ¨ ¨ ¨ ˆ
`

KrXs{QsKrXs
˘

» Vf2
„
ÑVf1 »

`

KrXs{P1KrXs
˘

ˆ ¨ ¨ ¨ ˆ
`

KrXs{PrKrXs
˘

.

Par unicité dans le théorème 1.4.11, on a r “ s et Pi “ Qi pour i P t1, . . . , ru.
Réciproquement, supposons r “ s et Pi “ Qi pour i P t1, . . . , ru. Cela implique qu’on a des isomorphismes

de KrXs-modules :

Vf2 »
`

KrXs{Q1KrXs
˘

ˆ ¨ ¨ ¨ ˆ
`

KrXs{QsKrXs
˘

“
`

KrXs{P1KrXs
˘

ˆ ¨ ¨ ¨ ˆ
`

KrXs{PrKrXs
˘

» Vf1

notons ϕ leur composé. C’est en particulier un isomorphisme de K-espaces vectoriels. Comme c’est en fait
un isomorphisme de KrXs-modules, on a ϕpX ¨ vq “ X ¨ϕpvq i.e. ϕpf2pvqq “ f1pϕpvqq pour tout v P V2, soit
f2 “ ϕ´1 ˝ f1 ˝ ϕ. �

Corollaire 1.5.13. (Décomposition de Jordan). Soit N P MdpKq une matrice nilpotente. Alors il
existe une unique suite d’entiers d1 ď d2 ď ¨ ¨ ¨ ď dr et P P GLdpKq tels que

P´1NP “

¨

˚

˝

Jd1 0 ¨¨¨ 0

0 Jd2

. . .
...

...
. . . . . . 0

0 ¨¨¨ 0 Jdr

˛

‹

‚

(où Jd désigne la matrice nilpotente élémentaire d’ordre d).

Démonstration. Si N est nilpotente, son polynôme minimal est une puissance de X : il en est de même de
ses invariants de similitude. Avec les notations du théorème 1.5.6, on a donc d1 ď d2 ď ¨ ¨ ¨ ď dr tels que
Pi “ Xdi . Il suffit alors d’appliquer le théorème 1.5.6. �
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Soient V un K-espace vectoriel et f P EndKpV q. On dispose du dual de V :

V
_
“ HomKpV,Kq

(le K-espace vectoriel des formes linéaires sur V ). L’endomorphisme f induit un endomorphisme

f
_

: V
_
Ñ V

_

η ÞÑ η ˝ f

appelé transposée de f .

Corollaire 1.5.14. Supposons V de dimension finie. Alors pV, fq et pV _, f_q sont semblables.

Démonstration. D’après le théorème 1.4.11, on a V “
r
À

i“1
Vi avec fi :“ f|Vi

cyclique. Comme V _ “
r
À

i“1
V _i , il suffit donc de traiter le cas

où f est cyclique. Soit alors v P V tel que
`

v, fpvq, . . . , fd´1pvq
˘

est une K-base de V et notons
`

e0, e1, . . . , edi´1

˘

la base duale. Écrivons

χf “ µf “ Xd ´
d´1
ř

j“0
λd´jX

j , de sorte que fdpvq “
d´1
ř

j“0
λd´jf

jpvq.

Pour i, n P t0, . . . , d ´ 1u, on a

f
_
peiqpf

n
pvqq “ eipf

n`1
pvqq “

$

’

&

’

%

δn,i´1 si n ă d ´ 1

ei

´ d
ř

j“1
λd´jf

jpvq
¯

“ λd´i si n “ d ´ 1

On a donc f_pe0q “ λded´1 et f_peiq “ ei´1 ` λd´ied si i P t0, . . . , d ´ 1u. La matrice de f_ dans la base
`

e0, e1, . . . , edi´1

˘

est donc

t
Cpλ1, . . . , λdq “

¨

˚

˚

˚

˚

˝

0 1 0 ¨¨¨ 0.
.
.

. . .
. . .

. . .
.
.
..

.

.
. . .

. . . 0
0 ¨¨¨ ¨¨¨ 0 1
λd ¨¨¨ ¨¨¨ λ2 λ1

˛

‹

‹

‹

‹

‚

la transposée de la matrice compagnon Cpλ1, . . . , λdq. Comme les polynômes caractéristiques (resp. minimaux) d’une matrice et de sa transposée
sont les mêmes, on a χf_ “ χf “ µf “ µf_ et donc f_ est cyclique, de même invariants de similitude que f : les endomorphismes f et f_ sont
donc semblables d’après la proposition 1.5.12. �

Remarque 1.5.15. Bien sûr, cela implique que pour tout A P MdpKq, les matrices A et tA sont semblables. Notons que lorsque K est algébriquement
clos, cela peut se démontrer directement en utilisant le théorème 1.5.23. Pour traiter le cas général, on peut alors invoquer le résultat de « descente »
classique suivant : si L{K est une extension de corps et si A1, A2 P MdpKq sont semblables dans MdpLq, alors elles sont déjà semblables dans
MdpKq.

Notation. Soient V un K-espace vectoriel et f P EndKpV q. On pose

Cpfq “
 

g P EndKpV q | fg “ gfu.

On l’appelle le commutant de f . Remarquons qu’on a toujours l’inclusion Krfs Ď Cpfq, où Krfs désigne la sous-K-algèbre de EndKpV q engendrée
par f .

Proposition 1.5.16. Si f est cyclique, on a Cpfq “ Krfs et dimK
`

Cpfq
˘

“ dimKpV q.

Démonstration. Posons d “ dimKpV q et soit v P V tel que
`

v, fpvq, . . . , fd´1pvq
˘

soit une base de V . Posons

β : Cpfq Ñ V

g ÞÑ gpvq

C’est une application K-linéaire. Si g P Cpfq, on a βpgq “ gpvq “
d´1
ř

i“0
λif

ipvq. Posons P “
d´1
ř

i“0
λiX

i P KrXs. On a donc gpvq “ P pfqpvq. Si

n P N, on
gpf

n
pvqq “ f

n
pgpvqq “ f

n
pP pfqpvqq “ pX

n
P qpfqpvq “ pPX

n
qpfqpvq “ P pfqpf

n
pvqq.

Les endomorphismes g et P pfq coïncident donc sur la base
`

v, fpvq, . . . , fd´1pvq
˘

: ils sont donc égaux. Cela montre que Cpfq “ Krfs et que
l’application β est injective (car l’endomorphisme g ne dépend que de P donc de gpvq).

Si P “
d´1
ř

i“0
λiX

i P KrXs est de degré ă d, alors g “ P pfq vérifie gpvq “
d´1
ř

i“0
λif

ipvq : l’application β est donc surjective. C’est donc un

isomorphisme et dimK
`

Cpfq
˘

“ dimKpV q. �

Lemme 1.5.17. Soient A un anneau principal, α et β deux éléments de A tels que α divise β. Alors les A-modules HomApA{αA,A{βAq et
HomApA{βA,A{αAq sont isomorphes à A{αA.

Démonstration. Écrivons β “ αβ1. On a tλ P A, λα P βAu “ β1A : on a un homomorphisme surjectif de A-modules :

ϕ : A ÝÑ HomApA{αA,A{βAq

λ ÞÝÑ pϕpλq : a mod αA ÞÑ β
1
λa mod βAq

et λ P Kerpϕq équivaut à β1λ P βA i.e. λ P αA. L’homomorphisme ϕ induit donc un isomorphisme rϕ : A{αA
„
ÑHomApA{αA,A{βAq. De même, on

a un homomorphisme surjectif de A-modules :

ψ : A ÝÑ HomApA{βA,A{αAq

λ ÞÝÑ pψpλq : a mod βA ÞÑ λa mod αAq

avec Kerpψq “ αA. L’homomorphisme ψ induit donc un isomorphisme

rψ : A{αA
„
ÑHomApA{βA,A{αAq.

�

Remarque 1.5.18. On a en fait un accouplement :

δ : HomApA{αA,A{βAq bA HomApA{βA,A{αAq Ñ β
1
A{βA

„
Ñ
θ
A{αA

f b g ÞÑ f ˝ g

d’où un homomorphisme de A-modules :

rδ : HomApA{αA,A{βAq Ñ HomApHomApA{βA,A{αAq, A{αAq

f ÞÑ pf ˝ - : g ÞÑ f ˝ gq.
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On a le diagramme commutatif :

pa ÞÑ β1λaq
� // pg ÞÑ gpλqq

HomApA{αA,A{βAq
rδ // HomApHomApA{βA,A{αAq, A{αAq

A{αA

rϕ o

OO

„ // HomApA{αAA{αAq

o Homp rψ,A{αAq

OO

λ
_

OO

� // pa ÞÑ λaq
_

OO

qui montre que rδ est un isomorphisme.

Proposition 1.5.19. Soient A un anneau principal et M un A-module de torsion et de type fini. Alors le A-module EndApMq admet un
sous-module facteur direct M 1 isomorphe à M . On a M 1 “ EndApMq si et seulement si M est cyclique (i.e. engendré par un élément).

Démonstration. Comme A est principal, le théorème des diviseurs élémentaires (cf théorème 1.4.11) affirme qu’il existe r P N et α1, . . . , αr P A

avec α1|α2| . . . |αr tels que M »
r
À

i“1
Mi avec Mi » A{αiA. On a alors

EndApMq »
à

1ďi,jďr

HomApMi,Mjq.

SoitM 1 “
r
À

i“1
HomApMi,Miq le sous-A-module de EndApMq constitué des endomorphismes qui respectent la décompositionM »

r
À

i“1
Mi. C’est un

facteur direct de EndApMq. Par ailleurs, d’après le lemme 1.5.17, comme Mi » A{αiA, on a HomApMi,Miq » Mi pour tout i P t1, . . . , ru, et donc
M 1 » M . Le A-module EndApMq admet donc un sous-module facteur direct M 1 isomorphe à M . Si r “ 1, alors EndApMq “ HomApM1,M1q “ M 1.
Si r ą 1, alors HomApM1,M2q ãÑ EndApMq{M

1. Comme α1|α2, on a HomApM1,M2q » M1 (lemme 1.5.17). Comme M1 ‰ 0, on a M 1 ‰ EndApMq

si r ą 1. Ainsi M 1 “ EndApMq si et seulement si r ď 1 i.e. si et seulement si M est cyclique. �

Proposition 1.5.20. Soient V un K-espace vectoriel et f P EndKpV q. Alors Cpfq » EndKrXspVf q. Si V est de dimension finie, on a
dimK

`

Cpfq
˘

ě dimKpV q, avec égalité si et seulement si f est cyclique.

Démonstration. Posons A “ KrXs et M “ Vf (rappelons qu’il s’agit du A-module dont le groupe sous-jacent est V , et tel que X ¨ v “ fpvq

pour v P V ). On a

EndApMq “ EndKrXspVf q “
 

g P EndKpV q
ˇ

ˇ p@P P KrXsq p@v P V q fpP ¨ vq “ P ¨ fpvq
(

“
 

g P EndKpV q
ˇ

ˇ p@v P V q gpX ¨ vq “ X ¨ gpvq
(

“
 

g P EndKpEq
ˇ

ˇ p@v P V q gpfpvqq “ fpgpvqq
(

“ Cpfq.

Si en outre V est de dimension finie sur K, le KrXs-module Vf est de type fini et de torsion. D’après la proposition 1.5.19, le KrXs-module
EndKrXspVf q admet alors un sous-module M 1 facteur direct isomorphe à M “ Vf . En particulier, on a dimKpV q ď dimKpEndKrXspVf qq “

dimK
`

Cpfq
˘

.
L’inégalité qui précède est un égalité si et seulement si on a M 1 “ EndApMq, i.e. si et seulement si M est cyclique (d’après la proposition 1.5.19)
soit encore si et seulement si f est cyclique. �

On fixe V un K-espace vectoriel de dimension finie et f P EndKpV q.

Lemme 1.5.21. (Lemme des noyaux). Si P1, P2 P KrXs sont premiers entre eux, alors

Ker
`

pP1P2qpfq
˘

“ Ker
`

P1pfq
˘

‘ Ker
`

P2pfq
˘

.

Démonstration. On a bien sûr Ker
`

P1pfq
˘

` Ker
`

P2pfq
˘

Ď Ker
`

pP1P2qpfq
˘

. Comme P1 et P2 sont premiers entre eux, il existe U, V P KrXs tels
que UP1 ` V P2 “ 1. Si v P Ker

`

P1pfq
˘

X Ker
`

P2pfq
˘

, on a v “ pUP1 ` V P2qpfqpvq “ 0 et donc Ker
`

P1pfq
˘

X Ker
`

P2pfq
˘

“ t0u. Par ailleurs,
si v P Ker

`

pP1P2qpfq
˘

on a v “ pUP1 ` V P2qpfqpvq “ v1 ` v2 avec v1 “ pV pfq ˝ P2pfqqpvq et v2 “ pUpfq ˝ P1pfqqpvq. Mais P1pfqpv1q “

pV pfq ˝ pP1P2qpfqqpvq “ 0 vu que v P Ker
`

pP1P2qpfq
˘

, i.e. v1 P Ker
`

P1pfq
˘

. De même, on a v2 P Ker
`

P2pfq
˘

. �

Proposition 1.5.22. L’endomorphisme f est diagonalisable si et seulement si il est annulé par un polynôme scindé à racines simples (i.e. si et
seulement si µf est scindé à racines simples).

Démonstration. Si f est diagonalisable, alors f est annulé par le polynôme
n
ś

i“1
pX ´ λiq. Réciproquement, si f est annulé par un polynôme

P “
m
ś

i“1
pX ´ `iq (où les `i sont deux à deux distincts), alors Ker

`

P pfq
˘

“
m
À

i“1
Ker

`

Pipfq
˘

où Pi “ X ´ `i, de sorte que V “
m
À

i“1
Vpiq avec

f|Vpiq
“ `i IdVpiq

et f est diagonalisable. �

On suppose désormais que le corps K contient les valeurs propres de f (c’est le cas lorsque K est algébriquement clos). Le polynôme χf est

scindé : écrivons χf pXq “
n
ś

i“1
pX ´ λiq

di . On pose

V pλiq “ Ker
`

pf ´ λi IdV q
di

˘

qu’on appelle le sous-espace caractéristique de f pour la valeur propre λi. Il est stable par tout endomorphisme de V qui commute à f (en
effet, si fg “ gf et v P V pλiq, on a pf ´ λi IdV pλiqq

di pgpvqq “ g
`

pf ´ λi IdV pλiq
qdi pvq

˘

“ 0 et donc gpvq P V pλiq).

Théorème 1.5.23. (Décomposition de Dunford). On a V “
n
À

i“1
V pλiq et il existe δ, ν P EndKpV q uniques tels que

(1) f “ δ ` ν ;
(2) δ est diagonalisable et ν est nilpotent ;
(3) δν “ νδ.

Pour tout i P t1, . . . , nu, on a dimKpV pλiqq “ di et la restriction de δ à V pλiq est λi IdV pλiq.

Démonstration. Pour i P t1, . . . , nu, posons Pi “ pX ´ λiq
di . Comme χf “

n
ś

i“1
Pi et comme les Pi sont deux à deux premiers entre eux, le

lemme des noyaux (lemme 1.5.21) implique que Ker
`

χf pfq
˘

“
n
À

i“1
Ker

`

Pipfq
˘

. Mais Ker
`

χf pfq
˘

“ V en vertu du théorème de Cayley-Hamilton

(corollaire 1.5.11), et Ker
`

Pipfq
˘

“ V pλiq pour i P t1, . . . , nu : on a bien V “
n
À

i“1
V pλiq.

Existence de la décomposition : Soit δ l’unique endomorphisme de V dont la restriction à V pλiq est λi IdV pλiq pour i P t1, . . . , nu. L’endomor-
phisme δ est diagonalisable par construction. Posons ν “ f ´ δ.
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Le sous-espace V pλiq est stable par f , et les endomorphismes δ|V pλiq “ λi IdV pλiq
et f|V pλiq commutent i.e. f et δ commutent sur V pλiq.

Comme V “
n
À

i“1
V pλiq, les endomorphismes f et δ commutent. Il en résulte que δ et ν “ f ´ δ commutent. Par ailleurs, on a ν|V pλiq “

f|V pλiq
´ δ|V pλiq

“ f|V pλiq
´ λi IdV pλiq

, de sorte que νdi
V pλiq

“ pfV pλiq
´ λi IdV pλiq

qdi “ pf ´ λi IdV q
di
V pλiq

“ 0 par définition de V pλiq. Il

en résulte que νV pλiq est nilpotent pour i P t1, . . . , nu, et donc que ν est nilpotent.

Unicité de la décomposition : Soient δ1, ν1 P EndKpV q avec δ
1 diagonalisable, ν1 nilpotent, tels que f “ δ1 ` ν1 et δ1ν1 “ ν1δ1. Comme δ1 commute

à f “ δ1`ν1, il laisse stable Vpλiq pour tout i P t1, . . . , nu. Mais comme δ|V pλiq “ λi IdV pλiq
, les endomorphismes δ1

|V pλiq
et δ|V pλiq commutent

i.e. δ1 et δ commutent sur V pλiq. Comme V “
n
À

i“1
V pλiq, les endomorphismes δ1 et δ commutent. Il en résulte que δ1 commute aussi à ν “ f ´ δ.

Mais comme f commute à δ et à ν, il en est de même de ν1 “ f ´ δ1 : bref, les endomorphismes f, δ, δ1, ν, ν1 commutent deux à deux. On a
alors δ1 ´ δ “ ν ´ ν1. Comme ν et ν1 commutent et sont nilpotents, l’endomorphisme ν ´ ν1 est nilpotent. Il en est donc de même de δ1 ´ δ.
Soit i P t1, . . . , nu. Comme δ1 est diagonalisable, il est annulé par un polynôme à racines simples : il en est de même de δ1

|V pλiq
(rappelons que

V pλiq est stable par δ1). On a donc V pλiq “
ni
À

j“1
Vi,j avec δ|Vi,j “ λ1i,j IdVi,j . Mézalor pδ1 ´ δqVi,j “ λ1i,j IdVi,j ´λi IdVi,j est nilpotent : on a

nécessairement λ1i,j “ λi (et donc ni “ 1), de sorte que δ1V pλiq
“ δV pλiq

. Comme V “
n
À

i“1
V pλiq, on a doncδ1 “ δ, et donc ν1 “ f “ δ1 “ ν.

Comme V “
n
À

i“1
V pλiq est respectée par f , on a χf “

n
ś

i“1
χf|V pλiq

. Mais f|V pλiq “ λi IdV pλiq
`ν|V pλiq

avec ν|V pλiq nilpotent, de sorte que

χf|V pλiq
“ pX ´ λiq

dimK pV pλiqq. On a donc dimKpV pλiqq “ di pour tout i P t1, . . . , nu. �

Proposition 1.5.24. Pour i P t1, . . . , nu, notons πi désigne le projecteur de V sur V pλiq parallèlement à
À

1ďjďn
j‰i

V pλjq. Alors

(1)
À

1ďjďn
j‰i

V pλjq “ Kerpπiq “ Im
`

pf ´ λi IdV q
di

˘

;

(2) δ, ν, πi P Krfs, i.e. δ, ν et les πi peuvent s’exprimer comme des polynômes en f .

Démonstration. Comme les polynômes pX´λiqdi et
ś

1ďjďn
j‰i

pX´λjq
dj sont premiers entre eux, il existe Ui, Vi P KrXs tels que pX´λiqdiUi`

Vi
ś

1ďjďn
j‰i

pX ´ λjq
dj “ 1. Posons Pi “ Vi

ś

1ďjďn
j‰i

pX ´ λjq
dj . On a χf |pX ´ λiq

diPi, de sorte que pf ´ λi IdV q
diPipfq “ 0 (en vertu du

théorème de Cayley-Hamilton, cf corollaire 1.5.11) : pour tout v P V , on a Pipfqpvq P Ker
`

pf ´ λiq
di

˘

“ V pλiq “ Impπiq. De même, on a
pf ´ λi IdV q

diUipfqpvq P Kerpπiq. Mais comme v “ Pipfqpvq ` pf ´ λi IdV q
diUipfqpvq, on a donc Pipfqpvq “ πipvq et pf ´ λi IdV q

diUipfqpvq “

v ´ πipvq. Ainsi πi “ Pipfq P Krfs et Kerpπiq Ď Im
`

pf ´ λi IdV q
di

˘

. Mais comme

dimK
`

Kerpπiq
˘

“ dimKpV q ´ dimK
`

Impπiq
˘

“ dimKpV q ´ dimK
`

Ker
`

pf ´ λi IdV q
di

˘˘

“ dimK
`

Im
`

pf ´ λi IdV q
di

˘˘

on a en fait Kerpπiq “ Im
`

pf ´ λi IdV q
di

˘

.

Enfin, on a δ “
n
ř

i“1
λiπi et ν “ f “ δ, de sorte que δ, ν P Krfs. �

Pour i P t1, . . . , nu, soit V pλiq “
mi
À

j“1
Vi,j une décomposition de Jordan de l’endomorphisme ν|V pλiq (cf corollaire 1.5.13). Posons di,j “

dimKpVi,jq.

Proposition 1.5.25. On a dimK
`

Cpfq
˘

“ dimKpV q ` 2
n
ř

i“1

mi
ř

j“1
pmi ´ jqdi,j .

Démonstration. Si g P EndKpV q commute à f , alors les sous-espaces caractéristiques de f sont stables par g : on a Cpfq “ EndKrXspVf q »
n
À

i“1
EndKrXspV pλiqq “

n
À

i“1
Cpf|V pλiqq. Pour i P t1, . . . , nu, on a Cpf|V pλiqq “ EndKrXspVfV pλiq

q »
À

1ďj1,j2ďmi

HomKrXspVi,j1 , Vi,j2 q. Comme

dimKpHomKrXspVi,j1 , Vi,j2 qq “ minpdi,j1 , di,j2 q

d’après le lemme 1.5.17, on a

dimK
`

Cpfq
˘

“

n
ÿ

i“1

mi
ÿ

j“1

p2pmi ´ jq ` 1qdi,j “ dimKpV q ` 2
n
ÿ

i“1

mi
ÿ

j“1

pmi ´ jqdi,j

vu que
n
ř

i“1

mi
ř

j“1
di,j “

n
ř

i“1
di “ dimKpV q. �

Remarque 1.5.26. On retrouve le fait que dimK
`

Cpfq
˘

ě dimKpV q (proposition 1.5.20). Par ailleurs, on a égalité si et seulement si pour tout
i P t1, . . . , nu on a mi “ 1, c’est-à-dire si et seulement si tous les sous-espaces propres de f sont de dimension 1, c’est une nouvelle caractérisation
des endomorphismes cycliques (cf proposition 1.5.20).

2. Représentations linéaires des groupes finis

Dans tout ce qui suit, G est un groupe fini et K un corps (souvent C dans la pratique).

2.1. Définitions, premières propriétés.

Définition 2.1.1. Une représentation linéaire de G (sur K) est un K-espace espace vectoriel V muni
d’une action linéaire de G. Cela équivaut à la donnée d’un morphisme de groupes ρ : G Ñ GLpV q. Le
degré de V est dimKpV q P NYt8u.
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Exemple 2.1.2. SoitX un ensemble muni d’une action de G. La représentation de permutation associée
est VX :“

À

xPX Kex où l’action de G sur VX est donnée par gpexq “ eg.x. Le morphisme de groupes associé
est le composé GÑ SX Ñ GLpVXq où SX Ñ GLpVXq est le morphisme naturel (permutation des vecteurs
de base).
Lorsque X “ t˚u, on obtient le caractère trivial ρ0 : GÑ Kˆ; g ÞÑ 1.
Lorsque X “ G muni de l’action de G par translation à gauche, on obtient la représentation régulière
KrGs “

À

gPGKeg.

Remarque 2.1.3. ‚ Comme souvent, on désignera souvent une représentation pV, ρq par leK-espace vectoriel
sous-jacent V .
‚ La représentation régulière KrGs est naturellement un anneau (commutatif si et seulement si G l’est). La
multiplication est donnée par

´

ř

gPG λgeg

¯´

ř

γPG µγeγ

¯

“
ř

gPG

´

ř

γPG λgγ´1µγ

¯

eg.
‚ La donnée d’une représentation pV, ρq équivaut à celle d’un KrGs-module. En effet, si M est un KrGs-
module, l’application ρ : G Ñ EndpMq qui envoie g P G sur la multiplication à gauche par g est à valeurs
dans GLpMq (car tout g P G est inversible) et c’est un morphisme de groupes, i.e. une représentation.
Réciproquement, si a “

ř

gPG λgeg P KrGs et v P V , la loi pa, vq ÞÑ av “
ř

gPG λgg.v munit V d’une
structure de KrGs-module.

Exercice 2.1.4. Montrer que que KrZ {nZs » KrXs{XnKrXs, décrire KrS3s.

Dans tout ce qui suit, on se restreint aux représentations de degré fini.

Remarque 2.1.5. Si #G “ n et ρ : GÑ GLpV q est une représentation, on a ρpgqn “ ρpgnq “ IdV pour tout
g P G. Il en résulte que ρpgq admet Xn ´ 1 comme polynôme annulateur. Si K est algébriquement clos et n
est premier à la caractéristique de K (c’est le cas lorsque K “ C), alors Xn´ 1 est scindé à racines simples
dans K, et ρpgq est diagonalisable, à valeurs propres des racines n-ièmes de l’unité.

Opérations sur les représentations. Soient pV1, ρ1q et pV2, ρ2q deux représentations. Alors on dispose des
représentations suivantes :

‚ la somme directe pV1 ‘ V2, ρ1 ‘ ρ2q : l’action est donnée par g.pv1, v2q “ pg.v1, g.v2q ;
‚ le produit tensoriel pV1 b V2, ρ1 b ρ2q : l’action est donnée par g.pv1 b v2q “ g.v1 b g.v2 ;
‚ pHomKpV1, V2q, ρq où ρpgqpfq “ ρ2pgq ˝ f ˝ ρ1pgq

´1, i.e. pg.fqpvq “ g.fpg´1.vq pour f P HomKpV1, V2q

et g P G ;
‚ la représentation duale V _ “ HomKpV,Kq : c’est un cas particulier du précédent, avec V2 “ K la

représentation triviale (la représentation ainsi obtenue s’appelle aussi contragrédiente).

Remarque 2.1.6. Soit pV, ρq une représentation et n P Ną0 : on dispose de la représentation V bn (donnée
par l’action diagonale comme expliqué ci-dessus). Si carpKq “ 0, les puissances symétrique et extérieure
Symn

pV q et AltnpV q s’identifient aux sous-K-espaces vectoriels de V bn constitués des invariants et des anti-
invariants de V bn sous l’action naturelle du groupe Sn. Ils sont stables sous l’action de G, ce qui fournit
deux nouvelles représentations, encore notées Symn

pV q et AltnpV q.
On a un isomorphisme de représentations V b2 “ Sym2

pV q ‘ Alt2pV q.

Définition 2.1.7. Soient pV1, ρ1q et pV2, ρ2q deux représentations. Une application f P HomKpV1, V2q est
(G-)équivariante si f ˝ ρ1pgq “ ρ2pgq ˝ f pour tout g P G. L’ensemble des applications équivariantes
V1 Ñ V2 n’est autre que le K-espace vectoriel HomGpV1, V2q :“ HomKpV1, V2q

G “ HomKrGspV1, V2q.

Exercice 2.1.8. Montrer que HomKpV1, V2q » V _1 bK V2.

Définition 2.1.9. ‚ Une sous-représentation d’une représentation V est un sous-K-espace vectoriel
W Ă V stable sous l’action de G, i.e. tel que p@w PW q p@g P Gq g.w PW .
‚ Une représentation V est irréductible si V ‰ t0u et ses seules sous-représentations sont t0u et V .

Théorème 2.1.10. (Maschke) Supposons pgcdp#G, carpKqq “ 1. Soient V une représentation et W Ă

V une sous-représentation. Alors W admet un supplémentaire stable par G.

Démonstration. Soit p0 n’importe quel projecteur de V tel que Impp0q “ W (le choix d’un tel p0 équivaut
à celui d’un supplémentaire de W dans V ). Posons p “ 1

#G

ř

gPG ρpgq ˝ p0 ˝ ρpgq
´1 P EndpV q (c’est licite

puisque pgcdp#G, carpKqq “ 1). Par construction ρpgq ˝ p “ p ˝ ρpgq pour tout g P G. Comme Impp0q “ W
est stable par G, on a Imppq Ă W . Enfin, si w P W , on a ρpgq´1pwq P W (car W est stable par G), donc
p0pρpgq

´1pwqq “ ρpgq´1pwq et pρpgq ˝ p0 ˝ ρpgq
´1qpwq “ w, d’où ppwq “ w et Imppq “W . Cela implique que

p2 “ p, de sorte que p est un projecteur. Ainsi, p est un projecteur G-équivariant de V d’image W : on a
V “W ‘ Kerppq et Kerppq est un supplémentaire de W stable par G. �
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Corollaire 2.1.11. (Complète réductibilité des représentations). Si pgcdp#G, carpKqq “ 1,
toute représentation est somme directe de représentations irréductibles.

Remarque 2.1.12. (1) Il n’y a pas unicité dans la décomposition (exemple : V représentation triviale
de dimension ą 1).

(2) C’est faux si pgcdp#G, carpKqq ‰ 1. Par exemple, si K “ Fp, G “ Z {pZ, V “ KrGs est la
représentation régulière et W “

 
ř

gPG λgeg
ˇ

ˇ

ř

gPG λg “ 0
(

.
(3) En termes de KrGs-modules, le théorème 2.1.10 signifie que lorsque pgcdp#G, carpKqq “ 1 (en parti-

culier quand carpKq “ 0), tout sous-KrGs-module d’un KrGs-module est facteur direct, i.e. admet
un supplémentaire (comme KrGs-module). C’est totalement faux en général si KrGs est remplacé
par un anneau quelconque, par exemple dans le cas élémentaire des Z-modules (2Z Ă Z n’a pas de
supplémentaire).

Théorème 2.1.13. (Lemme de Schur) Supposons K algébriquement clos. Soient pV1, ρ1q et pV2, ρ2q

deux représentations irréductibles et f P HomGpV1, V2q. On a l’alternative suivante :
‚ si V1 et V2 ne sont pas isomorphes, alors f “ 0 ;
‚ si V1 “ V2 (comme représentations), alors f est une homothétie.

Démonstration. ‚ Supposons f ‰ 0. Comme Kerpfq est un sous-espace de V1 stable par G, on a Kerpfq “ t0u
ou Kerpfq “ V1 (parce que V1 est irréductible) : comme f ‰ 0, on a Kerpfq “ t0u. De même, Impfq est un
sous-espace de V2 stable par G, on a Impfq “ t0u ou Impfq “ V2 (parce que V2 est irréductible) : comme
f ‰ 0, on a Impfq “ V2. Ainsi f est un isomorphisme (de représentations de G).
‚ Supposons maintenant V1 “ V2. Comme K est algébriquement clos, f admet au moins une valeur propre λ.
Alors le sous-espace propre associé W “ Kerpf ´λ IdV1q ‰ t0u est stable par G. Comme V1 est irréductible,
on a nécessairement W “ V1 et f “ λ IdV1 est une homothétie. �

Remarque 2.1.14. Les théorèmes 2.1.10 et 2.1.13 impliquent que la « catégorie » des représentations d’un
groupe fini sur un corps algébriquement clos de caractéristique 0 est particulièrement simple, et que les
représentations irréductibles sont en quelque sorte ses « atomes ». Ceci sera grandement précisé dans le
numéro suivant.

2.2. Théorie des caractères. On suppose désormais que K “ C (la théorie marcherait de façon essen-
tiellement identique sur n’importe quel corps algébriquement clos de caractéristique 0).

Définition 2.2.1. Soit pV, ρq une représentation. Son caractère est l’application

χV : GÑ C

g ÞÑ Trpρpgqq

Comme son nom l’indique, elle caractérise la représentation, comme nous allons le voir.

Proposition 2.2.2. (1) Si pV, ρq est une représentation, on a χV p1q “ dimCpV q, χV pg´1q “ χV pgq et
χV pg

´1hgq “ χV phq pour tout g, h P G.
(2) Si pV1, ρ1q et pV2, ρ2q sont deux représentations, on a χV1‘V2 “ χV1 ` χV2 , χV1bV2 “ χV1 .χV2 et

χHompV1,V2q “ χV1
.χV2 .

(3) Si pV, ρq est une représentation, on a χSym2pV qpgq “
1
2

`

χV pgq
2 ` χV pg

2q
˘

et χAlt2pV qpgq “
1
2

`

χV pgq
2 ´ χV pg

2q
˘

pour tout g P G.

Démonstration. (1) On a ρp1q “ IdV , donc χV p1q “ TrpIdV q “ dimCpV q. D’après la remarque 2.1.5, si g P G,
l’endormorphisme ρpgq est diagonalisable à valeurs propres des racines de l’unité, donc Trpρpgq´1q “ Trpρpgqq.
Enfin, on a ρpg´1hgq “ ρpgq´1ρphqρpgq est semblable à ρphq : ils ont même trace, i.e. χV pg´1hgq “ χV phq.
(2) D’après la remarque 2.1.5 encore, si g P G, il existe une base B1 “ peiq1ďiďn (resp. B2 “ pfjq1ďjďm)
de V1 (resp. V2) dans laquelle la matrice de ρ1pgq (resp. ρ2pgq) est diagpλ1, . . . , λnq (resp. diagpµ1, . . . , µmq).
La matrice de ρ1pgq ‘ ρ2pgq dans la base B1 YB2 est alors diagpλ1, . . . , λn, µ1, . . . , µmq, dont la trace est
λ1 ` ¨ ¨ ¨ ` λn ` µ1 ` ¨ ¨ ¨ ` µm “ Trpρ1pgqq ` Trpρ2pgqq. De même, la matrice de ρ1pgq b ρ2pgq dans la base
B1bB2 est diagpλiµjq 1ďiďn

1ďjďm
, ce qui implique que Trpρ1pgqbρ2pgqq “

řn
i“1

řm
j“1 λiµj “ Trpρ1pgqqTrpρ2pgqq.

Enfin, la matrice de l’action de g dans la base pe˚i b fjq est diagpλ´1
i µj “ λiµjq 1ďiďn

1ďjďm
, dont la trace est

řn
i“1

řm
j“1 λiµj “ Trpρ1pgqqTrpρ2pgqq.

(3) Plaçons-nous dans une base pe1, . . . , enq de V dans laquelle la matrice de ρpgq est diagpλ1, . . . , λnq. Alors
pei ¨ ejq1ďiďjďn (resp. pei ^ ejq1ďiăjďn) est une base de Sym2

pV q (resp. Alt2pV q) dans laquelle l’action de
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Sym2
pρq (resp. Alt2pρq) est diagonale, à coefficients diagonaux pλiλjq1ďiďjďn (resp. pλiλjq1ďiăjďn). On a

donc χSym2pV qpgq “
ř

1ďiďjďn λiλj “
1
2

`

χV pgq
2 ` χV pg

2q
˘

et χAlt2pV qpgq “
ř

1ďiăjďn λiλj “
1
2

`

χV pgq
2 ´

χV pg
2q
˘

, puisque χV pgq2 “ pλ1 ` ¨ ¨ ¨ ` λnq
2 et χV pg2q “ λ2

1 ` ¨ ¨ ¨ ` λ
2
n. �

2.2.3. Relations d’othogonalité.

Notation. Si f1, f2 P F pG,Cq, on pose

xf1|f2y “
1

#G

ÿ

gPG

f1pgqf2pgq P C

Cela munit F pG,Cq d’un produit scalaire hermitien.

Lemme 2.2.4. Soient pV, ρq une représentation et χ son caractère. Alors pV :“ 1
#G

ř

gPG ρpgq est un
projecteur G-équivariant dont l’image est V G. En particulier, on a dimCpV

Gq “ TrppV q “ x1|χy.

Démonstration. Si g P G, on a ρpgq ˝ pV “ pV ˝ ρpgq “ pV , ce qui prouve l’équivariance et ImppV q Ă V G.
De plus, si v P V G, on a pV pvq “ v, ce qui montre que ImppV q “ V G et que pV est un projecteur. �

Théorème 2.2.5. Les caractères des représentations irréductibles de G forment une famille orthonormale
de F pG,Cq : si V1 et V2 sont deux représentations irréductibles, on a

xχV1
|χV2

y “

#

1 si V1 » V2

0 sinon

Démonstration. On considère la représentation V “ HomCpV1, V2q : son caractère est χV1
χV2

. D’après le
lemme 2.2.4, on a dimCpV

Gq “ x1|χV1
χV2y “ xχV1 |χV2y. Le théorème résulte donc du lemme de Schur (cf

théorème 2.1.13). �

Définition 2.2.6. (1) On appelle caractère irréductible le caractère d’un représentation irréduc-
tible de G.

(2) Une fonction f : G Ñ C est dite centrale si elle est constante sur les classes de conjugaison de
G. Les fonctions centrales forment un sous-espace vectoriel FcpG,Cq de F pG,Cq, de dimension
le nombre nG de classes de conjugaison dans G. D’après la proposition 2.2.2 (1), si pV, ρq est une
représentation, on a χV P FcpG,Cq.

Corollaire 2.2.7. (1) Le nombre de (classes d’isomorphisme de) représentations irréductibles de G
est fini, inférieur à nG.

(2) Toute représentation V est déterminée à isomorphisme près par son caractère χV : si V1, . . . , Vk
forment une famille complète de représentants des classes d’isomorphisme des représentations
irréductibles de G, on a V »

Àk
i“1 V

xχV |χViy

i .
(3) Un caractère χ est irréductible si et seulement si xχ|χy “ 1.

Démonstration. (1) Résulte du théorème 2.2.5 et de dimCpFcpG,Cqq “ nG.
(2) D’après le théorème de Maschke (cf théorème 2.1.10), on a V »

Àk
i“1 V

mi
i : on a alors χV “

řk
i“1miχVi ,

de sorte que mi “ xχV |χViy : les multiplicités ne dépendent que de χV .
(3) Résulte de (2). �

2.2.8. Décomposition de la représentation régulière et conséquences. Dans ce qui suit on note χ le caractère
de la représentation régulière CrGs. Si g P Gzt1u, alors g agit sans point fixe sur G : on a

χpgq “

#

#G si g “ 1

0 si g ‰ 1

Proposition 2.2.9. On a CrGs »
Àk

i“1 V
dimCpViq
i où V1, . . . , Vk sont « les » représentations irréductibles

de G.

Démonstration. Pour i P t1, . . . , ku, la multiplicité de Vi dans CrGs est xχ|χViy “
1

#G

ř

gPG χpgqχVipgq “

χVip1q “ dimCpViq. �

Corollaire 2.2.10. On a #G “
řk
i“1pdimCpViqq

2 et
řk
i“1 dimCpViqχVipgq “ 0 si g ‰ 1.
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Démonstration. D’après la proposition 2.2.9, on a χ “
řk
i“1 dimCpViqχVi . Appliqué à g “ 1, on en déduit

#G “
řk
i“1pdimCpViqq

2, appliqué à g ‰ 1, on a
řk
i“1 dimCpViqχVipgq “ 0. �

Lemme 2.2.11. Soient α : G Ñ C et pV, ρq une représentation. Posons ϕα “
ř

gPG αpgqρpgq. Alors α est
centrale si et seulement si pour toute représentation, l’application ϕα est G-équivariante.

Démonstration. L’application ϕα est équivariante si et seulement si

p@h P Gq ρphq´1 ˝ ϕα ˝ ρphq “ ϕα ô p@h P Gq
ÿ

gPG

αpgqρph´1ghq “
ÿ

gPG

αpgqρpgq

ô p@h P Gq
ÿ

gPG

αphgh´1qρpgq “
ÿ

gPG

αpgqρpgq p˚q

C’est donc le cas lorsque α est centrale. Réciproquement, supposons que ϕα soit G-équivariante pour
toute représentation pV, ρq. Appliquons l’égalité p˚q à la représentation régulière : on a

ř

gPG αphgh
´1qeg “

ř

gPG αpgqeg P CrGs et donc αphgh
´1q “ αpgq pour tout g, h P G, i.e. α est centrale. �

Théorème 2.2.12. Soient V1, . . . , Vk « les » représentations irréductibles de G. Alors tχV1
, . . . , χVku est

une base orthonormale de FcpG,Cq. En particulier, le nombre de (classes d’isomorphisme de) représen-
tations irréductibles est égal au nombre de classes de conjugaison de G, soit encore k “ nG.

Démonstration. On sait déjà que tχV1
, . . . , χVku forment une famille orthogonale de FcpG,Cq (théorème

2.2.5). Il suffit de montrer que si α P FcpG,Cq est orthogonale à tχV1 , . . . , χVku, alors α “ 0. D’après le
lemme 2.2.11, l’application ϕα est G-équivariante pour toute représentation V . Lorsque V est irréductible,
c’est une homothétie d’après le lemme de Schur (théorème 2.1.13) : on a ϕα “ λ IdV . On a alors λ dimCpV q “

Trpϕαq “
ř

gPG αpgqχpgq “ #Gxα|χy “ 0 par hypothèse sur α, ce qui implique λ “ 0. Comme c’est
vrai pour toute représentation irréductible, c’est vrai pour toute représentation en vertu du théorème de
Maschke (cf théorème 2.1.10 et son corollaire). Appliqué à la représentation régulière, on en déduit que
ř

gPG αpgqeg “ 0 P CrGs, et donc α “ 0. �

Il en résulte que la théorie des représentations de G est entièrement décrite par sa table des caractères :
soit tχ1, . . . , χku les caractères irréductibles et tC1, . . . , Cku ses classes de conjugaison.

C1 C2 ¨ ¨ ¨ Ck
χ1 χ1pC1q χ1pC2q ¨ ¨ ¨ χ1pCkq
χ2 χ2pC1q χ2pC2q ¨ ¨ ¨ χ2pCkq
...

...
... ¨ ¨ ¨

...
χk χkpC1q χkpC2q ¨ ¨ ¨ χkpCkq

Proposition 2.2.13. La matrice
´b

#C
#GχpCq

¯

C,χ
(où C parcourt les classes de conjugaison et χ les

caractères irréductibles de G) est unitaire. En particulier, on a
ÿ

χ

χpgqχphq “

#

0 si g et h ne sont pas conjugués
#G
#C si g et h ont même classe de conjugaison C

Démonstration. Si χ1 et χ2 sont des caractères irréductibles, on a 1
#G

ř

gPG χ1pgqχ2pgq “ δχ1,χ2
(relations

d’orthogonalité, cf théorème 2.2.5). Comme les caractères sont des fonctions centrales, cela signifie que

1
#G

ř

C #Cχ1pCqχ2pCq “

#

1 si χ1 “ χ2

0 sinon
, i.e. que la matrice

´b

#C
#GχpCq

¯

C,χ
est unitaire. On a donc

aussi
ř

χ

b

#C1

#G χpC1q

b

#C2

#G χpC2q “ δC1,C2 , soit encore
ř

χ χpgqχphq “ 0 si g et h ne sont pas conjugués,

et
ř

χ χpgqχphq “
#G
#C si g et h ont même classe de conjugaison C. �

Corollaire 2.2.14. G est commutatif si et seulement si ses représentations irréductibles sont toutes de
dimension 1.

Démonstration. Si G est commutatif, on a nG “ #G, et donc #G “
ř#G
i“1pdimCpViqq

2 (théorème 2.2.12 et
corollaire 2.2.10). La réciproque est immédiate. �

Corollaire 2.2.15. Si H est un sous-groupe commutatif de G, alors toute représentation irréductible de
G est de dimension ď rG : Hs.
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Démonstration. Soient pV, ρq une représentation irréductible de G, etW une sous-représentation irréductible
de ρ|H . On a dimCpW q “ 1 d’après le corollaire 2.2.14. Soit V 1 “ VectCtρpgqpW qugPG. Comme V 1 est stable
par G et V irréductible, on a V 1 “ V . Par ailleurs, on a g1 P gH ñ ρpg1qpW q “ ρpgqpW q, de sorte que
V 1 “ VectCtρpgqpW qugHPG{H : on a dimCpV q ď #pG{Hq “ rG : Hs. �

Exemple 2.2.16. Si n P Ně3, le groupe diédral Dn est engendré par deux éléments r et s assujetis aux
relations rn “ s2 “ e et srs “ r´1. Il n’est pas commutatif. Le sous-groupe xry Ă Dn est cyclique (donc
commutatif) d’indice 2 : les représentations irréductibles de Dn sont de dimension 1 ou 2.

Remarque 2.2.17. On peut montrer que dimCpV q
2 ď rG : ZpGqs pour toute représentation irréductible V

de G.

Proposition 2.2.18. Si pV, ρq est une représentation irréductible de G, alors dimCpV q | #G.

Si g P G, on note Cpgq la classe de conjugaison de g, et on pose P pgq “
ř

hPCpgq

eh P ZrGs Ă CrGs et

PV pgq “ ρpP pgqq “
ř

hPCpgq

ρphq P EndpV q.

Lemme 2.2.19. On a PV pgq “
#Cpgq

dimCpV q
χV pgq IdV .

Démonstration. Si γ P G, on a ρpγq´1PV pgqρpγq “
ř

hPCpgq

ρpγ´1hγq “ Pvpgq, donc PV pgq : V Ñ V est

G-équivariante. Comme V est irréductible, le lemme de Schur (cf théorème 2.1.13) implique qu’il existe
λg P C tel que PV pgq “ λg IdV . Il vient λg dimCpV q “

ř

hPCpgq

pTr ˝ρqphq “
ř

hPCpgq

χV phq “ #CpgqχV pgq en

prenant la trace. �

Lemme 2.2.20. Soit X P Q. Si x est racine d’un polynôme unitaire à coefficients entiers, alors x P Z.

Démonstration. Écrivons x “ a
b avec a P Z, b P Ną0 et pgcdpa, bq “ 1. Par hypothèse, il existe n P N et

a1, . . . , an P Z tels que xn`a1x
n´1`¨ ¨ ¨`an´1x`an “ 0. Il vient an`a1a

n´1b`a2a
n´2b2`¨ ¨ ¨`anb

n “ 0
(en multipliant par bn), ce qui montre que b | an. Comme pgcdpa, bq “ 1, on a nécessairement b “ 1, et donc
x “ a P Z. �

Démonstration de la proposition 2.2.18. Fixons tg1, . . . , gku Ă G un système complet de représentants des

classes de conjugaison de G. Posons aussi rP “
k
ř

i“1

#G
#Cpgiq

P pgiqP pg
´1
i q. Comme #Cpgiq | #G (parce que la

classe Cpgiq est un G-ensemble transitif) et P pgiq, P pg´1
i q P ZrGs, on a rP P ZrGs.

De façon analogue, on pose aussi rPV “ ρp rP q “
k
ř

i“1

#G
#Cpgiq

PV pgiqPV pg
´1
i q. Le lemme 2.2.19 appliqué à gi et

g´1
i implique que rPV “

k
ř

i“1

#G
#Cpgiq

#Cpgiq
dimCpV q

χV pgiq
#Cpg´1

i q

dimCpV q
χV pg

´1
i q IdV “

#G
pdimCpV qq2

k
ř

i“1

#Cpgiq |χV pgiq|
2

IdV

car #Cpg´1
i q “ #Cpgiq et χV pg´1

i q “ χV pgiq. On a
k
ř

i“1

#Cpgiq |χV pgiq|
2
“

ř

gPG

|χV pgq|
2
“ #GxχV |χV y

(parce que χV est une fonction centrale). Comme V est irréductible, on a xχV |χV y “ 1 (cf théorème 2.2.5),
ce qui montre que rPV “

`

#G
dimCpV q

˘2
IdV .

Notons R “ CrGs la représentation régulière, et posons rPR “ ρRp rP q (c’est l’endomorphisme de R induit par
la multiplication par rP ). Comme rP P ZrGs, la matrice de rPR dans la base pegqgPG est à coefficients entiers :
son polynôme caractéristique fpXq est à coefficients entiers. Par ailleurs, la représentation R contient la
représentation V . Cette dernière est stable par rPR, qui induit rPV “

`

#G
dimCpV q

˘2
IdV . Cela implique en

particulier que
`

#G
dimCpV q

˘2 est une valeur propre de rPR : on a f
``

#G
dimCpV q

˘2˘
“ 0. Comme fpXq est unitaire

et
`

#G
dimCpV q

˘2
P Q, le lemme 2.2.20 implique que

`

#G
dimCpV q

˘2
P Z, et donc #G

dimCpV q
P Z, i.e. dimpV q | #G. �

Corollaire 2.2.21. Si pV, ρq est une représentation irréductible de G, alors dimCpV q | rG : ZpGqs.

Démonstration. Si z P ZpGq, alors ρpZq P EndGpV q : d’après le lemme de Schur (cf théorème 2.1.13), il
existe λz P Cˆ tel que ρpzq “ λz IdV . L’application ZpGq Ñ Cˆ; z ÞÑ λz est un morphisme de groupes. Si
k P Ną0, on dispose de la représentation V bk de Gk (cf 2.4.2). D’après la proposition 2.4.3, cette dernière est
irréductible. Par ailleurs, le sous-groupe Hk “ tpz1, . . . , zkq P ZpGq

k | z1 ¨ ¨ ¨ zk “ eu Ă Gk agit trivialement :
on en déduit une représentation irréductible de dimension dimCpV

bkq “ pdimCpV qq
k de Gk{Hk. D’après
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la proposition 2.2.18, l’entier pdimCpV qq
k divise #pGk{Hkq “

#Gk

# Zpgqk´1 “ rG : ZpGqsk#ZpGq. Pour tout
nombre premier p, on a donc kvppdimCpV qq ď kvpprG : ZpGqsq ` vpp#ZpGqq. Comme c’est vrai pour tout
k P Ną0, on a donc vppdimCpV qq ď vpprG : ZpGqsq, et donc dimCpV q | rG : ZpGqs. �

2.3. Restriction et induction.

2.3.1. Définition et premières propriétés. Soit H un sous-groupe de G.

Définition 2.3.2. Si pV, ρq est une représentation de G, alors pV, ρ|Hq est une représentation de H,
appelée restriction de V à H. On la note ResGHpV q.

Remarque 2.3.3. En général, la restriction d’une représentation irréductible de G n’est pas une représen-
tation irréductible de H.

Réciroquement, soit W une représentation de H. D’après la remarque 2.1.3, cela équivaut à la donnée d’une
structure de CrHs-module sur W .

Définition 2.3.4. La représentation de G induite par W est

IndGHpW q :“ CrGs bCrHsW

(où on voit CrGs comme un CrHs-module à gauche de la façon naturelle). C’est un CrGs-module
donc une représentation de G. L’action de G sur IndGHpW q est donnée sur les tenseurs simples par
g ¨ peg1 b wq “ egg1 b w pour g, g1 P G et w PW .

Remarque 2.3.5. L’irréductibilité de W n’entraine pas celle de IndGHpW q.

Proposition 2.3.6. Soient V une représentation de G, W une représentation de H et K un sous-groupe
de G contenant H. On a :

(1) ResGHpV q “ ResKHpRes
G
KpV qq ;

(2) IndGHpW q “ ResGKpInd
K
HpW qq ;

(3) HomGpInd
G
HpW q, V q » HomHpW,Res

G
HpV qq ;

(4) IndGHpW q bC V » IndGHpW bC ResGHpV qq.

Démonstration. La propriété (1) est triviale. La propriété (2) n’est autre que l’isomorphisme évident

CrGs bCrKs pCrKs bCrHsW q
„
ÑCrGs bCrHsW

La propriété (3) est l’isomorphisme

HomGpInd
G
HpW q, V q “ HomCrGspCrGs bCrHsW,V q » HomCrHspW,V q “ HomHpW,Res

G
HpV qq

Pour la propriété (4), on part du morphisme H-équivariant W Ñ IndGHpW q qui induit le morphisme H-
équivariant W bC ResGHpV q Ñ IndGHpW q bC V . Comme IndGHpW q bC V est en fait un CrGs-module, ce
dernier induit un morphisme G-équivariant IndGHpW bC ResGHpV qq Ñ IndGHpW q bC V , qui n’est autre que
l’isomorphisme naturel CrGs b pW bC V q

„
ÑpCrGs bCrHsW q bC V . �

2.3.7. Description explicite de l’induite. Fixons T Ă G un système complet de représentants des classes à
gauche modulo H. On a G “

Ů

τPT

τH, ce qui implique que

CrGs “
à

τPT

eτ CrHs

est un CrHs-module libre de rang rG : Hs. On a donc

IndGHpW q “
à

τPT

eτ bW

ce qui implique :

Proposition 2.3.8. dimCpInd
G
HpW qq “ rG : HsdimCpW q.

Décrivons l’action de G sur chacun des facteurs eτ bW . Si g P G, τ P T et w P W , il existe tpg,τq P T et
hpg,τq P H uniques tels que

gτ “ tpg,τqhpg,τq

On a alors
g ¨ peτ b wq “ etpg,τqhpg,τq b w “ etpg,τq b hpg,τq ¨ w P etpg,τq bW

Une autre façon commode (et intrinsèque) de décrire l’induite est la suivante :
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Proposition 2.3.9. IndGHpW q » HomHpCrGs,W q :“ tf : GÑW | p@g P Gq p@h P Hq fphgq “ hfpgqu (où
l’action de G sur f P HomHpCrGs,W q est donnée par pg1 ¨ fqpgq “ fpgg1q pour tous g, g1 P G).

Démonstration. Si w PW , posons

ipwq : GÑW

g ÞÑ

#

g ¨ w si g P H
0 si g R H

Cela définit une application i : W Ñ HomHpCrGs,W q. Elle est H-équivariante. Elle induit donc une appli-
cation G-équivariante 1b i : IndGHpW q Ñ HomHpCrGs,W q. Soit

j : HomHpCrGs,W q Ñ IndGHpW q

f ÞÑ
ÿ

τPT

eτ b fpτ
´1q

Si f P HomHpCrGs,W q, on a pp1b iq ˝ jqpfq “
ř

τPT

τ ¨ ipfpτ´1qq. Pour g P G, on a

pτ ¨ ipfpτ´1qqqpgq “ ipfpτ´1qqpgτq “

#

gτ ¨ fpτ´1q “ fpgq si gτ P H
0 sinon

ce qui montre que p1 b iq ˝ j “ IdHomHpCrGs,W q. Si w P W , on a pj ˝ p1 b iqqp1 b wq “ jpipwqq “
ř

τPT

eτ b

ipwqpτ´1q. Comme ipwqpτ´1q “ 0 si w R H et eτ b ipwqpτ´1q “ 1 b eτ ipwqpτ
´1q “ 1 b w si τ P H, on

a pj ˝ p1 b iqqp1 b wq. On en déduit que j ˝ p1 b iq “ IdIndGHpW q
, ce qui montre que 1 b i et j sont des

isomorphismes inverses l’un de l’autre. �

2.3.10. Caractère d’une représentation induite.

Proposition 2.3.11. (1) Si g P G, on a χIndGHpW q
pgq “

ř

τPT
τ´1gτPH

χW pτ
´1gτq.

(2) Soit C est une classe de conjugaison de G. L’intersection H X C “
Ůr
i“1 Γi se décompose en une

union de classes de conjugaison de H. On a χIndGHpW q
pCq “ rG : Hs

r
ř

i“1

#Γi
#C χW pΓiq.

Démonstration. (1) On a vu que IndGHpW q “
À

τPT

eτ bW , et que g P G envoie eτ bW sur etpg,τq bW où

tpg,τq P T est tel que gτH “ tpg,τqH. Il en résulte que les facteurs eτ bW ne contribuent à la trace de g
agissant sur IndGHpW q que si gτH “ τH, i.e. τ´1gτ P H, l’action de g sur eτ bW »W est alors donnée par
celle que τ´1gτ sur W .

(2) On a #CχIndGHpW q
pCq “

ř

gPC

χIndGHpW q
pgq “

ř

gPC

ř

τPT
τ´1gτPH

χW pτ
´1gτq “

ř

τPT

r
ř

i“1

ř

gPC

τ´1gτPΓi

χW pτ
´1gτq “

ř

τPT

r
ř

i“1

ř

τ´1gτPτ´1CτXΓi

χW pΓiq. Comme C est une classe de conjugaison, on a τ´1Cτ X Γi “ Γi, ce qui

implique que
ř

τ´1gτPτ´1CτXΓi

χW pΓiq “ #ΓiχW pΓiq, et #CχIndGHpW q
pCq “ rG : Hs

r
ř

i“1

#ΓiχW pΓiq. �

Proposition 2.3.12. (Réciprocité de Frobenius) Soient W une représentation de H et V une représen-
tation de G, on a

xχIndGHpW q
|χV yG “ xχW |χResGHpV q

yH

Démonstration. Par bilinéarité des produits scalaires sur F pG,Cq et F pH,Cq, il suffit de traiter le cas où
W et V sont irréductibles. On a alors

xχIndGHpW q
|χV yG “ dimCpHomGpInd

G
HpW q, V qq “ dimCpHomHpW,Res

G
HpV qqq “ xχW |χResGHpV q

yH

(cf proposition 2.3.6 (3)). �

2.4. Exemples.
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2.4.1. Cas d’un groupe cyclique. Soient n P Ną1 et G “ Z {nZ. Comme G est abélien, ses représentations
irréductibles sont de dimension 1, il y en a n (à isomorphisme près). Soit ζ P C une racine primitive n-ième
de l’unité. Pour k P Z {nZ, soit χk : G Ñ C; 1 ÞÑ ζk (de sorte que χk “ χbk1 ). Ce sont des (caractères de)
représentations irréductibles. La table des caractères est alors

0 1 2 ¨ ¨ ¨ n´ 1
χ0 1 1 1 ¨ ¨ ¨ 1
χ1 1 ζ ζ2 ¨ ¨ ¨ ζn´1

χ2 1 ζ2 ζ4 ¨ ¨ ¨ ζ2pn´1q

...
...

... ¨ ¨ ¨ ¨ ¨ ¨
...

χn´1 1 ζn´1 ζ2pn´1q ¨ ¨ ¨ ζpn´1q2

2.4.2. Cas d’un groupe produit. Soient G1 et G2 deux groupes, et pV1, ρ1q (resp. pV2, ρ2q) une représentation
de G1 (resp. G2). On dispose alors de la représentation produit tensoriel externe ρ1 b ρ2 : G1 ˆ G2 Ñ

GLpV1 bK V2q définie par
pg1, g2qpv b wq “ g1pvq b g2pwq

On la note V1 b V2.

Proposition 2.4.3. (1) On a χV1bV2pg1, g2q “ χV1pg1qχV2pg2q.
(2) Si V1 et V2 sont irréductibles, il en est de même de V1 b V2.
(3) Les représentations irréductibles de G1 ˆG2 sont les V1 b V2 avec V1 et V2 irréductibles.

Démonstration. (1) est évident.
(2) On a xχV1bV2

|χV1bV2
y “ 1

#G1#G2

ř

pg1,g2qPG1ˆG2
|χV1

pg1qχV2
pg2q|

2
“ xχV1

|χV1
yxχV2

|χV2
y “ 1, de sorte

que V1 b V2 est irréductible.
(3) Soient V1, . . . , Vk (resp. W1, . . . ,W`) « les »représentations irréductibles de G1 (resp. G2). D’après le
corollaire 2.2.10, on a #G1 “

řk
i“1pdimCpViqq

2 et #G2 “
ř`
j“1pdimCpWjqq

2 : le produit de ces égalités
donne #pG1 ˆ G2q “

ř

1ďiďk
1ďjď`

pdimCpVi b Wjqq
2. D’après (2), les représentations Vi b Wj de G1 ˆ G2 sont

irréductibles pour i P t1, . . . , ku et j P t1, . . . , `u : le corollaire 2.2.10 implique qu’il n’y en a pas d’autres. �

Exemple 2.4.4. La table des caractères de Z {2Z est
0 1

χ` 1 1
χ´ 1 ´1

Celle du groupe de Klein pZ {2Zq2 est donc
p0, 0q p1, 0q p0, 1q p0, 1q

χ`,` 1 1 1 1
χ`,´ 1 1 ´1 ´1
χ´,` 1 ´1 1 ´1
χ´,´ 1 ´1 ´1 1

3. Espaces quadratiques

Dans tout ce qui suit, K désigne un corps.

3.1. Formes quadratiques.

3.1.1. Définitions, représentation matricielle.

Définition 3.1.2. Soient V et W deux K-espaces vectoriels. Une forme bilinéaire sur V ˆW est une
application ϕ : V ˆW Ñ K telle que

p@w PW q ϕp., wq : v ÞÑ ϕpv, wq est une forme linéaire sur V
p@v P V q ϕpv, .q : w ÞÑ ϕpv, wq est une forme linéaire sur W

(i.e. ϕpv, wq est linéaire en v et en w). L’ensemble des formes bilinéaires sur V ˆW est un K-espace
vectoriel, noté L2pV,W q.
Une forme bilinéaire sur V est une forme bilinéaire sur V ˆ V , et on note L2pV q le K-espace vectoriel
des formes bilinéaires sur V .

Remarque 3.1.3. Par définition, on a L2pV,W q “ BilpV,W,Kq » HomKpV bK W,Kq “ pV bK W q_.
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Exemples 3.1.4. (1) Soit n P Ną0. L’application

Kn ˆKn Ñ K
`

px1, . . . , xnq, py1, . . . , ynq
˘

ÞÑ x1y1 ` ¨ ¨ ¨ ` xnyn

(2) Soient V un K-espace vectoriel et V ˚ son dual. L’application

x.|.y : V ˚ ˆ V Ñ K

pf, vq ÞÑ xf |vy “ fpvq

(c’est le crochet de la dualité).
(3) Soient a ă b deux réels, K : ra, bs Ñ R une application continue, l’application

C 0pra, bs,Rq ˆ C 0pra, bs,Rq Ñ R

pf, gq ÞÑ

ż b

a

pKfgqpxqdx

Définition 3.1.5. Soit ϕ P L2pV,W q.
(1) Si v P V et w PW , on dit que v et w sont orthogonaux (pour ϕ) lorsque ϕpv, wq “ 0.
(2) Plus généralement, A Ă V et B ĂW sont dits orthogonaux lorsque p@pv, wq P AˆBq ϕpv, wq “ 0.
(3) Si A Ă E (resp. B Ă F ), l’orthogonal de A (resp. B) est

AK “ tw PW | p@v P Aq ϕpv, wq “ 0u presp. BK “ tv P V | p@w PW q ϕpv, wq “ 0uq

C’est un sous-espace vectoriel de W (resp. V ).
(4) Soient W1,W2 Ď V deux sous-espaces vectoriels. On dit que W1 et W2 sont en somme directe

orthogonale s’ils sont orthogonaux et V “W1 ‘W2. On note alors V “W1

K

‘W2.

Définition 3.1.6. Matrice d’une forme bilinéaire. Soient V,W deux K-espaces vectoriels de dimension
finie, B “ pe1, . . . , enq (resp. B1 “ pf1, . . . , fpq) une base de V (resp. de W ). Si ϕ P L2pV,W q, la matrice
de ϕ dans les bases B et B1 est

MatB,B1pϕq “
`

ϕpei, fjq
˘

1ďiďn
1ďjďp

P Mn,ppKq

Si V “W et B “ B1, la matrice de ϕ P L2pV q dans B est MatBpϕq :“ MB,Bpϕq P MnpKq.

Si v P V et w P W , on a v “
řn
i“1 xiei et w “

řp
j“1 yjfj . Matriciellement, v et w sont représentés par les

vecteurs colonnes X “ pxiq1ďiďn P K
n et Y “ pyjq1ďjďp P Kp respectivement. Si A “ MB,B1pϕq, on a

ϕpv, wq “ ϕ
´

n
ÿ

i“1

xiei, y
¯

“

n
ÿ

i“1

xiϕpei, yq “
n
ÿ

i“1

xiϕ
´

ei,
p
ÿ

j“1

yjfj

¯

“

n
ÿ

i“1

p
ÿ

j“1

xiyjϕpei, fjq

c’est la composante de la matrice tXAY (matrice 1ˆ 1).

Remarque 3.1.7. ϕ P L2pV,W q définit l’application linéaire

Lϕ : W Ñ V _

w ÞÑ ϕp., wq

La matrice MatB,B1pϕq n’est autre que la matrice de Lϕ dans les bases B1 et B˚ (la base duale de B).

Formules de changement de base. Reprenons les notations de la définition, et soient B1,B2 deux bases
de V (resp. B11,B12 deux bases de W ). Notons P (resp. Q) la matrice de changement de base de B1 à B2

(resp. de B11 à B12). Si v P V est représenté par le vecteur colonne X1 (resp. X2) dans la base B1 (resp. B2),
on a X1 “ PX2. Avec des notations évidentes, on a de même Y1 “ QY2. Notons A1 (resp. A2) la matrice
de ϕ dans les bases B1 et B11 (resp. B2 et B12). On a

`

ϕpv, wq
˘

“ tX1A1Y1 “
tpPX2qA1QY2 “

tX2

`

tPA1Q
˘

Y2

ceci étant vrai pour tout v et tout w, on a donc

Proposition 3.1.8. A2 “
tPA1Q.
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Dans tout ce qui suit, V désigne un K-espace vectoriel.

Définition 3.1.9. Soit ϕ P L2pV q. On dit que ϕ est symétrique (resp. antisymétrique) lorsque

p@v, w P V q ϕpw, vq “ ϕpv, wq presp. ϕpw, vq “ ´ϕpv, wqq

On note S2pV q (resp. A2pV q) le sous-K-espace vectoriel de L2pV q constitué des formes bilinéaires
symétriques (resp. antisymétriques).

Exercice 3.1.10. Supposons carpKq ‰ 2.
(1) Montrer que L2pV q “ S2pV q ‘A2pV q.
(2) Montrer que ϕ P L2pV q est antisymétrique si et seulement si ϕpv, vq “ 0 pour tout v P V .

Remarque 3.1.11. Si carpKq “ 2, on a S2pV q “ A2pV q.

Proposition 3.1.12. ϕ P L2pV q est symétrique (resp. antisymétrique) si et seulement si sa matrice dans
toute base de V est symétrique (resp. antisymétrique).

Démonstration. Si B est une base de V et A la matrice de ϕ dans B, on a
tXAY “ t

`

tXAY
˘

“ tY tAX

pour tout X,Y P Kn. �

Définition 3.1.13. Deux matrices A,B P MnpKq sont congruentes s’il existe P P GLnpKq telle que
B “ tPAP . C’est une relation d’équivalence. Deux matrices congruentes ont même rang.

Proposition 3.1.14. Si ϕ P L2pV q, B,B1 sont deux bases de V et P la matrice de changement de base de
B à B1, on a MatB1pϕq “

tP MatBpϕqP . En particulier, on a detpMatB1pϕqq “ detpMatBpϕqq detpP q2.

Définition 3.1.15. Si ϕ P L2pV q et B est une base de V , l’image de detpMatBpϕqq dans t0uYpKˆ{Kˆ2q

ne dépend pas de la base B. On l’appelle le discriminant de ϕ et on le note discpϕq P t0uY pKˆ{Kˆ2q.

Définition 3.1.16. Une forme quadratique sur V est une application q : V Ñ K telle qu’il existe
ϕ P L2pV q telle que qpvq “ ϕpv, vq pour tout v P V . L’ensemble des formes quadratiques sur V forme un
K-espace vectoriel noté QpV q.

Remarque 3.1.17. (1) Il n’y a pas unicité pour ϕ dans la définition précédente : si carpKq ‰ 2, toutes
les formes bilinéaires antisymétriques donnent la forme quadratique nulle.

(2) Si V est de dimension finie, B “ pe1, . . . , enq une base de V et A “ pai,jq1ďi,jďn “ MatBpϕq, on a

qpxq “ ϕpx, xq “ tXAX “
ÿ

1ďi,jďn

ai,jxixj

pour tout x “
řn
i“1 xiei P V : une forme quadratique n’est rien d’autre qu’une fonction polynômiale

homogène de degré 2. En particulier, on a qpλvq “ λ2qpvq pour tout v P V et λ P K.

3.1.18. Polarisation, non dégénérescence, isotropie. On suppose désormais carpKq ‰ 2.

Proposition 3.1.19. (Polarisation). Soit q P QpV q. Il existe une unique forme bilinéaire symétrique ϕ
telle que qpvq “ ϕpv, vq pour tout v P V . C’est la forme polaire de q. Pour v, w P V , on a

ϕpv, wq “ 1
2

`

qpv ` wq ´ qpvq ´ qpwq
˘

“ 1
4

`

qpv ` wq ´ qpv ´ wq
˘

(identités de polarisation).

Corollaire 3.1.20. On a un isomorphisme de K-espaces vectoriels S2pV q
„
ÑQpV q.

Remarque 3.1.21. Grâce à la correspondance entre formes bilinéaires symétriques et formes quadratiques
qui précède, la terminologie que nous allons mettre en place pour les formes bilinéaires symétriques s’applique
également aux formes quadratiques associées. Par exemple, le discriminant d’une forme quadratique q, noté
discpqq est le discriminant de sa forme polaire.

Définition 3.1.22. Un espace quadratique (sur K) est un couple pV, ϕq où V est un K-espace vectoriel
et ϕ P S2pV q une forme bilinéaire symétrique sur V . D’après ce qui précède, cela équivaut à la donnée
du couple pV, qq où q est la forme quadratique associée à ϕ.
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Rappelons qu’on a défini l’application linéaire associée à ϕ :

Lϕ : V Ñ V _

v ÞÑ ϕp., vq

Définition 3.1.23. Soient pV, ϕq un espace quadratique sur K. Si dimKpV q ă `8, soient B une base
de V et A “ MatBpϕq.

(1) On dit que ϕ est non dégénérée si Lϕ est injective, i.e. si V K “ t0u. Lorsque dimKpV q ă `8,
cela équivaut à A P GLnpKq.

(2) Le rang de ϕ est le rang de l’application K-linéaire Lϕ. Lorsque dimKpV q ă `8, c’est le rang de
la matrice A.

Proposition 3.1.24. Supposons dimKpV q ă `8 et ϕ P S2pV q. Les conditions suivantes sont équiva-
lentes :

‚ ϕ est non dégénérée ;
‚ ϕ est de rang dimKpV q ;
‚ discpϕq ‰ 0 (soit encore discpϕq P Kˆ{Kˆ2) ;
‚ l’application linéaire associée Lϕ : V Ñ V _ est un isomorphisme.

Remarque 3.1.25. (1) La dimension de V , le rang et le discriminant de ϕ sont des invariants attachés
à sa classe d’isomorphisme.

(2) Conformément à la remarque 3.1.21, le rang (resp. la matrice MatBpqq dans la base B) d’une forme
quadratique q sur V est le rang (resp. la matrice dans la base B) de sa forme polaire associée.

(3) Soient n P Ną0 et q : Kn Ñ K; px1, . . . , xnq ÞÑ
n
ř

i“1

aix
2
i `

ř

1ďiăjďn

bi,jxixj . Alors la matrice de q dans

la base canonique de Kn est
¨

˚

˚

˚

˚

˝

a1
b1,2
2 ¨¨¨

b1,n
2

b1,2
2 a2

. . .
...

...
. . . . . . bn´1,n

2
b1,n

2 ¨¨¨
bn´1,n

2 an

˛

‹

‹

‹

‹

‚

Proposition 3.1.26. Supposons V de dimension finie. Soient q P QpV q et ϕ la forme polaire associée. Si
W est un sous-espace vectoriel de V , alors

dimKpW q ` dimKpW
Kq ě dimKpV q et W Ă pWKqK

Si ϕ est non dégénérée, ce sont des égalités.

Démonstration. ‚ Notons f : V Ñ W_ le composé de Lϕ : V Ñ V _ et de r : V _ Ñ W_ (la restriction à
W ). On a Kerpfq “ tv P V, p@w PW qϕpv, wq “ Lϕpvqpwq “ 0u “WK. L’application K-linéaire induit donc
un morphisme K-linéaire injectif rf : V {WK Ñ W_. On a donc dimKpV {W

Kq ď dimKpW
_q “ dimKpW q,

et donc dimKpV q ď dimKpW q ` dimKpW
Kq.

‚ Supposons maintenant ϕ non dégénérée : l’application Lϕ est bijective. Comme r est surjective, l’application
f est surjective : il en est de même de rf , qui est donc un isomorphisme, et on a dimKpV q “ dimKpW q `
dimKpW

Kq.
‚ On a bien sûr W Ă pWKqK. Lorsque ϕ est non dégénérée, c’est une égalité par égalité des dimensions. �

Exercice 3.1.27. On a plus précisément 2, on a dimKpW q ` dimKpW
Kq “ dimKpV q ` dimKpW X V Kq.

Corollaire 3.1.28. Si la restriction de ϕ à W Ă V est non dégénérée, alors W ‘WK “ V .

Démonstration. Le sous-espace W est non dégénérée si et seulement si on a W X WK “ t0u. Comme
dimKpW q ` dimKpW

Kq ě dimKpV q d’après la proposition 3.1.26, cela implique W ‘WK “ V . �

Remarque 3.1.29. Il est faux en général que W X WK “ t0u, même lorsque ϕ est non dégénérée. Par
exemple, si V “ K2 et qpx1, x2q “ x2

1 ´ x
2
2 (on a alors ϕ

`

px1, x2q, py1, y2q
˘

“ x1y1 ´ x2y2), alors w “ p1, 1q
vérifie qpwq “ 0, de sorte que si W “ Vectpwq, on a W Ď WK. En fait, dans cet exemple, ϕ est non
dégénérée, et W “WK.

2. Le noyau de la restriction Lϕ|W : W Ñ V _ est W X V K, ce qui induit un isomorphisme W {pW X V Kq » LϕpW q Ă V _.
L’orthogonal, au sens de la dualité, de LϕpW q est tv P V | p@w P W qϕpv, wq “ 0u “ WK. On a donc un isomorphisme
LϕpW q » pV {WKq_ (cela résulte de la non dégénérescence du crochet de la dualité). Finalement, on aW {pWXV Kq » pV {WKq_

et donc dimKpW q ´ dimKpW X V Kq “ dimKpV q ´ dimKpW
Kq.
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Définition 3.1.30. Soient pV, qq un espace quadratique et v P V .
(1) On dit que v est isotrope lorsque qpvq “ 0. Si v est isotrope et λ P K, alors λv est aussi isotrope :

l’ensemble des vecteurs isotropes forme un cône appelé le cône isotrope.
(2) Un sous-espace totalement isotope (SETI) est un sous-espace W Ă V sur lequel la restriction

de q est nulle, i.e. tel que W Ă WK. Un sous-espace totalement isotope maximal (SETIM)
est un SETI maximal (au sens de l’inclusion).

(3) On dit que pV, qq (ou simplement q) est anisotrope si 0 est le seul vecteur isotrope.

Remarque 3.1.31. (1) D’après la remarque qui précède, une forme quadratique peut parfaitement être
non dégénérée et avoir des vecteurs isotropes non nuls. Par contre, une forme quadratique anisotrope
est a fortiori non dégénérée.

(2) Si q est non dégénérée et W est un SETI, on a dimKpV q “ dimKpW q ` dimKpW
Kq ě 2 dimKpW q,

de sorte que dimKpW q ď
XdimKpV q

2

\

. On verra plus tard (cf corollaire 3.3.27) que les SETIM ont tous
même dimension.

Définition 3.1.32. (1) Un plan hyperbolique est un espace quadratique pH, qq de dimension 2
ayant pour base deux vecteurs isotropes v1, v2 tels que ϕpv1, v2q ‰ 0. Quitte à diviser v1 par
ϕpv1, v2q, on peut supposer que ϕpv1, v2q “ 1. La matrice de q dans la base pv1, v2q de H est alors
p 0 1

1 0 q.
(2) Un espace hyperbolique est un espace quadratique pV, qq qui est somme directe orthogonale de

plans hyperboliques. Après permutation de vecteurs de base, il existe alors une base pe1, . . . , e2nq

de V dans laquelle la matrice de q s’écrit par blocs
`

0 In
In 0

˘

. Un sous-espace totalement isotrope de
dimension dimKpV q

2 dans V s’appelle un lagrangien (c’est alors un SETIM de pV, qq).

Exercice 3.1.33. Si pH, qq est un plan hyperbolique, alors q : H Ñ K est surjective 3.

Lemme 3.1.34. (Lemme de gonflement hyperbolique) Soient pV, qq un espace quadratique non dé-
généré, W un sous-espace vectoriel, U “ Kerpq|W q “ W XWK et W 1 un supplémentaire de U dans W . Si
pu1, . . . , urq est une base de U , alors il existe une famille pv1, . . . , vrq de V telle que si Hi “ Vectpui, viq, on
a :

(1) Hi est un plan hyperbolique pour tout i P t1, . . . , ru ;
(2) les sous-espaces W 1, H1, . . . ,Hr sont en somme directe orthogonale dans V .

Démonstration. La forme quadratique q|W 1 est non dégénérée. On procède par récurrence sur r “ dimKpUq
(le cas r “ 0 étant vide). Supposons r ą 0. Posons U1 “ Vectpu2, . . . , urq et W1 “ U1 ‘W

1 : on a W1 ĹW ,
doncWK ĹWK

1 (car q est non dégénérée) : soit v1 PW
K
1 zW

K. On a ϕpu1, v1q ‰ 0 (sinon v1 serait orthogonal
à W “ W1 ‘Ku1). Quitte à diviser v1 par ϕpu1, v1q, on peut supposer que ϕpu1, v1q “ 1. Quitte ensuite à
remplacer v1 par v1´ qpv1qu1, on peut en outre supposer que qpv1q “ 0. Le plan H1 “ Vectpu1, v1q est alors
hyperbolique, et H1 Ă WK

1 . Considérons l’espace ĂW1 “ Kv1 ‘W “ U1 ‘ H1 ‘W 1. La restriction de q à
H1 ‘W 1 est non dégénérée. Comme H1 Ă WK

1 , on a U1 Ă pH1 ‘W 1qK. Il en résulte que Kerpq
|ĂW1
q “ U1.

Comme ĂW1 “ U1‘pH1‘W
1q, l’hypothèse de récurrence implique l’existence de vecteurs v2, . . . , vr P V tels

que les plans Hi “ Vectpui, viq soient hyperboliques pour i P t2, . . . , ru et H1 ‘W 1, H2, . . . ,Hr en somme
directe orthogonale, ce qui achève la preuve. �

Exemple 3.1.35. Si un espace quadratique non dégénéré contient un vecteur isotrope non nul, alors il
contient un plan hyperbolique. Plus généralement, un SETI est un lagrangien d’un sous-espace hyperbolique
de V .

Corollaire 3.1.36. Si pV, qq est un espace quadratique non dégénéré de dimension finie, il existe une

décomposition en somme directe orthogonale V “ H1

K

‘ ¨ ¨ ¨
K

‘Hd

K

‘W telle que
(1) pHi, q|Hiq est un plan hyperbolique pour tout i P t1, . . . , du ;
(2) q|W est anisotrope.

Démonstration. On procède par récurrence sur la dimension de V , le cas dimKpV q “ 0 étant trivial. Suppo-
sons dimKpV q ą 0. Si q est anisotrope, il n’y a rien à faire : on a V “W . Si V contient un vecteur isotrope
non nul, il existe un plan H1 Ă V tel que pH1, q|H1

q soit hyperbolique (cf lemme 3.1.34). Comme q|H1
est

non dégénérée, on a V “ H1

K

‘HK1 il suffit d’appliquer l’hypothèse de récurrence à HK1 . �

3. On a q
`

x
2
e1 ` e2

˘

“ 2ϕ
`

x
2
e1, e2

˘

“ x pour tout x P K.
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Remarque 3.1.37. On verra plus tard (cf corollaire 3.3.30) que l’entier d est la dimension commune à
tous les SETIM de pV, qq, et que la classe d’isomorphisme de pW, q|W q ne dépend que de pV, qq et pas de la
décomposition.

3.1.38. Bases orthogonales, orthogonalisation. Comme précédemment, pV, ϕq est un espace quadratique sur
K, et q désigne la forme quadratique associée.

Définition 3.1.39. Une famille de vecteurs peiqiPI de V est orthogonale si

p@i, j P Iq i ‰ j ñ ϕpei, ejq “ 0

Une base orthogonale est une base de V qui est orthogonale.

Remarque 3.1.40. Une base B de V est orthogonale si et seulement si MatBpϕq est diagonale.

Théorème 3.1.41. Si V est de dimension finie, l’espace quadratique pV, ϕq admet une base orthogonale.

Démonstration. On procède par récurrence sur n “ dimKpV q, le cas n “ 0 étant évident : supposons n ą 0.
Si q “ 0, il n’y a rien à faire : on peut supposer qu’il existe un vecteur non isotrope e1. D’après le corollaire
3.1.28, on a V “ Ke1 ‘ H avec eK1 “ H Ă V . Par hypothèse de récurrence, la restriction de ϕ à H ˆ H
admet une base orthogonale pe2, . . . , enq. La famille pe1, e2, . . . , enq est alors une base orthogonale de V . �

Corollaire 3.1.42. Toute forme quadratique sur unK-espace vectoriel de dimension finie est combinaison
linéaire de carrés de formes linéaires linéairement indépendantes.

Démonstration. Soit e “ pe1, e2, . . . , enq est une base orthogonale de V pour q. Pour i P t1, . . . , nu, posons
ai “ ϕpei, eiq. Pour v “

řn
i“1 xiei, on a qpxq “

ř

1ďi,jďn xixjϕpei, ejq “
řn
i“1 aix

2
i , ce qui implique que

q “
řn
i“1 aie

˚2
i , où pe˚i q1ďiďn désigne la base duale de e. �

Notation. Si a1, . . . , an P K, on notera xa1, . . . , any la forme quadratique q sur Kn dont la matrice dans la
base canonique est diagpa1, . . . , anq : en coordonnées, on a qpx1, . . . , xnq “ a1x

2
1 ` ¨ ¨ ¨ ` anx

2
n.

Remarque 3.1.43. (1) Un plan hyperbolique est isomorphe à x1,´1y.
(2) On a bien sûr discpxa1, . . . , anyq “ a1 ¨ ¨ ¨ an mod Kˆ2 et xa1, . . . , any “ xa1y ‘ ¨ ¨ ¨ ‘ xany.

Corollaire 3.1.44. On a une décomposition V “ V K ‘W avec q|W non dégénérée.

Démonstration. Soit pe1, . . . , enq une base orthogonale de V pour q. Quitte à permuter ses vecteurs, on peut
supposer que qpeiq ‰ 0 pour i P t1, . . . , ru et qpeiq “ 0 pour i P tr` 1, . . . , nu (de sorte que r “ rgpqq). On a
alors V K “ Vectper`1, . . . , enq et V “ V K‘W avecW “ Vectpe1, . . . , erq. Comme rgpq|W q “ r “ dimKpW q,
la forme quadratique q|W est non dégénérée. �

3.1.45. Réduction de Gauss. Soient n P Ną0, V “ Kn et q : V Ñ K une forme quadratique. Écrivons

qpx1, . . . , xnq “
n
ÿ

i“1

ai,ix
2
i ` 2

ÿ

1ďiăjďn

ai,jxixj

On veut construire f1, . . . , fr P V
_ linéairement indépendantes est α1, . . . , αr P K tels que q “

řr
i“1 αif

2
i .

On peut bien sûr supposer q ‰ 0.
Premier cas : Il existe i P t1, . . . , nu tel que ai,i ‰ 0 (« q contient un carré »).
Quitte à permuter les indices, on peut supposer que i “ 1. On écrit alors

qpx1, . . . , xnq “ a1,1x
2
1 ` 2a1,1x1fpx2, . . . , xnq ` rpx2, ¨ ¨ ¨ , xnq

avec fpx2, . . . , xnq “
řn
j“2

a1,j
a1,1

xj et rpx2, ¨ ¨ ¨ , xnq “
řn
i“2 ai,ix

2
i ` 2

ř

2ďiăjďn ai,jxixj , si bien que

qpx1, . . . , xnq “ a1,1

`

x1 ` fpx2, . . . , xnq
˘2
` q2px2, ¨ ¨ ¨ , xnq

où q2px2, ¨ ¨ ¨ , xnq “ rpx2, ¨ ¨ ¨ , xnq ´ a1,1fpx2, . . . , xnq
2. Il suffit d’appliquer l’algorithme à la forme qua-

dratique q2 (les formes linéaires obtenues sont linéairement indépendantes de f1 : px1, . . . , xnq ÞÑ x1 `

fpx2, . . . , xnq).
Deuxième cas : Pour tout i P t1, . . . , nu, on a ai,i “ 0 (« q ne contient pas de carré »).
Quitte à permuter les indices, on peut supposer que a1,2 ‰ 0 (rappelons qu’on a supposé q ‰ 0). On écrit
alors

qpx1, . . . , xnq “ 2
´

a1,2x1x2 ` x1upx3, . . . , xnq ` x2vpx3, . . . , xnq ` rpx3, ¨ ¨ ¨ , xnq
¯
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avec
$

’

&

’

%

upx3, . . . , xnq “
řn
j“3 a1,jxj

vpx3, . . . , xnq “
řn
j“3 a2,jxj

rpx3, ¨ ¨ ¨ , xnq “
ř

3ďiăjďn ai,jxixj

si bien que

qpx1, . . . , xnq “ 2a1,1`1px1, . . . , xnq`2px1, . . . , xnq ` q2px3, ¨ ¨ ¨ , xnq

où
$

’

&

’

%

`1px1, . . . , xnq “ x1 `
1
a1,2

vpx3, . . . , xnq

`2px1, . . . , xnq “ x2 `
1
a1,2

upx3, . . . , xnq

q2px3, ¨ ¨ ¨ , xnq “ 2rpx3, ¨ ¨ ¨ , xnq ´
2
a1,2

upx3, . . . , xnqvpx3, . . . , xnq

On a

4`1`2 “ p`1 ` `2q
2 ´ p`1 ´ `2q

2

Il suffit donc de poser f1 “ `1 ` `2, f2 “ `1 ´ `2 et d’appliquer l’algorithme à la forme quadratique q2 (les
formes linéaires obtenues ne font intervenir que les variables x3, . . . , xn : elles sont linéairement indépendantes
de f1 : px1, . . . , xnq ÞÑ x1 ` x2 ` ¨ ¨ ¨ et f2 : px1, . . . , xnq ÞÑ x1 ´ x2 ` ¨ ¨ ¨ ).

Exercice 3.1.46. Appliquer l’algorithme à la forme quadratique qpx, y, zq “ xy ` yz ` xz (réponse :
qpx, y, zq “ px` zqpy ` zq ´ z2 “ 1

4 px` y ` 2zq2 ´ 1
4 px´ yq

2 ´ z2).

3.2. Isométries, adjonction.

Définition 3.2.1. Soient pV1, q1q et pV2, q2q deux espaces quadratiques sur K. Une isométrie de pV1, q1q

dans pV2, q2q est une application K-linéaire f : V1 Ñ V2 telle que p@v P V1q q2pfpvqq “ q1pvq, i.e. qui
préserve les formes quadratiques. On dit que pV1, q1q et pV2, q2q sont isomorphes s’il existe une isométrie
f : V1 Ñ V2 qui est un isomorphisme (l’application f´1 est alors une isométrie).

Remarque 3.2.2. Soient ϕ1 et ϕ2 les formes polaires de q1 et q2 respectivement. Alors f : V1 Ñ V2 est une
isométrie si et seulement si ϕ2pfpvq, fpv

1qq “ ϕ1pv, v
1q pour tout v, v1 P V1 (cela résulte immédiatement des

formules de polarisation).

On fixe désormais pV, qq un espace quadratique de dimension finie sur K avec q non dégénérée. On note ϕ
sa forme polaire.

Lemme 3.2.3. L’ensemble des isométries de pV, qq dans lui-même est un sous-groupe de GLpV q.

Démonstration. Si f : V Ñ V est une isométrie, on a ϕpfpvq, fpv1qq “ ϕpv, v1q pour tout v, v1 P V . Si
v P Kerpfq, on a donc ϕpv, v1q “ 0 pour tout v1 P V , i.e. v P V K “ t0u (car q est non dégénérée). On a
donc Kerpfq “ t0u, de sorte que f P GLpV q (rappelons qu’on a supposé dimKpV q ă `8). L’ensemble des
isométries est évidemment stable par composition et inverse. C’est donc un sous-groupe de GLpV q. �

Définition 3.2.4. Le groupe des isométries Opqq “ tf P GLpV q | q ˝ f “ qu “ tf P GLpV q |ϕ ˝ f “ ϕu de
pV, qq dans lui-même, s’appelle le groupe orthogonal de pV, qq.

3.2.5. Interprétation matricielle. Fixons une base B de V , et posons A “ MatBpqq. Si f P GLpV q et
M “ MatBpfq, la matrice de q ˝ f dans B est tMAM , de sorte que f P Opqq si et seulement si tMAM “ A.

Proposition 3.2.6. Si f P Opqq, on a detpfq P t˘1u.

Démonstration. Avec les notations qui précèdent, on a tMAM “ A, donc detptMAMq “ detpAq, i.e.
detpMq2 detpAq “ detpAq. Comme q est non dégénérée, on a detpAq ‰ 0, de sorte que detpMq2 “ 1,
i.e. detpfq “ detpMq P t˘1u. �

Définition 3.2.7. Le groupe spécial orthogonal de q est SOpqq “ tf P Opqq | detpfq “ 1u. C’est un
sous-groupe de Opqq, d’indice 2 lorsque V ‰ t0u.
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3.2.8. Adjoint d’un endomorphisme.

Proposition 3.2.9. Soit f P EndKpV q. Il existe un unique élément f˚ P EndKpV q tel que

p@v, v1 P V q ϕpfpvq, v1q “ ϕpv, f˚pv1qq

Démonstration. Si v1 P V , on dispose de la forme linéaire ϕpfp.q, v1q : v ÞÑ ϕpfpvq, v1q. Comme q est non
dégénérée, l’application Lϕ : V Ñ V _ est un isomorphisme (cf proposition 3.1.24) : il existe donc f˚pv1q P V
unique tel que Lϕpv

1q ˝ f “ ϕpfp.q, v1q “ Lϕpf
˚pv1qq. On a alors ϕpfpvq, v1q “ ϕpv, f˚pv1qq pour tout v P V .

La formule qui précède se réécrit ptf ˝ Lϕqpv1q “ pLϕ ˝ f˚qpv1q pour tout v1 P V , et donc tf ˝ Lϕ “ Lϕ ˝ f
˚,

soit encore
f˚ “ L´1

ϕ ˝ tf ˝ Lϕ

ce qui prouve 4 que f˚ P EndKpV q. �

Définition 3.2.10. L’endomorphisme f˚ s’appelle l’adjoint de f (pour la forme non-dégénérée q).

Remarque 3.2.11. (1) La formule f˚ “ L´1
ϕ ˝ f ˝ Lϕ montre que f˚ et f sont semblables. Fixons une

base B de V , posons A “ MatBpqq, M “ MatBpfq et M˚ “ MatBpf
˚q. On a alors M˚ “ A´1tMA

(rappelons que A, qui est aussi la matrice de Lϕ dans B et B˚, est inversible parce que q est non
dégénérée).

(2) Reformulation de la définition de Opqq. Soit f P EndKpV q. On a f P Opqq si et seulement si
ϕpfpvq, fpv1qq “ ϕpv, v1q pour tout v, v1 P V . Comme ϕpfpvq, fpv1qq “ ϕpv, f˚ ˝ fpv1qq, et ϕ est
non-dégénérée, cela équivaut donc à f˚ ˝ f “ IdV , i.e. f˚ “ f´1. On a donc

Opqq “ tf P GLpV q | f˚ ˝ f “ IdV u

(3) Si f P EndKpV q, alors on a le diagramme commutatif

V
Lϕ //

f˚ ��
V _

tf��
V

Lϕ // V _

C’est bien logique : l’isomorphisme Lϕ permet d’identifier V ˆV muni de ϕ à V ˆV _ muni du crochet
de la dualité, pour lequel l’adjonction n’est autre que la transposition.

Proposition 3.2.12. Si f, g P EndKpV q et λ P K, on a pf˚q˚ “ f , pf˝gq˚ “ g˚˝f˚ et pf`λgq˚ “ f˚`λg˚.

3.3. Théorèmes de Cartan-Dieudonné et de Witt. Dans tout ce numéro, pV, qq est un espace quadra-
tique non dégénéré, et ϕ la forme polaire de q.

Définition 3.3.1. Soit W Ă V un sous-K-espace vectoriel tel que W ‘ WK “ V (comme q est non
dégénérée, cela équivaut à W XWK “ t0u, soit encore q|W non dégénérée). La symétrie orthogonale
par rapport à W est la symétrie σ de V “ W ‘ WK par rapport à W parallèlement à WK : on a
σpw ` w1q “ w ´ w1 pour w P W et w1 P WK. Lorsque W est un hyperplan (resp. un sous-espace de
codimension 2), on parle de réflexion (resp. renversement).

Remarque 3.3.2. (1) Si σ est une symétrie orthogonale, on a σ P Opqq. En effet, si w P W et w1 P WK,
on a qpσpw ` w1qq “ qpw ´ w1q “ qpwq ` qpw1q “ qpw ` w1q (parce que ϕpw,w1q “ 0).

(2) Si σ est une réflexion (resp. un reversement), on a detpσq “ ´1 (resp. detpσq “ 1).

Lemme 3.3.3. Si v1, v2 P V sont tels que qpv1q “ qpv2q ‰ 0, il existe σ P Opqq, produit d’une ou deux
réflexions de V , telle que σpv1q “ v2.

Démonstration. Posons u “ v1`v2
2 et v “ v1´v2

2 : on a v1 “ u` v et v2 “ u´ v et ϕpu, vq “ qpv1q´qpv2q
4 “ 0.

On a qpuq “ qpv1q`2ϕpv1,v2q`qpv2q
4 et qpvq “ qpv1q´2ϕpv1,v2q`qpv2q

4 , de sorte que qpuq ` qpvq “ qpv1q ‰ 0 : on a
qpuq ‰ 0 ou qpvq ‰ 0.
‚ Si qpuq ‰ 0, soit σ1 la réflexion par rapport à l’hyperplan uK (cela a un sens car qpuq ‰ 0 ñ uKXKu “ t0u).
On a σ1puq “ ´u et σ1pvq “ v (parce que v P uK), de sorte que σ1pv1q “ σ1pu ` vq “ ´u ` v “ ´v2.
Soit σ2 la réflexion par rapport à l’hyperplan vK2 (rappelons que qpv2q ‰ 0) : on a σ2pv2q “ ´v2, donc
σ “ σ2 ˝ σ1 P Opqq vérifie σpv1q “ v2.
‚ Si qpvq ‰ 0, soit σ la réflexion par rapport à vK. On a σpuq “ u et σpvq “ ´v (parce que u et v sont
orthogonaux), de sorte que σpv1q “ σpu` vq “ u´ v “ v2. �

4. On peut démontrer que f˚ P EndKpV q de façon pédestre : si v, v1, v2 P V et λ P K, on a ϕpv, f˚pv1 ` λv2qq “
ϕpfpvq, v1 ` λv2q “ ϕpfpvq, v1q ` λϕpfpvq, v2q “ ϕpv, f˚pv1qq ` λϕpv, f˚pv2qq “ ϕpv, f˚pv1q ` λf˚pv2qq, i.e. ϕpv, f˚pv1q `
λf˚pv2q´f˚pv1`λv2qq “ 0. Comme ϕ est non dégénérée, cela implique f˚pv1`λv2q “ f˚pv1q`λf˚pv2q, i.e. f˚ P EndKpV q.
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Remarque 3.3.4. Reprenons les notations du lemme 3.3.3. Dans le cas où qpuq ‰ 0, on peut aussi considérer
la symétrie orthogonale par rapport à Ku (ce n’est autre que ´σ1). On a alors σpuq “ u et σpvq “ ´v (parce
que u et v sont orthogonaux), de sorte que σpv1q “ v2. Cela montre que sous les hypothèses du lemme 3.3.3,
il existe une symétrie orthogonale σ de V telle que σpv1q “ v2.

3.3.5. Théorème de Cartan-Dieudonné.
Proposition 3.3.6. (Cartan-Dieudonné, version faible) Tout élément de Opqq s’écrit comme pro-
duit d’au plus 2 dimKpV q réflexions. En particulier, les réflexions engendrent Opqq.

Démonstration. Soit f P Opqq. On procède par récurrence sur n “ dimKpV q, le cas n “ 1 étant trivial car
alors f P t˘ IdV u. Si n ą 1, il existe une base orthogonale pe1, . . . , enq de V pour q (cf théorème 3.1.41).
Comme f P Opqq, on a qpfpe1qq “ qpe1q : d’après le lemme 3.3.3, il existe σ P Opqq produit d’une ou deux
réflexions, telle que σpe1q “ fpe1q. Cela implique que f1 :“ σ´1 ˝ f vérifie f1pe1q “ e1. Comme f1 P Opqq,
on a f1pe

K
1 q “ eK1 : par hypothèse de récurrence, la restriction de f1 à eK1 (qui est de dimension n´ 1) s’écrit

comme un produit de r ď 2pn ´ 1q réflexions σ1 ˝ ¨ ¨ ¨σr de eK1 . Pour i P t1, . . . , ru, on prolonge σi à V en
posant σipe1q “ e1 : l’application σi ainsi obtenue est une réflexion de V , et f1 “ σ1 ˝ ¨ ¨ ¨σr, si bien que
f “ σ ˝ σ1 ˝ ¨ ¨ ¨ ˝ σr est produit d’au plus r ` 2 ď 2n réflexions. �

Lemme 3.3.7. Si dimKpV q ě 3 et σ1, σ2 sont des réflexions, alors il existe des renversements τ1 et τ2 tels
que σ1 ˝ σ2 “ τ1 ˝ τ2.

Démonstration. ‚ Si dimKpV q “ 3, alors τi “ ´σi est un reversement pour i P t1, 2u, et σ1 ˝ σ2 “ τ1 ˝ τ2.
‚ Supposons désormais dimKpV q ą 3. Soient H1 et H2 les hyperplans de σ1 et σ2 respectivement. On peut
supposer H1 ‰ H2 (sinon σ1 ˝σ2 “ IdV et on prend τ1 “ τ2 un renversement quelconque). On a H1 “ vK1 et
H2 “ vK2 avec v1 et v2 non isotropes. Le plan P “ Vectpv1, v2q n’est pas totalement isotrope, et PK “ H1XH2

est de dimension dimKpV q ´ 2. En particulier, on n’a pas P Ă PK “ H1 X H2, i.e. dimKpP X PKq ď 1.
Comme PK “ pP X PKq ‘W avec W non dégénérée (corollaire 3.1.44), il existe W 1 Ă PK non dégénéré
et de dimension dimKpV q ´ 3. D’après le corollaire 3.1.28, on a V “ W 1 ‘W 1K. La restriction de σ1 ˝ σ2

à W 1 est l’identité, et sa restriction à W 1K est un produit de deux réflexions. Comme dimKpW
1Kq “ 3, le

premier cas montre que cette restriction est le produit de deux renversements τ 11 et τ 12, qu’on prolonge à V
par l’identité sur W 1 en τ1 et τ2 respectivement. On a alors σ1 ˝ σ2 “ τ1 ˝ τ2. �

Corollaire 3.3.8. Si dimKpV q ě 3, le groupe SOpqq est engendré par les renversements.

Démonstration. D’après la proposition 3.3.6, un élément de SOpqq est le produit d’un nombre pair de
réflexions, et donc aussi le produit d’un nombre (pair) de renversements (cf lemme 3.3.7). �

Théorème 3.3.9. (Cartan-Dieudonné) Tout élément de Opqq s’écrit comme produit d’au plus
dimKpV q réflexions.

Démonstration. Soit f P Opqq. On procède par récurrence sur n “ dimKpV q. Si dimKpV q “ 1, on a
Opqq “ t˘ IdV u. Supposons dimKpV q “ 2. Soit v P V non isotrope. On a qpvq “ qpfpvqq ‰ 0 : d’après la
remarque 3.3.4, il existe une réflexion σ telle que fpvq “ σpvq (la remarque fournit une réflexion parce que
dimKpV q “ 2). On a alors σ´1 ˝ fpvq “ v, et σ´1 ˝ f laisse stable la droite vK. La restriction à cette droite
est donc soit l’identité, soit la multiplication par ´1, de sorte que σ´1 ˝ f “ IdV ou σ´1 ˝ f “ σ1 ou σ1 est la
réflexion d’axe Kv. On a donc f P tσ, σ ˝σ1u, ce qui prouve le théorème dans ce cas. Supposons maintenant
dimKpV q ą 2.
Premier cas : il existe v P Kerpf ´ IdV q non isotrope. On a V “ Kv‘ vK et fpvq “ v : le sous-espace vK est
stable par f . Par récurrence, f est produit d’au plus n´ 1 réflexions (étendues par l’identité sur Kv).
Deuxième cas : il existe v P V non isotrope tel que fpvq ´ v soit non isotrope. Notons σ la réflexion
d’hyperplan pfpvq ´ vqK. On a σpfpvq ´ vq “ v ´ fpvq. En outre, σpfpvq ` vq “ fpvq ` v (parce que
ϕpfpvq ´ v, fpvq ` vq “ qpfpvqq ´ qpvq “ 0, i.e. fpvq ` v P pfpvq ´ vqK). En sommant, il vient σpfpvqq “ v :
comme dans le premier cas, σ˝f est alors produit d’au plus n´1 réflexions, et donc f d’au plus n réflexions.
Troisième cas : Kerpf ´ IdV q est un SETI et pour tout v P V non isotrope, le vecteur fpvq ´ v est isotrope.
‚ Montrons que dans ce cas Impf ´ IdV q est un SETI. Vu l’hypothèse, il suffit de montrer que si v P V
isotrope, alors pf ´ IdV qpvq aussi. On a dimKpV

Kq “ n´ 1 ą n
2 : l’espace vK n’est pas totalement isotrope.

Soit w P vK non isotrope. Les vecteurs w, v`w et v´w sont alors non isotropes. D’après l’hypothèse, leurs
image par f ´ IdV est isotrope. On a donc

0 “ qppf ´ IdV qpv ` wqq ` qppf ´ IdV qpv ´ wqq ´ 2qppf ´ IdV qpwqq “ 2qppf ´ IdV qpvqq
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‚ On a dimKpKerpf´IdV qq ď
n
2 et dimKpImpf´IdV qq ď

n
2 . D’après le théorème du rang, on a dimKpKerpf´

IdV qq`dimKpImpf ´ IdV qq “ n : cela implique que Kerpf ´ IdV q et Impf ´ IdV q sont des SETI de dimension
n
2 . Cela prouve que V est hyperbolique, et donc de dimension paire n “ 2d. Soit pe1, . . . , edq une base de
Kerpf ´ IdV q : il existe une famille ped`1, . . . , enq telle que Hi “ Vectpei, ed`iq soit un plan hyperbolique
et V somme directe orthogonale des Hi (cf lemme 3.1.34). Pour tout i P t1, . . . , du, on a fpeiq “ ei.
Écrivons fped`iq “

řn
j“1 ai,jej . On a δi,k “ ϕpei, ed`kq “ ϕpfpeiq, fped`kqq “

řn
j“1 ak,jϕpei, ejq “ ak,i.

Cela implique que la matrice de f dans la base B “ pe1, . . . , enq est de la forme
`

Id A
0 Id

˘

, et detpfq “ 1. Cela
prouve que ce cas ne se produit pas et donc que que le théorème est vrai lorsque detpfq “ ´1. Si detpfq “ 1,
et si σ est une réflexion, alors detpσ ˝ fq “ ´1 : cela implique que σ ˝ f est produit d’au plus n réflexions
d’après ce qui précède. Comme n est pair et detpσ ˝ fq “ ´1, le nombre de réflexions est impair : σ ˝ f est
produit d’au plus n´ 1 réflexions, et donc f d’au plus n réflexions. �

Corollaire 3.3.10. Si dimKpV q ě 3, tout élément de SOpqq est produit d’au plus dimKpV q renversements.

Démonstration. Résulte du théorème 3.3.9 et du lemme 3.3.7. �

Proposition 3.3.11. Soit f P Opqq.
(1) Si f est un produit de r réflexions, alors dimKpKerpf ´ IdV qq ě dimKpV q ´ r.
(2) Si Kerpf ´ IdV q “ t0u, alors f ne peut pas s’écrire comme un produit de moins de n réflexions.

Démonstration. (1) Écrivons f “ σ1 ˝ ¨ ¨ ¨ ˝ σr comme un produit de r réflexions. Si Wi “ Kerpσi ´ IdV q est
l’hyperplan fixé par σi, alors W1 X ¨ ¨ ¨ XWr est fixe par f . On a donc dimKpKerpf ´ IdV qq ě dimKpW1 X

¨ ¨ ¨ XWrq ě dimKpV q ´ r. (2) est une conséquence immédiate de (1). �

3.3.12. Le centre de Opqq et de SOpqq (cas où dimKpV q ě 3). Dans ce numéro, on suppose que dimKpV q ě 3.

Lemme 3.3.13. Toute droite de V est intersection de deux plans non dégénérés.

Démonstration. Soit v P V zt0u. Supposons v non isotrope. Soit w,w1 P vK non isotropes et orthogonaux
(premiers vecteurs d’une base orthogonale de vK) : on aKv “ PXP 1 avec P “ Vectpv, wq et P 1 “ Vectpv, w1q
des plans non dégénérés.
Si v est isotrope, il existe w P V tel que P “ Vectpv, wq soit un plan hyperbolique. Comme dimKpV q ě 3,
on a P ‰ V . Comme vK ‰ V (c’est un hyperplan), on a P Y vK ‰ V (une réunion de sous-espaces
vectoriels est un sous-espace vectoriel si et seulement si l’un est inclus dans l’autre) : soient w1 P V zpvKYP q
et P 1 “ Vectpv, w1q. Le plan P 1 est hyperbolique (parce que ϕpv, w1q ‰ 0), et Kv “ P X P 1 (parce que
w1 R P ). �

Proposition 3.3.14. Le centre de Opqq est t˘ IdV u. Le centre de SOpqq et t˘ IdV u si dimKpV q est paire,
tIdV u si dimKpV q est impaire.

Démonstration. Soit f P Opqq qui commute à tous les éléments de SOpqq. Soit v P V zt0u : d’après le lemme
3.3.13, il existe des plans non dégénérés P et P 1 tels que Kv “ P X P 1. Alors f commute aux symétries
orthogonales σ et σ1 par rapport aux plans PK et P 1K (car σ, σ1 P SOpqq). Cela implique que fpP q “ P et
fpP 1q “ P 1, de sorte que fpKvq “ Kv. Comme c’est vrai pour tout v P V zt0u, cela implique que f est une
homothétie. Écrivons f “ λ IdV : comme f˚ “ λ IdV et f˚ ˝ f “ IdV , on a λ2 “ 1 et donc f P t˘ IdV u. �

Remarque 3.3.15. L’hypothèse dimKpV q ě 3 n’est pas superflue, comme on va le voir dans le prochain
paragraphe.

3.3.16. Les groupes Opqq et SOpqq (cas où dimKpV q “ 2). Dans ce numéro, on suppose que dimKpV q “ 2.
D’après le corollaire 3.1.36, on a deux cas : pV, qq est un plan hyperbolique ou pV, qq est anisotrope.

Proposition 3.3.17. Si pV, qq est un plan hyperbolique, alors SOpqq est abélien et ZpOpqqq “ t˘ IdV u
sauf si V est un plan hyperbolique et K “ F3 (cas dans lequel Opqq » pZ {2Zq2).

Démonstration. Comme pV, qq est hyperbolique, il existe une base dans laquelle la matrice de q est A “ p 0 1
1 0 q.

Si f P Opqq a pour matrice M “
`

a b
c d

˘

, la relation A “ tMAM équivaut à 2ac “ 2bd “ 0 et ad` bc “ 1. Si
a “ 0, on a bc “ 1 donc d “ 0 et

`

0 b
b´1 0

˘

avec b P Kˆ. Si c “ 0, on a ad “ 1 donc b “ 0 et M “
`

a 0
0 a´1

˘

avec

a P Kˆ. Cela implique que SOpqq »
!

`

a 0
0 a´1

˘

ˇ

ˇ

ˇ
a P Kˆ

)

» Kˆ est abélien. Par ailleurs, si f P ZpOpqqq, alors
M commute à p 0 1

1 0 q ce qui implique que M P t˘ I2,˘Au. Le groupe Opqq est alors abélien si et seulement
si K “ F3. Si K ‰ F3, il existe x P Kˆ tel que x2 ‰ 1, et A ne commute pas à

`

x 0
0 x´1

˘

, ce qui montre que
M P t˘ I2u, et donc ZpOpqqq “ t˘ IdV u. �
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Lemme 3.3.18. Supposons pV, qq anisotrope. Si f P SOpqq et Kerpf ´ IdV q ‰ t0u, alors f “ IdV . Les
éléments de OpqqzSOpqq sont les réflexions, et tout élément de SOpqq peut s’écrire comme produit de deux
réflexions, l’une des deux pouvant être choisie arbitrairement.

Démonstration. ‚ Soient f P SOpqq et v P V zt0u tels que fpvq “ v. Comme f est une isométrie, on a
fpvKq “ vK, et f|vK P Opq|vKq “ t˘ IdvKu. Comme detpfq “ 1, on a nécessairement f|vK “ IdvK , et donc
f “ IdV .
‚ Soit f P OpqqzSOpqq. Fixons v P V zt0u. On a qpfpvqq “ qpvq ‰ 0 (car q est anisotrope) : d’après le lemme
3.3.3 (ou même la remarque 3.3.4), il existe une réflexion σ telle que fpvq “ σpvq. Alors f1 “ σ´1 ˝f P SOpqq
et f1pvq “ v. D’après ce qu’on vient de voir, on a f1 “ IdV , i.e. f “ σ.
‚ Soient f P SOpqq et σ0 une réflexion quelconque. Alors σ “ f ˝ σ´1

0 P OpqqzSOpqq, ce qui implique que
σ est une réflexion d’après ce qui précède. Il en résulte que f “ σ ˝ σ0 est produit de deux réflexions (la
réflexion σ0 ayant été fixée à l’avance). �

Proposition 3.3.19. Si pV, qq est anisotrope, alors SOpqq est abélien et ZpOpqqq “ t˘ IdV u.

Démonstration. ‚ Si f P ZpOpqqq et v P V zt0u, alors f commute à la réflexion par rapport à Kv (qui existe
vu que qpvq ‰ 0), ce qui montre que la famille tv, fpvqu est liée : l’argument habituel montre que f est une
homothétie, et donc f P t˘ IdV u, de sorte que ZpOpqqq “ t˘ IdV u.
‚ Soient f1, f2 P SOpqq. Choisissons une réflexion σ0. D’après le lemme 3.3.18, il existe une réflexion σ1 telle
que f1 “ σ1 ˝ σ0. De même, il existe une réflexion σ2 telle que f2 “ σ2 ˝ σ1. Comme σ :“ σ2 ˝ σ0 ˝ σ1 P

OpqqzSOpqq, c’est une réflexion. C’est donc une involution : on a σ “ σ´1 “ σ´1
1 ˝ σ´1

0 ˝ σ´1
2 et donc

σ2 ˝ σ0 ˝ σ1 “ σ1 ˝ σ0 ˝ σ2. En composant par σ1 à droite, on a donc σ2 ˝ σ0 “ σ1 ˝ σ0 ˝ σ2 ˝ σ1, i.e.
f2 ˝ f1 “ f1 ˝ f2. Cela montre que SOpqq est abélien. �

Exemple 3.3.20. On a SO2pRq “
!´

cospθq ´ sinpθq
sinpθq cospθq

¯
ˇ

ˇ

ˇ
θ P R

)

» R {2πZ.

Remarque 3.3.21. On a montré que SOpqq est abélien dans tous les cas lorsque dimKpV q “ 2.

3.3.22. Théorèmes de Witt applications.

Théorème 3.3.23. (Witt, simplification des espaces quadratiques) Soient pV1, q1q, pV2, q2q et
pW, qq trois espaces quadratiques non-dégénérés tels que pV1 ‘ W, q1 ‘ qq » pV2 ‘ W, q2 ‘ qq. Alors
pV1, q1q » pV2, q2q.

Démonstration. Comme W admet des bases orthogonales (cf théorème 3.1.41), il suffit de traiter le cas où
dimKpW q “ 1. Écrivons W “ Ke, et fixons f : V1‘W Ñ V2‘W une isométrie. On a pq2‘ qqpfp0V1 ‘eqq “
pq1 ‘ qqp0V1

‘ eq “ qpeq “ pq2 ‘ qqp0V2
‘ eq : d’après le lemme 3.3.3, il existe σ P Opq2 ‘ qq telle que

σpfp0V1
‘ eqq “ 0V2

‘ e, de sorte que l’isométrie σ ˝ f envoie t0V1
u‘W sur t0V2

u‘W . Elle induit donc une
isométrie entre les orthogonaux V1 b t0W u » V1 et V2 b t0W u » V2. �

Théorème 3.3.24. (Witt, prolongement des isomorphismes) Soient pV, qq un espace quadratique
non-dégénéré, W un sous-K-espace vectoriel de V et f : W Ñ V une application injective et isométrique
(i.e. telle que q ˝ f “ q|W ). Alors il existe rf P Opqq telle que rf|W “ f , i.e. f se prolonge en une isométrie
de V .

Démonstration. Commençons par observer que grâce aux formules de polarisation, l’hypothèse implique que
f préserve ϕ, i.e. que p@w1, w2 PW qϕpfpw1q, fpw2qq “ ϕpw1, w2q. On procède par récurrence sur dimKpV q.
Le cas dimKpW q “ 0 est trivial : supposons que W ‰ t0u.
Premier cas : W n’est pas totalement isotrope : soit w P W tel que qpwq ‰ 0. On a V “ Kw ‘ wK

donc W “ Kw ‘ pW X wKq. Par ailleurs, comme qpfpwqq “ qpwq ‰ 0, il existe σ P Opqq telle que
σpwq “ fpwq (cf lemme 3.3.3), de sorte que f1 :“ σ´1 ˝ f vérifie f1pwq “ w. Comme σ P Opqq, on a
en outre p@w1, w2 P W qϕpf1pw1q, f1pw2qq “ ϕpw1, w2q. Cela implique que f1pW X wKq Ă wK. On applique
l’hypothèse de récurrence à f1|wK (qui est une application injective et isométrique W X wK Ñ wK) : il
existe rf1|wK P OpwKq qui la prolonge. On étend rf1|wK à V en posant rf1pwq “ w : on a rf1 P Opqq et
rf1|W “ f1 “ σ´1 ˝ f , de sorte que f “ rf|W avec rf “ σ ˝ rf1 P Opqq.
Deuxième cas :W est totalement isotrope. Soit pu1, . . . , udq une base deW . D’après le lemme 3.1.34, il existe
une famille pv1, . . . , vdq de V telle que Hi “ Vectpui, viq soit un plan hyperbolique pour tout i P t1, . . . , du
et H1, . . . ,Hd sont deux à deux orthogonaux. Comme f est injective, la famille pfpu1q, . . . , fpudqq est une
base de fpW q, qui est lui aussi totalement isotrope (parce que q ˝ f “ q|W ). D’après le lemme 3.1.34,
il existe une famille pv11, . . . , v1dq de V telle que H 1i “ Vectpfpuiq, v

1
iq soit un plan hyperbolique pour tout
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i P t1, . . . , du et H 11, . . . ,H 1d sont deux à deux orthogonaux. Posons alors W 1 “ Vectpu1, . . . , ud, v1, . . . , vdq et
définissons f 1 : W 1 Ñ V en posant f 1puiq “ fpuiq et f 1pviq “ v1i pour i P t1, . . . , du. On a bien sûr f 1

|W “ f ,

et q ˝ f 1 “ q|W 1 . Comme W 1 est non dégénéré, cela nous ramène au premier cas : il existe rf P Opqq tel que
rf|W 1 “ f 1, et donc rf|W “ f . �

Remarque 3.3.25. On peut déduire le théorème 3.3.23 du théorème 3.3.24. Soit h : V1 ‘W Ñ V2 ‘W une
isométrie. Posons V “ V1‘W . On part de l’application f : t0V1

u‘W Ñ V définie par fpwq “ h´1p0V2
‘wq.

Elle est certainement injective et isométrique pour q1 ‘ q : d’après le théorème 3.3.24, elle se prolonge en
rf P Opq1 ‘ qq. L’isométrie h ˝ rf envoie donc t0V1

u ‘W dans t0V2
u ‘W : elle induit une isométrie entre les

orthogonaux V1 ‘ t0W u » V1 et V2 ‘ t0W u » V2.

Soit d P N. Si f P Opqq et W est un SETI de dimension d de V , il en est de même de fpW q : on en déduit
une action du groupe Opqq sur l’ensemble des SETI de dimension d de V .

Corollaire 3.3.26. Cette action est transitive.

Démonstration. SoientW etW 1 deux SETI de dimension d. Soient ι : W ÑW 1 un isomorphisme K-linéaire
(il en existe puisque dimKpW q “ dimKpW

1q) et f le composé de ι et de l’inclusion de W 1 dans V . On a
q ˝ f “ 0 “ q|W : d’après le théorème 3.3.24, f se prolonge en rf P Opqq, et rfpW q “W 1. �

Corollaire 3.3.27. Tous les SETIM ont tous même dimension.

Démonstration. SoientW etW 1 deux SETIM de V . Quitte à les échanger, on peut supposer que dimKpW q ď
dimKpW

1q. Soit W 2 un sous-K-espace vectoriel de W 1 de dimension dimKpW q. Alors W 2 est un SETI, et
d’après le corollaire 3.3.26, il existe f P Opqq tel que fpW 2q “ W . On a alors W Ă fpW 1q : comme fpW 1q

est un SETI et W un SETIM, on a nécessairement W “ fpW 1q, de sorte que dimKpW q “ dimKpW
1q. �

Définition 3.3.28. L’indice d’isotropie de V est la dimension δ commune à tous les SETIM de V .

Remarque 3.3.29. Il résulte de ce qui précède que l’action de Opqq sur l’ensemble des SETI a δ` 1 orbites.

Corollaire 3.3.30. L’entier d du corollaire 3.1.36 est égal à l’indice d’isotropie de V .

Démonstration. Soit V “ H1

K

‘ ¨ ¨ ¨
K

‘Hd

K

‘W une décomposition de V comme dans le corollaire 3.1.36. Si
L est un lagrangien de l’espace hyperbolique H1 ‘ ¨ ¨ ¨ ‘ Hd, alors dimKpLq “ d et L est un SETI de V :
on a d ď δ. Supposons d ă δ : le SETI L est strictement inclus dans un SETIM. Il existe donc v P LKzL
isotrope. Mais LK “ L‘W : cela contredit le fait que W est anisotrope. On a donc d “ δ. �

Corollaire 3.3.31. La classe d’isomorphisme du module quadratique anisotrope pW, q|W q du corollaire
3.1.36 ne dépend que de la classe d’isomorphisme de pV, qq, et pas de la décomposition.

Démonstration. Soient V “ H1

K

‘ ¨ ¨ ¨
K

‘Hd

K

‘W et V “ H 11
K

‘ ¨ ¨ ¨
K

‘H 1d1
K

‘W 1 deux décompositions comme
dans le 3.1.36. D’après le corollaire 3.3.30, on a d “ d1 “ δ (l’indice d’isotropie de pV, qq). Le théorème 3.3.23

appliqué d fois permet de montrer que Hk

K

‘¨ ¨ ¨
K

‘Hd

K

‘W » H 1k
K

‘¨ ¨ ¨
K

‘H 1d1
K

‘W 1 pour tout k P t1, . . . , d`1u
(en simplifiant successivement par H1 » H 11, H2 » H 12, etc), ce qui montre que W » W 1 (comme modules
quadratiques). �

L’énoncé suivant précise les corollaires 3.1.36 et 3.3.30.

Corollaire 3.3.32. Soit L un SETIM de V . Alors il existe un espace hyperbolique H de V dont L est un
lagrangien, V “ H ‘HK et HK est anisotrope.

Démonstration. Soit pe1, . . . , eδq une base de L. D’après le lemme 3.1.34, il existe une famille peδ`1, . . . , e2δq

telle que H “ Vectpe1, . . . , e2δq soit un espace hyperbolique, dont L est un lagrangien. Comme H est non
dégénéré, on a V “ H ‘HK. Si v P HK est isotrope et non nul, alors L‘Kv est un SETI, ce qui contredit
la fait que L est un SETIM : l’espace HK est anisotrope. �
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3.4. Classification des espaces quadratiques. Soit V un K espace vectoriel de dimension finie.

Définition 3.4.1. Deux formes quadratiques q1 et q2 sur V sont équivalentes lorsque les modules
quadratiques pV, q1q et pV, q2q sont isomorphes, i.e. lorsqu’il existe u P GLpV q tel que q2 “ q1 ˝ u. Si B
est une base de V , cela signifie que les matrices de q2 et q1 dans B sont congruentes. C’est une relation
d’équivalence.

Classifier les formes quadratiques sur K signifie décrire les classes d’isomorphismes de modules quadratiques
sur K.
Dans ce qui suit, on se donne une forme quadratique q sur V .

3.4.2. Cas d’un corps algébriquement clos. Dans ce numéro, on suppose K algébriquement clos.

Proposition 3.4.3. Il existe une base de V dans laquelle la matrice de q est

diagp1, . . . , 1
loomoon

r fois

, 0, . . . , 0q “

¨

˝

1
. . .

1

˛

‚

où r est le rang de q.

Démonstration. D’après le théorème 3.1.41, il existe une base orthogonale pe1, . . . , enq. Quitte à permuter
les vecteurs de base, on peut supposer que qpeiq ‰ 0 pour i P t1, . . . , ru et qpeiq “ 0 pour i P tr ` 1, . . . , nu.
Comme K est algébriquement clos, il existe αi P Kˆ tel que α2

i “ qpeiq pour i P t1, . . . , ru. La famille
pα´1

1 e1, . . . α
´1
r er, er`1, . . . , enq est une base de V , dans laquelle la matrice de q est diagp1, . . . , 1

loomoon

r fois

, 0, . . . , 0q. �

Théorème 3.4.4. Un espace quadratique sur K algébriquement clos est entièrement déterminé, à iso-
morphisme près, par sa dimension et son rang.

Démonstration. On sait déjà que deux modules quadratiques isomorphes ont même dimension et même
rang (cf remarque 3.1.25 (1)). Réciproquement, si pV, qq et pV 1, q1q ont même dimension n et même rang r,
ils sont tous les deux isomorphes à rx1y ` pn´ rqx0y. �

Corollaire 3.4.5. En dimension n, il y a une seule classe d’isomorphisme de formes quadratiques non
dégénérées sur C.

3.4.6. Cas du corps R. Dans ce numéro, on suppose K “ R.

Définition 3.4.7. On dit que q est positive (resp. définie positive) si

p@v P V q qpvq ě 0 presp. p@v P V zt0uq qpvq ą 0q

On définit de même les notions de forme quadratique négative ou définie négative.

Exemples 3.4.8. On se place dans V “ R2.
(1) q1px, yq “ x2 ` y2 est définie positive.
(2) q2px, yq “ x2 est positive, mais pas définie positive.
(3) q3px, yq “ x2 ´ y2 n’est ni positive, ni négative.

Théorème 3.4.9. (Cauchy-Schwarz). Supposons q positive. Pour tout v1, v2 P V , on a

ϕpv1, v2q
2 ď qpv1qqpv2q

Il y a égalité si v1 et v2 sont colinéaires. Si q est définie positive, il y a égalité si et seulement si v1 et v2

sont colinéaires.

Démonstration. Pour tout t P R, on a 0 ď qptv1 ` v2q “ t2qpv1q ` 2tϕpv1, v2q ` qpv2q. Si qpv1q “ 0, cela
implique que ϕpv1, v2q “ 0 et donc l’inégalité. Si qpv1q ‰ 0, cela implique que le discriminant du trinôme du
second degré qpv1qT

2 ` 2ϕpv1, v2qT ` qpv2q est négatif : on a ϕpv1, v2q
2 ´ qpv1qqpv2q ď 0.

Si q est définie positive et ϕpv1, v2q
2 “ qpv1qqpv2q, on a qptv1 ` v2q “ 0 soit encore tv1 ` v2 “ 0 où

t “ ´2ϕpv1,v2qqpv1q
P R est l’unique racine du trinôme introduit plus haut. �

Corollaire 3.4.10. Supposons q positive. Alors q est définie positive si et seulement si q est non dégénérée.

Démonstration. Si q est définie positive, pour tout v P V zt0u, on a qpvq ą 0 donc v R V K d’où V K “ t0u.
Réciproquement, si q n’est pas définie positive, il existe v P V zt0u tel que qpvq “ 0. L’inégalité de Cauchy-
Schwarz implique alors que ϕpv, wq “ 0 pour tout w P V , et donc que q est dégénérée. �
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Corollaire 3.4.11. Si q est positive et v1, v2 P V , on a
a

qpv1 ` v2q ď
a

qpv1q `
a

qpv2q

avec égalité si v2 “ 0 ou pDλ P Rě0q v1 “ λv2, et seulement dans ce cas lorsque q est définie positive.

Démonstration. D’après l’inégalité de Cauchy-Schwarz, on a ϕpv1, v2q ď
a

qpv1qqpv2q. Comme qpv1 ` v2q “

qpv1q ` qpv2q ` 2ϕpv1, v2q, on a bien

qpv1 ` v2q ď qpv1q ` qpv2q ` 2
a

qpv1qqpv2q “
`

a

qpv1q `
a

qpv2q
˘2

Supposons
a

qpv1 ` v2q “
a

qpv1q`
a

qpv2q. D’après ce qui précède, cela équivaut à ϕpv1, v2q “
a

qpv1qqpv2q.
Si q est définie positive, cela implique que v1 et v2 sont colinéaires. Si v2 ‰ 0, on peut écrire v1 “ λv2 avec
λ P R. On a alors

a

qpp1` λqv2q “
a

qpλv2q `
a

qpv2q, i.e. |1 ` λ|
a

qpv2q “ p1 ` |λ|q
a

qpv2q, et donc
|1` λ| “ 1` |λ| vu que qpv2q ‰ 0. On a donc p1` λq2 “ p1` |λ|q2, i.e. 2λ “ 2|λ| soit λ ě 0. �

Remarque 3.4.12. Lorsque q est définie positive, l’application ?q : V Ñ Rě0 est donc une norme.

Définition 3.4.13. La signature de q est le couple ps, tq où s (resp. t) est la plus grande des dimensions
des sous-espaces V de E tels que la restriction q|V de q à V soit définie positive (resp. définie négative).

Théorème 3.4.14. (Inertie de Sylvester). Si q a signature ps, tq et B “ pe1, . . . , enq est une base
orthogonale de V pour q, alors s (resp. t) est le nombre d’indices i P t1, . . . , nu tels que qpeiq ą 0 (resp.
qpeiq ă 0). En particulier, le rang de q est s` t, et la signature de q est un invariant d’isomorphisme.

Démonstration. Dans la base B, la matrice A de q est de la forme

A “

˜

qpe1q . . .
qpenq

¸

Quitte à permuter les vecteurs de B, on peut supposer que qpeiq ą 0 pour i P t1, . . . , s0u, qpeiq ă 0 pour
i P ts0 ` 1, . . . , s0 ` t0u et qpeiq “ 0 pour i ą s0 ` t0. Par définition de la signature, on a s0 ď s et t0 ď t.
Soient W Ď E un sous-espace de dimension s tel que q|W soit définie positive, et W 1 “ Vectpes0`1, . . . , enq.
Si v P W XW 1, on a qpvq ď 0 (car v P W 1). Comme v P W , on a qpvq ě 0, et donc qpvq “ 0, d’où v “ 0 vu
que q|W est définie positive. Ainsi, on aW XW 1 “ t0u, de sorte que dimRpW q`dimRpW

1q ď dimRpV q “ n.
Comme dimRpW

1q “ n´ s0, on a donc s ď s0, et donc s “ s0. On montre de même que t “ t0. �

Corollaire 3.4.15. Si q a pour signature ps, tq, il existe un base de V dans laquelle la matrice de q est

diagp1, . . . , 1
loomoon

s fois

,´1, . . . ,´1
looooomooooon

t fois

, 0, . . . , 0q

En particulier, deux espaces quadratiques sont isomorphes si et seulement si ils ont même dimension et
même signature.

Démonstration. Si pe1, . . . , enq est une base orthonormée, on peut supposer, quitte à permuter les vecteurs
de base, que qpeiq ą 0 pour i P t1, . . . , su, qpeiq ă 0 pour i P ts ` 1, . . . , s ` tu et qpeiq “ 0 pour i P
ts ` t ` 1, . . . , nu. La famille

`

e1?
qpe1q

, . . . , es?
qpesq

, es`1?
´qpes`1q

, . . . , es`t?
´qpes`tq

, es`t`1, . . . , en
˘

est une base de

V , dans laquelle la matrice de q est diagp1, . . . , 1
loomoon

s fois

,´1, . . . ,´1
looooomooooon

t fois

, 0, . . . , 0q. Le module quadratique pV, qq est

donc isomorphe à sx1y ` tx´1y ` pn´ s´ tqx0y. �

Corollaire 3.4.16. En dimension n, il y a n ` 1 classes d’isomorphisme de formes quadratiques non
dégénérées sur R.

Notation. On note Ops, tq (resp. Opnq, ou parfois OnpRq) le groupe orthogonal de pRs`t, sx1y ` tx´1yq
(resp. pRn, nx1yq). On définit de même leurs sous-groupes SOps, tq et SOpnq.

3.4.17. Cas d’un corps fini. Dans ce numéro, on suppose que K est fini. Rappelons que q :“ #K “ pd où
p “ carpKq et d “ dimFppKq. En outre, nous avons supposé carpKq ‰ 2, de sorte que q est impair. On pose
c : Kˆ Ñ Kˆ;x ÞÑ x2 et ` : Kˆ Ñ Kˆ;x ÞÑ x

q´1
2 . Ce sont des morphismes de groupes.

Proposition 3.4.18. On a Imp`q “ Kerpcq “ t˘1u et Kerp`q “ Impcq. En particulier, le sous-groupe des
carrés de Kˆ est d’ordre q´1

2 , i.e. #
`

Kˆ{Kˆ2
˘

“ 2. En outre, il y a q`1
2 carrés dans K.
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Démonstration. Kerpcq est l’ensemble des racines du polynôme X2 ´ 1 “ pX ´ 1qpX ` 1q : comme p ‰ 2,
on a Kerpcq “ t˘1u de cardinal 2. Cela implique que # Impcq “ q´1

2 . On a ` ˝ c “ 1, de sorte que Impcq Ă

Kerp`q. Comme Kerp`q, ensemble des racines du polynôme X
q´1
2 ´ 1, a au plus q´1

2 éléments, on a l’égalité
Impcq “ Kerp`q, donc # Imp`q “ 2, et donc Imp`q “ t˘1u “ Kerpcq. �

Corollaire 3.4.19. Si q est de rang ě 2, alors q : V Ñ K est surjective, en particulier il existe v P V tel
que qpvq “ 1.

Démonstration. Le module quadratique pV, qq est isomorphe à xa1, . . . , ar, 0, . . . , 0y avec a1 ¨ ¨ ¨ ar ‰ 0 :
il suffit de montrer que la forme quadratique xa1, a2y sur K2 est surjective. Soit y P K. Les ensembles
ta1x

2
1 |x1 P Ku Ă K et ty ´ a2x

2
2 |x2 P Ku Ă K sont de cardinal q`1

2 : leur intersection n’est pas vide. Il
existe donc x1, x2 P K tels que a1x

2
1 “ y ´ a2x

2
2, i.e. y “ a1x

2
1 ` x

2
2, ce qui achève la preuve. �

Théorème 3.4.20. Il existe une base de V dans laquelle la matrice de q est diagp1, . . . , 1
loomoon

r´1 fois

, a, 0, . . . , 0q. En

particulier, deux formes quadratiques non dégénérées sur K sont isomorphes si et seulement si elles ont
même rang et même discriminant.

Démonstration. Soit r le rang de q. On peut supposer r “ n i.e. q non dégénérée. On procède par récurrence
sur r. Si r “ 1, alors q “ xay, et on a fini. Supposons r ą 1. D’après le corollaire 3.4.19, il existe e1 P V tel
que qpe1q “ 1. Par hypothèse de récurrence, il existe une base pe2, . . . , erq de eK1 dans laquelle la matrice de
q|eK1 est diagp1, . . . , 1, aq. La matrice de q dans la base pe1, . . . , erq est donc diagp1, . . . , 1, aq, et on a bien sûr
discpqq “ aKˆ2 dans ce cas.
Deux modules quadratiques isomorphes ont toujours même même rang et même discriminant. Récipro-
quement, deux modules quadratiques non dégénérés de rang r et discriminant aKˆ2 sont isomorphes à
x1, . . . , 1
loomoon

r´1 fois

, ay d’après ce qui précède : ils sont isomorphes. �

Corollaire 3.4.21. En dimension n, il y a deux classes d’isomorphisme de formes quadratiques non
dégénérées sur K.

Exemple 3.4.22. Cas où dimKpV q “ 2. Soit a P Kˆ. Alors x1, ay est un plan hyperbolique si ´a est
un carré dans K, et anisotrope sinon. Par exemple, la norme N : Fq2 Ñ Fq;x ÞÑ xq`1 fournit une forme
quadratique anisotrope sur Fq2 (vu comme espace vectoriel de dimension 2 sur Fq). En effet, soit α P Fq2

tel que Fq2 “ Fqpαq : le polynôme minimal de α sur Fq est de la forme P pXq “ X2´aX` b P FqrXs. On a
P pXq “ pX´αqpX´αqq i.e. a “ α`αq et b “ αq`1 “ Npαq. Une base de Fq2 sur Fq est donnée par p1, αq.
Si x “ u` αv P Fq2 (avec u, v P Fq), on a Npxq “ pu` αvqpu` αqvq et donc Npxq “ u2 ` auv ` bv2, ce qui
montre que N est une forme quadratique sur Fq2 . Elle est anisotrope car Npxq “ 0 ñ xq`1 “ 0 ñ x “ 0.

3.4.23. Une remarque sur le cas du corps Q. Comme on l’a vu, la classification des modules quadratiques
sur un corps K dépend de ses carrés, i.e. de son arithmétique. Le cas du corps des rationnels (et plus géné-
ralement des corps de nombres) est donc nettement plus subtil que les cas qui précèdent. On se contentera
de la remarque suivante.

Proposition 3.4.24. Si 0 ă r ď n sont des entiers, il y a une infinité de classes d’isomorphisme de
modules quadratiques de dimension n et de rang r.

Démonstration. Il suffit de le voir pour r “ n “ 1. La décomposition en produit de facteurs premiers
fournit un isomorphisme de groupes ZpPq

„
ÑQˆ (où P désigne l’ensemble des nombres premiers). Il induit

un isomorphisme F
pPq
2

„
ÑQˆ {Qˆ2 : l’ensembles des valeurs possibles pour le discriminant est infini. Par

exemple, si p et q sont deux nombres premiers distincts, les formes quadratiques xpy et xqy ne sont pas
isomorphes (cela équivaudrait au fait que p

q est un carré dans Qˆ, ce qui n’est pas). �

3.5. Algèbres de quaternions et formes quadratiques. Dans tout ce qui suit, K est un corps de
caractéristique différente de 2.

Définition 3.5.1. Soient a, b P Kˆ. L’algèbre de quaternions (généralisée) pa, bqK est le K espace
vectoriel de base p1, i, j, kq muni de la multiplication déterminée par les conditions suivantes :

(1) la multiplication est bilinéaire et associative ;
(2) 1 est neutre pour la multiplication ;
(3) i2 “ a1, j2 “ b1, ij “ ´ji “ k.
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Dans ce qui suit, si x P K, on écrira x au lieu de x1 dans pa, bqK .

Remarque 3.5.2. On a k2 “ ijij “ ´i2j2 “ ´ab, ik “ i2j “ aj, ki “ ´ji2 “ ´aj, jk “ ´j2i “ ´bi et
kj “ ij2 “ bi, donc la table de multiplication :

1 i j k
1 1 i j k
i i a k aj
j j ´k b ´bi
k k ´aj bi ´ab

Lemme 3.5.3. (1) On a p1, bqK » M2pKq :
(2) Si λ ‰ 0, on a pa, bqK » pλ2a, bqK » pb, aqK » pa,´abqK .

Démonstration. (1) Un isomorphisme est donné par pi, jq ÞÑ
``

1 0
0 ´1

˘

, p 0 1
b 0 q

˘

.
(2) L’isomorphisme pa, bqK » pλ2a, bqK est donné par pi, jq ÞÑ pλ´1i, jq, pa, bqK » pb, aqK par pi, jq ÞÑ pj, iq
et pa, bqK » pa,´abqK par pi, jq ÞÑ pi, kq. �

Exemple 3.5.4. (1) LorsqueK est algébriquement clos, tout élément est un carré : on a pa, bqK » M2pKq
pour tout a, b P Kˆ.

(2) Lorsque K “ R et a “ b “ ´1, on retrouve le corps de quaternions de Hammilton.

Définition 3.5.5. Soit A une K-algèbre.
(1) On dit que A est simple si ses seuls idéaux bilatères sont t0u et A.
(2) On dit que A est centrale si son centre est K1A.

Proposition 3.5.6. Soit A une K-algèbre de dimension 4. Les propriétés suivantes sont équivalentes :
(i) A est une algèbre de quaternions ;
(ii) AbK K » M2pK q ;
(iii) A est centrale simple sur K.

Lorsqu’elles sont remplies, A est corps (non commutatif) ou isomorphe à M2pKq.

Démonstration. Supposons (i) : il existe a, b P Kˆ tels que A » pa, bqK . On a donc AbKK » pa, bqK . Dans
K , tout élément est un carré, ce qui implique pa, bqK » M2pK q (cf lemme 3.5.3), et donc (ii).
Supposons (ii). Si x P ZpAq, alors xb 1 P ZpAbK K q » ZpM2pK qq “ K I2, et donc xb 1 P pK1AqbK K , ce
qui implique x P K. Si I Ă A est un idéal bilatère, alors IbKK est un idéal bilatère de AbKK » M2pK q :
comme M2pK q est simple, on a I bK K “ t0u ou I bK K “ A bK K , i.e. I “ t0u ou I “ A (on peut le
voir en utilisant dimKpIq). Cela montre (iii).
Supposons (iii). Premier cas : supposons qu’il existe x P Azt0u tel que Ax ‰ A : l’ensemble des idéaux à
gauche propres (i.e. distincts de t0u et de A) est non vide. Soit I un idéal à gauche de dimension minimale.
L’action de A sur I par translation à gauche fournit un morphisme K-linéaire f : AÑ EndKpIq. Comme A
est simple et Kerpfq est un idéal bilatère, on a Kerpfq “ t0u (on a Kerpfq ‰ A parce que fp1q “ IdI), de
sorte que f est injective. Comme dimKpAq “ 4, cela implique dimKpIq P t2, 3u. Supposons dimKpIq “ 3 :
l’idéal I est unique (sinon on pourrait construire un idéal à gauche plus petit en considérant l’intersection
de deux tels idéaux). Cela implique que I est aussi stable par multiplication à droite : c’est un idéal bilatère,
contredisant la simplicité de A. On a donc nécessairement dimKpIq “ 2, et donc A » M2pKq » p1, 1qK est
une algèbre de quaternions.
Deuxième cas : A est un corps (non commutatif). Si x P AzK, l’anneau Kpxq est un sous-corps commutatif
de A : on a nécessairement rKpxq : Ks “ 2, etKpxq est son propre centralisateur dans A. Comme carpKq ‰ 2,
il existe i P KpxqzK tel que i2 “ a P KˆzpKˆq2. La conjugaison ci : AÑ A, y ÞÑ iyi´1 par i sur A est donc
une involution. Comme Kpxq est son propre centralisateur dans A, on a Kerpci ´ IdAq “ Kpiq, de sorte que
dimKpKerpci ` IdAqq “ 2 : soit j P A tel que cipjq “ ´j. On a alors ij “ ´ji, donc aussi ij2 “ j2i, i.e.
j2 P Kpiq : il existe b, c P K tels que j2 “ b ` ci. Si on avait c ‰ 0, alors i P Kpjq, donc Kpiq Ĺ Kpjq d’où
Kpjq “ A, contredisant la non commutativité de A : on a nécessairement j2 “ b P Kˆ, et donc A » pa, bqK .
Les deux cas qui précèdent montrent la dichotomie A » M2pKq et A est un corps non commutatif. �

Définition 3.5.7. Une algèbre de quaternions isomorphe à M2pKq est dite déployée, et non déployée
dans le cas contraire.

Définition 3.5.8. Dans l’algèbre pa, bqK , le conjugué de x “ α`βi`γj` δk est x˚ “ α´βi´γj´ δk.
Sa trace est Tpxq “ x` x˚ “ 2α P K, et sa norme est Npxq “ xx˚ “ x˚x “ α2 ´ aβ2 ´ bγ2 ` abδ2. Le
sous-espace des quaternions purs est KerpT q “ Ki‘Kj ‘Kk.
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Remarque 3.5.9. Si A » pa, bqK est une algèbre de quaternions, on a pa, bqK bK K » M2pK q, et TbK
et NbK sont la trace et le déterminant sur M2pK q. Comme les automorphismes de M2pK q sont donnés
par la conjugaison par un élément de GL2pK q, les applications T et N ne dépendent que de la K-algèbre
A “ pa, bqK et pas de a et b. Notons que si x P A, on a l’identité de Cayley-Hammilton x2´Tpxqx`Npxq “ 0
(qui n’est autre que px´ xqpx´ x˚q “ 0).

Soit A » pa, bqK une algèbre de quaternions. La norme d’une algèbre de quaternions est une forme qua-
dratique non dégénérée : plus précisément, on a pA,Nq » x1,´a,´b, aby. Notons au passage que la forme
quadratique N est multiplicative, i.e. que Npxyq “ NpxqNpyq pour tout x, y P A. De plus, son discrimi-
nant vaut 1 P Kˆ{pKˆq2. Si x, y P pa, bqK , on a Npx ` yq “ px ` yqpx ` yq˚ “ px ` yqpx˚ ` y˚q “
Npxq ` xy˚ ` yx˚ ` Npyq “ Npxq ` Npyq ` Tpxy˚q : la forme polaire de la forme quadratique N est
px, yq ÞÑ 1

2 Tpxy˚q. On a la décomposition en somme orthogonale A “ K ‘ A0 où A0 “ KerpT q est le
sous-espace des quaternions purs.

Proposition 3.5.10. L’application A ÞÑ pA0,N|A0
q définit une bijection entre les classes d’isomorphisme

d’algèbres de quaternions sur K et les classes d’isomorphisme d’espaces quadratiques non dégénérés de
dimension 3 et de discriminant 1. Dans cette bijection, les corps correspondent aux espaces quadratiques
anisotropes, et M2pKq à l’unique forme isotrope x´1,´1, 1y.

Démonstration. D’après ce qui précède, l’application est bien définie. Si pV, qq est un espace quadratique non
dégénéré de dimension 3 et de discriminant 1. On a pV, qq » x´a,´b, aby (cf théorème 3.1.41), ce qui montre
que l’application est surjective. Si A est une algèbre de quaternions telle que pA0,N|A0

q » x´a,´b, aby, il
existe i, j P A0 orthogonaux tel que Npiq “ i˚ “ ´i2 “ ´a et Npjq “ ´j2 “ ´b. Comme i et j sont
orthogonaux, on a 0 “ Tpij˚q “ ´ij ´ ji donc ji “ ´ij. On a donc A » pa, bqK , et l’application est
injective.
Si A est un corps et x P A0, on a Npxq “ 0 ñ xx˚ “ 0 ñ x “ 0, de sorte que N|A0

est anisotrope.
Si A » M2pKq, on a A » p1, 1qK , donc pA0,N|A0

q » x´1,´1, 1y est isotrope, ce qui prouve la dernière
assertion. �

Exemple 3.5.11. Lorsque K est fini et a, b P Kˆ, l’espace quadratique x´a,´b, aby a des vecteurs isotropes
non nuls (car elle est de rang 3 cf corollaire 3.4.19) : on a pa, bqK » M2pKq, et à isomorphisme près, il y a
une seule algèbre de quaternion sur K (c’est relié au fait que tout corps fini est commutatif).

4. Espaces symplectiques

4.1. Formes alternées. Soit K un corps.

Définition 4.1.1. Un espace symplectique (sur K) est un couple pV, ψq où V est un K-espace vectoriel
de dimension finie et ψ : V ˆV Ñ K une forme symplectique, c’est-à-dire bilinéaire, non-dégénérée, et
alternée i.e. telle que

(˚) p@v P V qψpv, vq “ 0

Remarque 4.1.2. (1) Si pV, ψq est un espace symplectique et v, w P V , on a ψpw, vq “ ´ψpv, wq (en
développant ψpv ` w, v ` wq “ 0), de sorte que ψ est antisymétrique. Lorsque carpKq ‰ 2, cela
équivaut à (˚). Lorsque carpKq “ 2, ψ est symétrique, mais la symétrie n’implique pas (˚).

(2) Dans une base de V , la matrice A “ pai,jq1ďi,jďd d’une forme symplectique est caractérisée par
A P GLdpKq et p@i, j P t1, . . . , duq pai,j “ ´aj,i et ai,i “ 0q. Lorsque carpKq ‰ 2, cette dernière
condition équivaut à tA “ ´A.

Proposition 4.1.3. Soit pV, ψq un espace symplectique. Alors dimpV q “ 2g est paire, et il existe une
base e “ pe1, . . . , e2gq de V dans laquelle la matrice de ψ est

J2g “

ˆ

0 Ig
´ Ig 0

˙

P M2gpZq

(une telle base s’appelle une base de symplectique).

Démonstration. Si V ‰ 0, soit e1 P V zt0u. Comme ψ est non dégénérée, il existe eg`1 P V avec ψpe1, eg`1q “

1 : on a alors ψpeg`1, e1q “ ´1, de sorte que la matrice de ψ restreinte à V1 :“ VectKpe1, eg`1q est
`

0 1
´1 0

˘

.
Un calcul simple montre que V “ V1‘V

K
1 , de sorte que pV K1 , ψ|V K1 q est un espace symplectique de dimension

dimKpV q ´ 2. Une récurrence immédiate sur dimKpV q permet de conclure. �
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Corollaire 4.1.4. Si A P MnpKq est antisymétrique à coefficients diagonaux nuls, alors detpAq est un
carré dans K.

Démonstration. C’est trivial si detpAq “ 0. Si detpAq ‰ 0, alors A munit Kn d’une structure symplec-
tique : d’après la proposition 4.1.3, on a n “ 2g et il existe une base symplectique. Si P désigne la ma-
trice de changement de base de la base canonique vers une base symplectique, on a tPAP “ J2g, donc
detpP q2 detpAq “ detpJ2gq “ 1, et donc detpAq “

`

1
detpP q

˘2. �

Définition 4.1.5. SiW est un sous-K-espace vectoriel de V , on a a dimKpW q`dimKpW
Kq “ dimKpV q “

2g : la dimension d’un sous-espace isotrope est donc ď g. Un lagrangien est un sous-espace isotrope W
de dimension maximale. D’après la proposition 4.1.3, on a dimKpW q “ g et donc W “WK.

a. Cela résulte de la non dégénérescence de ψ.

4.2. Groupes symplectiques.

Définition 4.2.1. Le groupe symplectique (resp. groupe des similitudes symplectiques) de pV, ψq
est a

Sppψq “ tf P EndKpV q | p@x, y P V q ψpfpxq, fpyqq “ ψpx, yqu Ă GLpV q

presp. GSppψq “ tf P EndKpV q | pDνpfq P K
ˆq p@x, y P V q ψpfpxq, fpyqq “ νpfq.ψpx, yqu Ă GLpV qq

Soit R un anneau. Le groupe symplectique est

Sp2gpRq “
 

M P M2gpRq |
tMJ2gM “ J2g

(

Ă GL2gpRq

On définit de même le groupe GSp2gpRq.

a. L’inclusion dans GLpV q résulte de ce que ψ est non dégénérée.

Remarque 4.2.2. Le choix d’une base symplectique fournit un isomorphisme SppV, ψq » Sp2gpKq (resp.
SppV, ψq » GSp2gpKq). Le groupe Sppψq agit simplement transitivement sur l’ensemble des bases symplec-
tiques de pV, ψq.

Exercice 4.2.3. Si dimKpV q “ 2, il n’y a qu’une seule forme alternée ψ à multiplication par un scalaire
près : on a GSppψq “ GLpV q et Sppψq “ SLpV q.

Proposition 4.2.4. Si K est algébriquement clos, la suite

1 Ñ Sp2gpKq Ñ GSp2gpKq
ν
ÝÑ Kˆ Ñ 1

est exacte.

Démonstration. On a bien sûr la suite exacte 1 Ñ Sp2gpKq Ñ GSp2gpKq
ν
ÝÑ Kˆ. Si λ P Kˆ on a λ I2g P

GSp2gpKq et νpλ I2gq “ λ2. Comme Kˆ Ñ Kˆ; x ÞÑ x2 est surjectif, cela prouve l’exactitude à droite. �

Si M P Sp2gpKq, on a detpMq P t˘1u. Matriciellement, si M “ pA B
C D q P M2gpRq, on a M P Sp2gpRq si et

seulement si
$

’

&

’

%

tAC “ tCA
tBD “ tDB
tAD ´ tCB “ Ig

Cela implique en particulier que Sp2pRq “ SL2pRq (cf exercice 4.2.3).
Si M “ pA B

C D q P Sp2gpRq, alors M´1 “

´

tD ´
tC

´
tB tA

¯

et tM “ J2gM
´1J´1

2g . Par ailleurs, comme tJ2g “ ´J2g,
on a M P Sp2gpRq ñ

tM P Sp2gpRq.

4.2.5. Un sous-groupe utile du groupe symplectique. Soit SgpKq le K-espace vectoriel des matrices symé-
triques. Munissons GLgpKq de la loi de goupe opposée au produit habituel et SgpKq de l’action de GLgpKq
donnée par pA,Sq ÞÑ tASA. La loi de groupe sur le produit semi-direct SgpKq ¸ GLgpKq est donc donnée
par

pS1, A1q ¨ pS2, A2q “ pS1 `
tA1S2A1, A2A1q

Proposition 4.2.6. On a un morphisme de groupes injectif

SgpKq ¸ GLgpKq Ñ Sp2gpKq; pS,Aq ÞÑ
´

tA SA´1

0 A´1

¯

Proposition 4.2.7. Le centre de Sp2gpKq est t˘ I2gu, celui de GSp2gpKq est Kˆ I2g.
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Démonstration. Soit M “ pA B
C D q P GSp2gpKq appartenant au commutant de Sp2gpKq (avec A,B,C,D P

MgpKq). On a
´

Ig Ig
0 Ig

¯

P Sp2gpKq (cf proposition 4.2.6). Comme
´

Ig Ig
0 Ig

¯

M “
`

A B`D
C D

˘

et M
´

Ig Ig
0 Ig

¯

“
`

A A`B
C C`D

˘

, on a C “ 0 et A “ D. De même, on a B “ 0 (car tM commute aux éléments de Sp2gpKq vu que
ce dernier est stable par transposition), d’où M “ pA 0

0 A q avec A P GLgpKq. Par ailleurs, si U P GLgpKq, on
a
`

U 0
0 tU´1

˘

P Sp2gpKq (cf proposition 4.2.6) : on a
`

U 0
0 tU´1

˘

M “ M
`

U 0
0 tU´1

˘

, ce qui implique UA “ AU ,
i.e. A P ZpGLgpKqq “ Kˆ Ig, ce qui prouve que ZpGSp2gpKqq “ Kˆ I2g. Si M P ZpSp2gpKqq, on a en outre
tAA “ A2 “ Ig, donc M P t˘ I2gu. �

Remarque 4.2.8. Les groupes Sp2gpKq{t˘ I2gu sont simples excepté Sp2pF2q{t˘ I2gu, Sp2pF3q{t˘ I2gu et
Sp4pF2q{t˘ I2gu (cf [1, Théorème 5.2]).

4.2.9. Action sur le demi-espace de Siegel.

Définition 4.2.10. Le demi-espace de Siegel est

Hg :“ tZ P MgpCq,
tZ “ Z, ImpZq " 0u

Remarque 4.2.11. Lorsque g “ 1, ce n’est autre que le demi-plan de Poincaré H “ tz P C, Impzq ą 0u.

Proposition 4.2.12. Le groupe Sp2gpRq agit sur le demi-espace de Siegel Hg par

pA B
C D q ¨ Z “ pAZ `BqpCZ `Dq

´1

pour tout Z P Hg.

Démonstration. Si Z1, Z2 P MgpCq, on a t
`

Z1

Ig

˘

J2g

`

Z2

Ig

˘

“ tZ1 ´ Z2, de sorte que

Z P Hg ô

ˆ

t
`

Z
Ig

˘

J2g

`

Z
Ig

˘

“ 0 et ´
1

2i
t
`

Z
Ig

˘

J2g

`

Z
Ig

˘

" 0

˙

Si M “ pA B
C D q, on a M

`

Z
Ig

˘

“
`

E
F

˘

avec E “ AZ `B et F “ CZ `D. On a donc
#

tEF ´ tFE “ t
`

E
F

˘

J2g

`

E
F

˘

“ t
`

Z
Ig

˘

tMJ2gM
`

Z
Ig

˘

“ t
`

Z
Ig

˘

J2g

`

Z
Ig

˘

“ 0

E˚F ´ F˚E “ t
`

E
F

˘

J2g

`

E
F

˘

“ t
`

Z
Ig

˘

tMJ2gM
`

Z
Ig

˘

“ t
`

Z
Ig

˘

J2g

`

Z
Ig

˘

i.e. tEF “ tFE et ´ 1
2i pE

˚F ´ F˚Eq " 0. Soit v P Cn tel que Fv “ 0 : on a v˚F˚ “ 0, et donc
v˚pE˚F ´ F˚Eqv “ 0 et donc v “ 0 vu que ´ 1

2i pE
˚F ´ F˚Eq " 0. Il en résulte que F est inversible, et

que M ¨ Z “ EF´1 a bien un sens. L’égalité tEF “ tFE s’écrit tF´1tE “ EF´1 : la matrice M ¨ Z est
symétrique. Enfin, ´ 1

2i pE
˚F ´ F˚Eq “ ´ 1

2iF
˚pF´1˚E˚ ´ EF´1qF est définie positive, i.e. M ¨ Z P Hg :

on a bien une action de Sp2gpRq sur Hg. �

Remarque 4.2.13. Lorsque g “ 1, on retrouve l’action par homographies de SL2pRq sur le demi-plan de
Poincaré.

Proposition 4.2.14. L’action est transitive, et le stabilisateur de i Ig est

Sp2gpRq X O2gpRq “
 `

A B
´B A

˘

P M2gpRq
ˇ

ˇ

tAA` tBB “ Ig et tAB “ tBA
(

Ce dernier est isomorphe au groupe unitaire UgpCq par l’application
`

A B
´B A

˘

ÞÑ A` iB.

Démonstration. Soit Z P Hg : il existe A P GLgpRq et S P MgpRq symétrique tels que Z “ S ` itAA. On a
alors

´

tA SA´1

0 A´1

¯

¨ i Ig “ Z, ce qui implique que l’action de Sp2gpRq sur Hg est transitive 5.
Soit M “ pA B

C D q P Sp2gpRq. On a M ¨ i Ig “ i Ig si et seulement si piA` BqpiC `Dq´1 “ i Ig ô B ` iA “

´C ` iD i.e. C “ ´B et A “ D, soit M “
`

A B
´B A

˘

avec tAA` tBB “ Ig et tAB symétrique. Cela équivaut
à A ` iB P UgpCq. Par ailleurs, cela implique que M P O2gpRq. Réciproquement, soit M “

`

A B
´B A

˘

P

Sp2gpRq XO2gpRq : on a M´1 “ tM . Comme tMJ2gM “ J2g, on a M´1J2gM “ J2g et M commute à J2g,
ce qui signifie A “ D et B`C “ 0 et prouve l’égalité Sp2gpRqXO2gpRq “

 `

A B
´B A

˘

P M2gpRq
ˇ

ˇ

tAA`tBB “

Ig et tAB “ tBA
(

. �

Corollaire 4.2.15. Le groupe Sp2gpRq est connexe, et inclus dans SL2gpRq.

5. En fait, l’action du sous-groupe parabolique décrit dans la proposition 4.2.6 est transitive.
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Démonstration. D’après la proposition 4.2.14, on a un homéomorphisme Sp2gpRq{UgpCq
„
ÑHg. La connexité

de Sp2gpRq résulte donc de celle de UgpCq et de celle de Hg (qui est même convexe). Comme le déterminant
est à valeurs dans t˘1u sur Sp2gpRq, il est donc constant égal à 1. �

Remarque 4.2.16. En fait, on a un homéomorphisme Sp2gpRq » UgpCq ˆ Rgpg`1q, ce qui implique
π1pSp2gpRqq » π1pUgpCqq » Z. En outre, Sp2gpRq X O2gpRq est un sous-groupe compact maximal de
Sp2gpRq, et ces derniers sont conjugués (cf [3, 6.2]).

4.2.17. Une preuve algébrique de l’inclusion Sp2gpKq Ă SL2gpKq. Soient pXi,jq1ďiăjď2g des indéterminées

et
ˆ

0 Xi,j
. . .

´Xi,k 0

˙

P M2g

`

ZrXi,js1ďiăjď2g

˘

la matrice antisymétrique « générique ». D’après la proposition

4.1.3, elle est congruente à J2g (vue comme matrice à coefficients dans le corps des fractions rationnelles
QpXi,jq1ďiăjď2g). Son déterminant est donc un carré de QpXi,jq1ďiăjď2g. Comme l’anneau de polynômes
ZrXi,js1ďiăjď2g est factoriel, c’est en fait le carré d’un polynôme Pfg P ZrXi,js1ďiăjď2g (qu’on normalise
par PfgpJ2gq “ 1).

Définition 4.2.18. Le polynôme Pfg s’appelle le pfaffien : si R est un anneau et A P M2gpRq une matrice
antisymétrique à coefficients diagonaux nuls, on a detpAq “ PfgpAq

2.

Proposition 4.2.19. Si B P GL2gpRq, on a Pfgp
tBABq “ detpBqPfgpAq.

Démonstration. On a Pfgp
tBABq2 “ detptBABq “ detpBq2 detpAq “ detpBq2 PfpAq2 ce qui implique l’éga-

lité Pfgp
tBABq “ ˘detpBqPfgpAq. Le signe est toujours ` : cela se vérifie avec les matrices génériques, en

évaluant en A “ J2g et B “ I2g. �

Corollaire 4.2.20. Pour tout corps (et même tout anneau) K, on a Sp2gpKq Ă SL2gpKq.

Démonstration. Si M P Sp2gpKq, on a detpMq “ detpMqPfgpJ2gq “ Pfgp
tMJ2gMq “ PfgpJ2gq “ 1. �

5. Prolongements

5.1. Le groupe orthogonal euclidien.

Définition 5.1.1. Si n P Ną0, on pose POnpRq “ OnpRq{t˘ Inu (qu’on appelle groupe projectif ortho-
gonal) et PSOnpRq “ SOnpRq{ZpSOnpRqq.

Théorème 5.1.2. Le groupe SO3pRq est simple.

Démonstration. Soit G un sous-groupe distingué de SO3pRq tel que G ‰ tI3u. Montrons que G “ SO3pRq.
Comme SO3pRq est engendré par les renversements (cf corollaire 3.3.8), et comme les les renversements sont
conjugués (car SO3pRq agit transitivement sur les plans), il suffit de montrer que G contient un renversement.
‚ Notons G0 la composante connexe de G contenant I3. C’est un sous-groupe de G (l’application G0ˆG0 Ñ

G; pg, hq ÞÑ gh´1 est continue : par connexité de G0ˆG0, son image est connexe et contient I3, donc incluse
dans G0). Le sous groupe G0 est un distingué dans SO3pRq (l’argument précédent reste valide en considérant
l’application SO3pRq ˆG0 Ñ G; pg, hq ÞÑ g´1hg.
‚ Supposons G0 “ tI3u. Soit G1 une composante connexe de G. L’application G1 ˆG1 Ñ G; pg, hq ÞÑ gh´1

est continue, donc d’image connexe incluse dans G et contenant I3 : elle est constante égale à I3, de sorte
que G1 est un singleton. On a G ‰ tI3u : soit g P GztI3u. L’application SO3pRq Ñ G; h ÞÑ h´1gh est
constante égale à g car continue et d’image connexe dans G. Pour tout h P SO3pRq, on a donc h´1gh “ g.
Si ∆ désigne l’axe de la rotation g, alors hp∆q Ă Kerpg ´ I3q “ ∆, et donc hp∆q Ă ∆. Ceci est absurde, car
il n’existe pas de droite de R3 stabilisée par SO3pRq.
‚ Supposons que G0 ‰ tI3u. Si g P SO3pRq est une rotation d’angle θ, il existe une base orthonormale de

R3 dans laquelle sa matrice est
ˆ

cospθq ´ sinpθq 0
sinpθq cospθq 0

0 0 1

˙

, si bien que Trpgq “ 2 cospθq ` 1 P r´1, 3s. L’application

ϕ : SO3pRq Ñ R; g ÞÑ Trpgq´1
2 est continue. Montrons l’existence d’un élément r P G0 tel que ϕprq “ 0 (car

alors r2 P G0 est renversement). Soit g P G0ztI3u. Quitte à remplacer g par g´1, on peut supposer qu’une
mesure θ de l’angle de la rotation g appartient à s0, πs. Si θ P

‰

0, π2
“

, et si N “
X

π
2θ

\

` 1 P N, la rotation
gN P G0 est d’angle Nθ P

“

π
2 , πs. Dans tous les cas, G0 contient un élément g tel que ϕpgq ď 0. L’image de

G0 par ϕ étant connexe dans R, elle contient rϕpgq, 1s donc 0. �

Théorème 5.1.3. Si n ě 5, le groupe PSOnpRq est simple.
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Démonstration. Le cas n “ 3 n’est autre que le théorème 5.1.2. Soit G un sous-groupe distingué non trivial
de PSOnpRq : il lui correspond un sous-groupe G de SOnpRq distingué et contenant strictement ZpSOnpRqq.
Là encore, il s’agit de montrer que G contient un renversement.
‚ Soit W Ă Rn un sous-espace de dimension 3. L’application SOpW q Ñ SOnpRq; g ÞÑ g ‘ IdWK identifie
SOpW q » SO3pRq à un sous-groupe de SOnpRq. Le sous-groupe SOpW q X G de SOpW q est distingué :
comme ce dernier est simple d’après le théorème 5.1.2, on a SOpW q XG “ tInu ou SOpW q XG “ SOpW q.
Dans le deuxième cas, le groupe G contient un renversement et donc G “ SOnpRq : il s’agit de montrer qu’il
existe un tel W tel que SOpW q XG ‰ tInu.
‚ Soit g P Gzt˘ Inu. Comme g n’est pas une homothétie, il existe un plan P Ă Rn tel que gpP q ‰ P .
Soit alors σ le renversement par rapport à PK (de sorte que Kerpσ ` Inq “ P ). On a σ P SOnpRq, donc
σg´1σ´1 P G (parce que G est distingué dans SOnpRq), donc ρ “ gσg´1σ´1 P G. Par ailleurs, gσg´1 est
le renversement par rapport à gpP qK. Il en résulte que ρ est le produit des deux renversements σ´1 “ σ et
gσg´1, de sorte que ρ laisse fixe PK X gpP qK, qui est un sous-espace de dimension ě n´ 4 ě 1 : l’élément
ρ P G admet un point fixe x P Rn

zt0u (de sorte que ρ ‰ ´ In). Comme gpP q ‰ P , on a ρ ‰ In : il existe
y P Rn tel que ρpyq et y ne soient pas colinéaires.
‚ Posons alors s “ τyτx (où τx et τy sont les réflexions d’hyperplans xK et yK respectivement). On a
s P SOnpRq, donc sρ´1s´1 P G et g1 “ ρsρ´1s´1 P G. On a ρsρ´1 “ τρpyqτρpxq donc g1 “ τρpyqτρpxqτ

´1
x τ´1

y .
Comme ρpxq “ x, τ´1

x “ τx et τ´1
y “ τy, on a g1 “ τρpyqτy ‰ In (car ρpyq et y ne sont pas colinéaires). On

a dimRpVectpy, ρpyqq “ 2 : soit W Ă Rn un sous-espace de dimension 3 contenant Vectpy, ρpyqq. Comme
g1
|WK ‰ IdWK , on a SOpW q XG ‰ tInu, ce qu’on voulait. �
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